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Théorie nouveile du mouvement dun corps libre; par
F. Folie, docteur en sciences physiques et mathémati-
ques, répétiteur a I'Ecole des mines de Liége.

PreEMIERE PARTIE : Délerminalion du mouvemend initial,

L

1. Jusqu’aujourd’hui toutes les solutions du probléme
du mouvement d’un corps solide libre consistent 4 envi-
sager d’'une maniére distincte le mouvement de transia-
tion du cenire de gravité et le mouvement de rotation
autour de ce centre; outre cet artifice, plusieurs mé-
thodes deivent recourir i Tintroduction de deux forces
égales et directement contraires appliguées en différents
points du systéme. Enfin, pour arriver 4 Fidée la plus
simple du mouvement de ce eorps, cest-a-dire 4 Iz déter-
mination de I'axe spontané glissant de rotation, il est né-
cessaire de s’appuyer sur la cinématique.

Nous nous proposons dans ce_travail de résoudre ce
probléme sans recourir 4 aucun de ces artifices, et sans
rien emprunter 4 la cinématique que la composition des
vitesses reclilignes sollicitant un midme point matériel.
Nous supposons démontrés les principes de Ia composition
des forces concourantes et des forces parailéles | ¥ compris
la détermination dn centre de ces forces el celle du centre
de gravité; enfin Jnous invoquerons également les pro-
priétés analytiques et géoméiriques des moments d'inertie.
- Il nous a semblé que la canse pour laguelie on 1'a pas
donné une solution tout & fait directe dn probléme réside
dans I'idée méme que I'on se fait de Peffel d’une force sur
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un point matériel libre, et qu'en cherchant 3 donner i
cetie idée un plas ﬂ'lal'ld caractére de généralilé, nous
éviterions bien des difficultés.

Nous sommes done parti -de ce principe fondamental
qui forme toute la base de notre théorie, & savoir : qu'une
force agissant sur un point matériel libre lni fait déerire
au premier instant un arc élémentaire dont le centre est
en un point arbitraire d’une normale queleongue élevée
par le point matériel 4 la direction de la force. Grace i ce
principe évident, le mouvement de rotation se présente
tout naturellement en mécanique, et I'on délermine avee
la plus grande facilité le centre instantané de rotation

d'une figure matérielle plane sollicitée par un systéme de

forces-qui agissent sur elle dans son plan; en ¢’ appuvant
sur celte détermination, on trouve les conditions du mon
vement spontané de rotation d'un corps libre autour d’n_n
axe; et partant de 1a on arrive enfin a Paxe spontané de
rotation et de glissement d'un corps libre sollicité par un
nombre quelconque de lorces.

Nous nous sommes atlaché 4 résoudre toutes ces qhes-
tions d'une maniére uniforme en faisant usage de la régle
suivante, quin’est au fond que le principe de d’Alembert :

Quand des forces agissent sur un systéme, il faul ticher
de les ramener & d’aulres forces agissant sur tous les poinds

matériels qui constituent le systéme, de maniére que ls-

mouverment de ceux-ci, regardés comme des points libres,
soit le méme gue celui qu’ils prennent dans le systéme.

On pourra juger par notre travail si cette maniére
sitople et naturelle d’aborder le probléme, sans recourir
& I'introduction d’aucane force étrangére, ne salisfait pas
plus complétement esprit au point de vue phl[osoph:que
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et si, d'un autre cdté, elle conduit 2 des développements
analytiques d'une difficulté heaucoup plus grande.

Ce que 'on reconnaitra, sans avcun doute, c'est que
cette méthode nous a conduit directement, et sans re-
courir 4 la cinémalique (en exceptant toutefois la compo-
sition des vitesses rectilignes) i la détermination de Vel-
lipsoide central et & celie de I'axe spontané glissant de
rotation dans le cas du moavement le plus général d'un
corps libre.

On verra méme découler de cette analyse des (héo-
rémes dont la forme paraitra peut-éire plus simple que
celle des théoremes similaires dus & Poinsot, ainsi qu'un
principe que nous croyons nonveau et qui n’a pas son
analyse dans la théorie de la rotation des corps, quoigu’i}
Y soit évidemment contenu d’'nne maniére implicite. On
voudra bien nous pardonner les détails élémentaires par
lesquels nous entrons en. matiére, nous aurions' sans
doute pu les omeltre; mais, dans ce €as, on ne se serait
probablement pas rendu un compte exact de la marche
gue nous avons suivie pour arriver a la solution générale
du probléme qui nous occupe. .

@

1L

2. LenMe. — Lorsquw’un point libre de masse m est
sollicité par une force 1, son accéléralion ;lf-l peul élre
considérée aw premier instant comme une accélération
anqwiéire 0= f—azr[mrr d'un point situé & une distance
quelconquee ¥ sur une perpendiculaire élevée de ce point
& la direction de la force.

- 3. Lemue. — La force nécessaire powr fuire tourner
autour d'une de ses extrémités une barre rigide parfui-
2™¢ SERIE, TOME XX. 29
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tement libre composée de points matériels égaux est égule
au produit de lo masse de la barre par Uaccélération de
son centre de gravilé et est appliquée aux 5 de la lon
gueur de la barre.

En effet, en appelant r la distance d'un point quelcon-
que de la barre & son extrémité, et 7la longneur de la
barre, kdr la masse d’un des points, I'accélération de
chaque point sera wr; la foree qui I'anime : wkrdr; la
somme de ces forces appliquées 4 tous les points de la
barre sera :

mﬂf;‘(h’ = w{:P 3

‘et le point d’application de ceite résultante sera & ‘une
distance r, de Pextrémité donnée par :

cuk'f d? 9

— == —

cvf‘c/?'di g

L’accélération du centre de gravilé etant— 8l on la
multiplie par la masse totale £/, on aura | expression de la
force <22

4. COROLLAIRE ~— De I résulte qu’on peut faire tour-
ner une barre rigide homogéne parfaitement libre autour
d’un point quelconque de sa direction au moyen d'une

force normale convenablement appliquée. .
Pour faire tourner la barre an-
¢ B tour du point C, situé & une distance

3 de son extrémité, il fandra em-
ployer une force

mk/}.;.di:l‘ B cc.’e‘l (.l_ -+ })
5 2
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appliquée en nn point situé 2 une distance de C qui sera
déterminée par :

Aokt I? :
f’ndr —;+ll+)-2
3
T T T
rifr —_—
ul 2

si le point C était sur la barre, il faudrait appliquer 4 la
barre BC une force

=2

mk/'m':,

A G ! g ¢t 4 AC une force

w.ﬂ/‘r(h

et comme les denx forces sont de sens contraire, leur
résultante sera leur différence, cest-a-dire

cef:f T_Ef r
A

Le point d’application de la premiére est 4 une distance
de C:

-

ceiui de la seconde 2 ane distance de ce méme point :
i :

'/'r?rh‘

a

s
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on trouvera donc la distance r,, du point d’application de
la résultante, en vertu de la composition des forces paral-
léles, par la formule :

{—

ffgdr
'rfrda-—./rd? +fr’dr~f1 dr d'olt r,— —

f rdr
i

On voit par 14, en prenant les mots de moments et de
moments d'inerlie dans vn sens purement analytique,
que : Le moment de la force capable de produire la rota-
tion de la barre antour dun centre instantané doir étre
égal av produit de Paccélération angulaire pur le monent
d'inertie de la barre autour de ce centre.

3. Si les denx parties AC et CB de Ia barre élaient
¢gales, les deux forces que nous venons de trouver e
seraient aussi et constitueraient un couple qui aurait pour
effet de faire tourner la barre autour de son centre de
gravité; mais nous ne nous arréterons pas 2 ce cas que
nous examinerons d'une maniére plus générale au ne 9.

6. Nous ne nous occuperons pas non plus du cas ol les

forces composantes seraient obliques 2 la barre, ce qui .

nous conduirait A fa déterminatinn d’un centre instaniané

situé hors de la direction de 'a barre; nous Croyons que

ce qui préedde suffit pour faire comprendre la méthode

que nous avons annoncée au u° 11 et que nous allons

géndraliser : 1 dans le cas d’un systéme plan invariable
et libre tournant spontanément autour d'un axe perpen-
diculaire & son plan; 2° duns le eas d'un systéme invaria-

Lle quelcongue tournant spountanément autour d'un axe;

3 enfin dans le cas d'un systéme invariable-soliicité par des
forces quelconques. Nous aurons donc 4 délerminer dans
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chacun de ees cas les forces capables de produire le moi~
vement el réciproquement le mouvement di 2 des forces
données, deux problémes qui au fond sont identiques.

7. Considérons actuellement un systéme plan invaria-
bhie Lournant spontanément autour ’un axe perpendicu-
laire & son plan; prenons ce plan pour plan des XY.

Soient x et y les coordonnées d’un élément de masse
kdxdy;  l'accélération angulaire du systéme autour du
centre instantané dont les coordonnées sont x, et y,.

Lélément kdedy sera sollicité par une force d P per-
pendiculaire dla droite gui I'unit au centre : dP= kordedy,
r désignant la distance de T'élément au centre. Done, en
decomposmt celte force dP en deux autres respective-
ment paraliéles aux deux axes, ces composanles seronl :

(P, = dP AL (@ —ux,) dady. .

dP=—dP LY sy — ) dudy.
r
Intégrant entre les limites du systéme :
P==ho [f (5 —a)ydudy=cM(X—z) . . . (1)
Po=—bo [fly—y)dady—=— oM (Y —y,). . )

ol X et Y désignent les coordonnées da ceulre de gravits
du systéme, et M la masse totale. Si nous représenlons
par x; et y, les distances respectives de ces denx forces
P, et P;aux denx axes;, le principe des moments des forces

" paralléles par rapport 2 deux plans renés par le centre
instantané nous donnera :

(e — )= ko [ o —ayidady. . . . (3)
W=y Posla [fly—ydady . . . . @)
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Et ces deux forces P, et P, pourront étre supposées

appliquées toutes deus au point x,, v, ol elles se compo-
seront en une force unique P.

8. Ces quatre formales conduisent i des conséquences
importantes.

Ev posant P=Mg, et appelant a et & les cosinus des
inclinaisons de celte foree sur les ases des X et des Y,
les deux premiéres formules pourront s'éerire :

gb=o(X—a), ga=—ofY —y)
Ajoutant les carrés :
P =0 [(X—z,) + (Y =y | =wRe,
D’ou
g=aR,

formule dans laquelle R désigne la distance du centre de
gravité au cenire instantané, Cette formule prouve que ;

Tatorbme. — Le centre de gravité se meut comme si
toutes les forces y étaient directement appliquées et {oute
la masse concenirée.

Et par les formules mémes d'oit elle résulte, on voit
immédiatement que :

THEOREME. — La force unique capable dimprimer an
systéme un mouvement de rotation aufour dun centre
instantané esl perpendiculaire a la droite qui unit ce
cenire au centre de graviié.

St nous ajontons la 3™ et la 4= formule :
(@, — 2 )Py + (y, —y, ) P, = km_[f?"dmdy:cgfr’d-m:w];,

en représentant par I, le moment dinertie du systéme
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autour du centre instantand : or, en appelant r, la dis- -
tance du centre instantané a Ja force P, le premier men-
bre de I'égalité précédente est égal a Pry ou a Mabhir,;
quant au second membre , en vertu d’une propriété analy-
ligue des mowments d’inertic, nous savons quil peut se
mettre sous la forme : @1, == {{ + MR2), en nommant 1
le moment d'inertic dua sysiéme autonr de son centre de
gravité; de sorte que I'égalité, divisée par o, qui devient
facteur commun aux deox membres, s'éeriva :

1
, MBr =T+ MR*;0u R(r,—R) = vt
ce qui nous donne ce théoréme fort simple :
THEOREME, — Lorsqu'un systé‘me plan parfaitement

libre est sollicité par une force située dans son plan, Peffet
de celte force est de le fuire tourner au premier insiani
autour d'un centre situé sur la perpendiculaire abaissée

- du cenire de gravité sur la direction de la force et tel gue

le produit des distances respectives du cenire de gravité au
centre instantané et d la force est éyal au moment d’iner-
tie autour du centre de gravité divisé par la masse totale;
et Uaccélération angulaire est égale au quotient de lu force
accélératrice par la distance du centre de gravité 4 ce
centre insignlond.

oL

/

[l nous semble inutile de-montrer que ce théoréme peut

_se dédnire trés-aisémen_,tfﬂ/e la méthode de Poinsot.

9. Un autre théoréme se déduit du cas particulier ot
les composantes ‘paraliéles aux axes seraient nulles sépa-
rément, cest-a-dire ou les forces qui sollicitent le sys-
leme se réduiraient & deux forces égaleg et contraives,
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mais non directement opposdes. Dans ce cas Jes formules
(1) et (2) donnent :

ro=X, y,=Y,

ce qui prouve que le centre instan(ans est le centre de
gravité lui-méme,

Prenons done ce dernier point pour origine, et pour
axe des Y une droite paralléle 2 la direction des deux
furces égales et contraires auxquelles se réduit le systéme,
Appelons M’ et M” les masses des denx parties du sys-
teme situées & droite el § gauche de lase, 8/ et 877 Jeg
distances de leurs centres de gravité respectifs an centre
de gravité de tout le systdme: »' et #/7 Jos distances de ce
dernier point 4 deux forces égales et contraires P, telles
gue chacnne fasse tourner I'une dis deay parties du sys-

teme autour du centre de gravité pris pour origine; — x!/°

et -+’ les limites du systeme dans le sens de laxe des X.
En verla des formules et du théoréme qui précédent
nous aurons les relations :

P,=oM's, —P, == s,
et en outre :

M’r’d":/}"dm, M”r”d‘”:fr“dm.

o

De la combinaison de ces formules entre elles nous ti-
rons :
P’ 1 r:-. LI p"g i Cais
:"(d"-n- § )—-_.-[I'r din; d'olt o= ——"’I—-, (G==g"9");

ce qui prouve que Iaccéléralion angulaire est dgale a la
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somme des moments des deux forces autour du centre de
gravilé divisée par le moment d’inertie de Ja masse totale
autour de ce centre. Or, il est évident que cetle somme
des momenls serait la méme autour de Lout autre point du
plan; et en conservant le nom de couple 4 un systéme de
deux forces égales et coniraires, mais non directement
opposces, cetle somme est le moment du couple; la for-
mule précédeﬁnte nous démonire done que :

TatorinE. — Leffet d’un couple sur un systéme invg-
riable el libre, situé dans son plan, est de produire gu
premier insiant autour du centre de gravilé de cesystéme
une accéléralion ahgu!m.'re égale qu moment du cauple
divisé par le moment d’inertic du sysiéme autour de ce
centre,

10. Mais par la maniére dont nous sommes arrivé a ce
résullat, on voit que pour nous il provient de ce que cha-
cune des deux forces qui constituent e couple fait tourner
une partie du systéme autour du centre de gravité du sys-
téme tout entier, de telle sorte que Vensemble de ces denx
forces ou le couple fait Lourner le sysléme complet autour
de ce méme centre. Cetle conception nous parait de nature
a jeter quelque lumiére sur le mode d'action des couples,
en montrant qu'il ne différe en rien de celui des simples
forces, quoique I'on regarde généralement les premiers
comie capables d’un pur mouvement de rotation, les

“secondes, au contraire .comme produisant exclusivemen t

des translations, au moins dans le eas d’un systéme libre (*);

L2
{*} « Quelle que soit I'action de deux forces, telles que P et — P sur Je
» corps auquel elles sont appliquées, nous avons va que cette aetion ne
» peut éire contre-balancée par celle d’aucune simple force appliquée
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st bien que, quand P'une de celles-ci est appliquée ailleurs
qu'an centre de gravité du systéme, on se croit obligé,
pour se former nne idée claire du mouvement, de I'y
transporter en introduisant vn couple qui produira le mou-
vement de rotation, tandis que la force appliquée au centre
de gravité produira la translation Hu systéme,

Mais dans toutes les méihodes, on voit d’une maniére
directe qu'nne foree produit un mouvement de rotation
autour d'un cenire instantané; ef que I'ensemble de denx

forces égales ¢t contraires produit up mouvement sem-~

blable; la seule différence est que, dans le premier cas, ce
centre ne peut jamais éire le centre de gravité, tandis que,
dans le second, il l'est toujours ().

» comme on voudra au méme corps, et que, par conséguent, 'effort
» d'an couple ne pent étre comparé d’aucune maniére i uge simple force.
» Pour distinguer cette nonvelle cause de mouvement, qui est en quelque.
» sorte d'une nature particaliére , on pourrait [ni dorner un noin partica-_
» lier; mais celui de couple nous suffi, el peut trés-bien désigner I'en-
» semble des deux forces conlraires dont il gagil, et le genre defforl
» auguel ce couple domne naissance. » Poinsol, Eldmenis de siatique,
ne 47.

('} Sinous considérons un couple du ménme moment que le précédent, .
mais dont les deux forces soient situées q'une maniére queleonque dans
le plun du systéme, nous avons vu quil produira une votation autour du
centre de gravilé. Or, chacune des deux forces qui le conslituent, agisszint
seule sur le systéme, produit une accélération angulaire autour d*nn centre
instanlaré que nous connaissons ; si nous nommons P les deux forces,
p et p’ leurs distances respectives au cenire de gravité, supposé compris
entre les deux forces, & el ¢ les distances des centres instantanés respec-
Lifs & ce point, w el &' les accélérations angulaires autour de ces centres,
nous Savous que : pf = p'd’ = % i Pp=wl,Pp’= w'l; doit P (p-+p7
ou Pd= (@ + ') I; mais ce moment étant égal & celui du conple préce-
dent qui produit une accéléralion angulaire {2 autour du centre de gra-
vité donnée par Pp == {1, comme le couple considérs fait aussi lourner
autour de ce centre, il g'ensuit que & 4+ o == £4 est Paceélération angu-

( 447 )

Nous pourrions méme montrer, par notre analyse, qu’a
proprement parler, le couple ne se compose, en définitive,
tout comme la foree, que des quantités de monvement (")
des différentes parties du systéme, comme le lectenr aura
déja pu s’en convginere; et ¢’est cette notion surtout qui
montre clairement les forces appliquées au systéme comme
parfaitement équivalentes aux quantités de monvement
qu'elles produisent.

Nous-sommes le premier a reconnaitre que Ja méthode
que nous employons w'est pas, au fond, différente de celle
que Ponsot a si neltement exposée dans sa Théorie de la
rotalion des corps; nous avouons méme qu'il ¥ a dans Ia
théorie des eouples une simplicilé qui nous charme et que
nous voudrions pouvoir donner a notre analyse. Mais cette
simplicité, est-il siir que Poinsol ne I'eiit pas renconirée
par une aulre voie, el prouve-t-elle que la conception
des couples soit Ia méthode naturelie en méca nigue?

Certes, ce n'est pas 2 elle qu'il doit ni la découverte de
son ellipsoide central, ni surtout celle de la position géo-
métrique de I"axe instantané de rotation, mais bien 4 la
penélration avec Jaguelle it sait lire ses formules ef les
combiner; et 8'il semble attacher peu de prix & cette faculté
qui brille en lui, west-ce pas peut-&tre par le désir instinetif

o - . . o
laire produite par ce nouvean couple, De i et des relations ~7=§=
(5]

& 2l

on déduil comme coroffaire Ia composition de deux rotations de méme se
autour de deux axes paralléles. N

8i le centre de gravité avait été supposé en dehors des deux forees qui
constituent le couple, on serait arrivé de méme & [a composition de deux
rolations de sens coatraires aulour de deqy axes paraiiéles.

{*) En entendant par ces mots la semme des produits des masses par
les accélérations qui leur sont imprimées. :
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de n’étre redevable de tontes ses découvertes qu’a I'idée
seule dn couple? LI

Sans doute, si la théorie des couples ne laissait planer
aucun doute dans I'esprit, quoiqu’il semble peu naturel
d'introduire dans une question des forces étrangéres, on
n'aurait pas le courage de la rejeter , vu la simplicité admi-
rable avec laquelle elle résout tous Jes problémes; mais

nous nous demandons si cet artifice n'a pas l'inconvénient.

de concentrer sur le senil de la statique, dans la considé-
ration abstraite du couple, toutes les difficultés que I'on
aurait rencontrées plus tard en se servant d'un procédé
plos direct, inconvénient analogue 3 celui que Poinsot
reproche & laméthode des vitesses virtuelles de Lagrange(".

Ce sont ces considérations qui nous ont engacé 4 re-
chercher une solation plus naturelle, oserons-nous dire
plus philosophique? du probléme général de Ia dynami-
que. en ne regardant plus les moments des forces sim-
ples et des couples, et les moments d’inertie, que comme
desimples expressions analytignes auxquelles nous n'avons
aucun besoin d'attacher un sens mécaniaue. Que ces expres-
sions surgissent d'elles-mémes dans étude de leffet d’une
force sur un systéme, rien de plus natarel, puisque cet
effet dépend, non-seulement de T'intensité de la foree,

mais encore de sa position géométrique; mais lo mesure -

d’une force, ou de son effel, n'en reste pas moins , dung
lous les cas, la somme des quantités de mouvement quelle
produit sur un systéme libre,

(") Yoir, & la fin dela Statigu, le Mémoire sur la thsorie genérale de
Péquilibre ef du mouvement des Systémes.
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HI.

11. Abordons maintenant le eas d’un corps solide libre
tournant antour d'ur axe, et cherchons a quelles condi-
tions le mouvement se fera spontanément autour de cef .
axe au premier instant,

Choisissons trois axes rectangulaires, tels que l'axe
des Z soit paralléle & Iaxe spontané, et nommons x, et y,
les coordonnées de la projection de cet axe sur le plan
des XY.

En vertu des formules précédentes, les forces élémen- -
taires capables de faire tonrner autour de cet axe une sec-
tion élémentaire d'épaisseur dz, faite parallélement 4 XY,
seront, en faisant toujonrs par la suite & — 1 , Aot dm =
de dy dz :

dP, = “’d"ff (& — o) dxdy, dP, == —odz//'(y—y,)dxdy,
('Tl _$(:) dpy =GJ([.‘Z/‘/‘(_]§ — -To)nd-d’d‘lj,
(?/: - Jo) {“):t = Wd"':/f('y - y,.)‘da”.dy.

Intégrant par rapport & z, qui est pris comme variable
indépendante dans ces expressions, on a :

P,= c‘a/"/. & —x)drdydz, P — W(y — Yo drdydz. (1)

Si nous nommons X et Z,/, Y et Z,', les coordonnées
des traces respectives de P, et de P, sur les plans coor-
donnés qu’elles rencontrent, il est clajr que :

_/‘(.7171 —x )P, = (X, — %) P, et que :fztiPy =Z,'P,
De méme : ‘
S —ydP.=(Y,—y )P,  et: [2dP,—2,"P,.
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D’aprés les propriétés des moments des forces paralléles,
nous aurions done :

(X,—=x,)P, _mffm—vx ) *dxdyds,

(Y, —yo) Po=a// [ (y—y,) dadydz

z’ Pymc:ff (20— 2,) deedydz, | -
Z7P=offfly—y.) dudyds ; o

12. Les deux premiéres égalilés peuvent s’écrive :

Po==aoM(X—zx,), Po=—aM(Y—y,),

en appelant X, Y, Z, les coordonnées du eentre de gra-
vité du corps,

& g, o f

Tukortye. — Et de li résulte, puisque nous n'avons
aucune force paralléle d Uaxe des Z, quele centre de gra~
Vilé se meut comme si foule la masse y 6tast concenirée et
toules les forces directement appliquées.

Les deux secondes formules ajoutées donnent :
(Ny=x) B, + (¥, ~ y) b= o ff f 2 dadydz = ol

ou z designe la distance d’un point queicongue & I'axe,
et'J, le moment d'inertie du corps autour de cet axe.

St nous nommons P la résultante des forces P, et P,
projetées, sil'on veut, sar le plan des XY, comme on tire
des premieres formules de ce numéro 12

(X )P+ (Y g J P, =

On en conclura que cetre force P est perpendiculaire
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la droite qui unit la projection du centre de gravité g celle
de {'axe, que nous nommerons eentre instanland.
En oatre, en appelant B, la distance du centre instan-
tané a la direction de cette force dans le plan des XY, la
troisiéme formule de ce méme numéro ponrra s'écrire :

PR, =ul,,
d’oir résulte que Yaccélération angulaire est égale an mo-
ment de cetle force autour de Uaxe insiantané, divisé par
le moment d’inertie du corps autour de cet axe.

Si nous substituons ensuite dans cetie troisiéme for-
mule les valeurs de P, et de P, tirées des deux précéden-
tes, nons obtiendrons :

llﬁl[(Xl _"‘Ta) (meo)—(yl "““‘Jo) (Y_yo) ] = qu'

Or, en désignant par R et R, les distances respectives
du centre instantané au centre de gravité et a la force dans
le plan des XY, I'expression entre crochets est manifeste-
ment égale 4 B—Ry; etla formule deviendra, si nous ¥ refm-
plagons aussi {, en fonetion du moment d’inertie I autonr
du centre de gravité :

MER, =1 + MR*; ou R(R, —R) v

Les résultats que nous venons d’obtenir nous condui-
sent an théoréme snivant :

THEOREME. — Lorsqu’un systéme de furces fait lourner
spontanément un corps libre aulour d’un axe instaniang,
et quwon projelte les forces ainsi que Paxe ef le centre de
gravité sur un plan perpendiculaive d cet axe, le centre
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tnstantané se trouvera dans ce plan sur la perpendiculaire
abaissée du centre de gravité sur la direction de lo résul-
lante, en un point tel gue le produit des distances du centre
de gravité & ce poinl et & la force est éyal au quotient du
moment d’'inerlie du corps autour du cenire de gravilé,
divisé par la masse du corps; et Paccélération angulaire
est égale au moment de cette force auloyr de Paxe instan-
tané divisé par le moment d'inerlie aulour de ce méme axe.

13. N'oublions pas que pour quun systéme de forces
produise une rotation initiale antour d'un axe spontané,
comme si cel axe était fixe, il ne suffit pas qu'il puisse se
réduire & deux forces perpendiculaires A cet axe, mais
qu’il faut encore que les points d'application de ces dens
forces (X et Z,") pour P, (Y, et Z,") pour P,, satisfassent
aux deux conditions exprimées dans les formules (3) :

Z'Pp, rf/]'(-x— @)z dxdydz.
2P, = sg[/f(y,—y‘,)z'dxdydz,

z/ Py=mf(x—sc“)zdm.
2’ Po=ofly—y,)zdm;

C'est-3-dire qne les moments des forees dans deux plans
rectangulaires passant par I'axe doivent étre respective-
ment égaux anx moments des quantités de mouovement
dans les mémes plans.

14. Si laxe est principal pour le point ot il perce le
plan des XY, on aura par délinition :

on :

f(x —x)zdm==0, / {y—yko)zdmu—_o;

de sorte que :
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d'ott résulte que les forces se réduisent 2 une force unique
située dans le plan XY et perpendiculaire, comme nous
savons, 4 la droite qui joint la projection du centre de gra-
Vité au centre instantané, ou, si I'on veut, an plan qui
Passe par I'axe instantané et par le centre de gravité. Ainsi:

TukorEME. — Lorsqu’un axe est prineipal pour un de
ses poinis, toule force située dans un plan mené perpen-
diculairement ¢ Uaxe par ce point, de maniére qu'elle soit
perpendiculaire au plan qui passe par Paxe et le centre de
gravité, fera tourner le corps au premier insiont autour
de cet axe*comme s'il était fixe.

18. Si nous posons z, =Xy, y,=Y,, il en résulte P,=o
P.=o0; et comme il n’existe aucune force paralléle a I'axe
des Z, nous en conclurons que,pour qu’un systeme de forces
puisse faire tourner un corps autour d’'un axe spontané
passant par son centre de gravité, il faut qu'il se réduise
aun systéme de deux forces égales et contraires, ¢’est-a-
dire & un couple; et réciproguement, qunn couple fait
toujours tourner un corps autour d'un axe passant par son
centre de gravité. Mais nous allons montrer que cet axe
ne sera perpendicalaire an plan du couple que si celuizci
est perpendiculaire 2 un axe principal du centre de gra-
Vité, qui sera dans ce cas I'axe instantané.

Si nous considérons en effet, comme précédemment,
une section d’épaisseur dz, nous savons que hous aurons
(numéro 9) :

dP, =iz /" de o [yde, —dp,—= cadz:fg d [y,

pour les denx forces élémentaires égales et contraires capa-
2m¢ $ERIE, TOME XX, a0
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bles de faire tourner cette section autour de son centre de
gravité.

Si nons cherchons ces forces pour toutes les seclions et
que nous voulions que le corps tourne autour d’un axe
perpendiculaire au plan de ces deux forces ou da couple,
il faudra que les centres de gravité de toules les sections
se trouvent sur le méme axe, ¢'est-d-dire que:

ffxdmdg.r:—-o et ffydedy=o,

‘quel que $o0it z; donc que :

‘/"/.'f:czdxdytlz=o,ff/‘yzdxfly:lzu—-U’,

ou que l'axe soit principal pour le centre de gravité.

Pour tronver les coordonnées 2’ el z* des points d'ap-
plication des résullantes de ces deux systémes dfz f?a*ces
dP, et — dP,, nous mulliplierons par z ¢t nous intégre-
rons; nous obticndrons ainsi :

4 P, = mfz:fz:f:}xf.rdy; —z'P, zaif'zdz_{jd:cfxdy; d'odi:

' =127, puisque les forces élémentaires dP, et — dP,
élant ¢gales, on a:

b L
l_fdxfrdy:——-ﬂfdxfxdy;

ce qui prouve que les deux résultantes P, et — P, sont dans
un méme plan perpendiculaire 4 I'axe principal.

Quanta I'aceélération angulaire, elle sera dennée, cordme
nous F'avons déja vu dans le cas général {n® 12}, par:

z’ .o
Pop'=0fzidm, —P, X —p"=ufzdn;
5 .
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ajoutons :
P .p==ol;dot o= -Pyr'?-j—.
Donc :
Tutoriur. — Lorsquun couple est perpendiculaire &

Pun des axes principaux du centre de graciié d’un corps
libre, il le fait towrner un premier instant aulour de cef
axe avec wne accélération angulai)e égale au quotient du
moment du coirple per le moment dinertie du corps
aufour de cel axe. :

16. Nous pourrions déduire dela, par la décomposition
dun conple quelconque, en trois couples perpendiculaires
aux trois axes principaux, laxe instantané autour duquel
¢e couple fait tourner le corps, ainsi que I'aceélération
autour de cet ase; mais nous n'aurions évidemment jci
qu'a répéter la théorie méme de Poinsot; ausst, au lieu
d'entrer dans le détail de ce ecas particulier, préférons-
Dous. en ¢xaminer un antre, qui nous sera trés-ntile, pour
arriver & la solution générale vers laquelle nous tendons:—

17. Nous avons tronvé/urs1t, 12,-43)que si 'on ap-
plique & un corps solide deux forces P et P, donl les points
d"application respectifs sont Y. Z)7 el X, Z), elles pro-
duiront, au premier instant, un monvemeont de rotation
spolandé antour d’un axe paralicle 2 Z et dont fe pied est
Zuy Yo, Dourva que les conditions :

ZI’Pymml/.(x—:ru)zjm, .Zi”'mew/'{y —w.bzdm,

solent satisfaites; les équations qui déterminent x,, y,
el o élant : .

Po—=aM(X—ux}, P==— MY —y.,
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oit X et Y sont les coordonnées du centre de gravité, et
mm——?, Pp désignant le moment. de la résultante des
forces oprojetées sur le plan des XY autour du pied de Iaxe
instantané, et I, le moment d'inertie du corps autour de
cet axe.

Pour simplifier ces formules, placons Porigine au centre
de gravité, prenons pour axe des X I'un des axes pringi-
paux du corps, et faisons P, = O il en résultera :

P Pp
= = P = yzdm.
oM BT mf-}

X,==0, Yo=
Il 'ensuit qu'une force P, paralléle 4 I'un des axes prin-
cipaux du eentre de gravité du corps le fait tourner spon-
tanément , an premier instant, autour d’un axe paralléle 4
Iaxe des Z et situé dans le plan des YZ (z, == o) & une dis-
tance de 7 égale & g:—p avec une accélération augulaire
mm%’ﬂ, pourva que cette force soit 4 une dislance Z,”
du pla£1 des XY, telle que Z,” P, = o fyz dm.
L'aceélération angulaire est susceptible d’une expression
plus simple. En effet, en désignant parY,, Z,” les coordon-

nées du pied de la foree, il est clair que P.p=P, (y, + Y,).

putsque le pied de T'axe est au deld du centre de gravité

par rapport au pied de la force. Or, er nommant I le mo--

ment d'inertie autour de I'axe des Z qui passe par le centre
de gravité,ona: 1, =1 + My,

Si nous substituons ces expressions dans o l.=P.pet
que nous réduisions en vertu de la relatign}y: Py, =
o My.% nous aurons : el = P, Y,, dolt & =—1, ¢'est-2~
dire que Iaccélération angulaire est égale au quotient du
moment de la force, autour du centre de gravité, divisé
par le moment d’inertie autour de I'axe mené par ce ceptre

parallélement & I'axe spontané.

&
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18. Si nous changeons x en z et réciproquement, et si
nous accentuons les coordonnées, les formules qui déter-
minent la foree unique P, paralléle & un axe principal du
centre de gravité, qui pent produire un mouvement de
rotation antour d'un axe paralicle 3 X' et situé dans le plan
XY’ & une distanee Y,’ de ce dernier axe, seront :

P.Y/ PY,/
I _‘f(y” + z”)dm’
00 X" et Y,’ désignent les distances respectives de la force

aux plans des Y'Z' et des X7, |
Pour déterminer d'une maniére compléte la position de

Po=uMy., X,'P..—q [Ty dm, o=

I'axe instantané en fonction de la force et des éléments

qui constituent le corps, rapportons les coordonnées aux
trois axes principaux du centre de gravité, et menons
dans le plan XY deux nouveaux axes rectangulaires entre
eux , dont le premier soit I'axe précédent X’ faisant avee
Paxe principal X un angie o,

Reprenons les formules que nous venons d’établir, pour
¥ introduire les nouvelles coordonnées.

p:"=WMflu’: P;:Y1,=ﬂ3f(i/’3 +Z:=)d‘]’}‘l, P:’XJIECJxry’d”l"

Les formules de transformation sont -

&' =205« -+ ysin a,
¥ =ycosa—axsine, z'=r.

d'od

fx’y’dm:/'[ (y"===") sin z cos & -+ 2y (cos” « —Q-sin’a)] dm

—{A—DB)sinzcosea, ,
A, B, C désignant les trois moments d’inertie principaux;
j'(z” + Y} dm =j’{ (¥*+27) eos 4 (x* + z*)sin*a
— Zxy sinzeos « ] dm = A cos® » + Bsin’ 4,
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Substituant nous aurons :

B.(Y,coia-—X sinaj=w{A cos” «+ Bsin*a)
P.(N,cosz + Y sinaj=—w(d—DB)sina cosa.
D'ou par élimination :

P_X,=—Busina.
P.Y =—Awcosa.

et par suite :

/};;[2 ‘1 2
o=ty a

L’équation de I'axe :

deviendra :

08 x— g sina==——;
¥ eM
: . %

et remplacant sinz et cosx par leurs valeurs préeédentes,
nous aurons pour I'équation de Paxe :

yY —aX T

N e -

A B M

Or si nous posons :

Y X- 1

T

TR N

Péquation de axe mise sons la forme,

yY, MY mX, Mf Mf
—

Nt A A

A N B X N ’ .
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prouve qu'il est tangent & une cllipse dont les axes sont:

i/l_ﬁb VAN
: MM

en un point qui a pour coordonnées

YN XN
Y/ etX - t——:
St Kfoury et=g
et qui par conséquent est situé sur le rayon vecteur qui
joint le centre de gravité au pied (X,, Y,) de la force.

Mais ceite ellipse est évidemment semblable i la section

par te plan des XY de l'ellipsoide central des moments

o . : MME? .
d'inertie; car si nous prenons N ==~ 5 » les carrés des
axes deviennent
E? E?
7 = b =

i A » My T B !
c'esl-a-dire sont en raisen inverse des moments d'inertie
principaus.

Ces propriétés peuvent se renfermer dans I'énoncé sui-
vant :

Tugoriwe. — Lorsqu’une force quelcongue paralléle ¢
Pun des axes principaux d’un corps libre sollivite ce corps,

elle le foif tourner au premier instant autour dun axe

tangent & une ellipse semblable et concentrique i la section
de Uellipsoide central perpendiculaive @ cet axe, en un
point qui se Irouve sur la droite qui unil le pz’ed de ceue
force sur ce ,m’cm au centre de graviié. En nommant - l
conslanie L + 3 > les axes de celle ellipse sont :

VBN bmvm.
]
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On voil, en outre, que cet axe sera le méme pour tous
les corps qui ont la méme masse et les mémes moments
d’inertie principaux A et B, et qui sont solliciiés par la
méme force. '

‘Quant & I'accélération angulaire, nous avons va quielie
est .

c'est-a-dire qu'elle restera la méme, quelle que soit la posi-
tion quele pied de la force P, occupe sur I'ellipse

y.x

—_— ==
PR L

el

De plus, elle est indépendante, comme la position de Yaxe,
du moment d’inertie du corps autour de l'axe paralléle &
la foree; mais T'axe autour duquel s'effectue la rotation
variera avec le pied de la force, suivant le théoréme qui
précéde.

"~ 19. Ce théordme, que Poinsot n’a pas donné parce qu’il
rapporte tous les mouvements de rotation A des couples,
et qui ne se trouve pas énoncé dans les traités de méca-
nique a notre connaissance, parce que leurs auteurs ont
toujours étudié isolément le mouvement du centre de
gravilé et le mouvement de rotation autour de ce centre,
ce théoréme , disons-nous, va nous servir a fonder la théo-
rie générale du mouvement d’un corps libre.

iv.

20. Considérons un corps libre de figure invariable sol-
licité par un systéme qaelcongue de forces, et rapportons
le tout aux trois axes principaux du corps.
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Nous pourrons décomposer chaque force an point méme
ot elle est appliquée en trois forces paralléles a ces axes,
et rt:’:dulre par la composition des forees paralieles tout le
systeme de forces en irois forces P, P,, P. dont les direc~

tions iront rencontrer les trois plaus coordonnés respecti-
vement aux points '

X] et YI? X: ek Z:I’ Z3 et }’3-
-~

/" N . R
N0u§\exammerons au v° 30 le cas o ces composantes

seraient pulles, cest-a-dire of le systéme se réduirait &
des couples,

- Daprés le théoréme précédent, chacune de ces forees
fait tourner le corps autour d’un axe tangent & une ellipse
déFerminée, au point ou elle est rencontrée par Ia droite
qui unit le pied de Ia force au centre de gravité; et les axes
respeclifs de ces trois ellipses sont :

@7 ——eth = ) g o 2

A }/B’a VAeth ok
E, E
bsz—iﬁ-etﬂa_;}*}é‘;

d’on

| &;_\/E Sy /5 By /L
b, AN oo, VO LTV

et si nous faisons :

HOUS aurons :
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ce qui prouve que les trois ellipses seront semblables anx
sections principales de Vellipsoide
v oy
— b:”*“_'_l ou Ax® 4+ By’ 4 Lz =107,
qui est, comme on sait, 'ellipsoide central -des moments
d’inertie : :

On voil que notre théorie nous conduit de la maniére
la plus directe a cet ellipsoide, et gu'elle montre en méme
temps que le mouvement du corps,sous linfluence des
forces données ne dépend absolument que de la massc et
de la fignre de cet ellipsoide, puisque toutes les quantités
qui déterminent ce mouvemenl ne sont fonclions gue de
M, A, B, C, et des forces.

21. Le corps prend done autout de trois aes situés
respectivement dans les Lrois plans coordonnés et ayant
pour éguations :

les trois accélérations angulaires respectives :

"=Pz\/};’:"‘yz,q P, X7, 77 . \(/Y A-

Mais ces trois radicanx représentent évidemment les
inverses des produaits Mr;, Mg, Mp,; ri, ¢, et py, dési-
gnant les dislances respectives de origine ou du centre
de gravité aux trois axes: done :
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22. Cherchons maintenant I'accélération linéaire qu'un
point gacleonque da corps prendra, en vertu de ces trois
accélérations angulaires simnltanées; et pour cela, déter-.
miuons les distances respectives de ce point aux irois
axes.

Si par la projection de ce point sur le plan des XY nous

menons une paralléle a laxe (1}, sa distance a]omgme
sera -

yY,  xX,
A - B Y'Y zX
— = Mr, (I—L P '}
Y? X? B
A® B

Et par suite la distance de cetle projection & Vaxe {1

m4ﬁuﬁ£—%_
LB N

Sera :

* que nous poserons pour plus de simplicité égale & :

{y = . MY, {4 MX
P-4 ——1], en faisant ——== —,
b, o A l’Jr B

1
@

1

La distance du point (x, y, =) & cet axe sera donc :

W=f+ﬂ(+w~4
) : b )

1 '

'y m ),,

el.par sulte l'aceélération linéaire de ce point autour de
cel axe:

P, aw/z= v e
V’Izw;,j,:._" — RS .
Mr, M (r) h (b T d)
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hous trouverons de méme pour les composantes des accé-

lrations linéaires da point (x,y, z) autour des axes (2)
et (3) :
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Cette accélération est perpendiculaire an plan qui passe
par le point donné et par axe et qui a pour équation, en
accentnant ses coordonnées courantes

. P,y P, fz 2
o' ar . 4 "'zwavza;\m—g_‘—’ V; = g =_“"l(—_ _)
EM,FE__(_{.Flm.l)im Mo VBT
a b e, b z P, y
Vi=V,9="2. .
. e - M e
Les cosinus des angles de cette accélération avec les _
trois axe : P, z :
§ axes seront donc Vi, =V, e _* (lf__h“___ i>, Vsyzvgaq=ﬂ-i,
x oy | Mh, gy TN b,
D D .o b Vii=V —-l)f- i.
ﬁlz’"fzn 13;=b~a Y= - ? i BE M

I

Enfin pour Jes composantes totales de Ia vilesse du point

D étant la distance du plan a Porigine. D%u : _
(%, y, z) suivant les trois axes -

De s . . a b zh

120 zb 2g3 [(wr ""br.)z +(blx+ a-y_arbx) EELD:MT.. . 1 P, P_.,_. P p:
1 I ) - ‘lxmh—- P.r""z —— +'y —.i_..—...... .

bz ; @,z bx+ ay—a,b, M 4 G o, b

== = Y, = 1 P P r

v v v ¥V, = p (_‘~ ?) (:__y_)

: TR R T b, e/}’
Par suite,, les irois composantes de I'accélération V, 1

seront : M/ ¢, b € 4,
; r P_, X . P: z - -
V=V, z, =3 = Vu=V35 =% que nous matirons pour abréger sous la forme suivante en
' I posant :
P[4 x .
Vh_vrq;]_..-—-umI(b—"-l—'“——l) Pz PI PL Py P P.
. . ————m——l,—-_—wm—fc,“—— =—1l:
a, ¢ Yy oa, e, b,

En employant des notations analogues, cest-a-dire en MV, =P, [z ky MV,— py_i-;a-*. he, MV, =P, —hy + Iz,

posant : .
D’ou sommant les carrés -

MV*=(P, — Iz k) - (Py~—fer + hz)* 4 o — by a Loy,
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93. Telle est Fexpression qui nous donne le carré de
Paccélération linéaire d'un point quelcongue dn corps.

Nous pourvions faire remarquer que Fon y voit immé-
diatement la décomposition de I'accélération de ce point ea
deus autres , I'une invariable, quelle que soit Ia position du
poiat, et qui serait I'accélération du centre de gravité,
Vaulre, fonction de cette position. Mais poursuivons plus
directement notre marche.

Puisque le mouvement de ce point se compose, en géné-
ral, de trois rotations simuitanées, il est naturel de cher-
cher quels sont les poinis dont I'accélération est un
mingmum,

Dérivous done P'expression préeédente sugeessivement -

par rapport & @, ¢, z, et accenluons les coordonndes des
points cherchés ; o

(e

i

d

M=v_(.ly’mm_. e (Py — ka” = hz') + (P, — by’ 4+ lx')=o0.
x

- ¥

MV —;i\—: kP, — 12"+ ky') — h(P, - hy' + lx)=0.
ey .
Ay . N Bt o
Y = [(Pi— L’ + ky) + b (P, — k' + hz')=o0.
Mais en appelant V.., ¥, et V. les compesantes de I'ac-
célération des points (x', y', z'), ces expressions prendront
la forme plus simple : . _ E

— Ich,+é§fz.=o, AV — WV =0, — IV 4+ LV, =0, .
doh : - ;
Ve LV, bV, k V. V, V.

TR T T RR—y == Q- = e
Ve BTV, BV, T YT T
% désignant une constante a déterminer. '

\
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Or, ces équations, vu les valeurs de V., V., Vo, re-
présentent évidemment une ligne droite; nous avons done

ce théoréme :

g TutoriME. — Dans le mouvemen d’zm‘f:m*p.s' libre sol-
licité ‘por un nombre quelconque de forces, il existe ay
premier instant une série de points dent Uaceélération est
un minimum, ef lous ces poinis sont en ligne droile,

Cette droite, nous I'a

analyse,

~ Cherchons 4 déterminer gé
de cetaxe et sa posilio

ppellerons axe spontané glissant de

n dans fe corp

ration des pnints dont il se compose.

24. Les équations de ce

ia furme :

. ot . . -
-Tolalion, par des raisons que développera Ia suite de cette

ométrigunement la dircetion

8, ainsi que aceélé-

L axe pourront se metire sons

MV, =IE, MV, =E, MV, —E;

ou:

P,— by - la’ =kE, Py—kx' o+ hz' ={E,P,— lx’ .. Ly'=hE;

d'olt il suit que les cosinus des inclinaisons de cet axe sur

les. trois axes prinei pau

en faisant

X sooi ;

1

e —

Vo - e

Si nous reprenons les valeurs
par &, I, k, savoir -

M :
h :K(P,Y,-— PyZ,}, E:

Mo )
E (pz"iii - P:-XJ)

x=f:/£., B=f.1, ve=flk,

(ue nous avons désignées

M
NES < (PX,— P.Y,),
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dans lesquelles il est visible que les parenthéses représen-
tentles moments des forces autour des trois axes , moments
que nous nommerons pour plus de simplicité Mz, My, M,
ces valeurs deviendront :

M, M

M,
h=M— I=M—5 K=M-z-

Or, en regardant les moments comme des aires planes,
nous savons que la somme de leurs projections sur le plan
du maximum des aires est

) ’1 % f2 2 2
M,,:Vn1,=+m,=+ni;=ﬁ1/yir+B o Gk,

!
que nous pourrons nommer le moment résultant, .
Les cosinus de linclinaison de son plan sur les trois
plans coordonnés seront :
!

M, . M ,
T =y Vo=
M, T M, M,

, M
o

de sorte que I'équation de ce plan est, si nous le faisons
passer par l'origine :
’ oM; + yM, + M, =0,
ou:
Ahx + Bly + Chz=.

Mais Féquation de I'ellipsoide central élant (20) :
Ax® <+ By® - Cz" ==,

sl nous menons _par Porigine un plan paralléle an plan

tangent 4 cel ellipsoide au point (&', y', z'), I'éqaation de
ce plan sera :
Ax'x s By'y + Cz'z =0

;
&
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Un fera coiucider ces deux plans en posant :

i”:lh, y’:}\l’ z"_——,,}Jg’

on :

€quations qui prouvent que le rayon vecteur qui abou-
tit au point de contact fait avec les axes les angles mémes
que fait I'axe spontané; donc -

TukorEME. L'axe spontané glissant de rotation est pa-
ratléle au rayon vectewr conjugué aw plan du moment ré-
sultant dans Uellipsoide central.

23. Des équations de Paxe mises sous leur premiére
forme (24) nous déduisons :

Ez
M:-vrszﬂ(hz + l"'%]\,’):?—;; d,Ol‘l Ezluv;f‘; et

. 1
Vo == EI“ = V’ftfm Vi, V,=VE8, V,= Vig,

ce qui prouve que les points de I'axe spontané glissant se
meuvent dans la direction méme de cet axe,

Mises sous la seconde forme et ajoutées aprés avoir été

. respectivement multiplides par &, I, k, clles donnent :

E MY’
. ]rPI - fp” 4 /;P: :‘E(h"" 4+ {4 ]g‘) EE - E__ .

r

Mais en nommant a, 6, ¢, et ¢ les cosinus respectifs
2™ SERIE, TOME XX 31
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des inclinaisons de Ia résultante de toutes les forees sup-
posées transportées en un méme point avec les trois axes
et avec l'axe spontané, ceite derniére égalité pourra
s’éerire ;
MV’ =Plahf + blf + ckf)=P(az + b3 + cv)=Ps;

dou V/ =%; 6, ce qni estla projection de la force accélé-
ratrice = sur I'axe :

THEOREME, — Les points de Pawe spontané glissant se
meuvent dans la direction méme de cef axe comme si toute
la masse était concentrée le long de Paxe of towtes les
forees projetées sur la direction.

26. 11 nous reste encore 4 déterminer la position de
cet axe dans le corps. A cette fin reprenons ses équa-
Lions :

hy' — ld =P4—KE, ka' — he'=P,— IE, iz hy' —P, —hE,

Vs
et remplacons — yE par la valear MV/f = P9, elles de-
viendront :
C byl = Ple —og), k' —hz'=P(b— 88, X' — ky = Pla—as).
Or,si nous appelons p et N les composantes de P paralléle
el perpendiculaire i 'axe, et o, B, v, les cosinus des incli-
naisons de cette derniére, nous aurons :

Pa=pa -+ Na, = Pap + Na,;
d’o0

Pla — agj== Nz .

i
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De méme :
PO—0)=Ng,, Ple—yt)=Ny,,

el par suile :
hy' — lx' =Ny, kx’—hz’ml\’ﬁ,, Iz — by’ =N,

Le plan mené par F'origine perpendiculairement 3 cef
axe serg :

ha' +ly' 4 kz' ==,

Ajoutant les carrés de cos

Joutant | quatre équations, on trouve
apres réduction :

Nz

x' oyt e ———
[y N =

ce qui donne le- carré de la distance de I'axe au cenire ge
graviié, '

Extrayant la racine et désignant cette distance par o :

N

d"‘*—“h_————
Vi e

N.f.

Par voie de simple dlimination on aura

. N(Blk_——yll)
L= 1Y
g

Ye=d floyh—a k),
2= d' fle, [—3 h,

=df15,k— YAIR

pour les coordonnées du pied
perpendicnlairement 3 eet axe
et si I'on unit ce pied an co

de 'axe sur fe plan mené
par le centre de gravité;
Nire de gravité par upe
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droite, les cosinus des inclinaisons de cette droite seront :

xT

o == — = -_— l?
T f3.k—anl)

B’::%;=f(%h'_“=k}f

yl= (z?_.—...f(cxr Z"—rfn ]")5

d’od résulte :

@ 4 8,6 + 7y ==o0. et par conséquent le théoréme :

TuioREME. — St Pon méne par le centre de 'ggmvi[é un
plan perpendiculaire @ Paxe spontané et quon projetie la
résultante de toutes les forces de Uespace sur ce plan, Uaxe
spontané passera par wn point situé sur la perpendicy-
laire & celte projection, ¢ une dislance du cenire de grovité
égale au quotient de la projection de la résultanle parle
produit de la masse el de Caccéléralion angulaire.

Cette derniére partie du théoréme sera démontrée 4 la
fin du numéro suivant.

97. Eafin, cherchons quel serale mouvement des points
du corps qui nesont pas situés sur Paxe, et pour cela, dé-
terminons laceélération relative d’'un queleonque de ces
points par rapporl a I'axe. :

En nommant V.'', ¥,/ V7', les composantes de cette
accélération relative, nous aurons :

Vo=V, =V, V. =V,—V,, V.=V, —V.;

d’oir, substituant 4 V. et Y., et ¢ lears valeurs {52 et 33)

laire @ 'axe: car
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nous trouverons:

MV " =k(y—y)—l(z—2z)
MV, =h{z —z)~ k{

=

5
|
H\

&
i
kc?\

MV, = [(x— &) —h(

Et s o

X eJt §1 Nous Imaginons les axes transportés parallélement
ux- i

! mémes an .pomt‘(m’, y's 7'}, de I'axe spontané, et

que nous nommions x”, y” et z” les coordonnées da

pomt.(x,‘y, Z) rapportées & ces nouveaux axes les ex-
- r r ) ’ ‘

pressions precédentes pourront s'éerire : -

MV =ky"— [z,
MV, bz’ — k2",
MV, =[zx" — hy".

Or, il est visible que ces tr

_ ois aceélérations com
relatives posamtes

résultent d’une vitesse angulaire.

o VR 0 Tk 1 .
M TNf

& ::,‘%'utozlr de I'axe spontané glissant.
< Eneffer :

M N ‘ el ! - .
I* Laccélération relative résultante est perpendicu-

AV IV, 4 bV, =,

“
_)'0

: %lfe”esl, [?er.pbtndicu]aire 4 la droite qui unit le point
&’ y"; =”') &l origine prise sur Paxe, puisque :

tr ’ T
x V, . +yu v y” + g Vzu=0'
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% Enfin elle est égale an produit de la distance du
point 3 'axe par une constanie qui sera accélération an-
gulaire autour de cet ase. Car si nous appelons 2’/ la dis-
tance du point & lorigine prise sur I'axe, p” 82 projection
sur I'axe, p fa distance du point 4 l'axe, nous aurons:

riz

M? V7= (i + 2+ k) (27 + a2 — o't — Py
— k' —9lhyy! — 2hkx"z" — HWekx''z'"
1
=k + I By —{ha a ly - k) = F [
“ e &
@y 2 = =
f f’

d’on

o VETTFSE
— 0.

1f M

M VY =

ID ' rr
O f L
¥
7
De ces trois propriétés résulte & I'évidence que le mou-
vement relatif d'un point quelconque par rapport & l'axe
est un mouvement de rotation dont Paccélération angu-
laire est

[=

Vi ok A
L) T e I T

M Mf

98. Daprés les expressions de L A, &, I'accélération an-
gulaire ne dépend que des moments des forces el des mo-
ments d’inerlie autour des trois axes principaux; et.comme
nous savons déja. par la théorie de la rotation d'un corps
autour d’un axze que son aceélération angulaire dépend de
son moment d'inertie autour de cet axe, il est naturel de
rechercher s'il n’en sera pas de méme ich. -

Si done nous prenons le moment d'inertie du corps au-
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Foll}r ‘d un axe II}ené par le centre de gravité parallélement
a Faxe spontané, nous aurons:

L= A+ BE" -Gy = £ (A h + Bl Cork M/ My M5 M,
1=y =2,

&

(eln remplacant Ah,.Bl, Ck par lears valeurs en fonction
t.es n(;oments des forces et représentant par M’ la projec-
on du momeni résultant su i
; run plan per ire
e n plan perpendiculaire &
: s . n Y

De 1a nous tirons w==1; c’est-d-dire:

. ']l:HFOREME. —w’L’a-ccéle’mm'm% angulaire du corps autour
¢ vaxe sponlané glissant est égale au moment des forces

autour de cet axe divisé par le moment d’inertie du cor,

autour d’un axe paralléle mené par le centre de gmviﬁq

. nous en déduisons:

Md = -I—J}--
M

el en posant: M'= N3/, cette formule deviendra -

ol = —.

M
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ce qui nous permet d’énoncer le théoréme du numéro 26
sons cette forme trés-simple : '

Tatorimg, — Si, par le centre de gravité du corps, on.

méne un plan perpendiculaive ¢ Faxe sponitané, et qu'a-
Preés aveir projeté toutes les forces sur ce plan on preﬁéze la
résullante de ces projections, Paxe spontané passere par
un point situé sur la perpendiculaire abaissée du centre
de gravité sur celle résultante, et tel gue le produit des
distances respectives du centre de gravité ¢ ce point et a
cetle force est éqil an moment d'ineriie du cotps aufour
d'un axe paralléle du centre de gravité, divis¢ par la
masse du corps.

Ce théoréme n’est, comme on voit, que lextension de
celul que nous avons donné dans le eas d'un systeme
plan (8). _ ' :

30. Si toutes les forces se raménent 3 un couple uat-
que, c’est-a-dire & un systeme réductible a des forees deux
4 deux égales et contraires, mais non directement oppo-
sées, la réduction que nous avons faite an numéro 20 pa-

rait étre en défaut. If est clair toutefois qu’on peut encore

I'employer dans ce cas, pourva que Ton fasse séparément,
saivant les trois axes, la somme des forces positives et
des forees négatives. On arrivera ainsi 4 un systéme de
trois couples P. et — P,, P, et — P,,P. et — P, et si
Uon applique la théorie précédente successivement aux
deuxsystémesP,, P, P.et—P,,—P,, —P,_, et qu’onajoute
les accélérations ainsi obtenues suivant les trois axes, il est
évident que les termes P,, P,, P., disparaissent des équa-
tions du numéro 22, qui expriment les composantes de ces
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accélérations, et que les quantités A, {, k, qui désignent

dans ce numéro leg moments des forces P, P, P. autour
M M

- s . il
. des trois axes, multipliés respectivement par%—, =i P

i B'E
bresenteront dans le cas actuel Jes somines des forces

I?m el—P. Poet —P, Pop . P, on des couples, mal-
tipliés respectivement par les mémes quantités: les valenrs
de h, {, k&, conservent done entiérement Jeur signification,
et par suile la direction de I'axe instantané sera encore
donnée par le théoréme dy numéro 24, et 'accélération
angulaire autour de cet axe par le théoréme du ny-
méro 28,

Or, la disparition, dang le cas qui nous occﬁpe, des
termes P, P, P_. dans les expressions des composantes de
Paccélération d'un point queleonque (ne 22), montre im-
médiatement que la vitesse du centre de gravité, pris
pour origine, est nulle: Iaxe instantané passe donc par le

centre de gravité on par le centre de Pellipsoide central;
et par suite :

“

TukorinE, - Lorsquun corps libre est sollicité par un
systéme de forces qui se réduisens & un couple, il tourne
au premier instant autour du diamerre de Uellipsoide cen-
tral conjugué au plan de ce couple, avec une accéleration
angulaire égale au moment des Jorces autour de cet axe,

divisé par le moment dinertie du corps aulour de ce
méme axe,

Voici du reste une manigre indirecte, mais peut-éire
pius simple, d"arriver au méme résultat, '
St aprés aveir cherché les composaintes des accéiéra-
tions produites par le systéme de forces réduit &0x treis
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forces P,, P,, P., nous ajoutons une force — P dont les
composantes soient—P,, — P, —P., et dont Ia direct?
aille passer par lorigine, il est évident que cette force ajfra
un moment nul autour des trois axes, et que par suite les
quantités h, !, £ ne subiront aucune modiﬁc%}ion; mais
ses trois composantes, introduites dans les expressions de
Paccélération , détruiront les termes P., P,, P., ce qui nous
conduit au méme résultat que précédemment; et il est
clair que le systéme formé des forces primitives P, P,, P_,
et des forces introduites — P,, — P, — P, , s& réduit &
un couple, ! |

Nous aurions pu introduire cette force — P de maniére
que sa direction ne passit pas par le centre dé gravilé; ce
point n'en edt pas moins été sur l'axe instantané de rota-
tion, et son aceélération aurait également été nolle:; mais la
direction de cet axe eiit changé, i cause des moments de
cetle force — P qui anraient altéré les quantités A1, k;
nous ne nous arréterons pas a démontrer que le nou-
vel axe de rotation serait encore dans ce cas conjugné
an plan du moment résultant, parce que la démonstra-
tion qui précéde renferme ce cas-ci A cause de sa généra-
lité.
- 31. Sinous jetons un coup d’ceil sur Fensemble de cetie
théorie, nous pourrons la résumer en ces termes quant
aux idées fondamentales qui en font I'objet.

Nous nous sommes appuyé sur la mesure d’une foree,

la composition et la décomposition des forces et des vi- _

tesses appliquées & un méme point matériel, et les lois de
la composition des forces paralléles appliquées & un sys-
teme de points matériels invariablement reliés entre
enx.
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Dans nos recherches, nous nous sommes gardé d'intro-
duire aucune force qui n'existat point dans le systéme, mais
nous avons plutdt cherché, d’une manjére direcle, 'effet
que devait produire isolément chaque force donnée en
tenant comipte de I'invariabilité du systéme.

Clest ainsi que nous avons trouvé que I'effet produit, au

_premier instant, sur un sysiéme plan invariable, par une

force qui Tui est appliquée dans son plan, est de faire
tourner ce sysiéme autour d’up cenlre instantané fa-
cile & déterminer; et quant i leffel d’'un couple, nous
avons monlré qu'il ne différe en rien de I'effet produit par
chacune des deux forces dont il se compose,

Lorsque, pour étudier Yeffet produil sur un systéme
invariable par un nombre quelconque de forces, nous
avens supposé ces forces réduites i d’autres paraliéles aux
axes, celte transformation n'a é1€ pour nous qu’un artifice
destiné & simplifier les calculs; mais il est clair que les
quantités de mouvement que nous avons obtenues ay
moyen de cet artifice représentent exaclement les sOmmesé
des quantités de mouvement produites par chacune des
forces considérées comme appliquées isolément an S¥S~
téme, \

« Ce ’est pas, comme le dit si bien Poinsot (Théorie de
» la rotation des corps, 2° partie, n° 23}, que les choses
» soient esmposées de celle maniére; mais c¢’est notre
» seule manidre de Jes voir, de nous en faire une idée, et
» partant de les connaitre. » .

Nous ferons remarquer toutefois que nous avons cher-

ché 4 nous rapprocher dela nature en évitant des artifices

que certes elle n’emploie pas, savoir: le transport de foutes
les forces en un méme point par le moyen de I'introduc-
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-tion de forces égales deux & deux et directement con-
traires.

Nous croyons également devoir encore re’pe‘:’iggr ici que
quand nous nous sommes servi, dans la réduction des
forces ou des quantités de mouvement, des termes de mo-
. ment d'une foree, moment d'inertie, ce n’a é1é que dans
un sens purement analytique ou géométrique, et que nous
ne voulons pas y voir la mesure d'une force dans le cas
ou elle produil un monvement de rotation jeomme si celte
mesure 11’élail pas dans tous les cas la source algébrique
des quantités de mouvement produites par la force {*).

(*) Telle est aussi N'idée du grand zéométre qui a su déduire, par Ia
seule puissance de I'analyse, toutes les lois du mouvement de l'unique
principe des vitesses virtuelles :

« Clest aussipar la quantité de mouvement jmprimé ou prét & impri-
» mer, dit-it, que la force on la puissance doit s’estimer. » { Mécanigue
analytique, 17* partie, seclion I, préliminaires),

(uant aux morments, aprés avoir exposé la notion des moments de Ga-
lifée ou moments virtuels, il ajoute: « Aujourd’hui’on n'entend plus com-
munément par moment que e produit d’une puissance par la distance
» de sa direction & un point, 4 une ligne, ou & un plan, ¢'est-d-dire par le
bras de levier par lequel elle agit; mais il me semble gue la notion du
montent donnde par Galilée et par Wallis est bien plus naturelle et pius
générale, et je ne vois pas pourquoi on 'a abandonnée pour lui en substi-
tuer une auire qui exprime seulement la valeur du moment dans cep-
» laing cas, comme dans le levier, ete.y (IBid., ire partie, section |,
e 16) '

Nous avons méme rémarqué qu'il n'emploie pas une fois le terme de
moment d'inertie, si ce n'est lorsque , rapprochant sa théorie du mouve-
ment de rolation den corps iibre de celle d’Enler, il fait « observer que
» les constantes A, B, C ne sont autre chose que te qh’Euler nomme Jes
» moments dinertie du corps aulour des axes des coordonpées. »
{ Ibid. , 2= partie, section 1X,n° 51.)

Ne pourrait-on pas appliquer 4 Vidée des moments, considérés comme

=

]

=
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La méthode gue nous avons développée nous parait denc
avoir I'avantage de montrer de la maniére la plus directe
que I'eflet d’ure force est connue parfaitement conforme
dans tous les cas a I'idée simple que nous nous en sommes
faite; car elle nous fait voir une force comme- pouvant
toujours se décomposer en une somme algébrique de
forces mesurées chacune par la quantité .de mounvemeni
quelle imprime an point matériel auquel elle est appli-
quée, '

Elle nous a permis enfin d’aborder, en ne nous ap-
buyant que sur ia composition des forees concourantes et
des forces paralléles, 'étude divecte du mouvement le
plus général que puisse prendre un corps sous I'influence
d'un nombre gueleconque de forces; et elle nous a con-
duit, en n’empruntant d’antre secours que celui de I'ana-
Iyse, & cette belle propriét que la mécanique n’a pas
encore démontrée sans s'aider de V'étude géoméirique du
- mouvement considéré en Ini-méme, savoir : que le mou-
. vement le plos général que puisse prendre av premier
- instant un corps libre sous I'influence d'un nombre quel-
- congue de forces peut toujours se ramener 3 une transla-
_tion le long d'un certain axe et & une rotation antour de
ce méme axe.

- Sans doule, nous devons une grande partie de nos idées
a T'étude des beaux ouvrages de Poinsot; mais nous pou-

esure d'un effort qui produil upe rolation, ces paroles profondes
« Comme si des dénominalions vagues el arbilraires faisaient 'essence
3 des lois de la nature et peuvaient, par quelgque vertu secréte, ériger en
¥ ‘causes finales de simples vésuliats des fois coitnues de fa mécanique! »

bid., 2me partie, section I,o016) ‘
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vons dire en toute sincérité que nous n'avons pas cherché
a faire sortir de nos formules, en les torturant, les résal-
tats qu'il a consignés dans sa théorie de fla rotation des
corps; et méme plusieurs des théorémes auxquels notre
analyse nous avait conduit tout naturellement nous ont
un peu étonné au premier abord, lorsque nous ne voyions
pas encore netlement qu’ils se ramenaient 3 des théo-
rémes énoncés sous une autre forme par ce géoméire.

Il est un point peut-éire que nous n’eussions pas dé-
couverl si nous ne l'avions connu d’avance : ¢’est la posi-
tion géométrique de I'axe instantané de rotation; or, c'est
bien de Vanalyse, prise dans le sens qu'on Iui donne
habituellement en mathématiques, qu'il a déduit cette
propriété nouvelle, et nous croyons pouvoir dire, avec
'un des plus grands analystes du si¢ele (1) :
« Trop éblouis par la simplicité, la lucidité, 'élégance
de cerlaines démonstrations purement géométriques,
ne les substiluons pas partoul en méeanique, en phy-
sique, aux méthodes analytiques qui ont véritablement
signalé les théorémes énoncés, et qui, bien présentées,
sont aussi simples, aussi lucides, aussi élégantes, et
» ont de plus le mérite de I'invention. »

Dans un prochain mémoire, nous appliquerons la méme
méthode a la détermination du mouvement du corps dans
la suite des temps. '

¢ v g o

o

(1) Lame, Traité des coordennées curvilignes, discours préliminaire,




