TRAITE

DES

REDUCTIONS STELLAIRES

PAR

¥. FOLIE,

DIRECTEUR DE L'OBSERVATOTRE ROYAL DE BRUXELLES.



PREFACE.

En éerivant les legons que nous faisons depuis quelques années
4 'Université de Liége sur les réductions stellaires, notre but

a été d’en démontrer les formules aussi rigoureusement qu’il

nous sera possible, et de les metire & I'abri des erreurs ou des

négligences qui se rencontrent dans les formules usuelles, avant
d’en faire usage pour la détermination des constantes de la
nutation diurne, et la revision de celles de la précession, de la
nutation et de I'aberration annuelles. Ges erreurs approchent du
diziéme de seconde d’are, et I'on congoit, dés lors, Pimpossibilité
de déterminer une parallaxe d'étoile au moyen de ses positions
absolues, en se servant des formules usuelles. Si parfois des
astronomes ont trouvé une parallaxe positive, on ne peut guére
compler sur son exactitude, & moins gue eette parallaxe ne soil
trés forte.
.

On congoit aussi que 'astronomie ne soil pas encore parvenue,
pour le méme motif, & déterminer la position de I'axe instantané
de rotation de la Terre & un moment donné, ni 'ouverture du

cone qu'il déerit, dans une période de 303 jours environ, autour
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de I'axe des poles, ouverture qui ne dépasse probablement pas

quelques centiémes de secondes,

De toutes ces erreurs, la plus considérable est certainement
celle qui avait cours relativement a la valeur absolument insen-
sible, affirmait-on, de la nutation diurne; nous estimons que son
coefficient n'est pas loin d’égaler 0.05”. Les premiéres détermi-
nations assez nombreuses que M. Niesten en a faites d'aprés les
formules exposées dans ‘ma Théorie des mouvements diurne,
annuel et séculaire de Paxe du monde (*), lui assigneraient méme

une valeur plus considérable (**).

Et déja, grace 4 'introduction de cet élément dans les formules
de réduction, et malgré le vague de sa détermination et de celle
du premier méridien, le méme astronome (***) est parvenu &
trouver une parallaxe de 0.011” pour y Drac. d'aprés les obser-
vations de May, qui n’avaient donné, de méme que les autres
observations de cette étoile, qu’une parallaxe négative aux astro-

nomes anglais.

(*) Dans les renvois a cet ouvrage (Bruxelles, Hayez, 1884), nous le
désignerons simplement par Théorie, etc,

(**) Voir une notice sur ce sujet dans 'dnnuaire de P Observatoire royal
pour 1888. De toutes les déterminations qui y sont rapportées, il semblerait
résulter que ce coefficient serait supérieur & 0.1'; et c'est pourquoi nous
avons admis 0.18” pour sa valeur dans les deux exemples de larticle 26
de ce Traité. 2

Mais Papplication de nus formules (62) 4 une série assez nombreuse des
observations de la Polaire faites par Wagner & Pulkowa assignerait a ce
coefficient une valeur plus faible,

(**") Voir également, dans I'Annuaire pour 1888, la notice de M. Niesten.
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La nutation diurne résulte d’un mouvement de I'écorce solide
du globe sur son noyau fluide. Et la méme cause qui produit
cette nutation en obliquité et en longitude, produit également
une libration de I'dcoree terrestre, qui peut s'élever & 0.02° en

6 heures, si le coefficient de la nutation diurne est de 0.05".

La négation de cette libration, ou, ce qui revient au méme,
Paffirmation de la parfaite uniformité du mouvement de rotation
de la Terre, est une seconde erreur qui a eu couys jusqu’au-

jourd’hui en astronomie.

Une troisiéme erreur de théorie, moins importante. dans le
ealcul de la position moyenne des étoiles, est celle qui régnait
relativement 4 l'influence constante, croyait-on, et par conséquent
non perceptible aux observations, du mouvement de transport
du. systéme solaire sur les positions apparentes des étoiles. Je ne
doute pas que mes formules relatives a Iaberration et & Ja paral-

laxe systématiques ne conduisent & déterminer la vitesse de ce

mouvement.

Une quatriéme erreur, non négligeable, porte sur la valeur
numérique de certains coefficients des formules de la nutation,
qui ont été déterminés inexactement & cause de I'insuffisance du
procédé d'intégration suivi par tous les géométres. On verra que
certains termes, importants surtout dans la recherche de la
constante de la nutation (p. 33), sont omis dans les formules
usuelies ; que Ies coefficients de ceux qui dépendent de la double
longitude du Soleil sont fautifs (p. 70), enfin que les astronomes
ont commis une grave erreur théorique en croyant pouvoir
déterminer, d’aprés les observations du pendule, la valeur des

termes dépendants du périgée de la Lune (p- 37).
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Cerles, si Laplace avait pensé que I'astronomie piit prétendre,
peu de temps aprés lui, & évaluer jusqu’a des centiémes de
seconde d’are, ce grand géométre n'elit pas commis, de propos
délibéré, des négligences qu'il considérait comme étant absolu-
ment sans conséquence pratique, mais qui auraient di étre
évitées avec soin par ceux qui I'ont suivi dans la Théorie du

mouvement de rotation de la Terre.

Une derniére erreur enfin, considérable en théorie, mais dont
la pratique aura, je pense, bien de la peine & vérifier avant
longtemps l'existence, est I'affirmation de l'invariabilité du jour
moyen & travers les siécles. On verra qu’abstraction faite méme
des frottements des marées extérieures et intérieures, celte pré-
tendue invariabilité n'existe pas, si le mouvement de rotation
de I'écorce est indépendant de celui du noyau dans les grandes

périodes, comme il I'est dans les petites.

Les erreurs ou négligences que nous venons de signaler dans
les formules usuelles sur lesquelles repose la détermination des
constantes fondamentales, nécessiteront une détermination nou-
velle de ces constanles, indépendamment de la détermination
des constantes qui entrent dans les expressions de la nutation

diurne et de la nutation décimensuelle.

Ces déterminations feront 'objet de travaux assidus & I'Obser-
vatoire de Bruxelles, dont plusieurs astronomes m’ont prété un
concours empressé dans la vérification et les calculs numériques
de mes formules (*).

(") MM. C. Lagrange, Niesten ct Wouters, astronomes, Byl, assistant.

il
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En résumé, les observations de I'astronomie de position sont
arrivées de nos jours, pensons-nous, & un degré de perfection
notablement {supérieur & celui qu'a atteint la théorie, et cette
derniére devra aujourd’hui, plus qu'elle ne I'a fait assez géné-
ralement dans I’école moderne, fixer I'attention et occuper les
veilles des astronomes. La jeune école est déja entrée dans cette

voie, et il y a lieu de s’en féliciter.

C’est surtout au fronton des temples consacrés a ’astronomie
qu’il faudrait graver I'inscription de Platon : Que nul n’entre
s'il n'est géométre.

Bruxelles, décembre 1887,

i 8- i ———




TRAITE

DES

REDUCTIONS STELLAIRES.

CHAPITRE 1.

DE LA PRECESSION ET DE LA NUTATION.
§ 1. Formules générales.

Si le lieu d'une étoile pouvait étre rapporté & un plan fixe
et & une origine et une droite fixes de ce plan, ses coordonnées
yraies seraient absolument constantes, dans le cas ou I'étoile
ne serait pas animée d'un mouvement propre.

Mais I’astronomie ne peut fournir de ces axes fixes.

Les axes auxquels elle rapporte le plus généralement la posi-
tion d’une étoile sont I’axe du monde et la ligne des équinoxes,
axes soumis 4 des mouvements (ue nous aurons a étudier.

L'origine des coordonnées est habituellement le centre de la
Terre; mais afin de rapporter le lieu de I'dtoile & une origine
plus fixe, on pourra choisir pour telle le centre du Soleil; et,
comme celui-ci méme n'est probablement pas immobile, on rap-
portera ce lieu & une origine fixe, qui sera la position occupée
A un instant déterminé par ce centre.

Le liew vrai géocenirique d’une étoile est rapporté a I'équateur
et & 'équinoxe vrais et au centre de la Terre. Rapporté au centre
du Soleil, il est le liew vrai héliocentrique.

On verra que le mouvement de I'équateur se décompose en
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deux parties, 1'une uniforme appelée précession, I'autre pério-
dique appelée nutation.

L’équateur et 'équinoxe supposés affectés de la précession
seule sont nommés équateur et équinoxe moyens; et le lieu de

1’étoile, rapporté & ces derniers, est le liew moyen.
(e dernier n’est évidemment pas donné par I'observation.

Mais le lieu vrai lui-méme ne ['est pas non plus, & cause de
I'aberration, qui modifie dans notre ceil la direction du rayon
lumineux émis par I'étoile.

L’aberration nous fait voir 1'étoile dans son liew apparent,
non affecté de la réfraction atmosphérique, dont nous ne nous
occuperons pas. Le probléme que nous avons & résoudre est
celui de la réduction du lieu apparent au liew moyen et vice versa.
Il est clair que le procédé le plus simple & suivre dans la réso-
lution de ce probléme est de convertir d’abord le lieu moyen en
lieu vrai, et celui-ci en lieu apparent, puisque c’est le lieu vrai
qui est affecté de I'aberration.

1. o, 0 désigneront les coordonnées équatoriales moyennes
a l'origine du temps, c'est-a-dire celles du lieu soustrait aux
circonstances énumérées ci-dessus; o,, 0, les coordonnées affec-
tées de la précession et de la nutation; A,z et A,0 les différences
a, — a, 0, — 0, qu'il s’agit d’abord de calculer. '

Ces variations proviennent des perturbations que le Soleil
et la Lune produisent dans le mouvement de rotation de notre
planéte.

Dans I'étude des attractions de ces deux astres, nous pourrons
regarder ceux-ci comme concentrés en leurs centres de gravité.

Quant & notre planéte, nous la considérerons comme formée
de deux parties dont les mouvements de rotation sont indépen-
dants entre eux : une croute solide (en faisant abstraction des
marées) et un noyau fluide, tout au moins & sa surface.

La théorie, du reste, s'appliquera indifféremment & I'une ou
a lautre de ces parties, si I'on fait abstraction des marées, tant de
Pocéan que du noyau, ainsi que du frottement de celui-ci contre

I'écorce.
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2. Commencons par chercher les moments de la foree per-
turbatrice.

Rapportons le corps attiré (noyau ou deorce) 4 ses trois axes
principaux, x, y, z; soient A, B, C ses moments d'inertie
autour de ces axes respectifs;  la distance d'un élément dm du

Y, ’

QCyZ

corps au centre de gravité pris pour origine; x,, 1, z4 les coor-

données du centre d’attraction de masse My, rapporté aux mémes

axes: R, et p ses distances & l'origine et & I'élément considéré.
Le potentiel du centre d'attraction sur 'élément dim sera

dm
dV = L‘h —
4
et sur le corps attiré
dm
V=3 —>
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d’ou I'on tire

dVv Xy — dm @, — x
=M, Y (lm=—M —
dw > o’ b T

——X, (1)

pmsque la force attractive de M, sur I'élément dm est M, 4o,
et que P— est le cosinus de I'angle que sa direction fait avec
'axe des z; en sorte que

dm x, — x
My > —-

P e

est la composante X de la force atiractive suivant I'axe des .
Il en est de méme relativement aux axes coordonnés yetz,

Les moments P, Q, R de la force attractive seront done

() v
P = Z(JZ———‘Y)—Z[—){—— d—
dy dz
dav av
— 32X —gl) — et Y :
Q (=X ) adz dx 2)
A% A%
= 2lrY — yX ———
R ¥ yX) = de mdy

Or, en vertu des propriétés des axes principaux, on a :

Zadm=0, Zxydm=0, ctc (3)

On a aussi ;
M=2dm; A=2Z(y*+ zYdm,
B=2(z" + a%dm, C=u3(a*+ y*dm,

d’onr
B C—
Zxtdm = ;ﬁ
2
C+A—B
2 yPdm = LA (4)
2
A+B—C
2 22dm = —

A+ B+ C
2

Zridm =
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En remplagant & + y! + z} par R}, on pourra écrire :

p'=(—1,)* - (y— )+ (2—2, )P =R} r"—2(arx, + YUY+ 27,),

2

2 r\?
ﬁ_il] -—ﬁ-?(ocac, =YYy + 22y) + E

1
Rl R5 (ZL‘-’L‘; -+ Yy, + 27,) + — 3 Rb (xa‘, -+ Yy, + zzi)

1 /r\* 51
— (E Q R7(ww, + Yy + zz,)?
1

—-—(xw4+ YYi + BZ)) A4-o-

et, en substituant cette expression dans celle de

dm

—«M,E_,

on trouvera, si 'on tient compte des égalités (3) et (4) :
1M 3M
y =M 0o 2B +C— A) 4+ y3C+A — B)
R, TR ©

1M
+ z}A +~ B—C) —Z—'(A+B+C) + V;

R}

OV représente la partie du potentiel qui provient des termes
restants de I'expression de é, a partir du troisiéme ordre, et dont
il sera opportun de ne caleuler Iinfluence qu'aprés que celle
des termes prépondérants écrits ci-dessus aura été déterminée.

Bornons-nous d’abord & ceux-ci, et remarquons que, si D,
représente le demi-grand axe de 'orbite terrestre, m, le moyen
mouvement du Soleil, on a, en vertu de la troisiéme loi de
Kepler, 2 p; = mi; que, pour la Lune, 1]\)15 sera f fois plus grand
que pour le Soleil, / désignant le rapport des actions des deux
astres ; nous pourrons écrire, en représentant en général par D,
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la moyenne distance du centre attirant au centre de la Terre,

M,
R,

M, D M
= et —= fmj,
D, R, D}

f étant égal & I'unité pour le Soleil.

Faisons enfin abstraction du premier terme du potentiel, qui
n'est pas relatif aux forces perturbatrices; l'expression de ce
dernier, abstraction faite de JV, sera, si I'on supprime Ies
indices 1 des variables :

V=2fmi’ {(B +C—A) (%)24- (C-+A—B) (1%)2

1 1

+(A+B—C) (%)j (%)5 —Zﬁnf(A + B + () (;—)—1)5

(7

De cette expression on tire, en appliquani les égalités (2) :

zy [D,\?
P — 3fm(C — B ——(*—)
fm‘( )R§ R,

. zx [(D\?
Q=3fmi(A — Q) w <E> : (8)

, xy (Dy)\°
R=3fm}B —A ~—<—) .
f ‘( )R? R‘
3. Les équations d’Euler sont, I, m, n représentant les
composantes de la vitesse angulaire du corps autour des axes
principaux : :
‘ Adl + (C — Wymndt = Pdt

Bdm~+ (A — Q) Indt = Qdt

Cdn + (B — A) lindt — Rdt;
si 'on y fait
C—A=q; C—B=0b; B—A=4;

2
_5f'm~‘=h; P=—bng; Q=anp; R =dnr;
n



dl b |

T =—7 n(m -+ q)

dmn a

=B n(l + p) (10)
dn d

T="¢ (Im - nr);

sur quoi I'on peut remarquer-que g se tire de p par le simple
changement de x en y.

Sans admettre, comme Pont fait tous les géométres, que A=B,
d’olt 1 = constante, nous supposerons que ces deux moments
différent trés peu entre eux, pour I'écorce comme pour le noyau,
et nous commeucerons par intégrer les équations (10) dans
Thypothése de 7 == constante; en sorte que nous n’aurons & envi-
sager actuellement que les deux premiéres d’entre elles.

4. Avant de les intégrer, il faut passer du systéme des coor-

Z
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/ !
/
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———————— AN X
e AN }/f /
J N /
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données x, y, z mobiles avec le corps, & un systétme de coordon-
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‘nées fixes X, Y, Z. Nous déterminerons celles-ci de telle sorte
que le plan des XY soit I'écliptique d’une époque donnée, que
I'axe des X' passe par I'équinoxe moyen du printemps de cette
époque, et I'axe des Z par le pole boréal de cette éclipticue.
Soient 0 I'inclinaison de I'équateur (x, y) sur I'écliptique
fixe (X, Y); I Pintersection de ces deux plans, ¢ angle qu'elle
fait avec I'axe des X, ¢ P'angle que I'axe des a fait avee elle,
ces deux angles étant comptés dans le sens du mouvement de

rotation.
Les formules de transformation des coordonnées donnent :

% = cos 6 sin ¢(Y cos ¢ — X sin y)
-+ cos p(X cos ¢ + Y sin ¢) — Z sin 6 sin . (11)
z==sino(Y cos y — X sin ¢) -+ Z cos 0,

I est superflu d’écrire I’expression de v, qui se tire de eclle
de x par le simple changement de o en 9+ 2

Lorsque les coordonnées X, Y, Z seront exprimées en fonction
de ¢, les moments P et Q, ou p et q, qui les remplacent, (8)
et (9), pourroni I'étre également en fonction de 6, J et ¢, parce
(ue nous supposons provisoirement %% =n = const.; et I'intd-
gration des deux premiéres équations (10) fournira les expres-
sions de [ et de m en fonction de ces mémes variables; or les
formules de transformation donnent aussi :

do . .
— = —lcosy -+ msin ¢
dt

_dy :
— 80 0 —— = [ sin ¢ + m cos p,

dt

R . . i d
et nous connaitrons ainsi les expressions de %’ et de %

Leur intégration donnera la solution du probléme.

Cela fait, nous aurons a revenir a la troisiéme des équa-
tions (10), qui n’intervient pas dans I'analyse dont nous venons
de donner I'apercu.

On peut en faire abstraction dans I'dtude du mouvement de
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rotation du noyau fluide, pour lequel LEA a certainement une
valeur insensible, comme pour la Terre entiére, Mais le fait de
la nutation diurne, qui est établie par les observations (*), et
dont le coefficient renferme B—Eé comme facteur, prouve que
cette quantité a une valeur appréciable pour I'écorce solide.

La woisiéme des équations (10), qui, appliquée & la Terre
entiére ou au noyau, donne n == constante, nous monirera que
pour I'écorce, au contraire, cette vitesse de rotation est variable.

5. Occupons-nous done de la recherche des expressions des
coordonnées X, Y, Z. Comme il a été dit, nous ne la ferons que
pour la Lune; les résultats que nous trouverons seront appli-
cables au Soleil, en égalant & zéro I'inclinaison du plan de
Porbite lunaire & I'écliptique, ainsi que le facteur m' qui affecte
les termes provenant des inégalités de la Lune.

Soit 7 la tangente de cette inclinaison, ¢ celle de I'écliptique
vraie sur I'écliptique fixe, $ et § la latitude et la longitude de
la Lune rapportée a I'écliptique fixe. On a d’abord :

T 7

V/ ) . X
R, = sin B, IT,= cos B sin f, R =cos $ cos .

Ces expressions, substituées dans les formules (11), donne-
ront, si 'on pose

sing==8,, cosf=c¢y, sin26=s,, c082W0==c,, cotd==c}: (13)

-QR—OU =c0s B[ (1 +c,) eos (f —p —¢)+(1 — ¢,) cos(§ — $+9)]
g 2s, sin § sin ¢. (14)

z
= cos § sin (f — ¢) =+ ¢, sin 8.
:
Or, si A et 3 désignent la longitude et la latitude de la Lune
rapportées 4 I'écliptique et & I’équinoxe vrais, (2 la longitude de

(") C. R, 15 déc. 1886; 4. V., n» 2768; Bull. de A cad. roy. de Belgique,
e série, t. XIII, pp. 398 et suiv., ct Ann"® de I’Obs. roy. de Bruwelles
pour 1888.
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son neeud ascendant, A celle du neeud ascendant de Pécliptique
vraie sur Péeliptique fixe, rapportée a I'équinoxe fixe, Ay cette

C
e
Ly — T
— fo_ T —
NI TTTT———
N V.(,/‘ )il r
//%;/ .

longitude rapportée & I'équinoxe vrai, 8, la partie p'P de 8
comprise entre celle-cj et Pécliptique fixe, on peut, vu la petitesse

de ¢, poser
B=p+8,
el méme
tgﬁ:tgﬁ + tg B,

d’olt I'on tire, en derivant simplement 7 au lieu de g 7, négli-
geant 2 et ¢2, e remplagant tg 8 par ¢ sin A—9), tg B,
par e sin (§ — A) ;

l

g B="{sin (A —Q) + esin (f — A),

I
sinf = (1— gz'z)sin()~g2)+ %z’"’sin 3(» —¢2)+esin (£—a).

2 "
cosPei— L + ~i‘+%cosﬂ(A—Q)

4 6k (*5)

3 5
—Ei‘ €0s 2(A — ) + ai‘ €08 4(4 — ()

1
+§isfcos(21—Q—A)——cos(Q—Af.

1l reste encore 4 exprimer £ en fonetion de 4 @, A. Or, dans
la figare ci-contre, on a, en négligeant le carré de < :

NP = Np' = Np —pp,
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g —A=)—A—pp.
Et ’
pp’::tgpcotp’-——-tgf}sin By cot(f — A)=/{sinesin(d — Q) cos (r—a)

Pour déterminer Ay, nous aurons dans le triangle Nyy,, en
négligeant ¢* : ‘

cot A, sin (A — ) = cos (A — ¢) + ecotd,
d’ou Von tire :
A=A —Y — gcot 6sin (A — ¢),
ou plus simplement, puisque
g sin (A — ) == 8in y sin Oy, (16)

qu'on peut écrire sin y, sin 9 :

Ay=A—{¢—C%
Y représentant sin v, ¢’est-a-dire sin yyq.

Dela:
f—y¢=A+Cx— % & [sin(m—Q—A)— sin (Q—A)].

sin (ﬂ——q;):sin( X A4 6y%)
sin(5x+q»~c,x——g2
! +sin(A——\p+c‘X——Q
Tk ——sin()\—a—q;——c,x—;«g}-
4sin{ A+ —eax—E3—

cos (§ — g)=cos( X + &)

cos(5>\+xp——cx9¢~g§——A)
_1”, —cos()\——q;—t—c,%——gg——A)
—cos()»—i—ap-—«cm—kg}——lx)
+COS(7\+L[J———CI%——-Q+A).

»
»
; a7)

Enfin, dans U'expression de sin § nous remplacerons ulté-
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rieurement £ — A par £ — ¢ — (A —¢), et nous éerirons
A— ¢ =4\ en sorte que A’ sera la longitude du noeud
ascendant de I'écliptique rapportée au point y, intersection de
Péeliptique fixe de 1850 avec I'équateur de 1850 - 1,

§ 2. Formules usuelles de la précession et de la nutation annuelle
et formules de la nutation divrne.

6. Mais afin de ne pas trop compliquer la suite des développe-
ments, nous commencerons par faire abstraction des-termes en €,
sur lesquels nous reviendrons dans le S 4, et par conséquent
de ¢y, qui a ¢ en facteur.

Il ne sera done question actuellement que de la précession
et de la nutation, tant annuelle que diurne, abstraction faite
des variations séculaires.

Avec cette restriction, les formules (14) deviendront :
L

ﬁ:—(l ——;: + %z‘) [('l+c,)cos(A—-p)+(1—c,)cos()\-o-go)]

— s, (1—gi’)[cos(;\——gg——c,:)-cos(/\—gg—i—?)]

(1 + &) cos ( )
7 (1 _ 5z'1) g “+ (1 —¢)) cos (3r — 2Q) + ¢)
0= (s s
\ ( )

%

~,
<

g [cos (B2 — 503 — ¢) — cos (52 —5Q -+ 9)] (18)

3¢t

-+ 123 (1—cy)cos(3r—a— #)+(1 +¢) cos(3a— /fQH,_?,)].

¢9 . . 3, .
— == 1—/:4-—622 Sy 8in A+ ¢ 'l—gz)c,sm(i\—gg)
¢ 3. . .
+ 3 1—212 8 [sm (82 — 20) — sin (x —20)]
3 = N

gh sin (3 - 3¢2) TR sin (3x — 4Q)).
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it de ces deux expressions, qm entre dans celle

., Le produi
deviendra, apl és qu'on aura ordonné

de p ou du moment Q,
et fait abstraction des termes €n 4A, ete.

11-.12 { )
\l————t +—z sy siny
1

(l —_ —t ) [(cl—t—ce) sin (Q——q:) +(c— €y) SiN (Q+:}J)]

202 — 9)+(1 —c,) sin (262+9) ]

“2
~(1—-@ ysi (1-+c) sin (
1’

+ (l——t—)—\——z)sl[(l—&»cﬂsm (2a—p)+ (1—ey)sin( (22+9) ]
. (19)

@2——¢)+ (e 6, —ea)sin(2—02+2)]

/ 5
+zkl—-Zz )\(014‘02 sin

3
(14— i%)s,6, [sin (2A—2Q — #) ) —sin (20 — 202 + )]

— =1

+ Z_S [(Cx—‘oe) sin (22—32 —¢)+(01 Cy) sin (22—303+ “’)J

_ ]13 s(1—e)sin@—Q—e)+ (1 o)sin(2r—4Q+9) )

Il reste encore, pour obtenir Q ou p (9),4 multiplier le produit
P . [Py 3
précédent pa (R1

&. Or, si v représente 'anomalie vraie de l'astre, e Pexcen-

tricité de son orbite, on a

(D.)"’ (1 + e cos vf
R/ (1=

3

9 21 S 43, 3 ¢
e 4~ 4 —ct+Beld 4 — €] cos v 4 = ¢% cos v 4+ — €08 3V;
2 2 L 2 &

mais on a aussi :

22 o4
p=2a—T +%sin%(k——§2) +—;—Qsin4()>——-§g),



(16)

I" désignant Ia longitude du périgée dans 'orbite ; d’ot

D,\® 9 24 13
(—‘) =4+ -+ —e -+ 3e <1 + —e‘z) cos (3 —T)
R, 2 2" 4
3 1.
-+ 589(1 -+ Be”) cos 22 —T) +Ze" cos 3(» —T)
- (20)
5

-+ geii [cos (Br—T —20)) —cos (A + ' — QQ)]

-+ g e2? [cos (4)»-——-21‘—— 2¢J) — cos Q(I‘-——Q)]+

Dans ce développement, nous nous arréterons toutefois aux
termes du troisiéme ordre, de méme que dans le produit des
expressions (19) et (20), les termes des ordres supérieurs étant
véritablement insignifiants. Dans les coefficients des termes les
plus importants nous conserverons néanmoins ¢ et e pour plus
de rigueur.

9. Effectuant donc le produit des expressions (19) et (20),
on trouve, en s'arrétant aux termes du troisiéme ordre et aux
triples longitudes :

daxz (Di)3
R}

R,

4+~ (’l——i2+ %5 e*)[(1+c,)sin(9Q—9a)+(4—c,)sin(QQ-n—?)]
(21)

3 i ‘
+ eg(fl— ) +5e2)s,[(1+c,)sin(21‘—9:)+(l —¢1)sin(20+¢)]
i

. ; e [((:1+ €9} 5in (27— — )+ {¢,~—C5) 8in (2T —Q + ?)J
A

3 13 '
- 2 e ('l -3 - 7 e?)sg [sin (A —~T—¢)—sin (A—F—i—go)] i




(17)

3 1. 13 . .
+5¢ 4-5124——4—62 s[4 4+ e)sin (A + 0 —g) 4+ (1 — ¢)sin (A+T =+ g)]

<l ¢2+ ) + 5 i Qizeﬂ—a- 2 e‘)s [(1¢;)sin - 1 in{22
l— ==+ =i 1 4-¢;) sin(2a—¢)+(1—
-+ 379 3 % 3 1 1) sin( 9)~+(1—cy)sin( +?)J
. 3. 9 ) . -
-+ 1(1—722+§eﬂ [(ci + 0g) SID (22 — Q — ) + (6 — ¢a) sin (20 — Q2 +7))]
43 i
‘ 3, . 17 . \ '
_Zz’z('l-—f—l—z—eﬂ SQ[SIH(QA—QQ—?)—SH](Q}—QQ-I—50)]
3 1, 3 . .
+5e (d — i — ¢ & [(1+ ¢) sin (5 —T'— ¢) + (1—e¢)) sin (5A—T =+ 2]
5 2 13 _ .
+ el I —= -+ —[;ea [’(c,+cg)sm(A+I‘——Q——ep)+(c,—cg)sm(k-;-I’——Q—i—qa)]
3 i* 13 . .
-3 et |1 — =+ —/—e2 [(C{““Cg)Sln()\'—T""gg—'?)—F(CI—CQ)SIH()\—I"‘—Q-’—?)]
e :
+ 5 i(l 7@'2 ‘15c2>|(c €9)8in (0 — I'— Q—¢) + (¢y+ ) sin (A —T—(3+ )]
— { ——t%+ — —_ —I— —o)+(C —T— y
26 3 % | (C1—Ce ¢ 17+ G Y (2‘1)
3 7 13 (suite)
+ —ef (’l-— —ig—r——eﬂ)[(c ) 8D (32— T (23— ) + (61— o) Sin (BA—T— 3 +9) |
9 8 % i 2 14 1 2 P
1
— gei[(cl 4+ e5)sin (BA— BT -+ § — o) -+ (6, — &) sin By — 3T + ©Q + )]
1 . .
—g ¢ [(es — ¢5) sin (A — 3T + Q —¢) + (& + ¢s) 8in (A — BT + §Q + ¢)]
3 ., 8. . . .
— 3¢ 1-—51 + 3e sz[sm(m—ﬂl‘-—cp)—sm(m-—QI‘—;—?)]

3
_Zeigsg[sin(ix+F—QQ—qa)—sin(A+I‘—QQ+9)]

9 . ) ‘
—4—6%84[(1—c,)sm()«-—l‘-—QQ—?)-i—(‘l+c,)sm()-1‘—2g}+9)]

N Lo
—~Tgezsg[sm(5)——]‘-—QQ—?)——sin(&——I‘—QQ+qo)]

-

o . . -
——Eczﬂsg[sm()\mt’)r‘q-QQ——?)—sin(x—5P+QQ+ ?)J




(18)
Dot [(1 o) in (52— 31 + 20— g) - (1 = ) sin (32— 50 4+ 20 +9) |

4 % oi%s, [(1 4 ¢) sin (A + B0 — 203 — ¢) + (1 — ¢;) sin (O 4 3T — 209 -+ )] (1)

3 , (suite)
L Ze%’[(c, + ¢5) 8in (20 — 2T + 0 — 9) + (61— o) sIn (22 — 2T + (2 + ?)

+ ?e*i[(cl—cg)sin(%—.‘zl‘—gg——q:)+(cl+ cg)sin(%—‘zr‘—g2+?)].
{3

20. Avant d¢ procéder A I'intégration il faut encore exprimer
la longitude vraie de l'astre % en fonction de sa longitude
moyenne . Nous en emprunterons I'expression & la Théorie
de la Lune, de Devsunay (%) :

) (2, er5> in ” (5 L M /4> in 9(C — 1’
= + (2 — =) sin (C— 1) + |—eF— e | sin 2 —
Cw (=5 snC—1)+{7¢"—5; C—1)
o
— ;: — ) sin2C — )
27 27 27 . 738 y o
— e — "l e 4+ — ee? + — ¢ — —em”| m'sin (O —T)
8 3 8 16
5 3 1 47 1101 5b 22
°+ __eIE___i2+(_____ l2__~62),’)ll ( )
16 16 8 64 64
59 893
+ Em” Y m"“] m'sin2(( — O)
. ('156, 58,,2 75 263 48217 | ,2)
— e — = — — e —'m -+ i
PR 8 TR TR e

X m’ sin (—20 4+ T).

Dans cette formule, qui tient compte des trois grandes inéga-
lités de la Lune, ¢ et T désignent I'excentricité et la longitude

(*) Mémoires de PInstitut, t. XXIX, pp. 803 el suiv. Le leeteur, désireux
de connaitre la démonstration de cette formule, absiraction faite des inéga-
l]tes lunaives, la trouvera dans ma Théorie des mouvements dinrne, annuel
et seculaire de Vaxe du monde, n® 39 et suiv.
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+i(1~

(19)

du périgée de lorbite lunaire; ' le rapport de son moyen
mouvement & celui de la Terre autour de son axe.

Les trois premiers termes du second membre, résultant du
mouvement elliptique, s’appliquent au Soleil, en y changeant
respectivement C, ¢’ et I en @, e et I\ ‘

Nous n’écrivons le développement que pour la Lune ; on en
tirera celui qui se rapporte au Soleil, en posant d’abord 7 = 0,
m'=0, et en faisant ensuite les mémes modifications précédentes.

4. Sil'on effectue cette substitution on trouve, aprés réduc-
tion, que tous les termes qui dépendent exclusivement du périgée,
ou du périgée et du neeud, disparaissent identiquement, comme
Laplace I'a affirmé.

Le résultat final sera, aux quantités prés du troisiéme ordre,
en conservant les accents de e et I pour indiquer que ces quan-
tités sont relatives 4 la Lune :

2 2 2

haz D,>3 ( 5. 3 3. 9 13 )
Tl = = e e Do ) g, in
R? ( k 8 e

R,

L Ze”) [(c, =+ €) sin ({3 — ) - (er — ¢5) sin Q+ ‘P):I

-

1 3
+3 7 ('1 32 - Se"") si[(1 + o) sin (20 — ) + (1 — ¢) sin (20) + ? ]
S 5 7
1 —l—~~e’2+~e’2i2+—-z4
2 2 4 16 . .
- 81[(4+0,)sm(2((_—9))+(1—c()sm(Q(C+?)]
15 g 9em 2250’2111’2 12t m'
7 16 T
5 5, 9, . . ,
—_ §e’(l ——2—22 gt 2) sz[sm (C—1"—¢) —sin (C—1" + ?)J
O N U I . , o
— 3¢ | Ty TR g™ s [(l + o) sin(C+T'—g)+(1—¢,) sin (C+1" + ?)]
7 125 . 4065 . ] ]
+ :\e’ (1— 756" ‘—mm"”)sl[('l ¢y sin(3C—T"—p)+(1 —c,)sm(S(C—I"+y)]

[SA]

—— ge”\ [(e+ e)sin 2C — Q — ) + (64— ¢3) sin (20— Q)+ 9]

/

=~

o1

7,




(20)

M 5. 59, 549, |

Y )1z_zz+~%—nz . ——em ‘ . |
_Zm’ o1 5'5 503 s,[(d +ci)sin(QO—?)+(’l—Cl)siﬂ(Q®+?)] 8. |
— e — e ——m"®
16 ) 18
1 11 59 3, . ‘ ‘ .
—3 im’ (? m'—+ 5 m'— 7 z"‘) [(Ci+CQ)S}H(QG—Q'——?)—‘_(C‘—CQ)SIII(QQ—Q—F?)] 9.
_9 e <'1 + §i2—~—7—e’2> s [sin (2C — 20" — p) —sin (2C — 20" + )] 10
7 3 9 2 . ¢ ? . b
45 507 .
-+ 1—6—0"‘m’ (‘l -+ Eo—m’) Se [sm (20 — 20" — ¢) —sin (20 — 21" + ?)] Y 11,
3 I . , .
+ 3 e't (1——@9—*— 3 e”) [(c, — ¢5) sin (C—~T'—Q—¢)-+(c1-+¢,) sin ((C—'l"—gg+?)] 12.
3 L9 : -
-3 't ('1——zz+ 3 0’2)[(c,+ci) sin (C—1I"—+ (3 — )+ (¢ —0y) sin (C—T"+ Q"‘?)] 13.
1 3 1 . .
—3" (“z;’ 5 8’2) [(e1-+-6s)sin (C+1'—Q—¢)+ (e— ) sin(C+T—Q+-¢)] 44,
7 . 5. 123 o o (23)
v il 228 ) forvesin (BC— ~Q=p+{er—e sn(3C - +)] 5. ) i
3 )
_ Zﬁ(l — i2_§8'2) Sy [sin QC — 20 —¢) — sin (2C—2Q2 + ?)] 16.
67, 5., \
15 80 2 5 (1 ¢) sin(5(—20+1"—¢)| .
n .
M\ g7 . M3, 4833 4-(1—c) sin (BC— 20 +T' - ¢)
o —m—— ——m"
40 16 320 :
2T, 5 b, |
15 , 240 16 2 (1 -+ ¢) sin (C + 20 —T" —y) 18
— —e'm .
P 743 , 19855 . | +(1-—c,)sin((+2®—1"+?)§
G — 1 A ——
120 2304
15, 5.,
s 8 8 ('l—l—c,)ZSin(9(:+O—I'——9>)—Sin(Q((:——O+I‘—?)§ 19
e 9 2 245 m ' +(fl—cl)§sin(Q(C+O—I‘+<p)——sin(Q(—O—bI‘»l—cf)}.
A Mt v
16

On ne doit pas oublier que tous les coefficients qui précédent doivent
étre multipliés par / lorsqu'ils se rapportent & 'action de la Lune.

(*) Ge terme, quoique du troisiéme ordre, a été maintenu & cause de son importance.
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(21)

Les termes relatifs 4 I'action du Soleil seront :

3 18
(‘I *3 6% - 5 e‘) Sg sin ¢ 0.
5 13 . .

1 — 5 &%+ o et |8 [(1 + ¢1) sin (20 — ¢)+(1 — ¢,) sin (2®+9)] 1.

3 9 ) _ . :

§e<1 +§e’) sa[s1n(@_1‘~?) —sin (@ — T + ?)J

1 * .

§6’(‘l — :;_)S‘ [(1 +¢) sin (O +T —g) + (1 — ¢;) sin (O +1‘+qa)] 5.

7 123 -

3 e(l T cﬁ>s‘[(1 “+¢)sin (80 —T—g¢)—(1—¢)) $in (30 —T+9)] 4
— 202(1 -—zeg) 8 [sin (20 — 2r'— ) — sin (20 — 2T + ?)] 5.

4 9"/

Nous y ajouterons les deux termes 9. et 11, de la formule anté-
rieure, en 20— et en 20—2I", dont les coefficients numériques
seront désignés par Ny et Ny ; et au terme 1. nous ajouterons de
‘méme le terme analogue 8. de la formule antérieure, en sorte
que N représentera la somme algébrique des coefficients de ces
deux termes. Nous laisserons en général f indéterminé; toute-
fois, dans le calcul des coefficients de 8., 9., 11., qui sont (rés
faibles, nous le prendrons égal a 2.18.

22. Pour le caleul numérique de ces expressions, nous adop-
terons les données suivantes, parmi lesquelles en figurent quel-
ques-unes dont nous aurons ullérieurement besoin, comme les
moyens mouvements des astres, du neeud et du périgée.

L’unité de temps est 'année julienne ou 365.25 jours moyens;
I'époque 1850.0.

my my — @ Y1 71
6.28508 83.9971 0.337572  0.0000559  0.710183
Ig 07981725 1.9242642  9.5283666 5.74741 9.8515704

7 m’ e e’ )

2=, 366.25 0.0748013  0.01677 6.054857 0.0900295
lg 5.8619576  8.875909 8.224535  8.759497 8.9545851

m'? e? e? 2

0.0056 0.00028 0.0050 0.0081

2.
(23)

(bis).



(22)

13, Les coeflicients numériques des différents termes, non
. compris les facteurs sy, sq, ¢,, c,, seront désignés, en valeur
absolue, par Ny, Ny, ...; nous ne calculerons que ceux qui seront
d’une utilité pratique dans les formules. Ce sont d’abovd, natu-
rellement, les termes les plus considérables, usités dans les for-
mules babituelles, ensuite quelques termes dont on ne fait pas
usage, mais qui acquiérent de 'importance parce qu'ils inter-
viennent dans les formules de la nutation diurne avec des coeffi-
cients qui ne sont pas insignifiants; enfin des termes dépendants
de la longitude du Soleil et qui, quoique trés faibles, ne doivent
peut-étre pas étre négligés dans la détermination de la constante
de I'aberration et de la parallaxe des étoiles.

Pour les actions réunies de la Lune et du Soleil, on aura d’abord

Ny — (1.00042 -+ /. 0.99240);
puis, pour la Lune seule :

Ny =[.0.08971 N;= £.0.0040 N,— [.0,98817
N;=/[.00816 N;—f0.0275 N,—f 0.1899
V) = [, 0.0888 ;

enfin, pour le Soleil, en y comprenant les termes qui provien-
nent des inégalités de la Lune, énumérés ci-dessus :

Ny =0.9779 N, = 0.0252 N;=0.0084 N; = 0.0587
Ny =0.0006 N;==00020 N,= 0.0019.

4. Le moment Q (8) dont I'expression compléte est :

. (<xz Df) (acz D?)
Bin¥A — C) | — ! et I OO
mi( )( R R ®+f R R

est maintenant exprimé en fonction de ¢, puisque, pour tous les
arguments © etc., on a

O=0+ml, C=C+mt, Q=%+ o, =T+ o ete.;

toutefois 6 entre encore aussi dans son expression, qui renferme
815 825 €15 Cg, Clest-d-dire sin 6, sin 20, cos 0, cos 26.



(23)

Nous commencerons par effectuer l'intégration en admettant
que ces quantités sont des constantes, de méme que la vitesse
angulaire n, et nous caleulerons ultérieurement les modifications
que l'abandon de cette hypothése introduira dans les formules.

Or si, comme nous venons de voir que c’est le cas, I'expres-

xz D} xz D}
oo  wlc
[EAYAC T RY/C

ou h'représente — 3 % (9), est de la forme

sion de
= ___Q—-—- = fl
p {C— A

== Zu sin (vt == ¢) = Swsin (v; = 1)p,
vq désignant 2, d’otu il résulte (art. 3)
g =2 £ wucos(vo 1)y,

nous avons démontré (*) que les intégrales des deux premiéres

équations (10) sont :
a }
b u ('l —35 =+ 'Ug)

| = a, sin (nlt—i—@,)——X by

sin (v,6 3= ¢),

simd
== 02)2———;—{;3
b
e a u(l—;:’:vQ)
m == — \/-B—b ay €08 (nit + Bi) =F B 2~—————al—;cos (vit 2= p)s
(£ o) — —

AB )

Dans ces expressions, «; et B, sont les constantes arbitraires;

ny est égal a n l/ﬁ, et le signe sommatoire se rapporte a tous
les termes de V'expression de

p="h oz (D‘)a
P=oRiI\R)
donnée par (23) et (25") pour I'un et l'autre astre.

(*) Théorie des mouveiments divrne, annuel el séculaire de Vaxe du monde,
art. 32 et 33.



(2%)
15. Silon porte ces valeurs dans les équations connues

do I )
— == — | €0S ¢ -+ M Sl
di ? I 2]

- .
—§ing—=1_sin¢ + mcosy,

d¢
et qu'on pose ]
Aa-—d + 7
’ﬁ'— 19
r, étant égal a BB —G ”B;‘C) fBB)_ 9 ™),
1 (a b> 1 (a b) ab
— | — —_— == —_—_—_—— ] =y — =
a\BT R/ T 9\B AT AT ™

on trouve d’abord la partie suivante, commune 4 toutes les inté-
grales partielles el renfermant les constantes arbitraires :

de r r
p il (l -+ 1—25) sin (it + By + ¢) — T; sin (mt + 1 — ¢) %
. (141 ” Ty
—sin ¢ P (d + 5) €08 (7yf + Py + ) + 3 cos (Mt + Py —¢) E
que P'on peut écrire aussi, puisque @ ==nf, et que %: % )
que nous ferons égal a 5 :
(lé . . : . ;’" . .
p i sin [n‘('l )+ pl] ~ e sin [n,('l — i+ @1]
(25, 1)
—sing “__, cos my(1+)t+8, | + n cos| ny(1—5)i+6,] s
i 2 { L 2 er, (1= 1] (3

ensuite, selon qu'on envisage le signe supérieur ou le signe infé-

(*) Dans la pratique, on est astreint & poser 7, =0, vu ignorance ot l'on
se trouve quant a la valeur de B— A, qui est certainement trés petite.



(25)

rieur de ¢ dans chacun des termes w sin (vt + 0) & pour le cas
du signe -+,

1o . .
El——t: p2u(l + vy) sin vt — vZu(1 - v}) sin (v -+ 29)
, (25,11
« . "
—siné Tf =— p2Zu(1+vy)cos vyd—vZu(l + g) €08 (1t +29);
¢
pour le cas du signe —
dé T w o ‘
.= w2l — vy) sin vt — vZu(1 — vy) sin (v, — 2p)
‘ (25,11

1y .
—sing % = w21 —v}) cos v,t + vZu(l — vy) cos (vt —2p).
¢

On a fait, pour abréger, symboliquement :

1o vy — 2
___F__li _lEw
(1 £ vy — (A Ev)—u v

les signes supérieurs allant ensemble dans ces symboles, de
méme que les inférieurs.

En pratique, nous devrons faire w==p2, faute de notions suffi-
santes sur la différence qui existe entre A et B, en sorte que
1 == o se réduira & E_vl?ﬁ

Les termes en p, indépendants de ¢, se rapportent i la pré-
cession et & [a nutation annuelle; les termes en v & la nutation
diurne, Tous les géométres ont négligé ces termes, en admettant
que A =B, d’olt v = 0.

Ils ont, de plus, négligé partoul v, vis-2-vis de I'unité ; en sorte

(ue notre coefﬁmem 2 “—JH%—— devient pour eux £=2, cest-
a-dire 2 —gc_ Dans les termes importants, cette neghgence
ne doit pas étre commise.

Nous calculerons done rigoureusement, c'est-a-dire sans
négliger vy vis-d-vis de I'unité, les termes qui dépendent de la
simple longitude du neend, et dont I'un donne la constante de
la nutation; mais dans tous les autres, on pourra, sans erreur




(26)

appréciable, négliger vy vis-d-vis de l'unité, ce qui raménera les
expressions précédentes & la forme plus simple :

de —w . .
R SN vyl — Zu sin (v == 20)
dt 1 —o 1 —0w !
_qinei—— — ¢ Zucos(vtj:Q)
' dt :F'l—— :F4 ' b

(ue nous éerirons

d

T w2 sin vyt — » 2 sin (vl = )
dt

a (25,11")
—sin o i = w2 cos vyt oF v, 3 cos (v,0 = 2p),

{2y repré . Dans ces formules les signes
supérieurs, l'epondam au cas de sin (vit + ), vont ensemble,
de méme que les inférieurs, qui correspondent & sin (v,t— @)
dans 'expression de p.

11 est utile de remarquer que, pour les termes qui présentent
des sommes de la forme :

u [sin (vt — p) — sin (vt + )],

la nutation annuelle en obliquité aura en facteur

1 1 PAVNZZ)
{ —_— = ’
p 1 —vyg+pu 1 +v+pu (1 + w) — 03

quantité tellement insignifiante que nous pourrons la négliger
dans tous les cas, un seul excepté.

Pour ces mémes termes il n’en est pas ainsi de la nutation en
longitude, dans I'expression de laquelle les deux fractions précé-
dentes s'ajoutent. De la I'existence, dans cette derniére, de termes
qui manquent, ou plutdt, qui sont insensibles dans la premiére.

On voit immédiatement aussi que, si v; =0, le terme corres-
pondant ne donne pas de nutation; mais il produit la précession
des équinoxes.
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ae. Procédons & Pintégration en considérant provisoirement,
comme il a été dit, s, ¢,, elc.,, comme des constantes; nous
trouverons d’abord, par I'application des formules (25, I, II, IT'
ou IT'"), suivant le eas, pour la précession et la nulation annuelle
d’abord, en obliquité :

lo
((Tt = — o sin [n, (1 + Pt + ]
ol -+ p) + cgs
— 2N ———
SR b
+ 2hyy [ Nis, sin 203 -+ Njs; sin 2C _‘
Nis, sin ( + T')
-+ Nesi sin 3C —1T) (26)

“+ Nye, sin (2C — §2) .
4+ N, sin 2@ — N;s, sin (O +T)
4 Nis, sin (30 — T)
" — N¢, sin 20 — Q)

2hp(my — 72)

T A )t — (g — )
en longitude :

NS, sin (@ — I);

l .
— sin of[—f: — hpsNg — oy CO8 [ni (1 + )t + ﬁ,]
at

cs(l + p) 4 ey

4= 2huN| €08 )

(1 + p)f— ws

— 2hp, | Nisc, cos 200 + Nisiey €os 5(
— Nisycos (C—T')
— Nisie, cos {C + 1)
+ Nis,e, cos (3C —T) (27)
+ Nicg cos (2C — 6d)
- N,5,0,008 20 — Nysyco8(O — 1)
— Ngs; 08 (O + T)
+ Ns6, cos (30 —1T)
— Nys, cos (20 — 2T)
— Nyeg c0s (20 — Q)

-+ Nys, cos (20 — 2r).




(28)

4%. On trouvera de méme, pour la nutation diurne, si lon

néglige ici vis-A-vis de I'unité les trés petites quantités repré-
sentées par v; (art. 13), en obliquité :

’ [_.N()SQ sin2p — N} { (e + 62) sin (§Q — 24)+ (¢, —¢s) sin () +2W

+ Nisi { (1 + ¢) sin (20 — 2¢) + (1 — ¢;) sin (203 + 2¢)}

+ Nisy | (1 + ¢)) sin (2C — 2¢) + (1 — ¢,) sin (20 + 2¢)!

— Niss {sin(C — 1" — 2p) —sin (C — I =+ 25) |

— Ngsi | (1+¢y) sin (CH+T' — 24) + (1 — ¢)) sin (C+ 1 + 29
4+ Nisy | (1+4¢,) sin (BC—1"—2¢) + (1—e¢,) sin (5C—1"+2¢)}
+ Ny | (er+0s) sin (2C— Q—2¢) +(e1—¢) sin (2C — £ -+ 29)}
+ Nisi {(1 + ) sin (20 — 29) + (1 — ¢;) sin (20 + 29)}

— Nysy {sin (@ — T — 2¢) — sin (O — T + 2¢)}

— N8, [ (1 +¢,) sin (O +T'—25) + (1 —¢,) sin (O + T + 25)}

+ Ngsy [ (L+¢,) sin (50 —T —2¢)+-(1 —¢,) sin (30 — 0+ 2p);

en longitude :

{ —— —
—sing {l_Hb =—hy|  Nosye0s2p—N] | —(0,+65) c08(§3—2p)+(¢y—s) cos(Q+25) {

i

+Nis |~ (1 +¢.) cos (202 — 2¢) 4 (1 — ¢y) cos (202 + 29) }
+Nisi | —(1 ++ ¢} cos (2C — 2¢) + (1 — ¢;) cos (2C + 29)]
—Nisy{— cos (( — 1" — 2¢) — cos (C — I + 29)}

—Nisi } —(14-¢1) c0s {(C+T"— 2¢) -+ (1—c,) cos (C 4T 4-29) |
+Ngsi | —(1+4¢,) cos(BC—1"—2¢)+(1—c,)cos(5C—I"+2¢) |
+ N {—(c,+ ¢5) cos(2C— —29) - (6, —5)e0s(2(—Q+2¢) |
+Ns, {— (14 @) cos (20— 2¢) + (1 —¢,) cos (20 + 29) |
—Nass | — €05 (O — I'— 2p) — cos (O — T + 2¢)}

—Nasi} — (146) €08 (© +T— 2¢) + (1—¢,) cos (O +T+2p)

|+ Nisi} —(14¢,) cos(50 —T—2¢)+(1 —¢,)cos(50—T +2¢)} .

18. On voit, par les expressions (26) et (28) qui précédent,

que 8 ne renferme aucun terme proportionnel au temps, et que
les termes périodiques qu’il contient sont trés petits; ear k. qui
est facteur de la plupart d’entre eux est égal 4 0.00005 environ,
hy est beaucoup plus faible, et tous les coefficients N et N' sont

(29)



(29)

plus petits que l'unité. Aprés l'intégration, le terme le plus
considérable ne dépassera guére, comme on sait, 9”. Quant a la
constante arbitraire «;, que I'observation seule peut déterminer,
puisqu’elle dépend des conditions initiales du mouvement, il
n’est pas douteux, comme le témoigne I'accord entre les obliquités
observées et les obliquités calculées abstraction faite de cette
constante, qu’elle ne soit également trés faible.

C’est done avee raison qu’on peut considérer provisoirement 0,
et, par suite, sy, ¢y, ¢, Sg, Cq, C;, qui sont les sinus, cosinus et
cotangentes de 0 et de 20, comme des constantes.

Ceci admis, 'intégration donnera, pour lo nutation annuelle

en obliquité :

U .
9 — 0= A0 = YT 08 [n,(d_ + )t (3,]
hteyall Te) e o
‘*’1 (1 + :“) — o3

’ N

- ¢0s (C+ )

U+ ¥

NI NI
— th,,sl[?—— cos 20 + 2— co (—

(4

—cos (5C —T' c ¢0s (2 30
S — s (3 —T') + 2m1 1c0s(2C—€Q) ) (30)
N,
+ — ¢0 — cos (© + T)
2y my + )
— 08 (30 — T ¢ cos (20 —
3my — oy 5(50 )— Qm,—col 105 ( Q):I
2h N
-+ . i z—ﬁgcos(O—I‘);
(I + u)? — (my— ) n
pour la précession et la nutation annuelle en longimde :
— 8,0y = — 8Nt — —1(1_+—-) sin [a1 4+ j)t + p,]
hp N’ c(1 + p.)2+ Cn a
/) (1 + p)*— o} ' 31)

Nj
+ hyays, [;\I sin 2Q) -+ 51— sin

(]

- sin (C + T') +

(C._.

‘ —_

r

N
——re smarueme el sin 5 —T
my + 9} 3my — o4 5C )

- sin ((— T’)
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I

N,
¢,sin (2C — Q) + —— sin 20

anl —_ 0y 2 my
2N; . .
— $in (@ —T) — sin (@ + T)
ny— %1 my + (31)
. (Suite.)
——* §in(30 —T)— sin (20 — 2T)
ﬁm,—‘y‘ ( My — %1
2 ¢; sin (20 — §)+ sin (20 — 21")] ;
Uy — oy my — 1 ’
powr la nutation divrne en obliquité :
) 1 — ¢ +C
A =— i I — Ngsa €08 2p + Nj i(c‘ %) cos (§2 -+ 2¢) ——(_i_—écos (Q— 29))%
n 2 2+ @y — oy
(1—¢) (A + ¢) E
] 2 %) —————cos (203 — 2
21%2(4_‘— )cos( Q+ ?) (/ . ) S( Q ?)
1—
- Nas‘§ ( ‘) 008 2C+ 2) — A ra) o (2C— 2?)2
2(4 21 — my)
cos (C— I" “+ 2?) Pcos (C—T1'—2))
— Nis
2—|—mg——ry2 g 9 — My + ¥y 5
i— 1
% ( cos (C+T'+2¢)— ( +’c,) - cos (C+-T'— 2?)}
2+7712+?’2 2—mMg—7a
(1 (1+4¢) E
3(—T'+2 —_ —~T'—2 2
%‘2+omg——mcos( = ?)— 2— 5mg+r,v2 cos(3C ?)j| (32)
—n {2 e oac—g-2)
2+ 2My— 0y 2— 21} +- 0y
(A —e¢) (1 +¢a)
— N,s; | ———— 9 —_— _
‘5‘32(4 -+ hg) 05 (20 + 2¢) — 2(1 — my) cos (20 2?)2
—T+2 —T—2
R ), @s(@ af
2+mg——y2 2 — 1My + ¥y
1— (1 -+ ¢)
N} = Pay) — g r—2
e l12-»-»124-')’2 cos{@-+1+2¢) — — g — ¥ cos @+ )
(N —e) (A+cy)
— Nesy! ——— 30— +29)— ———— —T—20)43
‘31{24— 5mg-ry2cos( O—T+2) 2—3Ma+¥s cos(50 7

e —




(31)
enfin pour la nutation diurne en longitude :

—5,Ag¥ —-——]j—ly éNoSQ sin 29 — N} %;‘::ﬂ sin (§Q + 2p) + :{% sin (2 — Qcp)%
2 2 “ 2
o 1 —c . 1+ ¢ )
+Ngs, ’m sin (200 + 2¢) + msm (20 — Qf)g
, 1- i+
+Nis, e 7"2) sin (2C + 2¢) + (m in (2C —2 )%

sin (C— 1" + 2¢) “sin C—1 ——Qcp)%

§ 3. Termes complémentaires des formules usuelles de la précession

et de la nutalion.

a9. Dans P'examen des corrections qu ‘introduira, dans les
formules de la précession et de la nutation annuelle, la variation
de T'obliquité, qui ne peut pas étre considérée comme constante
dans les facteurs s,, ¢, , etc., ou elle entre, nous pourrons nous

2 4 My — 3 92— my + 7%
«l — .
—Nis | ———— sin(C+T"+2¢) + —— sm((C-H?’——Q?)E
Q-+ 9 2 - My—yh
Ny, O 50 (BCT "+ 29 L0 in(C—T"—25)
-+ ———-—S n —1 11 -
“ 192+3m Yy St 2
{ &— %
N; in(2C—+2 sm 29— —4
+ ?‘2—4—2"12-—%5 n( < 0) 92— ‘ZmZ (=6 )
Nisi | 25) + 1o sin (20 — 2 )%
s i —
A ‘?2 + M) 91 — myg) i
N sin (O —T -+ 2) sin (O — T — 2¢)
-+ Ngs :
”Q 2 4 Wy — Vo 2 — My + Yo
1— 1+c .
—N:I,Su‘ o sin (O+T+.‘2;«)+ ! _sin (@4—1‘—2?) %
fQ—l—))lQ -+ Yy Q—Mg—Y9
/1 .
Nis sin(3@—T+2 536 -F—2 %
T 5"12-—‘}/1 (o th 2— 3mgvfm 0o 2

JUS
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borner & I'expression suivante de cette variation (*): Ab=a,cosQ,
que nous ferons égale & », en sorte que 9 devra se remplacer
par 65+ 7, et qu'en négligeant les quantités du second ordre, 81
¢1; Sq, Cg deviendront respectivement s,+-c1, ¢, — s, 89—+2cqn,
¢q — 2son, expressions dans lesquelles s,, ¢y, ete., sont actuel-
lement des constantes.

Recherchons ce que va donner le premier terme de 'expres-
sion %, qui, & n’en considérer que la partie prépondérante, est

de la forme
do

~— ==k, cos 6 sin ().
de &
Remplagons-y 6 par 6, -+ 5, et continuons a désigner par s,
€15 S9, €9, 8", ¢ les sin. et cos. de 8;, 20, et 1 6,
Soit 99 la variation qui résulte pour 6 de introduction de n:

ddv I ) ki,
—_—— e S1 = -——238, 8 Ccos 5
T €18 sin {Qy N 5 in g Gl

[ A 3 ” A " .
5 représentant sin 1”. [ntégrant :

41 lw
2=~ 5, 0o 90 — — 0.000045" cos 903 (34)
4 No,

Tel est le terme du second ordre de la nutation en obliquité,
qui est négligé dans les formules usuelles, mais qui n’atteint du
reste qu'un demi dix-milliéme de seconde 4 peine.

En longitude on a, en se bornant a la précession et & la
partie prépondérante du premier terme de la nutation :

dy

sin67t=—aosin 24 + ky cos 26 cos (;
¢

(*) Il n’entre pas dans nos intentions de rechercher ici, par une méthode
d'intégration absolument rigoureuse, quelles modifications la variabilité
de ¢ produirait dans les expressions de a6 et de Ay, si on Pintroduisait
dés le début, comme il conviendrait de le faire, dans les équations diffé-
* rentielles du mouvement de rotation. Cette recherche s'impose cependant
aujourd’hui aux géométres. M. C. Lagrange, I'un des astronomes de 1’Obser-
vatoire de Bruxelles, a bien voulu s’en charger.
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d’oli, comme ci-dessus, en remplacant 8 par 6, -~ 7 :

dg ¢y — 2s, ¢
ks = a8,y + k, (i " 3) cos ()
di 8y + €y Sy
9 k, 9 ) 9 ,
= | 2a8, — — ¢,(2 — c¢,) cos — €0S
o o 2 N 9
1 ¢,(2—co) kyay 1oty
=_§TT[I+COSQQJ— 81 €08 Q3
et '
1 ¢(2 — ¢) kya, a4,
M= —— + s
i 27 & N No, 1106
1¢(2— ¢) kyay | (55)
—_———— ——gin 2
BT s N oA

= 0.00057""t— 0.0265" sin (3—0.0103'" sin 20,

variation dont les formules usuelles ne tiennent pas non plus
compte, quoique aucun des termes n'en soit insignifiant; le pre-
mier terme et le dernier proviennent de la nutation en obliquité;
le second provient du terme de la précession.

Or le premier terme, proportionnel au temps, viendra s’ajouter
a 'expression de la constante de la précession luni-solaire.

La nutation en obliquité introduit donc, dans celle-ci, un
terme nouveau, tandis que le terme proprement dit de la pré-
cession introduit aussi un terme nouveau dans la nutation en
longitude. '

A la rigueur, le terme proportionnel au temps est en réa-
lit¢ périodique. Sa forme actuelle provient de ce que nous
avons posé sin n=1x. Mais sa période serait tellement longue,
qu'en pratique il doit sajouter & I'expression de la précession
luni-solaire.

20. Il nous reste maintenant encore A tenir compte des termes
du potentiel que nous avons négligés (6).
En nous bornant & ceux du troisiéme ordre, nous aurons :

3M BM,
V= —3 —gZ(xac, o )rtdm -+ 5;}—; (xx, + P dm;
3
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d'ou I'on tire pour I'expression de

15V J
50—V BV
dr, dx,

en remarquant que R, peut étre regardé comme constant dans
Ry dR
les différentiations, puisque x 32! — 2y 7, = 0:
3 M
2 Ri
l: 222%dm — v Saddm + xiZx’zdm
W5 5M, + 9x,2, 3027 dm + 2,2, 5yztdm + yiZy *zdm
2 R’ —3z,[ 2%y, Sya*dm+ yiZay® din + 2,2, Zzx’dm + 2: 202 dm

x,[Z2fdm + 2x*zdm + Zy'zdm] |

5 = —
0 — zy[Sa¥dm + Zytxdm + Zzxdm]|

+ 6y (o} — z1)2ay’dm.
Or, pour un solide de révolution, on aurait :
SrPdm = Sxgtdm = Syztdm = Zx*ydm = 2y*zdm = 0.

La Terre ou son écorce différant fort peu d’un tel solide, nous
admettrons que les intégrales précédentes sont nulles, de meme
que Z xyz dm, et nous poserons aussi

2 2
Sazdm = Zy*zdm = 2 Ty zdm.
Alors : ‘
3M
Q) =— §R—£ x,22(x? + y* + 17 dm
15 M
+ = R—"‘ z:22%dm w2 2 + 4 Sz(a? + y?)dm — 2zi2za’dm g,

ou, si I'on élimine y7 :

3M, 5 M,
9Q =—- ﬁ—x‘Zz(oc + 4+ 2dm + % w x2z(x® + yHdm
15 M
+ 3 B—l @iz} | 2fdm — 3 ZZ(x’ +yhdm — Zz(6? -+ yHdm E
i

5 M,Cyro (ari 5 fﬁ)
% R \R, R
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expression dans laquelle ry représente le rayon équatorial moyen
de la Terre, et C,ry 'intégrale 3 (32 + 32 —Qzﬁ)zdm.

Si, dans cette expression, on remplaceR' par 5. 121 ; Ig; par fm},
f étant égal a I'unité pour le Soleil, et 5 par =, parallaxe hori-
zontale équatoriale de lastre, elle de\vlent en supprimant les

indices 1 des coordonnées du centre attirant :

50 3., C (m sxﬁ) <D,)‘
=—fm — — 35— =3
2 Mebg =) \R)
d’olt nous déduirons (9)

3Q 5 C, fx xz%\ [D\*
()‘p=—=—~—/——cyo-7—-—(——5—~) (—) .
na 4 n TC—A\R, R¥/\R,

Admettons que C; soit du méme ordre de grandeur que les
moments d'inertie; 3Q sera, vis-a-vis de Q (8), du méme ordre
que w, vis-a-vis de 1.

Nous n'aurons done i envisager, dans son développement,
que les seuls termes susceptibles de s'accroitre considérablement
par Iintégration, c'est-a-dire ceux qui dépendent exclusivement
des périgées et du neeud. Or le développement de (—1) donne
(art. 8), si l'on s'arréte & la premiére puissance de lexcenmclte,
1+ 7e2 + ke, cos (A—T"), o1 ¢, représente e (1 +

Pour que les expressions multipliées par ce facteur ne donnent
que des termes indépendants de 2, nous ne devrons y considérer
que les seuls termes en A, Cela étant, on a :

1 5
z —BEz—si—kc,—Zs%(d+50,)%cos(}\—¢)

. 5
-+ —5{ —_ Cq'—zs?(i — 50{)

o8 (A -+ p)

1 (36)
—1 15,(2 — Bs] + 100?)[005(1 —Q—p)—cos(A—C3 +;o)]
. §is (st — 2¢, — 2¢}) cos (A + (2 — ¢)

8 | — (st + 2 — 2 cos (A + Q + p)

Il va de soi que, si I'on multiplie ces termes par 2ey, et qu'on
y remplace X par I', on aura les termes indépendants de A dans
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2
le développement du produit de - x —Owr o par ( i) ; et que, par
conséquent, Op sera égal au developpement précédent, A y étant
“changé en ', multiplié par

Y
que nous ferons égal & — fey@oll, E représentant 57 T

Soient a, ... les valeurs numériques des coefficients de 'expres-
sion (56), on aura :
1
fe‘moE

dp = a, cos (T' — ) + d;cos (T -+ )

— by [eos (T — Q — ¢) — cos (T — Q2 + ?)]

— g1 608 (P 4+ ) — ¢) — g1cos (T + Q=+ p).

L'application de nos formules d’intégration & cette expression (*)
donnera, en négligeant ici la trés petite quantité vy vis-a-vis
de l'unité, et en ajoutant entre eux les termes qui proviennent
des actions du Soleil et de la Lune, si I'on écrit pour abréger

P , \og donl 331G,
E 1+/J‘_.F, qui est & trés peu prés égal Ac -1
1 lewy . 50
— = 0= (a, + @) [-l—”o sinT -+ f—"sin T’
F Y1 71
€y
0 . ’
— (g, + 9;)[-—-,-‘— sin (T + Q):
v+
et

1 €%y e\,
—_— 8y = (—t; + a)) | —cosT + f llocosl"
F 71 Yy o

c'm'
+ b, f ———cos (I’ — Q)
Vi Uy
+ (g af il cos {T” + §2)
1 Y1 - 1)
Y1 o

(*) Ces formules sont, pour dp = 2 u, cos (vt H=p) :

U,y “

M= ) ——
v 1+ pd=v,

€os v, t,

u 2
sAp == ¥ 2 T —cosu,l.
= 2 A pE, '
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. " , c
et, en nombres, si nous désignons par ¢ le facteur 7 :

1
Z&e == —[0.65537]sinT—[1,04261]sin T’ +-[0.55267]sin (1 + () Z

i a‘¢~ +[0.5025] cosT-+[0.70925] cosT'—[0,25208]eos(1" +- ) g

+ [0.20527] cos (L' — )3

les parenthéses carrées représentent les nombres dont elles ren-
ferment les logarithmes.

24. Bessel a tenté de déterminer le coefficient Z, Peters et
Nyrén, en faisant usage des formules de Poisson, I'ont tenté
également, au moyen d’observations faites sur le pendule & diffé-
rentes latitudes. Ce procédé est incorrect. A la vérité, G, dépend
des irrégularités du sphéroide terrestre dans le sens de l'axe
polaire, et si I'attraction de celui-ci sur le pendule ne dépendait
également que de ces mémes irrégularités, le probléme pourrait
étre résolu de cette fagon. Mais il n’en est pas ainsi. Le potentiel
du sphéroide sur un point extérieur, que nous avons représenté
par V —+ 0V lorsque ce point extérieur est trés éloigné, doit se
représenter par V-0V~ 0,V lorsque ce point est rapproché de
la surface, ce qui est le cas du pendule. Or les termes qui com-
posent 8,V, insignifiants vis-a-vis de 0V pour le Soleil et la Lune,
deviennent prépondérants pour le pendule. Les observations de
celui-ci ne peuvent donner que la somme 0V+ 3V, dont il est
impossible de déduire I'une des parties oV, et la moins considé-
rable pour ce cas. C'est donc aux observations astronomiques qu’il
faudra recourir pour fixer, si possible, la valeur du coefficient ¢,
que nous sommes obligé de laisser absolament indéterminé.

Si cette valeur n’est pas insensible, il en résultera, a cause
de la lenteur excessive du mouvement du périgée solaire, une
variation séculaire en obliquité et en longitude proportionnelle
4 la simple puissance du temps.

Ecrivons, en ne considérant ici que les seuls termes dépen.
dants du périgée du Soleil,

= —xsinT, dp ==« cosT,
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La variation qui se produit entre les deux époques auxquelles
correspondent I’y et I, sera, si I'on s'arréte 4 la deuxiéme puis-
sance du temps, ee qui suffit amplement :

08 == — x(sin T — sinT,) 8y = #'(cos T — cos Ty)
T +T, . , . I +T, p
= — % €0S — , = — %' sin ¥
2 v 2 (38)

( 1. 2 2\\ r'! . 1 249
=—n\COSI‘0.'y,l—-—§SIH Ty il } =-z \smfo.ry,t—l—§ cosT g4t

Dans ces expressions, les termes du second ordre sont bien
certainement insensibles. La variation d6 est done une variation
séculaire de l'obliquité proportionnelle au temps; quant a g,
le facteur de ¢ que renferme son expression, — x'y; sin I'y ou

— [0.5023] yli;— sin Ty = [0.69515]¢,
8y

pour 1850, serait une partie nouvelle & ajouter & 'expression de
la constante de la précession luni-solaire.

Il en résulte que, si la valeur de celte constante a fait I'objet
de deux déterminations successives, reposant sur des observa-
tions & I"époque moyenne desquelles correspondent I'y pour la
premiére détermination, T'y pour la deuxiéme, ces deux valeurs
doivent différer entre elles de

%'y, (Sin Ty — sin Tg) == — #'yfcos T, . ¢,

¢t désignant le nombre d’années comprises entre les époques
auxquelles correspondent I'y et I'y, et I',, la moyenne entre ces
derniéres longitudes.
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S 4. Des variations séculaires en obliquité et en longitude.

22. L'excentricité de l'orbite terrestre, que nous avons con-
sidérée comme constante, est variable; le plan de I'écliptique,
que nous avons supposé fixe, est soumis & un déplacement
séculaire trés faible.

Ces deux causes, dont les lois sont données par la mécanique
céleste, produisent des variations séculaires dans le mouvement
de I'équateur. '

Occupons-nous d’abord de celles qui sont dues & la variation
d’excentricité,

Si, dans I'expression (23) de %z(%:)s, nous posons e==ey+e't,
et que nous nous arrétions & la premiére puissance des quan-
tits ¢ et ¢, le seul terme complémentaire non périodique
de p, qui est le produit de cette expression par 'Z', sera, pour le
Soleil, -

3 ..
op == 7 hsseee’t sin g,
d’ou

3
dq == % hssese’t cos o,

. . 3 e
que nous ecrirons, en faisant i ’-wf#:‘ o

dp =uapsing

dq = ap cos ¢,
Posons
U=l sing + k, cosp,

et substituons dans la seconde des équations (10), dans lesquelles
on remplacera p et ¢ par les expressions précédentes dp et dyq,
et I'on fera % =§ =y,

B
dl dm
n= nu(m + q), ¥ nu(l + p),.
il viendra :
dm

5 = [(he + a)p sin ¢ + &, cos o]
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et, en intégrant :

m= p. [— (B4 + @) (p c0s p — sin ) + £, sin qo].
Cette expression, portée dans la premiére équation, donne :
dl

= — " [— (hy + &) (¢ c0s ¢ —sin )+ ky sin ¢ |— wap cos 4.
14 .

Identifiant avec

dl

-@= by cos ¢ + (b — k) sin o,
on aura :

#(hy + @) — po— by = 0

/42(]&‘ -+ “) -+ ,uzki -+ (h( _— kl) = 0.

De celles-ci I'on tire

1 h
h4=—- b ] ‘k‘=h"“-‘—7 h.+a= z =—'-";
1+u 14w 1+p ©
et, par 13, ! et m deviennent :
L= ing -+ ! co
= hy{ ¢ sin s
1y ¢ ? 14 g 14

L
m==h ?cow—-d_kﬂsxn? .

Les équations de I'article 15 donrieront alors .

ds c0s® ¢ 4- sinp ok

— H —sin6l~lz
it 1+p 1+ e

= —1Iy —_—

Intégrons, en faisant abstraction des termes qui rentrent dans
la nutation diurne; nous aurons

—_——_— e
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0U, puisque s, = sin 20, :
5 :§ hoeqe’p R
/A

L'action de la Lune produirait des variations dont la forme
serait absolument la méme, A part le changement de h en #';
en recourant & I'expression de p tirée de Iarticle 9, on verrait
immédiatement que h'=["h, /" étant égal & f(A—3a),

En sorte que, si nous remplagons, dans les formules précé-
dentes, h par (1 -+ f"), nous aurons les expressions complétes
des variations qui sont lides & celle de I'excentricité de I'orbite
terrestre.

On aura ainsi :

3 ;
dy =3 h{1 + f’)c,eoe”]%‘ . (59)

Le facteur de ¢2 n’est guére supérieur a.0.00003".

Et comme le coefficient de ¢ dans Pexpression de 90 est égal
au précédent multiplié par %ii, il sera plus de 450 fois moindre.

On peut done négliger complétement Ia variation en obliquité
qui est lide A celle de I'excentricité. '

23. Sous I'action des planétes, I'écliptique se déplace d’un
mouvement trés lent,

Soit, page 11, Ny, Pécliptique fixe de 1850, Ny, celle de
1830 + ¢; N son neeud ascendant sur Pécliptique fixe; ¢ 'angle
qu'elle fait avec celle-ci; A Ia longitude Ny, du noeud ascendant
rapportée & I'équinoxe fixe.

La mécanique céleste donne A — Ap + A1, e==¢;t — eyt2;
2, étant égal & — 8.6, ¢; 4 0.47” environ.

Recherchons les variations en obliquité et en longitude qui
sont dues 4 ce déplacement de I’écliptique.

Oy, représentant l'équateur moyen de 1850, Oy celui de
1850+¢, 7oy sera la précession luni-solaire ¢ caleulée ci-dessus;
Y71, improprement nommé précession planétaire, sera désigné
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par . Quant & la précession véritable, ou précession générale,
elle consiste dans le déplacement de I'équinoxe moyen de y, 4 7y

Les angles en 7, et 7, seront, dans ce paragraphe, ol nous
faisons abstraction de la nutation, les obliquités moyennes en
1850 et 1850 +1¢; ils seront désignés par 6y et 6y; l'angle y
par 6.

La détermination de I'obliquité moyenne et de la précession
générale sera traitée & la fin de ce méme paragraphe,

Mais nous avons & rechercher d’abord les variations séculaires
qui dépendent des termes en ¢, omis ci-dessus, article 6.

Reprenons done les formules (14) et (17), et bornons-nous
pour le moment & I'action du Soleil; nous pourrons alors, en
négligeant ¢ et faisant ¢ = 0, nous borner a écrire :

2z

R, =[(1 + ) cos (A + e — #) -+ (1 — ¢ cos (A + e+ )]

-— 28, sin B sin ¢,

z . .
= 5, 8in (& + ¢,5¢) + ¢, sin B,
1

ou, en remplacant sin 8 par
sin e sin (§ — A) = sin e sin (A + ¢ — A') = sinesin (—4)

1
=3 [e0s (3 — A" — &) — cos (L — A" + 9}

), représentant A + cyy :

?REZ [(1 + ¢ cos (0 — 9) + (1 — ¢ cos (A + 9]

1
— 35 \_Sin()\l——A'-—E—F?)——SiD (M —A —e—yp)
+sin(x,—-A'+e——ga)—sin(x,-—A'+s+?)];

z 1
— == §, 50 A+ = €| cOS A — A — ) —cos (0 — A +¢].
& omsusin g+ g [00s O ) — cos (1 — ']

Le produit de ces deux expressions donnera d’abord des termes
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renfermant 'argument },. Nous ferons abstraction de ceux-ci,
quoique }; contienne implicitement e. Mais si I'on remplace 2
par A+ cyy==h+ ¢, sinesin A’ (16), il est clair que le développe-
ment des sinus ou cosinus de 2A; ne donnera pas de termes
indépendants de A, les seuls dont nous ayons & nous oceuper.
A la vérité, si I'on voulait tenir compte des termes dépendants
du carré de P'excentricité de I'orbite, comme f{, doit étre multi-
plié par (%ﬁ)s qui renferme 3¢ cos 2 (A — I'), on obtiendrait des
termes indépendants de A; mais ils sont tellement insignifiants
que nous en ferons abstraction (*).

Cela étant, nous aurons simplement, en n'éerivant que les

termes qui sont indépendants de X et qui renferment ¢ dans

le produit ‘
BPIECTLY S
n R} AR, n 2

et en représentant par Op I'ensemble des termes qui se rappor-
tent au Soleil :

3mif 9, , , =
dp= S n ki + ¢ ]'__(cl+cz)cos(A ———p) (e, —€5) 08 (A —e+¢)
| (€4 5) €08 (A -+ e—p)— (61— C3) COS(A 8-+ ¥)

i . 1. 9 1, 9
4 — 8o | sin ¢ — = sin{2e -+ p) + —sin(2e —
i 2s1(c ,>)+Qam(c 9)

24. Appliquant les formules d'intégration (25, 11”), dans
lesquelles, pour le cas ol p est de la forme Zu cos (vt = 9),
il suffira de changer v; en % -+ vy, et faisant

3 mj 9
8——:8](, A’:Ao-i“ klih '4—'—"—‘(1 4‘532):/“,

(*) Nous avons donné ces termes dans notre Théorie, ete., article 77.
Voir au méme endroit la raison pour laquelle le terme sin ¢ a été conservé
dans la premiére expression de dp. Il disparait, du reste, identiquement
dans la seconde,



Lo

(&)

on troave, en négligeant ici la nutation diurne :

1 ddo
— —— =¢, | cos (A" — &) — cos (A 4 &),
h, dt ! ( ‘) (& Cﬂ
1 194
— 8 ((T: = — ¢y sin (A" —¢) —sin (A" + 8]

+2s.~,[——1+cosﬂe];

d’ou, en intégrant :

sin (A —¢ sin (A" + ¢ !
0 = phy| e g ) —_ - )
Ay & DY S}

¢y [eos (A — cos (A" 4 &)
| 2 [T g
8y M — & )y ey
1 ( sin "2@)
+ =t —
2 £y

Si I'on appliquait les mémes formules & I'action de la Lune,
on trouverait d’abord absolument les mémes termes, multipliés
seulement par (1—242); ensuite d'autres termes secondaires
dépendant de I'inclinaison et du noeud de son orbite.

Nous nous abstiendrons de calculer ces derniers, qui n’ont
aucune importance pratique pour I’époque actuelle (*):

Les variations sécelaires scront done représentées par les
formules (40), pourva que nous y fassions :

3 mj 9 3
‘u_,h,:H,:——E a (l +—02) [l +/'<l——§z’">] (41)

bnil+pu

Si nous les développons suivant les puissances du temps,
elles deviendront :

2
06 = Hyeyey sin Agt? + 5 il,e,0 cos AptP.
(42)
Cq 2 ¢ . 2
dp=—H,—¢ cos Apt> — = H, = g3} sin Agl; + = Hied}%,
Sy 3 s 3

(*) Veir Théorie, eté., art. 86.
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Telles sont les variations séculaires en obliquité et en longi-
tude qui proviennent du mouvement séeulaire de Iéeliptique.

25. Il nous reste & trouver I'expression de Pobliquité moyenne
et celle de la précession générale.
Or le triangle Nyy, donne, aux quantités en ¢ prés :

€08 8; == ¢0s 0 — sin & sin 0 eos A/,
d’ott l'on tire de méme :
br=10 -4 ecos A =0 + & cos A,— ¢,)] sin Aql?,

Dans cette formule, 6 doit étre remplacé par 6, + 99, 6, étant
I'obliquité moyenne en 1830, ce qui donnera

L 2
01 == 0y & €0s Aot -+ &,(IE,6, — 2]} sin AL+ = Hyepe] cos A%, (45)
3

Quant & ¢ et A, ils sont donnés par la mécanique céleste,
el nous savons que A'=A — . : '

L'obliquité moyenne est done déterminde.

La précession générale ¢, est la différence entre la longitude
moyenne 1 et la longitude £ rapportée & Pécliptique fixe; aux
quantités de l'ordre de 2 prés, elle est donc égale & Ny, — Ny,
or le triangle Nyy, donne :

{1’1_"4’ . %X 0 + 6
= §IN — €o0Ss
2

H

& .
cos 5 S1n

qu'on peut éerire, aux mémes quantités prés :

Y1 —¢
9

&

sin

1 .
= cos (60 -+ 5@, cos A(,t) Sin §

. 1
= — ¢jg sin A't — —2-5? sin A’ cos Ayl%

KO | ==

d’ou, en remplacaut A’ par
2 4

Ay + At



(46 )
et ¢ par — P't — do, ou, (39) et (41), par
—DPt—H, E?c, cos Ayt? 4+ 3H,c,epe't? :

Sy

. Cy ,
pr= —(P'— clg; sin Ag) ¢ —(H1 - €iA] + g sin Ao) €, COS Agl?
R

(1t

-+ 5chleae’l2- /

Cette formule donne l'expression de la précession générale.
¢, et ¢, représentent, comme ci-dessus, cos 6, et cot §,, et P’
la constante de la précession luni-solaire,

§ B. Des variations de la vitesse angulaire de Pécorce terrestre,
ou de sa libration, et de la durde du jour sidéral.

26. Les équations (10) que nous avons posées au début de
cette théorie sont également applicables & la crotte et au noyau
fluide de la Terre.

La troisiéme de ces équations

dn d

E:_E(Zm + nr),

est plus spécialement applicable 4 Ia crotte; elle renferme, en
effet, dans son second membre, le facteur —BF—‘Q dont nous
ne pouvons connailre approximativement la valeur que par la
grandeur de la nutation diurne. Or celle-ci, dont les observa-
tions ont confirmé I'exislence, serait absolument insensible pour
la Terre considérée comme solide, de méme qu'elle I'est bien
certainement pour le noyau. Ce n’est done que pour la crotite
que EE—A peut étre sensible, et cest, appliquée & celle-ci
seulement, que I'équation précédente donnera une valeur appré-
ciable pour %-

L’hypothése que nous avons faite jusqu’a présent, quant & la
constance de la vitesse angulaire de 1'écorce terrestre, n’est donc
qu'approximative.

Pour étudier la grandeur et les lois de la variation de n,
il faudra d'abord former le développement de

) xy (D3
nr = — 5fm?R—3 (Rﬁ) » art, 3,
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en partant des expressions de x et de y. Or celles-ci donnent :

sla:v (B.) __233(1 —giu 50‘2) sin 2
N (l _l_z e_“) [ (1 + e sin (2((_—2:,7)]
2/ [ — (1 — ¢))*sin (2C + 29)
(A =+ ¢)?sin (3 —T — 2y)
+ 2 |: (1 —e)*sin (3C —1T + 2?)]
e [ (I +¢)sin(C+T —2?)]
2 | — (1 — e sin(C + T + 29)
g [ (1 + ¢,) sin (20 — 2?)}
(1 — ¢;)* sin (20 + 2¢)
+ s, [ (1 + ¢)sin (3 — 2?):‘
+ (1 —¢)sin (3 + 2¢)
[ (1 - e sin (2C — G2 — 2»]
+ (1 — ¢)sin (2C — Q3 + 29)
1 » (I =+ ¢ sin (203 — 23;)]
b | — (1 —¢)sin (20 + 29)
+ Best [sin (C —T — 2¢) —sin (C— T + 2) ]

— 2i8

-+

Tous ces termes ne donneront lieu, comme on le voit, qu’a des
variations diurnes de la vitesse angulaire, qui ne sont pas capables
de s'aceroitre par lintégration; nous pourrons donc négliger
ceux dont le coefficient numérique est, dans le second membre,
inférieur a 0.1. Si nous combinons les actions des deux astres,
en multipliant par f= 2.18 les termes relatifs & I'action de la
Lune, nous aurons ainsi :

8
o — 1.006 sin 2¢ -+ 8.0k sin (2C — 2¢)

Smi
+ 3.68 sin (20 — 2p) + 0.88 sin (3C — ' — 2p)
+ 0.125in (30 — T — 2¢) — 0.22sin (C + T' — 2¢)
4 0.30 sin () — 2¢) — 0.30 sin (2C — Q2 — 2¢).
Avant de substituer cette valeur dans I'équation donnée ci-

dessus, il faut remarquer que le terme Im du second membre
est tout A fait insensible vis-a-vis du terme nr, et qu'on peut se
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dispenser provisoirement d’en tenir compte; celle équation
pourra s’éerire alors
dn 3d m(

= — 1.006 sin 25 ...
ndt  8C n i sin 2p -+ §

L’erreur que I'on commettra en posant dans le premier membre
ndt = do, et n == constante dans le second, sera si insignifiante
que, pour ne pas compliquer inutilement I'intégration, on peut
effectuer celle-ci dans ces hypothéses (*).

Le coefficient de la nutation diurne — ];—: (32) et (33) est

] A

égal &

3 fi,\2 B+A—C
sl B0
Or BEAC Loy s'erire %I)’ qui se réduit a g si l'on néglige

au denommateun ab vis-a-vis de C2. Si done nous prenons 0.15"
pour ce cocfficient, valeur qui ne semble pas exagérée, eu égard
A celles que différentes séries d’observations ont données (**),
comme le coefficient 5 - (%)2 n'en différe que d’une fraction
trés peme de celui- CI, nous le prendrons en nombre abstrait
égal a —N— représentant sin 17, et nous aurons, en intégrant :

n—an, An 015

U—=—

. 4.
0.5 cos 2y + T

2
7 €08 (Q(C- 27’)
n 7 1y ;
1.8% 20— 9,)
co —
1 =m 1 —m, s 4 ' (45)

0.44

¢os (5 — I'— 2y)

1 -§1n; —5«;/;
expression qui donne la variation de la vitesse angulaire % 2
I'instant ol I'angle ¢ atteint la valeur ¢; en sorte que la vitesse
en cet instant est ny -+ An, ny désignant la vitesse moyenne,

() 'y a un moyen fort simple de les éviter; on pose rigoureusement
i_dt __ , Ldn 1 dr
dso ; d'olt, en prenant y pour variable indépendante, = T

ce qui permet Qintégrer rigoureusement I'équation ; mais le résultat final
serait le méme.
(**) Voir la notice en tdte du volume.
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Cette expression se compose de deux parties, dont la premiére
a une période exactement semi-diurne, tandis que la seconde se
compose de termes dont la période différe de la précédente dans
le méme rapport que 1 — my, 1—m,, ete., différent de I'unité.
La premiére partie dépend de I'angle horaire seulement; la
seconde dépend en outre de la position des astres attirants;
c’est cette derniére partie qui est prépondérante.

En recherchant quelle fraction de la vitesse moyenne repré-
sente le coefficient de sa variation, on se dira & premiére vue
(ue cette fraction est absolument insensible : le coefficient de
%@, en effet, 9%5, est égal 4 0.000000726. La variation du chemin
parcouru en 6 heures par un point du paralléle de rayon ' sera
néanmoins trés appréciable, comme on va le voir.

L'expression de ce chemin est, pendant le temps dt,
r'dp==7'(ny+An) dt, si nous négligeons des termes sans impor-
tance pour le sujet actuel, et sur lesquels nous reviendrons
dans P'article suivant. Sa variation élémentaire est done »'Andt,
(ue nous pouvons écrire r’ %’3 dg, ou, en désignant par ¢ la frac-
tion (rés petite qui précéde,

0.5 cos 29 + cos (2C — 2¢) + -+ { dp.

r'e

1

— Ty

En 6 heures, la variation du chemin parcouru sera égale &
I'intégrale de l'expression précédente, prise, par exemple, de
— 48° & 4 45°

v
Ae=7"¢r/ B
€

402 1.84
0.5¢c082¢ -+ p— cos (2(C—2p)+ L Cos (20-2¢) |
lg

1—n 1 —my
s
‘ 0.44
08 (3 —T'—2p) 4 | dyp
4——.-__ '—— /,
g g (46)
aT H
o 4.02 1.84 | "
=—10.8sin2p— ————sin(2(—2p)— ——— < sin(20—2p)+ -
2 S (1—mg)* (2C=2) (1—my)? (2o—2) )
_ -5
—1'610.5 + ————— cos 9 . e0S20 4 iy
7 cr§ -+ 0=y cos 2 + A —my) ©
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si I'on néglige les variations des longitudes du Soleil et de la
Lune pendant 6 heures, ce qui est permis ici.
Pour C=0 ==0 ou 180°, on aurait donc, & trés peu prés,
Ae = 6,47'c, Or, en métres, on a sous la latitude de 45° :
lg v — 6.6534
De plus lge =3.8617 — 10
Ig 6,4 = 0.8062

igAe  1.3215

Le maximum de Ae serait donc égal 4 20.9 métres sous la
latitude de 45°, dans les circonstances les plus favorables; ¢'est-
a-dire que, dans ces circonstances, un corps flottant librement
sur un liquide en repos, et qui ne serait pas sujet aux variations
de vitesse de celui-ci, mais conserverait la vitesse qu'il avait en
commun avec ce dernier au commencement de I'expérience,
pourrait accuser, aprés 6", une déviation de 20 métres vers I'E.
ou vers 'W., ou, plus exactement, que ce corps oscillerait aiter-
nativement, pendant 3" de 10 métres vers I'E., et de 10 métres
vers I'W. pendant les 3" suivantes. Ces oscillations commence-
ralent soit & — 3" == 21" sidérales du premier méridien pour
finir & 3", soit & 9" pour finir & 15" Dans les intervalles il y
aurait aussi des oscillations, mais de moindre importance.

Celles-ci pourraient étre éprouvées également par un pen-
dule, pourvu que sa pesanteur fut considérablement réduite :
les variations de vitesse de son point de suspension oceasionne-
raient alors une légere oscillation du pendule (*).

Examinons jusqua quel point une horloge bien réglée pour-
rait accuser les variations de la vitesse angulaire de I'écorce
terrestre.

Le mouvement de I'écorce est mesuré par I'angle ¢, qui aug-
mente de 15° par heure dans I'hypothése que ce mouvement
est uniforme, et que l'on néglige les termes mentionnés & I'ar-
ticle précédent. On peut poser, dans cette hypothése, do = ndt,

(*) Voir E. Ronkar, Bull, de PAcad. roy., 3¢ série, t. X1V, p. 290.

s
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et 'équation précédente donne, si I'on remplace les coefficients
numériques %’? 0.5, ete., par les symboles ¢, b, c, ete. :
n
1 — = weos 2 + b cos (2C — 2¢) + ¢ cos (20 — 2p) 4+
n ,
On en tire, en xﬁultipliant les deux membres par do et en
n " .
remplagant ~> do par nydt :
2ot = dp {1 — @ cos 2p — b cos (2C— 2p) — ¢ cos (20 — 29)...]

Intégrons en admettant que ¢ =0 pour =0, ce qui suppose
que ¢ est I’heure sidérale du premier méridien; si I'on prend
intégrale entre 0 et ¢, et qu'on se rappelle que mj et m, sont
les moyens mouvements de la Lune et du Soleil, on aura :

« ,
Ap=p—mngt= 5 S0 2p+ 05 (2, -+ mit—y)sin (p —mit)

i

— 1
. ’ (47)
————¢05 (200 + Myt — ) sin {5 — myt) 4=+ o0 '
1 — m,

La période de cette variation donne lien aux mémes observa-
tions que celle de la variation de la vitesse angulaire. Elle est
presque exactement semi-diurne comme cette derniére.

Tous les termes qui composent le second membre peuvent
étre considérés & fort peu prés comme ayant sin ¢ pour facteur,
puisque tel serait, en effet, le cas, si 'on négligeait m; et m,
vis-a-vis de n. ‘

Dans cette hypothése, qui approche trés fort de la réalité,
la variation de @ entre 0" et 6" sera :

h , c .
(Ap)g == ——— sin (2Cy + 6m}) + ~——— sin (20, + Ginyy) 4+«
1 —my 11—y

ou cn appelant C; et O les longitudes moyennes de la Lune
et du Soleil & 3" sidérales pour le premier méridien :

(Ap)p = i sin 2, -+ i Sin 20, 4+,

— my — Ny
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Entre 6" et 12" on aurait une valeur & trés peu prés égale et
de sens contraire. Ces variations seront les plus considérables
pour C, == O, = 4&5°, 135°, 225°, etc.; ou pour C; = 45°, etc.,
et ©,==48°~+ 180", etc. Pour les calculer en secondes de temps,
il suffira de multiplier le second membre fI—S

En admettant que sin 2C; = sin 20, = 1, cetle valeur sera
done, aprés 6" :

N ( b ¢ ) ( 4.02 1.84 )
— + -] ou -+ +..0] 001,
1B\ —my; 1 —my | —mg 4 —

c’est-d-dire 0.06° environ.

Ainsi une pendule, dont la marche serait rigoureusement uni-
forme, accuserait aprés 6", dans les conditions précédentes,
par rapport au mouvement diurne du ciel, une avance ou un
retard de 0.06°, quantité qui n’est plus négligeable anjourd’hui
en astronomie.

Ce n’est pas encore 13, toutefois, le maximum de la variation
que peut subir la vitesse angulaire de I'écorce Lerrestre.

Pour Cy = ©g==0° ou 180° on a, en effet (47) :

sin 2(p — myt) o

2Ap ==q sin 25 -+ sin 2(p — mit) +
¥ i { —mg (v i) 1 —my

qui est un maximum pour ¢=3", un minimum pour ¢=-—35",
si I'on néglige m; et m, vis-a-vis de n.

En sorte que, de 21" 4 3", la variation totale sera & trés peu
b b
prés :

& 1.84 \

¢ +) 0.015,

Ap=a + +---=(a5+

4 ’ -+ , ! -+
—my My 1—my A—my

Celle-ci atteint environ 0.065¢, valeur un peu plus considérable
que la précédente.

Pour Cy=0y==90° ou 270°, on voit que le maximum positif
aura lieu a 9" le maximum négauf a 15", et que la variation
totale entre ces deux instants sera de — 0.055.
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Ce mouvement, en ‘vertu duquel I'écorce solide du globe
avance ou retarde sur le noyau fluide, dans le mouvement de
rolation de ces deux masses autour de leurs axes polaires res-
pectifs, axes qui ne s’écartent I'un de I'autre que de la petite
fraction de seconde d’arc de la nutation diurne, constitue, comme
cette derniére, un véritable balancement de I'écorce sur le noyau,
ou une véritable libration. Nous I'appellerons libration de Pécorce
terrestre, ou simplement libration terrestre.

Il serait fort compliqué d’en rechercher le maximum absolu,
comme de rechercher entre quelles heures elle est nulle pour
une longitude donnée. Ce serait, du reste, sans utilit¢ pra-
lique.

Mais on voit, par les exemples qui précédent, en premier lieu,
que la libration terrestre est la plus grande vers les syzigies, qu’elle
est moindre vers les quadratures, dans le rapport de 1 4 3 environ;
qu'elle est plus considérable aux moments ou les longitudes du
Soleil et de la Lune sont 0° ou 180° que lorsqu’elles sont un
multiple impair de 45°, ou lorsqu’elles sont de 90° ou 270°;
enfin que dans les syzigies ou ces longitudes sont 0° ou 180,
cest entre 9" et 158" (ou entre 21" et 3") sidérales du premier
méridien que la libration terrestre atteint sa valeur maximum
positive; tandis que c’est entre 0" et 6" (ou 12" et 18"), au con-
traire, que le maximum positif a lieu dans le cas ol ces longi-
tudes sont 45° ou 225°, entre 6" et 12" (ou entre 18" et 6"),
dans le cas ol ces longitudes sont de 135° ou 315,

On voit aussi que toute avance est suivie, 4 6" d’intervalle,d’un
retard qui est, & excessivement peu de chose prés, égal & ceite
avance, en sorte que le moyen mouvement de I'écorce terrestre
peut é&ire regardé comme rigoureusement uniforme.

C'est ainsi que, pour des longitudes des astres de 48° ou 225,
il y a une avance de 0.06* entre 0" et 6", et un retard égal entre
6" et 12"; au moins la différence entre les deux est tout 4 fait
insensible, puisqu’elle ne dépend, et méme pour une trés faible
proportion seulement, que de la différence de position des astres
a3"eta 9 .

On wouve immédiatement, en effet, que, si 'on fait ¢ = 12",
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d'olt ¢ == 180° dans I'équation (47), la variation Ag, correspon-
dante & cet intervalle de temps, sera :

b .
Ap = — T—ar 0s (2C, + 12m}) sin 12m),
—m}

- €0s (20, + 12m,) sin 12m, - ...
1 —m,
le terme le plus considérable de cette variation dépend de sin 12,
ou de sin 6° environ, multiplié par ——thf’(—'l'*_ﬁoz, c’est-a-dire
qu'il est, au plus, égal & — 2% oy 4 0.0000005" .

Mais quoique le moyen mouvement de I'dcorce terrestre soit
uniforme, il n’en est pas moins vrai que son mouvement réel
est sujet & une libration dont les fluctuations se reportent sur les
différentes heures du jour, suivant les longitudes du Soleil et de
la Lune.

Il ne nous semble pas douteux que des observations méri-
diennes bien faites, dans un azimut invariablement fixé par
une honne mire, ne puissent mettre en évidence cette libration
terrestre, qui dépasse bien certainement, dans ses maxima, les
erreurs accidentelles de marche d'une bonne pendule astro-
nomique, si toutefois le coefficient de la nutation diurne est
supérieur a 0.1”, comme il a été supposé iei.

®7. Il reste & examiner ce que nous donnera le produit lm
dont nous n’avons pas tenu compte. ‘
La variation qui en résultera pour la vitesse angulaire est

dn d[
E-—-——‘(—: 411
d al u !
:j:EXi; E——a——sin (vtj:?)é- E (:t cos (vt )
{4+ -+, 1+ = =9
B ] B )

Le produit des deux sommes = se composera d’'un ensemble
de termes qu’on écrira, en négligeant v, et v} :

1

2
2 (1 -+ ﬁ)
B

2 uee' [sin (v 4 vl 3= 2?) -+ sin (v — ') t].
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L'intégration ne donnera, quant au premier terme, qu’un
résultat absolument insensible; et, quant au second :

1 d ab .
An = — ¢ 2 R -e0s(v—v') ¢,

cAB v—
2(1 -+ )
B

Ce terme ne pourrait devenir un peu sensible que dans le cas
olt le dénominateur v — o' serait trés petit; ce qui n’arriverait
guére que si v — v’ était égal 4 y' 4 2, le mouvement du
périgée lunaire étant environ deux fois plus considérable que
celui du noeud, et de signe contraire & ce dernier; ou si v— ¢/
était égal & y,, le mouvement du périgée solaire étant exessive-
ment lent.

Ce dernier cas se présente dans le produit des termes (23"%)

1
7 hs [(1 + ¢) sin (20 — ¢) + (1 — ¢,) (sin 20 + ?)]
et
9 3
~ 16 hs.e [sm (20 —1 — 9;)/ —(sin 20 —I' + 9]

produit qui donnera dans l'expression de < % si lon néglige

vis-a-vis de 1 :
9 ,dab
“+ — h%s,8,6" — — cosT.
64 CAB

En sorte que le terme correspondant de I’expressin An sera :

2 ,d absinT
— h%s,8,6" — — .
64 " CAB o,

(48)

Si I'on réduit en nombre le facteur de sinT, on trouve ra, en
prenant 0. l”” ou 0.01¢ pour le coeflicient de la nutation diurne
g(%’) , et AB égal au carré de l'aplatissement, 7 millioniémes
de mllhomeme de seconde seulement,

La vitesse angulaire n de la Terre n’est done sujette qu’a une
variation séculaire insignifiante dépendant de la longitude du
périgée solaire.

Quant aux termes qui pourraient dépendre de la longitude

3
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du périgée lunaire augmentée du double de celle du neeud, ils
seraient notablement inférieurs au préeédent, puisque y; -+ 20,
est beaucoup plus grand que y,; or, en examinant attentive-
ment tous les termes qui dépendent du périgée (23), y compris
méme ceux que nous avons négligés (*), on n’apergoit aucune
combinaison des arguments qui donne une différence égale a
IV+262; on peut donc absolument laisser ce cas de coté.

Mais les inégalités du sphéroide donnent lieu (37) & des
termes qui dépendent du périgée solaire exclusivement.

Comme les coefficients de ces termes n’atteignent proba-
blement pas un dixiéme de seconde d’arc, leur produit un deux
cent millioniéme de seconde, comme ce produit doit encore
étre multiplié par ‘—é égal & 0.03 tout au plus, malgré I'accroisse-
ment résultant de I'intégration, par suite de la multiplication

1

par 5 == 1800 environ, le résultat sera vraisemblablement aussi

tout 4 fait insensible.

28. Jusqu'ici nous n'avons étudié que les variations de la
vitesse angulaire 7 autour du plus petit des axes principaux de
la Terre.

Mais la vitesse angulaire o autour de l'axe instantané de
rotation est donnée par
I+ m?

0=V +mi+nt=n+
2n

Elle est donc sujette, tout d’abord, aux variations que nous
venons de calculer, de Ia vitesse angulaire n elle-méme; ensuile
& celles qui proviennent des termes que donnera I'expression laﬁ;""’-
Or les équations (24) développées en ne tenant compte que

des termes les plus importants et en posant, ce qui est permis ici,

1—2 4
b a I
K=§={}, et -———————-E=I,
1 5= v) — —
( Vy) AB

(*) Voir P. Unacns, Formules de la nutation annuelle(20) (Mgu. pE1L' Acab.
roY. pE BELGIQUE, in-4°, t, XLVII).
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s'éerivent :
l=oysin(nt+ B,)

—-‘uh{seNosincp—N;[(c,+cg)sin (€2—¢)+(c;— ¢5) sin (Q_Hg)]} ey

m=—a, 08 (1, + f,)

— uh § $;Noc0s p —N; [(c1+cg)cos(Q—q;)—(c‘——cg)cos(gg-u—?)]} e

La somme des carrés donnera d'abord les termes non pério-
diques :
o + ph? L SINE - ON(eE - ) 4o b

puis des termes & longue période, tels que

— p*h*s,NoNi § 2¢; cos Q — 2¢, cos b
#1085 NoN; { eos (C— ") — eos ((—T){, ete.

qui se ‘détruisent tous deux a deux; enfin des termes & courte
période, tels que

ayehs,No €08 (4t + p -+ B), ete.

Faisant abstraction compléte de ces derniers, qui donneraient
des variations diurnes notablement inférieures a celles que
nous avons trouvées dans le paragraphe préeédent, nous voyons
que la variation de la vitesse angulaire o se compose de celle
de n, augmentée de la quantité constante :

s o + pPR(sING + 2NP(c? + ¢3) + ANF(1 4+ ) 4 ooe
0 —=

An

La vitesse angulaire de la Terre autour de son axe instantané
ne différe done, & part les variations tout & fait insensibles
& courte période dont nous venons de faire abstraction, de la
vitesse angulaire autour de son plus petit axe que d'une quantité
constante, et tout ce que nous avons dit des variations de cette
derniére vitesse est exactement applicable 4 la premiére.

Or nous n'avons trouvé (art. 2%) pour 2 qu’une variation tout
4 fait insignifiante, dépendant de la longitude du périgée solaire,

On peut donc affirmer que le jour sidéral reste sensiblement



(58)

constant A travers les siécles, pourvu toutefois que le diamétre
de la Terre ne subisse pas d’altération.

Il est bien entendu que nous laissons entiérement de coté les
frottements que les marées et les mouvements de 'atmosphére
exercent sur la surface de la Terre, et qui tendent bien certaine-
ment & produire une diminution séculaire de sa vitesse de rotation.

29. Nous avons quelques mots a dire de I'angle ¢, qui a été
considéré dans larticle précédent comme égal & gy + nt.

Cet angle est I'angle horaire de l'intersection de I'équateur
vrai et de I'éeliptique fixe par rapport & un méridien quelconque,
si la constante g, reste arbitraire. Ce méridien doit passer, selon
la définition, par I'axe du plus grand moment d’inertie. Mais
d’aprés ce que nous venons de voir, on peut confondre cet axe,
sans erreur appréciable, avee 'axe instantané de rotation.

Si nous désignons par n l'angle horaire de I'équinoxe vrai par
rapport A ce méme méridien, nous aurons évidemment

¢ =9+ %,
y désignant comme ci-dessus la précession planétaire.
Cette équation permet de déterminer », ou le temps sidéral,

du moment ol ¢ sera connu.
Or, comme on le sait,

dy dy
—_— = — C0S 0§ —
dt dt’
équation que nous pourrons écrire, en nous bornant aux seuls

termes importants et négligeant w, vis-a-vis de 1 :

dq:

m =n—0c 061(,05[7141—1—.])!-!—@}—0—]1{/ [‘1 -—QN{ . cosgg]%

ou encore, en appelant P’ la constante de la précession, N celle
de la nutation annuelle :

! Co
(l—:__n+c‘P—c,m.cos[n,1+7)t+ﬁ]+Ncols—c05Q (49)
d 1



(89)

Remplagons n par ny + An (43) et ¢ par ¢; +- Ag; il viendra,
en intégrant, d’abord
0 = (no ~+ C]P’) t.

Pour sa partie uniforme, la période de I'angle ¢ ne différe
done de celle de la révolution de la Terre autour de son axe
que d’une trés petite quantité, constante pour I'époque actuelle,
mais sujette & une variation séculaire puisqu’elle dépend de la
constante de la préeession,

Cherchons-en la partie périodique Ag.

En remplacant An par sa valeur (4B), I'équation précédente
(49) s’éerira :

(lAgo

i ¢
T Ciey COS [nl('l +J)t+ @AJ + N'o, ;2 cos (2
( 1

402 P
-+ ond0.5eos2y + —k——, cos (2 —2¢) + : €08 (20 — 2¢) -+
{—my {—m,q

Dans I'intégration nous pourrons regarder 6 comme constant
et ¢ comme égal & g, + nf, et nous trouverons

Ap = — il sin [0+ j) b+ | + N 2 sin Q
(1 -+ 4) S . .
1 402 (50)
~ol0.8sin % — — (20 —20) — —— in(200—
+50 sin 2¢ (1_2“;)5m( C—2¢) (1_"12)5111( O—2p)t +

La derniére partie de cette expression, déja trouvée ci-dessus,
exprime la libration de I'écorce terrestre, dont aucun géométre
n’a soupconné I'existence.

Le premier terme accuserait une variation d’une période de
303 jours dans la durée du jour sidéral. On ne pourra se faire
une idée de la grandeur de cette variation que.quand le coeffi-
cient o aura pu étre déterminé par 'observation (art. 48).

Le second terme seul figure dans les expressions des géométres,

Indépendamment donc de ce terme, il existe des variations
diurnes, qui constituent la libration terrestre, et une variation
d’une période de 505 jours.

Les premiéres, comme nous l'avons vu, peuvent s’élever au
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maximum & 0.06° probablement; la grandeur de Ia derniére
nous est totalement inconnue.

A la rigueur, il ett fallu ne pas considérer & comme constant
dans I'intégration précédente. Mais nous pensons que l'erreur
qu'entraine cette hypothése dans les formules est bien inférieure
aux omissions signalées ici, et commises par les géométres mémes
qui ont cru ne pas devoir faire cette hypothése.

Son abandon ne pourrait du reste introduire que des termes
séculaires tout 4 fait inappréeiables. Le caleul de ceux-ci dépas-
serait de beaucoup, et sans aucune utilité, les bornes de ce Traité.

Il en serait de méme du caleul du jour vrai et du jour moyen,
qui exigerait d’abord la réduction & Iécliptique mobile de la nuta-
tion N’ caleulée par rapport & I'écliptique fixe, puis la réduection
de T'ascension droite apparente du Soleil en longitude moyenne.

Nous renvoyons le lecteur, pour ces détails, & la Théoric
de Serret (Lr Verrizr, Annales de ’Observatoire de Paris, t. V,
pp. 881 et suiv.) et au Traité d’Oppolzer (t. 1, pp. 198 et suiv.
de I'édition francaise, traduction de E. Pasquier).

S 6. Expressions de la précession et de la nutation
en ascension droite et en déclinaison.

30. On part habituellement des expressions précédentes de la
précession et de la nutation en obliquité et en longitude, pour
en trouver les expressions en AR et déclinaison.

Ce procédé est fort laborieux pour le caleul des termes du
second ordre; en outre, il a été appliqué d’'une maniére trés
incorrecte, en ce sens quon a généralement négligé de tenir
compte, dans ce caleul, de I'élément le plus important qui est
la précession (*).

(*) Peters a indiqué le moyen de calculer rigoureusement les termes du
second ordre A%« et A%d, dans Num. const. aut., pp, 198-199; mais ni lui
ni aucun astronome, i Pexception d’Oppolzer, vox clamantis n deserto,
n'en ont fait I'application. Les formules de Wagner (0bs. de Pulk., vol.
p- 417) sont incorrectes,
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Nous partirons, au contraire, des expressions différentielles
des variations en AR et en déclinaison, et nous les intégrerons
avec toute la rigueur exigée par la précision des observations
modernes.

Les formules connues donnent :

ds dy . dy

—- == C08 ¢S — -1 §iN & —

dt dt dt 51
du " dy . &( in dy (lg) (51)
—— e )8 — —s —_— L — |
dt e 5 “ dt 008 & di)’

et, par l'intégration, en considérant « et ¢ comme étant es
coordonnées moyennes, que nous représenterons par o, dy,
et ajoutant une fonction telle que les équations précédentes,
dans lesquelles «, 0 sont les coordonnées vraies, soient véri-
fiées :

Ad = — s;Ay cos 2y + A8 sin o 4 V. 52)
Aw=—cis;Ay + tg Oo(— 1Ay sin «y — A6 cos ay) -+ W, (

Pour déterminer V et W, nous différentierons ces équations
et nous retrancherons des expressions précédentes les différen-
tielles obtenues. Il viendra ainsi :

Aa) do ( Aa) dy dv
2/ de 2 Cdr

0= Az cos<a+———+sin g+ — | 8y —
{ ’ ‘ AN
et

de d
== — Ad'sec? d, (cos oy — + 8in w8, —ib-)
ot dt

Aa\ do
+ Aatg Jogsin (ao +—a) —— €08 (ao +

Aa) (lgb
2/ dt ;

YA
dé¢ 1y aw
+ AaAd sec? §, (sin i COS ¢S, il_:) —

Si I'on remplace Ac: et Ad par les expressions (52), abstraction
faite de V et de W, et qu'on se borne d'abord aux termes du
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premier ordre, on aura pour.la partie du méme ordre des expres-

sions de ‘fu et de =~ dw :
| ) dy l
%ﬁ = — ¢i81A¢ -+ tg do(— €05 7 A0 — sin a8, A¢) | (cos @ 7+ sin Sy i—;;)
ALY ) o dy
%: — sec? dy(sin « A0 — co‘s o8, AY) (cos & " ~+ sin g8, lt)

de d
—+ tgdy i — €18, A¢-+1g Jo(— €08 A6 — sin a8, AY) | (sin “ 0 —COS 08y l—?),
1
ou, en faisant

tgdy=="T, ¢ -+ sinuylgdy=my, €08 a,tgd,= ny,

COS 0y == Gy, SiNay =28y, €08 2xy==10cy, sin xy= 8y}

A dg l
AL moc(.s,Agb — m.,sas‘Aups‘(—
dt dt
ds dy
— 0y, A0 T noserle;
dW 1 N oL de
o L <§ + T‘) SoA8 — 7 + (cd + coTﬁ)s,A\p lt

. dy 1 R dy
+ (egT? — st)Ads, I “+ (§ + T2)sos,A¢s, I

' l
-+ o83 A¢8, w

ds
+ ¢ T(— 5814 — d;b-

de
En effectuant les produits renfermés dans ces expressions,
on s'arrétera aux termes & Jongue période les plus considérables.
A la vérité, il se rencontrera des termes dépendants des péri-
gées solaire et lunaire dans le produit des termes en ©® + I' ou
C+1" et ©—T ou (—TI" qui entrent dans les formules (26)
a (31); mais ces termes seront de la forme

|
2 Pipa(my — o) cos 2T
Leur intégration donnera

1 m,— ¥y .
— p,])Q—J—‘sm ar;
4 Y1
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en effectuant le caleul, on trouverait pour sin 2I' un coefficient
égal & un millioniéme et demi de seconde darc; pour sin 2
un coefficient cent fois plus faible; en sorte que, méme multi-
pliés quils sont par T dans V, et par T? dans W, ces (ermes
seront toujours négligeables.

On pourra done réduire les expressions qui entrent dans

av, aw, s
celles de ' et de —* &

dy
— §y—— == Py + P12 €08 {2,

dt
do (54)
d—{:pm, sin (3 '
d’ou
c
— §Ay = pgt + Pisa sin (2,
@1
¢
Ap = — (dic] cos ),
t C°1
e
dv, ) hieg 1 — cos 2
W: MoCeP (€4 (pot sin ¢) -+ 7;—12 -——2—5‘3)
DoPiCa | 1 pic
— NS, ())3t + Pobic sin §Q -+ popical €08 § 4+ — it sin QQ)
o 2 o
1 piei | PoPily picics 1 + cos 203
-+ 3 ny€y —— sin 20 — 2748y (—- €os () + ————);
oy Wy )y 2
dW 1/1 A
—dtvl= 3 <§ -+ T‘) sh ];—x sin 203
H
1 . DoPhCs . 1 pick
+ (§ -+ T2> So (p%t+ 7—%'—% sin € +- PoP6al €0s )+ _)Pﬁ sin QQ)
i 2w

picies 1 — cos 29)

— (¢ + coT?) (p',plc,t sin §Q ~+-
oy 2

; 2 / Q9
PoP i 2c,Co 1 4+ cos 2
A4 (¢oT? — s3) (———- €0s ( + pitiea 1 + c0s %)
o = 2

pieicy 1— cos20Y

+ciT (sop,,p FATI QBN + ol CoPap €t €08 ()

@y
2
PopPrCe . A H A
+ G ——SIN ) + — c07— sin 202 |.
[o]] 2 Wy
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On pourra faire abstraction de I'unité dans les termes en
cos 202 des deux avant-derniéres parenthéses, puisque ses pro-
duits par T2, qui sont seuls & considérer, se détruisent.

31. L'intégration donnera, si I'on néglige les termes dont le
coefficient ne renferme pas tgd,, ce qui arrive, entre autres,
quand celui-ci est de la forme mycy — ngs :

1 v .
V= — 3 MySepPit® — g Peb (€eSp SN G + €46, cOs Q)1
. @5

'l pick pict
(1M€o 1g80) sin 20 + n % oS —5 — noc(,]T cos 203 ;
Oy oy

1 picics

ot

2
Piticy

(1 1 1
W, = [s{,’ (§ + TZ) + cjcf;’[‘:l Epﬁl“ -+ 3 o Ts,

@)

sin Q

: ' (35)

1
+ [(§ + T2) S + c{coT] PoPiCs

@y

. cos
+ (¢§ + & T? — cisoT)pypic
/1

1T /1 N 1, 2e1Cs |
“+ 3 [00 (§ -] ‘) —_ 50;180] p‘w; ® sin 202

1

1 1 et ¢l pic sin
N 5+ T2 7 06T | 5 €08 203+ ¢\ Tpop, 65— -
4' 4 Cy @y oh i

En remplacant V et W par ces valeurs V{ et W, dans les
expressions précédentes (52), les équations (53) pourront s'écrire

IV dv .
v _ & + Wi(copi6 8inCQ — $upg — SoPiCq €08 Q)
dt dt
dwW  dW .
N = Tt‘ — (4 T3V (s Sin Q — 8ePg — SePiCy €OS Q)

4+ TW, (sopicy sin Q =+ epy -+ copies cos Q).

Comme les plus forts coefficients des termes de V, et W, ne
renferment que des milliémes de seconde d’arc, et que le plus
considérable dans les parenthéses, p,, est égal & = environ,
leurs produits par ce dernier seront négligeables; & plus forte
raison des autres, puisqu'ils ne sont pas susceptibles de s'aceroitre
considérablement par l'intégration.
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82. Il reste toutefois encore & discuter la valeur des termes
du second ordre omis dans les expressions qui précédent.

Les plus importants sont certainement ceux en Ae2 qui ont tg?d,
pour facteur,

L’expression de Ac? (82) renferme affecté de ce facteur :

SZIA0? 4 BA6® -+ sgs,AuAD,
c’est-a-dire

T”;sg(pf}ﬁ g PPi2 Ql>+ S0 Pipior sQ£+.--$_—_T232€.

@) @y

Il y aurait done de ce chef a4 ajouter & dy

1 .
do WZ——
Sozﬁ—(‘osla)-—

_%W%E

En se bornant ici au terme le plus considérable et en inté-
grant, on trouvera qu’il y a lieu d’ajouter & V, pour obtenir V :

SopiCy Sin §Q 4+ Py + Copicy COS Q% .

/1 R
% T2s2e,p3te.

et . . . dW
De méme il y aura lieu d’ajouter & =2

5?% —9 s,,s,wé

It
do dy
2Ad( T ——CS =}
+ AaAd(1 + T*) s, 0 oS, dt€

Py

Iei encore, nous nous hornerons & n’envisager d’abord que
les termes les plus importants, qui ne sont pas périodiques,
savoir :

1, . 1 .
—3 Tsipit? + T(1 + THegsopit’ = [T 4 S, ((% —3 33) T“] pitts

4 cause desquels il faudra ajouter & W, pour obtenir W :

T + s[,(c?,—1 sg)]‘5 pﬁtj-
2 3
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Comme %3 est égal 4 0.000001", et qu'il est multiplié par T3,
il ne deviendra un peu sensible que pour les étoiles distantes
de 1° & peine du pole. Aussi, quant aux termes périodiques qui
proviennent de ceux du second ordre que nous avons négligés,
comme leur coefficient est encore plus faible, et qu'il ne peut
guére s'aceroitre par Pintégration, nous n'en tiendrons nullement
compte, tout en faisant observer qu'il serait indispensable de le
faire pour des étoiles distantes de quelques minutes seulement
du pole.

Mais pour ces derniéres, I'intégration rigoureuse et, par suite,
la réduction seraient tellement laborieuses pour un intervalle de
temps dépassant I'année, que nous estimons préférable de s’en

abstenir.

33. En adoptant les constantes de Bessel et de Peters, on
trouvera, pour 1830, en secondes d’are

Ad = — o8, Ay + A0

1
-3 Moo 7.2899] 4 m, | 8 6.8246] sin €2 4-¢o] 6.9527 ] cos €2 ¢
1 o , i
3 (¢ieo+5T)[6.4874] sin 260 — - T(c3[6.6155] — i 6 3b93])cos 203
.4
1
-3 s, 1% 0.000001 ", £°;
A = — meS;Ap — 1,8
1 § 1
+3 [soco(t + 2T%) + cleoT][7.28997¢°+ 3 s,1[6.5785]¢

— [soeaf1 + 2T%) + cic,T) [6.8246] sin Q3 - ¢
— (T + ¢isoT + ¢2) [6.9527] cos (3 . ¢

I B . 1 1.
+ 5 € (Tl—i— 5) [6.4874]sin20 — g 5% ('l‘2+ 5) [6.8071]cos2C)
— T} 5,[7.4242] sin Q—c[6.5595] cos 263 — 50[6.4874]sin 203}

oo
+ [so kcﬁ -3 s§> T+ 'l‘} 0 000001". #*;
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les parenthéses numériques désignent, en secondes d’are, les
nombres dont elles renferment les logarithmes.

84. Il faudra remplacer A0 et — s,A¢ par les expressions
complétes de la précession et de la nutation tant annuelle que
diurne, qui sont données dans les formules (30) & (37).

Dans la réduction de ces formules en nombres, nous laisse-
rons indéterminés, outre le coefficient de la nutation diurne
hy 3 (m,)’B——A

'——C-—' (al't. 26),

7 8\n

que nous appellerons N, et celui de la nutation annuelle

N,—— thr_?”ﬁw ,
2n 2C
le rapport f des actions de la Lune et du Soleil, nous réservant
de déterminer ultérieurement, par P'application de nos formules
4 de bonnes séries d’'observations, ces trois coefficients, dont
aueun n'est eonnu avee une préeision suffisante.

Comme, dans les formules (31), c’est I'éeliptique fixe de 1850
qui est prise pour plan de référence, afin que les suivantes soient
rapportées & I'équinoxe moyen de 1850 + ¢, nous retranche-
rons de la précession luni-solaire la quantité cje, sin A, qui sera
désignée par ' (44).

Au lieu de T)Fl“lTj)’ (30) et (31), qui est une constante arbi-
traire, il suffira d'écrire oy, et nj au lieu de n,(1+ ),

Pour le ealeul de certains coefficients, la connaissance de T+p
est indispensable, sinon, l'on aurait un trop grand nombre
d’inconnues, ou une trop forte complication de formules. Nous
prendrons, dans ce cas, p==0.00528, comme nous I’avons trouvé
par la comparaison des constantes de Bessel et de Peters, qui
concordent bien entre elles (*).

Gela fait, et adoptant, outre les valeurs numériques des
articles 4 et 43, 6,==25°27'81.5" pour 1830, les expressions
pratiques complétes de la précession et de la nutation seront
les suivantes, pour le calecul numérique desquelles nous avons

I}

(*) Théorie, ctc., art, B3,
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pris f=2.18 (*) dans Pexpression de la nutation diurne, et dans
quelques autres (ermes indiqués ci-dessous; de plus, nous avons
réduit en un seul les termes en sin § et ceux en sin 263 des for-
mules (31) et (35).

Afin de faciliter le calcul numérique de ces formules, nous
avons fait entrer dans Pexpression de — s{AY les mémes termes
entre parenthéses que dans celle de AD, et nous avons ajouté
A ces termes ceux qui sont nécessaires pour compléter expres-
sion. Dans ces derniers, qui sont généralement assez faibles,
nous avons pris également [=2.18.

Comme N, est lout au moins cent fois plus petit que N, on
pourra, dans presque toutes les réductions, faire abstraction,
parmi les termes de la nutation diurne, de ceux en o~+Teten 20,
dont le facteur logarithmique a pour caractéristique 7 au plus.

De méme, parmi les termes de la nutation annuelle, on négli-
gera, en obliquité, celui en © — [ donné ci-dessus (30), et en
longitude, dans la parenthése 2’| sin |, les termes en 20 — ar
et en 20 — §2, dont les coefficients ont pour caractéristique 5.

Ces termes doivent néanmoins étre conservés dans les réduc-
tions des circompolaires, de méme que dans celles qui exigent
une trés grande précision.

Les termes qui dépen,dent,.sous le facteur ¢, du périgée du
Soleil, peuvent étre supprimés dans le calcul ordinaire des
réductions, comme rentrant dans la correction du lieu moyen.

Ce n'est que dans la réduction Cobservations séparées par
un trés long intervalle de temps qu'il conviendra d’en tenir
compte, si la détermination de ¢ donne loutefois & ce coefficient
une valeur égale & 0.01” au’'moins.

5. Nous poserons :
Z{cos| = {[9.58696] cos €3 — [7.3726] cos 263
4 [7.5695] cos 2C — [6.1082] cos (C + ')
+ [6.4785] cos (3(— r')-+[6.6848] cos (2C—€2) P (87)
S{cos] =1 [8.49108] c0s 20 — [6.7264] cos (@ + T)
+[7.0953]cos (3G — r)—[6.1529)c0s(20— QA

(*) Théorie, cte., art. 52,

Lo s e R S
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et de méme Eisini(c et 3{sin}  égales aux mémes expressions,
dans lesquelles chaque cosinus est remplacé par le sinus cor-
respondant.

De plus :

S{sin}={ [8.96507]sin  —[6.553] sin 203
+- [7.4951] sin (C— 1) + [6.260] sin (2C— €3)
4 (7.4668] sin (O — ) — [6.093] sin (20 —21")
+~ [5.543] sin (20 — 2r')—[5.689] sin (20 —)-
[ —[0.062729] ‘ 1
— [9.12575] cos () -+ [7.503] cos 26 + [9.91335] cos2C
| —[0.41402] cos (C — T') — [8.5461] cos (C + L")
Ef‘ + [9.20891] eos (3C — I') -+ [9.14263] cos (2C — €3)
~+ [9.5B411] cos 20 — [8.2649] cos (© —T)
| + [8 3350] cos (3O — r) — (7.487] cos (O + T) J (59)
r— [9.25380] sin ) +[6.540] sin 203 +- [9.94765] sin 2C 1
—-[8.5718] sin (( — T) — [8.5820] sin (C + 1)
3 =| + [9.23951] sin BC— ') + [9.26126] sin (2C — §)
* | 4 [9.39157] sin 20 + [8.3G95] sin (530 —T)
|— [7.525] sin (© +T).
[sin]p = —[0.6837]) sin T — [1.04261] sin T’
+ [0.33267] sin (1" -+ ).
[cos]y = — [0.5023] cos T — [0.70923] cos I’
4+ [0.25208] cos (" + ) — [0.20527] cos (" — €3).

(58)

(60)

Enfin nous écrirons, en faisant cjg; sin Ay — v (4k)
oh = ¢, N,(1.00042 + [0.99240) -— o' — 0 000578, Voir (35).
Cela posé, les expressions complétes de la précession et de la
nutation, qu'il s'agira de substituer dans les formules (56), seront
pour 1850, ¢, désignant toujours cos 0y = [9.962534] :
A8 ==a,cos (it + B) + N [/'Z}cos(( + Z{COSIO]
+ N, e0s 255, + Ny sin 242, + ¢ [sin]r 61)
— 8 A b= —oc,sin(1z.',t+p1‘)+sl¢’,t—c,Na[fZisin { (+2‘.§ siniQ]
+ N,3'{sin} + N, cos 292, — Ny sin 2,3, -+t [cos]p.
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36, Abstraction faite des termes du second ordre, les for-
mules (56) deviendront ainsi : _
Ad = — a sin (n’lt-a-@p—a)-l-l\’,,[sin a(/'X { cos }((:—0—2 fcos| O)
—¢ cosu(/zgsinfc + Z%sinfG) + cosaZ'isin”'
+ §yc0s a pil — N2y . sin (29 — a) + N2, cos (2p — o).
-+ ¢ {[sin]e sin « + [cos]y cos a].
Aw = — o,[cy sin (ayt + £,) + tg d cos (i}t + B, — 2)]
: 62
__tgd‘cos«N,,[/Z%cosg(C-i«21005§®] (62)
+ (¢, + sinatgd) [smit — Nw,(/'Z)sin}(C—;—z?sin { ®>
-+ NaZ'isinf]
— N3 [ci sin 2p + (g dcos (29 — a)J ,
+ N;Zp. [l cos 29 — g d'sin (2p — o) | |
— tg deos a§ [sin]p + (¢ + sin « tg d)¢ [cos]y. ,’

Si le lecteur veut traduire en nombres les formules (61),
et qu'il déduise fN, de la constante de Peters 9.2235” (1850),
il trouvera, méme en adoptant avec nous /= 2.18, des résultats
inférieurs, dans les centiémes de seconde, & ccux de Peters,
pour les termes si importants qui dépendent de la double longi-
tude du Soleil (*); & plus forte raison, s'il prenait, avec les géo-
métres modernes (**), f==2.1866. La détermination de Peters
repose donc sur des formules inexactes en différents points (***).
Elle est & reprendre; c'est ce (ue nous nous proposons de faire
au moyen de nos formules; et c'est pourquoi le coefficient N,
y reste indéterming,

(") 1 est & remarquer que la transformation de la longitude moyenne
en longitude vraie, effectuée par Peters, n’altére le coefficient de cos 20
que dans la quatriéme décimale,

(**) Le Vermier, Ann. de PObs. de Paris, 11, 174. Si lon part des don-
nées admises par Oppolzer (pp. 180-181 de la traduction Pasquier), on
trouve /= 2.188. Peters avait admis la valeur manifestement trop faible
f=2.162, c'est-a-dire qu'il a attribué au Soleil une action trop considérable.

(***) Comp. pp. 35 et 57, et Théorie, ete., art. B6.
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CHAPITRE 11
DE L’ABERBATION ET DE LA PARALLAXE STELLAIRES.
§ 1. Aberration diurne, annuelle et systématique.

3%, Il ne sera question ici que de I'aberration des fixes,
c'est-a-dire des étoiles sans mouvement propre réel.

Celle-ci est due & trois causes : la vitesse de rotation de la
Terre, sa vitesse de translation autour du Soleil, et sa vitesse
systématique, c'est-d-dire celle qu'elle a en commun avec le

Soleil lui-méme. .

émis par I'étoile, rapportees a I'équa-
teur vrai; o' et ¢ celles du rayon
aberré; V la vitesse de propagation
de la lumiére. Les composantes de
la vitesse du rayon seront

§=—Vecosdeosa, y=—=— Veosdeina, ¢==— Vsind;

de dy d . . .
et,si 5, d;’, - sont celles de la vitesse du lieu d’observation,

les composantes de la vitesse relative V' de propagation seront

doc
§=¢&— 4 ete.
Puisque le rayon frappe notre ceil avee cette vitesse 1elat1ve,

en appelant ¢/, 9" ses coordonnées affectées de I'aberration,
nous aurons

! , , 1 dx :
— 05 ¢’ cos ¢ = €0s dcos & -+ ——»  ete., (1)
v V dt

équations d’ot il s'agit de tirer o'— o et 0'— 0.

On en déduit d’abord

! dx

v os ¢’ sin (o ) ! ( Y_ g ) 2
— COS —g)=-—1|C _ p — | s
v o v osadt sin o 7 (2)
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que nous écrirons

1 '
=—-C
puis
—, ¢’ g =c0sJ -+ l( in d -+ d )— 3+—-Il S, (3
5 ¢ C — )= S 0 —1i'S —_ COS ot — |==¢ .
COS 0 COS ('l ) 4 i 0Sa : Cos ,( )

et 'on verra que S' et C' peuvent se mettre sous la forme ZMsiny
et ZMcosy.
Si I'on fait ‘3,= v, fraction trés petite et v sec d = v’, on aura
rigoureusement, en posant tg (o'— &) = Ax :
JC’

Aa. == m = v’ ['1 — U’S’ -+ 'U/ES,2 -+ "'] (/{-‘)

en s’arrétant aux termes du troisiéme ordre en v'.

Or
1

C'S = -
2

2 MM, sin (5, + )
et

1
2

S/Z ==

Z MlMg[cos(%, — xg) — €08 (5 + %2)],

C' étant de la forme

M, cos o + M,y cos o 4 oo,
S’ de la forme
M, sin x + M;sin Kz + ey

et les sommes précédentes s'étendant & tous les produits deux
& deux des termes de C’ par ceux de S, les carrés y compris,
en sorte que ces derniers n’entreront qu'une fois, les autres
deux fois dans la somme,

On a donc

1
Ae=v"Z M cos X — § L) MM, sin (x( -+ XE)

1. . , (8)
+ 3 v 2 M cos o 2 MM, [cos (% — xa) — cos (¢ + xg)]
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dont le dernier terme peut s'éerire symboliquement, comme les
précédents,

i
-+ " v 1\1,1\121\15[—— €08 (s + X2 + %) -+ €08 (5 + 5y — %)
+ €08 (51 — % + %5) + €08 (5 — g — Xa)]

as8. Or m, n; et o, désignant les moyens mouvements annuel,
diurne et systématique du lieu d’observation, ® et T les longi-
tudes vraies du Soleil et du périgée, + I'heure sidérale, A’, D' les
coordonnées du point vers lequel se dirige le Soleil, on sait que

dx . ) )
o =my (sin ©® ~+ e sin T) — n, sin ¢ + o, cos D' cos A’
dy (6)
Frianinn cyny{eos © + e cos T) + 7y cos 7 -+ oy cos D'sin A’
d’ou
dx dy 1.
coser -7 sina i my (cos « sin @ — ¢, sin « cos ©)
d dt

~+ em; (cos « sin T' — ¢, sin o cos I')
+ 0,€08 D (c0s . c0s A’ -+sin «sin A')— n(cosa sin 7 +-sin e cos 7) ) (7)
= myc'? sin (O — o) + mys” sin (O + «)
+ emy¢’? sin (T — &) + em,8™ sin (T + «)
4 gy cos D' cos (A" — &) — m, sin (v — a),

¢ et s’ désignant le cos. et le sin. de la demi-obliquité ;

dy dx . .
€oS « u sin T = — my(¢; c0s © €os « + sin © sin )
d dt

— eniy(cy cos T cos « -+ sin T sin «)
+ oycos D’ (sin A’ cos o — cos A’sin ) + 2 (costeosa + sinesina)  (8)
= —m, ¢'? cos (O — «) + 1,57 eos (O + «)
— emyc'? cos (I — o) -+ enys™ eos (L + «)

1

-+ o, cos D' sin (A" — a) + n, cos (v — a). |

Les seconds membres des équations (7) et (8) pourront s’écrire

sous la forme
=X Msinyg, C'=2Mecoszg,
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les expressions correspondantes de M et de y, étant les suivantes :

M: —me®  +ms™? — eme?, + ems®, + o co8D, 4 7

xie—0@©, «+ @, a—1T, «+T, o+ A", o« — 7,
A” désignant Je complément de A’.

39. Ces expressions, substitudes dans celle de Ax, donnent

Au= v seed {— mc™[cos (x — O) + ¢ cos (« — r)]
+ 1M,8" [cos (« + ©) + ecos (¢ + r‘}]
— 0y 08 D" sin (¢ — A") + n, cos (¢ — 1)
— % visec®d{  mic' sin 2« — ©) + mis" sin 2Aa + O)
— 2mis ¢’} + e) sin 2
-+ o} cos” D’ sin 2(A'— «)
— 2myo(c" cos D' cos (2 — A'— ©)
+ 2myo,8" cos D' cos (2¢ — A'+ ©)].

Si Ton fait abstraction des termes non périodiques, qui ren-
trent dans la correction du lieu moyen, ainsi que de ceux de
I'aberration diurne, dont on corrige directement I'observation,
la formule se réduira  la suivante :

A= v secd |— m,e{cos(® — «) + ¢ cos (I' — a)] : |

+ 1y [¢08 (O + ) + ¢ cos (I —+ «)]}

— § v¥see’ ¢ {— mje sin 2O — &) + mis" sin 2O + a) (10)
— 2m,0,¢" cos D' ¢os (© -+ A'— 2)

-+ 2m,0,5” cos D' cos (O — A’+ 24)}. j

A cause de la lenteur de leur période, nous ferons encore
rentrer dans la correction du lieu moyen les termes qui dépen-
dent du périgée. L’ensemble de ceux qui appartiennent a cette
correction -est done

v see g (— n,e”e cos (I — a)+ mys”e cos (T +a) + o, cos D' sin (A’ — a)

(11)

1 . .
-3 v*sec’d[ —2mis"¢™(1 + ¢) sin 20 + ot cos? D’ sin2(A’ — %))-
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Et les termes exclusivement périodiques pourront s’éerire, si-

I'on fait
vy = 20.5" + a'’,

d’ot
v} = (20.5 -+ 2a)” 205 00208” -+ £0.0002;
we 206 265
et de plus
aycos D’ ss g , "
———=1y; dolt vy cos D' =0.00208".y: (12)
my :

Ag = — sec 6 (20.5 + ) [ ¢ cos (O — &) — 5% cos (O + a) ] )
+ see? ¢ (000104 + 0.0001z) { ¢’ sin 2(© — «)
— ' sin 2(O© + «) + 2yc” cos (O + A — 20)  (13)
— 2ys™ cos (O — A’ + 2u)}. }

40. Réduisant en nombres, on a, pour 1850, en représentant
par [{] le nombre dont ! est le logarithme :

Aa=-secd[[1.295424] cos (® — «) —[9.927968] cos (O +«) |
+ sec’ §[[6.98037] sin 2(O — «) — [4.2493] sin 2O+ 4))
—secd, ac[[9.98167] c0s{® — a}—[8.61621] cos O+aJ
-+ sec? ¢ 0.0001  [[9.96334] sin 2(© — «)

— [7.2324] sin 2(© + «))
+-sec? d. y[729973] cos (O + A" — 24)
—sec?d. y[5.9542] cos (O -— A’ + 2u).

(13)

(bis).

L’inspection des deux derniers termes de cette formule montre
que l'influence de I'aberration systématique, que I'on avait con-
sidérée comrne constante jusque dans ces derniers temps, ne I'est
pas, et que sa partie périodique peut s’élever en & & un demi-
dixiéme de seconde de temps pour la polaire (*), si I'on admet

(*) Les premiers artitles, dans lesquels il ait été question de I'influence
non constante de 'aberration systématique sur la position d’une méme étoile,
ont paru dans les 4. V., n° 2607, F. Fovie : Un chapitre inédit d’asironomie
sphérique; ne 2640, Seevicer : Ueber die Aberration der Fizsterne. Ce der-
nier article avait été recu par la rédaction des 4. N. avant que le mien et
paru, Voir aussi dans le Bull. astr., mars 1887, Taewis : Sur la théoric de
Paberration de M. Seeliger.



(76)

que la vitesse annuelle du mouvement systématique est de 1 '/,
4 2 fois le demi-grand axe de l'orbite terreste, d'ott (12) y=;
environ.

a4. Enfin, comme « et 0 représentent, dans le second membre
de Aa, les coordonnées affectées de la précession et de la nutation,
il faudra, si Ton veut leur faire représenter les coordonnées
moyennes au 1° janvier de I'année de l'observation, ajouter
& o et & 0 respectivement

Ao = m'f 4 n'j sin w tg & — 15.8" sin

—tg ¢ (6.9 sin e sin §Q + 9.2" cos « cos () (14)
et
A = n'j cos o — 6.9” cos e sin Q 4+ 9.2" sin « cos (2,

m' et n' représentent les valeurs connues, rapportées au jour
moyen comme unité, et j le nombre des jours éeoulés depuis
le 1 janvier de I'époque.

1l suffira évidemment d'introduire cette modification dans le
premier terme cn sec d; et U'on trouvera ainsi quiil y a lieu
d’ajouter au second membre les termes suivants, dont le caleul
n'est néeessaire que pour les circompolaires, en omettant meme
ceux qui ne sont pas multipliés par (gJsecd :

0’2[(;1’]'——6. 9sin Q)eos(®—2a)—9.2¢e0s (2 sin(@-Qa)J

APy =—0.0000995 tg dsec d
‘ gosee ——s"‘[(n'j—ﬁ.&)sinQ)sin(@—2«)+9.2005Qsin(®+2a)]

En secondes de temps, le premier coefficient serait 0.000006633.

42. Pour rechercher laberration en déclinaison, partons
d’abord de I'équation (1) :
v dz
— sind' =sind 4+ v—>
Y dt
et tirons ensuite des équations (2), en prenant la racine carrée de
la somme de leurs carrés :

!

1
v—cos & = cos ¢ + vS + 3 secd v?C'2

(1

5)
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La combinaison des égalités précédentes donnera :
'

in (&' M =vco Jd i (S‘S'«——I] 2t C?
— — =P COS ¢ — —17
sm( ) a v sin pCALY) B

1t

! . dz 1
—cos (&' —d)=1 4+ vsind— + veosdS + - (7,
\ dt 2

et la combinaison de celles-ci :

d
tg (0" — 9) = (v cos § — v*cos 24'S') —1:—
d

! o sin 23 ([lz)g §7| — vsinds'— Lyrigacn
— =v's - — — v sir —_—— 32,
Qv sin dt 21; go

Or, la troisiéme des équations (6) est ~
dz
dt

Substituant cette expression ainsi que celles de 5’ et de C'2(7),

ou trouve, en laissant de coté les termes insignifiants, el en éeri-
- vant AJ au lieu de tg (9'—9) :

= — 5, (€05 © + ecosT) + o sin D',

Ad = v cos & [-— mys, (cos @ + e cosT) + oy sin D’ |
— v sin ()‘[mlc'ﬁsin (O—a)—+n,87sin (O +a)+0,c0s D’ cos (A'—(/.)]

-+ %vﬂ cos 26‘% mis,[ ¢ sin (20 — @)-+5%sin (20 + o) — ¢, sin «]
+ 18,5, 08 D’ [cos (O + A’ — @) -4 c0s (O — A" + o]
— myoy¢* {008 (O — D' — o) — cos (O + D' — )|
— myoys"[c0s (O — D’ + &) —cos (© + D' + 7)) %
— % v* tg o m}f o cos® (O — ) + 5™ c0s’ (O + 4
— 5%" (cos 20 -+ cos 20)} (16)
-+ 2 v* tg ¢ iyo, cos D' % ¢ sin (O +A"—20) — sin (O — A')] |
-+ s’f[sin (O—A’+20)—sin (O+A')] } .
_ 202 sin Qch 2M,8,0, [sivn (©@—D"}—sin (O + D’)J
-+ m,§? cos 20 — o} cos 2D’
-+ mict cos 20 — ) + mis™ cos 2O + )
— ot cos? D' cos 2(A"— &) + 2mis"%¢? cos 20
— 2,04 €OS D'[c”" sin(®—4A")4¢?sin(©+A'—20)
+5%sin (@A) +s"sin (© —A'+24)]} . |
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Omettons dans cette formule les termes non périodiques, qui
rentrent dans la correction du lieu moyen, savoir :
v cos d(ey sin D’ — s;m,e cos T) — sin dwa, cos D’ cos (A'— )

1 . 1 1 .
—3 V'l cos 2ds,¢,sin o + 5 tg & v*mis'%c”? cos 2 -+ . V% c0s 2D sin 29
A
] 2.2 2y ' .
+ 7 Voicos D’ cos 2(A'— &) sin 24;

puis remplacons, comme ci-dessus,

'bmi par 20.5 + x, v*m} par 0.00208,

oy cos D’ . ,
par y, v'myo cos D' par 0.00208 y;

mn,
il viendra :
Ad= —(20.5+x) [$1c082 08 ©+¢"*sind'sin(@ —a)+s"sin Jsin(@-+a)]
— 0.00052 tg 8 c't cos 2(® — &) + 8" cos 2AO+a)—s""c"cos 20 |
+ €05 2 0.0010% si[c"" sin (20 — a) + §™sin (20 + a)_l
~+ €05 29, 0.00104 . ys,[cos (O + A'— &) + cos (® — A’ - a)]
— €0524.0 00104 ysecD' | c'“"[cos(@——D'-a)—cos(@—a—D’—a)]
+ 5" os(@O—D'+-4)—cos(® +D'a)]|
-+ 0.00052 tg 9 y | c""[sin (© + A'— 2¢) — sin (®© — AN
+ 8™ [5in (@ — A’ + 20) — sin (@ - A

- (18)

ou, réduisant en nombres :
Ad = — (20.5-+-2){[9.599980]cos dcos O +[9.9908511sin dsin(© —«)
+[8.61622]sin dsin(® +«) |
— 0.00052 tg ¢{[9.9635] cos 20 — «) + [7.252] cos 2(® +«)
— [8.0141] cos 2 ©}
+ 0.00104 cos 26 {[9.58164]sin(20—a) + [8.2162]sin(20+a)} (18)
~+ g c0s 25 0.0010% 5, [ sin (O + A’ + &) — sin (O — A’ — a)] [ i)
— yseeD’ cos20{[6.9987]| cos (© — D'—2) — cos(©+-D"—a)]
— [5.635] [cos (O — D'"+-) ~ cos (© + D't o]}
— Y tg 3{[6.9987] [sin (® + A’ — 94) +- sin (© — A")]
-+[5.655] [ sin (O—A"-+22) —sin (@ +A)}.
On voit encore, dans les derniers termes de cette expression,
se manifester I'influence de I'aberration systématique.
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Si I'on veut que les coordonnges @ et d se rapportent, dans
les formules (18), a Ia position moyenne de I'étoile, il faudra
ajouter au second membre |es termes suivants, en omeitant
ceux qui n'ont pas tg d en facteur :

A’ = 0,0000995 sin ¢ tg & [0'2 €08 (O — &) — "% cog (© + a)]
[ sin & — 6.9 sin 4 siy £2 — 9.2 cos « cos 6] ; (19)

43. Il y a un procéds plus simple pour tenip compte des-
lermes du second ordre de Paberration annuelle en & et D.
Supposons qu’on remplace « et ¢ respectivement par a 4+ Ay«
et 0 + A, weld représentant ici les coordonndes moyennes,
A et Ad les corrections qu'elles subissent par le fait de Ia
précession et de la nutation annuelle, et que ces derni¢res soient
mises sous la forme connue :

Aa + Bb, Aa' + Bb.

Si I'on désigne par A%z et A20 les variations des termes de
I'aberration dues a ces variations des coordonnées, et par u la
constante de I'aberration en nombre abstrait, 0.0000995, on aura:

Al = — ytg ¢ sec d(Aa’+Bb') [c’”cos(@ —a)—§"cos (© +a)]
g g (20)
— usecd (Aa + Bb) [c $in (© — ) 45" sin (@-i—a)];
el, en n’écrivant que les termes qui, dans A%, ont 1gd pour fac-
teur, et qui sont renfermés dans Ag -+ B :
A% = u sin d(Aq + Bb) [c"2 €05 (O — ) — s cos (© y)J (21)
Il est visible que, si I'on calcule Je terme principal de I'aber-
ration annuelle au moyen des expressions Ce + D ey Ce' + Dd',
les formules précédentes pourraient s'éerire, sans erreur sen-
sible, puisqu’on ne les applique qu'aux circompolaires, pour
lesquelles s, cos & (18) est ires petit :

2
A’e = tg §(Ad +- Bb’) (Ce + Dil) - v (da-+Bb) (Ce’ 4 Dd')
s 24

1 (22)
A% = 3 sin 2d(Aa + Bb) (C¢ -+ Dd).

Cette forme a ¢é1é proposée par Wagner ™).

(*) O. Struve, Obs. de Poull., vol. 1, p. (117).
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§ 2. Parallaxe annuelle et systématique des élotles.

44. Dans toutes les théories qui préecédent, le centre de la
Terre a servi d'origine des coordonnées,

Mais ce centre se déplacant autour de celui du Soleil, nous
aurons, en premier lieu, & transformer les coordonnées géocen-

" triques « et 9, supposées réduites, pour une date d’observation
quelconque, au {1° janyier d'une méme année, en coordonnées
héliocentriques, en admettant d’abord que le centre du Soleil
soit immobile ; et dans cette premiére transformation s’introduira
la parallaxe annuelle de 1'étoile.

En second lieu, nous devrons rapporter les coordonnées de
I’étoile, au temps ¢, & une origine fixe qui est la position occupée
au commencement du temps ¢ par le centre du Soleil, ce qui
introduira dans les formules la parallaxe systématique de I'étoile.

45. Soient donc d'abord e, ¢ les coordonnées géocentriques
moyennes, au temps ¢, d'une étoile fixe; «, 0’ ses coordonnées
héliocentriques; A, D celles du Soleil; A la distance de I’étoile
A la Terre, A’ sa distance au Soleil ; R le rayon de I'orbite ter-
restre que nous pourrons ici supposer circulaire.

Les axes coordonnés étant paralléles (puisque les positions
sont toutes rapportées & un méme équinoxe), nous aurons :

A’ cos &’ cos ¢’ = A cos & cos 4 + Reos D cos A,
A'cos ¢ sin o’ = A cos dsina + R cos D sin A,
A’ sin " = Asin ¢ + R sin D;
si nous négligeons la différence entre A’ et A, et si nous
) R . ry s .
faisons == =, parallaxe annuelle de I'étoile, si nous remplagons

enfin sin D, cos D sin A et cos D cos A respectivement par s, sin ®,
¢, sin © et cos @, il vient

c0S ¢’ cos &’ == €08 J €OS « -+ w €0s O
cos 9" sin ¢’ == cos §sin e + ¢,w sin @ (25)

sin ' = sin ¢ 4+ s,o sin @,
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d’ou I'on tire d’abord

Ae = sin (@ —a) =

7 (e 8in © cos « — cos © sin )
qu'on peut écrire

Az = & see 6‘[0’2 sin (O — &) — §"sin (@ + «]; (24)
puis

cos &' ¢os (&' — o) = cos & + m[cos © €0s « + ¢, sin @ sin ac],
que nous remplacerons par
cos &' = €08 & + o[ ¢ cos (O — «) + 5" cos (O + 2).

En combinant cette équation avee la troisiéme des précs-
dentes (23), on trouvera

Ad = sin (0" — d) = w [, sin © cos & — {¢" cos (© — «) (@5)
+ 5" ¢0s (© + «)}sin d].

Les coordonnées «', 0" que nous venons de déterminer
sont les eoordonnées héliocentriques de I'étoile au temps ¢,
rapportées & des axes paralléles aux axes du temps ¢ = 0, dans
Phypothése de I'immobilité du Soleil. Aussi les formules précé-
dentes ne sont-elles sufﬁsammem exacles que si la durée du
temps ¢ est assez courte.

Supposons maintenant que I'on ait déterminé les positions
héliocentriques d’une étoile fixe & deux instants séparés par un
nombre d’années assez considérable, et qu'on les ait rapportées
4 un méme équinoxe. Soient ¢, J, les coordonnées au premier
instant, «,, d, celles du second instant. Si ces derniéres coordon-
nées different des premiéres, toute erreur supposée éliminée,
cela ne pourra provenir que d'un déplacement de I'origine,
puisque I'étoile est censée fixe.

Nous rechercherons I'influence de ce déplacement dans les
articles suivants.

6
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47, Les théories qui précédent peuvent s'appliquer a la
détermination d’'une quantité dont les astronomes n’ont pu faire
que des estimations fort peu concordantes. Cette quantité est la
vitesse du systéme solaire & (ravers I'espace.

Le mouvement propre du Soleil donne lieu & une aberration
et & une parallaxe systématiques, qui ont été regardées & (ort par
les astronomes comme étant constantes pour une méme étoile.

Les expressions des variations que ces causes produisent dans
le lieu apparent des étoiles, étant fonctions de celui-ci, il va de
soi que ces expressions ne seront pas identiques pour une méme
étoile & deux instants différents, et qu’elles offriront d’autant
moins de simililude entre elles que ces deux instants seront
séparés par un intervalle de temps plus considérable.

Ft comme le déplacement parallactique dépend évidemment
de la vitesse de transport du systéme solaire, celle-ci interviendra
dans D'expression du lieu apparent de 'étoile au second instant,
el pourra, par suite, étre déterminée.

Cela suppose toutefois que I'étoile n'ait pas un mouvement
propre réel. Mais on peut s’approcher de Ia réalisation de celte
hypothése, en appliquant & un grand nombre d’étoiles la méthode
qui vient d’étre indiquée : les mouvements réels de ces étoiles,
qui sont probablement de grandeurs et de directions variables,
pourront élre censés se compenser les uns les autres.

Nous admettrons donc que I'étoile considérée n’a pas de
mouvement propre, el nous supposerons connu le point vers
lequel se dirige le systéme solaire.

Soient ¢y, 0, les coordonnées du lieu vrai (*) de Iétoile
pour ¢==0, c’est-a-dire ses coordonnées rapportées & une origine
qui est le point occupé par le Soleil au commencement du temps ¢,
et 4 I'équinoxe moyen de ce méme instant.

Les coordonnées , et d; du lieu affecté de la seule aberration
systématique seront données par les formules (9) et (16), dans

(*) Comme il s’agit des coordonnées moyennes, vrai signifie ici le con-
traire d’apparent; c'est-A-dire que le lieu vrai n'est pas affecté de I'aberra-
tion, soit annuelle, soit systématique.



(83)

lesquelles nous ferons abstraction de I'aberration annuelle et
diurne, et 1'emplacerons vo, par a'vy, @' et gy représentant
respectivement 4 et 7t

uy = oy + @'0y 8€¢ &y cos D’ sin (A" — ap)
Il 12 2 2 2 LFe ’
—g @ sec? dy cos® D’ sin 2(A" — ay)

+ 2ra 0, sec’dy cos D’ [c’2 €05 (O + A'—2¢) — 5" cos(@—A’+2u0)J. (26)
8 = 8y -+ a'0y | c0s dy sin D’ — sin &y cos D’ cos (A’ — &)}
1
g 7@y 1g d, cos D' ¢ [sin (O + A'— 20) — sin (O — A’)]
+ s'“[sin(@»—A—i—QaO)——sm (O + A" Jf, |

on a négligé, dans l'expression de d;, les termes du second
ordre qui ne sont pas multipliés par tg d.

as. Introduisons maintenant la parallaxe systématique.

Si A, représente la distance de I'étoile & la position primitive,
A sa distance a la seconde position occupée par le Soleil, aprés le
temps £; o, O les coordonnées sphériques du lieu vrai de I'étoile,
rapportées & cette nouvelle origine et & des axes paralléles aux
premiers, on aura, en écrivant que la projection de A, sur
chacun des trois axes est égale & la somme des projections
deotetdeA:

A c0s o 08 ¢ = 1\, €05 0, €OS dy — oyt cos A" cos D’
Asin « cos § = A, sin #, cos d, — o,f sin A’ cos D’

A sin § = Ay sin &y — ot sin D',
d’ot 'on tire, comme on sait :

ot cos D' sin (A’ — &)
A, €05 §y — oyt cos D' cos (A" — o)

==— sec dymogt cos D' sin (A" — o) - oo

o — vy==tg{a—oy)= —

(27)

oit[sin D’ cos &, — cos D' sin 9, cos (A — aq)]

0— dy=—=1g (I —d) = i)
=180 Ay— oyl[sin D’ sin dy=+cos D’ cos dyc0s (A'— )]

= — payl[sin D’ cos dy—cos D' sin dcos(A'—a)] -+ -
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Mais la position de I'équateur ayant varié pendant le temps ¢
en vertu de la précession, les coordonnées héliocentriques de
I'étoile rapportées a I'équinoxe moyen du temps ¢ seront :

14 14 o
' = 4= Ao, ¢ =4 + AJ,

Ayer et AQ désignant les accroissements qu'elles ont subis du fait
de la précession.

49. Ce ne sont pas encore 4 les coordonnées moyennes telles
qu'on les déduit de I'observation : car, dans la nouvelle position
qu'oceupe I'étoile, on ne peut I'observer qu’affectée de I'aber-
ration. Comme nous supposons sa position observée corrigée
de T'aberration tant annuelle que diurne, nous aurons 4 caleuler
ses coordonnées «; el dj affectées de 1’aberration systématique,
ce qui se fera en appliquant les formules précédentes (26),
dans lesquelles oy, 0y, o, 9, seront remplacés respectivement
par o', 0", of, 7,

Les différences of — ), &} — 3, représenteront alors les varia-
tions que la position de I'étoile aura subies, pendant intervalle
de temps ¢, en vertu de la précession, de la parallaxe et de I'aber-
ration systématicues.

Si I'on en retranche la précession, on aura ce que les astro-
nomes appellent le mowuvement propre de 1'étoile, dans le cas
ou celle-ci n'a pas un mouvement réel.

Pour ne pas exposer le lecteur a4 une confusion regrettable,
nous remplacerons cetle expression tout & fait impropre par celle
de déplacement apparent systématique, ou simplement déplace-
ment systématique, réservant le nom de mouvement propre au
déplacement véel ou objectif de I'étoile.

Dans la détermination de ce déplacement systématique nous
ne conserverons, parmi les termes du second ordre, que les
produits de la vitesse systématique par A ou Ad. Tous les
autres peuvent éire omis ; les derniers termes des formules (26)
ne s'appliquent pas au lieu moyen; les avant-derniers se détrui-
ront & bien pen prés au commencement et & la fin du temps ¢;

.
‘
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quant & ceux qui renferment, dans les formules (27) et (29)
complétées au moyen des termes du second ordre que nous
avons omis, le produit de Ja parallaxe par le carré de la vitesse
systématique (wayl par a,), ils sont évidemment insensibles.

Comme nous supposons connues les coordonnées A', D' du
point vers lequel se dirige le Soleil, nous poserons :

sin D" =18, cos D' sin (A’ — &) =§,,

(28)
c0s D’ cos (A’ — up) = Gy,

Dans ces conditions les formules précédentes (26) et (27)
g’écriront, ;
oy == ay + @0y 8¢ &S,
9y ==dy + a’sy(cos &S — sin §,Cy)
o) =o'+ da'cy sec J'S,
di =" + a'gy (cos &'S’ — sin d'Cy)
o« =a+ Aa
& =0+ Ad
o = vy— wal see dpS,

d == Jy — wayl [cos &S' — sin d,C,).

Dans le second de ces quatre couples de formules, C, et 8,
représentent les valeurs que prennent C, et 5y lorsque o y est
remplacé par o', '

50. Si I'on développe les calculs, on trouvera, en désignant
par Ay la différence o — o — A o ;

Aa
m: — wopl — “,FQ[COL (A" — o)A w — 1g ()‘OL\pr)‘]
et de méme (29)
Ady = — woyl [cos 0,8’ — sin 9,C,]

— @'cy [sin 98’ A8+ sin §,S,A, + cos 3o, 8],

Le premier terme de chacunc de ces formules, indépendant
de la précession, est dit & la parallaxe systématique ; les autres
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expriment la différence des aberrations systématiques & la fin
et au commencement du temps t; 'ensemble constitue ce que
nous avons appelé le déplacement systématique; c'est la diffé-
rence qui existe entre la position moyenne, rigoureusement
déduite de I'observation, et la position moyenne calculée en
faisant abstraction du mouvement systématique.

4. On voil par ces expressions que, pour une étoile qui n’a
pas de mouvement propre réel, la connaissance de son déplace-
ment systématique, dénommé & tort mouvement propre, suffit
pour en déduire & la fois sa parallaxe et la vitesse du mouve-
ment systématique, si, comme on peut 'admetire, la direction de
ce mouvement est connue avee une approximation suffisante (*).

Les expressions de A« et Ady, dont les valeurs sont données
par I'observation, ne renferment en effet que les deux inconnues
@ et oq. Une détermination approchée de ces quantités permet-
trait de les substituer dans les expressions des termes du second
ordre A%: et A% que nous avons négligés, et de déterminer ces
derniéres quantités. En les retranchant des résulrats de 'obser-
vation, qui donne en réalité Ae, -+ A%, Ad + A%, on aurait plus
exaclement Az, et Ady, et I'on recommencerait le caleul de = et o,.

Pour effectuer le caleul numérique on prendra

vmy 20 445"
u' = S = 5.254‘”,

T Qi

puis on posera o, == x, nombre abstrait, et woy, = y, la paral-
laxe = de I'étoile éiant exprimée en secondes.

Les équations précédentes serviront a la détermination de ces
deux inconnues. Elles ne sont toutefois applicables qu'a unc
éloile qui n’a pas de mouvement propre réel.

(*) Pour déterminer cctle direction, on se sert avec avantage de nos
formules relatives & I'aberration et & la parallaxe systématiques. Voir sur
ce sujet P. Unacus, Délermination de la divection el de la vilesse de transport
du systéme solaire dans Pespace (17 partie) (Mfa. COUR. ET AUTRES Acan,
sciENcEs Bruxsries, t, XLVII, 18806)..




( 87)

Or l'astronomie ne pourrait aujourd’hui affirmer Pexistence
de pareilles étoiles, moins encore délerminer les mouvements
propres avee une préeision suffisante.

Elle doit done chercher & éliminer ces derniers autant que
possible, en recourant & un grand nombre d'étoiles; on peut
espérer alors que les mouvements propres, s'ils n'ont plus rien
de systématique, se compenseront mutuellement,

2. Afin de pouvoir appliquer ce procédé, nous admetirons
que nous avons affaire & un groupe d'étoiles ayant la méme
parallaxe. Dans ce cas, en sominant, pour toutes ces éloiles, les
équations précédentes en Az et Ad, dont les premiers membres
doivent en réalité s’éerire Aoy —p,,, Ad;—ps, p,, et ps désignant
les mouvements propres (réels) en A& et D, on aura, puisqu’on
admet que Ip,=Zp; =0

ZAo = — ytZ8, sec f—a' x2S, sec 30[00L(A/—~a0)APa.——tg c)‘uA,,d‘] ;
ZA = —yt Z[cos &S —sin &Gy - (30)
—a'x 2[sin dyS'A ¢ + sin d,8oA 2 -+ cos §,GA,d].
De ces deax équations on tirera x et ¢, d’ott I'on déduira la
vitesse de transport du systéme solaire ¢; == Rix, et la parallaxe
moyenne w = £ du groupe d’étoiles choisi.

Il est aisé d'y introduire également la correction de la valeur
adoptée pour la précession générale.

»3. Désignons par z celle correction. Dans les quantités Ae,
el Ady qui représentent of — a; — Az, ete. (art. $6), on devra
ajouler respectivement & Az et & A0, précessions calculées au
moyen de la constante adoptée,

z(e,+ s sineg tgdy) et z s, Cos o
Les premiers membres des équations (30) deviennent ainsi

o — oy — Ay — z(ey -+ 5y sin o tg &) |,

3{0) —dy — A — 25, c0s 4}
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et, si nous continuons & représenter par Ae, la différence entre
Pascension droite observée au temps ¢, oy, et celle o; 4- Ao qui
se déduit de I'ascension droite observée au temps 0, en y appli-
quant la précession adoptée, Ad; ayant une signification analogue,
ces équations s’écriront :

2 Ay = 82 Z (¢} + sin ¢ tg o) — yt 2 sec 48,
— a'x Zsecd,S, [cot (A—aAjr—1g JOA,,o“].
(51)
ZAY =sz3cosa— Yyt 2 [cos 4,8"— sin 6‘000]

— a'z Z[sin 8,8'A,0-+5in 8,84, +-c0s ,Cod 5
la signification des symboles §', §y, Gy cst donnée ci-dessus (28).

L’application de ces derniéres formules (31) & un groupe
assez considérable d’étoiles de méme grandeur permettra de
déterminer, outre la vitesse du mouvement systématique et la
parallaxe moyenne du groupe, la correction de la constante de
la précession.

Si cette application fournit, pour divers groupes, des résultats
concordants quant 4 la grandeur de eette premiére quantité,
on pourra décider alors, en connaissance de cause, s'il est
nécessaire ou non de tenir compte, dans la réduction des
circompolaires, des termes périodiques du second ordre qui’
‘dépendent de l'aberration et de Ia parallaxe systématiques. '

Dans les chapitres suivants, nous appliquerons les formules
que nous avons développées dans ce Traité, & la détermination
des constantes qui interviennent dans le caleul des réductions

stellaires.




	traité
	20140110100421493

