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0. INTRODUCTION

Le programme se compose de 3 modules :

@

COMPEX

compilation

des données

HARMEX

développements

00 ot

DETAX

Données par harmoniques

966
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CHAPITRE 1

SYNTAXE DES DONNEES DE L'UTILISATEUR

1. Les données sont réparties en rubriques repérées par une carte commen-—

cant par un point et 3 lettres de l'alphabet latin,

Ces rubriques sont

+GEN : données générales

ALY : axes locaux

«S5T : subdivision en sous~structures
ELE : Eléments

JIX : fixations (& zéro)

RET : coordonnées retenues

+CAG ¢ cartes additionnelles générales
.CAP : cartes additionnelle particulisdres
+CHA : charges

«INE : inerties concentrées

DEP : déplacements imposés

+TEM : temp@ratures non axisymétriques
+PRE t pressions

JFON : fonctions de théta

La syntaxe relative a4 la rubrique ,F@N sera analysée 3 part,
Pour la plupart des autres rubriques, il est possible de définir un format,
servant 3 préciser l'ordre dans lequel les variables sont donnges., Le

format est introduit par une carte
J@R

suivie d'une carte définissant le format.

ExemEle

JALD

LFOR

N@RG NZ NR
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Dans le format, les noms de variables sont séparés par un blanc au moins,
La premiére variable peut &tre précédée de blancs, La lecture du format
s'arr@te a4 la colonne 72, (Les colonnes suivantes sont ré@servées 3 la nu-

mérotation des cartes),

Le format reste d'application tant qu'aucun autre format n'est défini,

(Mais il est évidemment oubli& quand on passe i la rubrique suivante),

En l'absence de format, c'est l'ordre canonique qui est d'applicationm,

Si, aprés un certain nombre de cartes, on veut abandonner le format en cours

-~

pour revenir i 1'ordre canonique, on tape une carte ,FfR, suivie d'une car-

te blanche : c'est ece qu'on appelle un "format blanc. Ecrire un format

blanc &quivaut donc 2 s'imposer l'ordre canonique.

2. Ecriture des nombres

a) nombres entiers : ils sont s&parés par un blanc au moins,

Un nombre peut comporter les signes suivants :
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, +, -
L'apparition d'un autre signe entralne un message d'erreur,

b) nombres réels : ils sont séparés par un blanc au moins.

Le nombre "cent" peut s'@crire des diverses manidres-suivantes :

100
100,
+ 100,

1. EO2
1E02
1.E+02
1. E+02
+ 1,E02
+ 1EO2Z
+ 1E2 y etCave

mais 1'criture

1,E 02
est proscrite, car le blanc est interprété comme un s&parateur,
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A la place du signe E, on peut également utiliser le signe D,

Les signes admis sont donc
0y, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, + E, D, +, -
L'exposant ne peut dépasser 75,

Aucun nombre ne peut dépasser la colonne 72,

3. Régles particuliBres concernant les diverses rubriques

Pas de cartes format : l'ordre canonique est de rigueur, C'est l'or-
dre d'ASEF :

1) ISTART IST@P IFDA IRUPT ISUPER IUNEU 1IU18 IDENT N@CH INIT
IUSgUT LL1 INF LL2 TIUSIN

2) 2 cartes "titre"
3)
4) N@gP1 N¢gP2 N@P3 N@¢P4 N@P5 Ngr6 NVAL NMAX LPREC NALG NTRI

ICRIT IPLAN
5) ND NTHETA NPHASE 1ISTRES IFp NCCHPT IGRAD NITER NPREC

(blanc) IUPRCY
6) E XNU T A DMAS

7) ALFA PI P@gIDS @MEGA

Le format canonique est

N@EUD R 2 T DT

Remarque : par T et DT, il faut entendre les températures servant au cal-

cul de E et o ., Les temp@ratures variant avec 8 sont données sé&parément.
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Format canonique 3

N@RG NR NZ

0

Format canonique @

N@S NEL

9

On peut utiliser une carte format pour les &léments de quatre noeuds au

plus. L'ordre canonique est alors

N@EL ITYP N1 N2 N3 N4 ND  ITENS L1 L2 L3 ICl IC2 IC3 IC4

Pour les &léments de plus de quatre noeuds, aucune carte format n'est prévue:

1'ordre canonique est donc de rigueur, C'est

N@EL ITYP 99999 NBN O O ND ITENS L1 12 L3 ICl IC2 1IC3 IC4

NGEL ITYP N1 N2 N3 .,...

[

; Ordre canonique :

; IC IC¢DE ADD1  ADD2  ADD3  ADD4

Ordre canonique :
E N@EL ICDE ADD1 ADD2Z  ADD3  ADD4

G

‘ Ordre canonique

ND1 Np2 NDPL NDP2  NDP3 NDP4  NDP5 NDP6
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Ordre canonique :

NDL ND2 NDP1L NDP2Z  NDP3 NDP4  NDP5 NDP6

G

Ordre canonique :

ND1 ND2  NDP CHARGE

On éerit

JEP (1 2)
pour indiquer que pour les déplacements en question, c'est la fonction de 8

numéro 12 qui est en jeu,

L'ordre canonique est

ND1L Mp2 NDP  DEPLAC

On écrit

.CHA (10, 2)
pour indiquer que les charges définies se rapportent 3 la fonction de 0

numéro 10 et au cas de charge numéro 2,

L'ordre canonique est

ND1 ND2 NDP CHARGL CHARG2  CHARG3
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On écrit
JIEM ( 9, 3 )

pour indiquer que les températures définies se rapportent 3 la fonction de 8

numéro 9 et au cas de charge numéro 3
L'ordre canonique est

NgEUD T DT

Méme convention que ci-~dessus :
oPRE ( 9, 3 )
Ordre canonique :

NEL PI1 PI2

Le probléme doit se terminer par la carte LJFIN
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CHAPITRE 2

LA COMPILATION DES DONNEES

1.

rigide" est, logiquement, "format souple' et non "format libre",

jet : Les donnfes de 1l'utilisateur s'écrivent en "format libre".
(I1 serait plus pertinent de varler de "format souple" car il ne s'agit

certes pas d'une liberté anarchique, D'ailleurs, 1l'antonyme de "format

En fait,

par "format libre" on entend que la syntaxe des données est moins rigide,

non inexistante).

-

Le compilateur de données est destiné 4 transformer ces donnZes en format

souple en des données écrites en format rigide,

2, Présentation informatique

- le programme principal du compilateur de données s'appelle C@MPEX

- la plupart des sous~programmes de C@MPEXont un nom commengant par
LEC et finissant par X
ex, : LECNEX, LECALX, LECELX, LECS@X, etc...

Une exception notable est le sous-programme F@RMEX

3. Fonctionnement du compilateur, vu de l'extérieur

- les données sont lues dans 1l'ordre ol elles arrivent,

- on compile uniquement les données de type SAMCEF, 3 1l'exclusion des
fonctions de théta, Les données SAMCEF sont &crites, aprd@s traduc-
tion, sur 1'unité IULl ; les fonctions de théta sont recopiBes sur
1'unité IU2, puis recopiées sur IULl & la fin de CPMPEX

-~ lorsque IOP = 1, on recopie, en fin de compilation, 1l'unité IUl et
1'unité IU2 sur le listing. ‘

De toute manidre, le contenu de 1'unitd IU5 (données de l'utilisa-
teur) est copié au fur et i mesure de la traduction avec, le cas
&chéant, les commentaires du programme, (messages d'erreur aux

indications de traduction libre du programme dans le cas ol on luil

fait lire un mot inconnu de lui).



4, Structure du compilateur de données

y Y

CPMPEX

Progr. princ, >

2.2,

LISTING

LECNEX

noeuds, T°, press

LECS®X

subdiv, s-struct,

Type de
données 7?7

y

LECELX
Eléments

V

LECADX
Cartes add,

LECFRX
Fixations i zéro
Coord. retenues

R ity = -

. Y

LECHTX
Inerties cone,
Charges
Dépl, imposés

N

[ ———

Y

LECGEX
Données générales

> DICPRPNPUPIPRpU .~

LECF@X
fet de 6

________ .<.. - ——

STy o e st ST e e

Routines
générales

Impressions des
résultats

FORMEX

lecture d'un format

D@PNEX

lecture de données réelles

IDYNEX

lecture de données entisres

L e e e e e @)
S e i - et LN

"disque"

?
Resultats {f,Travail Données Résultats

"papier"



5, Mode de lecture des caract8res alphanumériques

On définit une repré@sentation numérique de chaque caractére selon la

loi suivante,

2.3,

caractére A © B Cc D E F G’ H I J
représ., num, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
caractére X L M N )] P Q R S T
représ, num.| 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
caractdre U v W X Y Z 1 2 3 4
représ. num.| 21 22 23 24 25 26 27 23 29 30
caractére 5 6 7 8 9 0
représ, num.| 31 32 33 34 35 36

Cette table permet de repré@senter un mot par un nombre entier en base 37,

par exemple

ARNGLD -» (1, 18, 14, 15, 12, 4),

soit te nombre

(((C1 %37+ 18) x37 + 14) x 37 + 15) x 37 + 12) x 37 + 4 = 103808980

Remarque : pour faire un tel calcul, on peut utiliser le programme suivant

sur HP25 :
N°® Instruction Instruction
1 Xy
2 3
3 7
4 X
5 Xy
6 +
7

G TH 00




Pour effectuer le calcul lui-méme, on procéde alors comme suit :

~ taper le premier représentant
- enter

- pour les représentants suivants : taper, puis R/S.

La conversion inverse se fait 3 1'aide du programme suivant sur

HP25 :
n° Instruction Instruction

1 RCL 1

2 ST@ 0

3 3

4 7

5 :

6 INT

7 ST¢ 1

8 3

9 7

10 X

11 SI¢ - 0
12 RCL O
13 G¢ Tg 00

Pour utiliser ce programme, il faut
- taper le nombre
ST¢ 1

R/S -+ dernier représentant

i

R/S » avant-dernier représentant

etCaos

Dans un INTEGER, en F@RTRAN IBM, on a 32 bits, dont 1l'un est affecté au

signe., Le plus grand nombre positif que 1'on puisse numériser est donc
221 -1 =2 147 483 653
(La positivité jouera un r8le dans l'idenffication des Fformats),

Or un nombre composé de 6 chiffres en base 37 peut valoir

37% -1 = 2 565 726 418 ,

soit un nombre plus grand, Cependant, si les mots sont composé&s de 6 carac-

-~

téres dont le premier n'est pas un chiffre, le plus grand nombre 3 mémoriser

est, en base 37,

(26, 36, 36, 36, 36, 36) ,
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c'est~3~-dire

1872 286 338 < 290 _ 1

De cette mani8re, on retrouve des régles semblables 4 celles du compilateur

FPRTRAN

Remarque : capacité des INTEGER selon les machines

machine nb bits total nb bBits utiles
I8M 32 31
chC 60 59
UNIVAC 36 35
SIEMENS 32 31

6. Fonctionnement de la routine FPRMEX

La routine FPRMEX lit les mots du format et les transforme en nombres
selon le procédé indiqué ci-dessus, Elle regoit par ailleurs de la rou-
tine appelante une liste de mots connus, sous forme numérique, qui est
contenue dans le vecteur IDICT, Le vecteur est ordonné (ordre des nom-
bres croissants), En outre, la routine appelante lui fournit un vecteur
IADR indiquant la place de chaque mot dans le format canonique,

Exemple : appel par LECALX

IDICT = ( 536, 544, 730350 ) ( NR, NZ, H@RG )

IADR = (2, 3, 1) = l'ordre canonique est (N@RG, NR, NZ)

Elle sort dans le vecteur IPRD 1'ordre effectif dé&fini par 1l'utilisateur,

Ainsi, si l'utilisateur définit le format

JFOR
N@RG  NZ

On aura

IgRG = (1, 3, 0)

En outre, il est prévu que l'utilisateur puisse faire de "petites" erreurs
dans ses mots, Dans ce cas, FPRMEX choisit dans la liste le nombre le plus
proche de celui qu'il a calculé, Il le signale dans le listing des données

de l'utilisateur.



CHAPIIRE 3

DEVELOPPEMENTS EN SERIES DE FOURIER

I.~ Préliminaires théoriques

0. Pour repérer un point X sur une circonférence de rayon R, on peut

imaginer de mesurer la longueur AX qui
X le sépare d'un point arbitraire A choi~
si comme origine, dans un sens convenu,

I1 est &quivalent d'utiliser 1'angle

i

i

!

|

i ' AX
+ e s s s e st e+ s 8 o+ s s s s 8 P kil

i . AX T R
{ On vérifie aisZment qu'il s'agit d'une
i

description vectorielle (ou lindaire) :

)

+ XX oub,_ =86 + 8

i Y =
‘ AY = A ay T Uax T Yxy

e

4
L

Mais la circonférence &tant une courbe fermée, il existe plusieurs chemins
distinets pour aller de Y en X, tout d'abord en avant et en arridre, puis

dans chacun de ces sens, en faisant un ou plusieurs tours supnlémentaires.

Il est donc nécessaire d'identifier tous les angles qui différent de
2km radiaux., On &crira donc
a s B

Si(B—u)=2kT{ ’ke{o’tlgtzono}

La description classique de la circonférence par un segment (c,a +2m)
de la droite réelle n'est donc qu'une image et doit &tre manipulZe avec
- P . [ -
quelque précaution. Par exemple, si l'on se référe au segment [0, 27 ],on
dira naturellement qu'une fonction f y est continue si pour tout

8 e]o, 27 ([, « lim £ (E) = £ (8) = 1im £ (&)
£40 £48

et si, de plus,

v lim £ () = £ (2m)
EA2m
s lim £ () = £ (O

£40
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alors qu'en r&alité&, 1'Equivalence des points O et 27 nécessite la condition
supplémentaire

£ @) = £ (2m)

comme on s'en rendrait d'ailleurs immédiatement compte en choisissant un au-

kA
tre intervalle de reférences, par exemple [~ 7, 7 ].

Cette remarque peut sembler triviale ; mais l'expérience nous a montré

que bien souvent, on perd cet aspet de vue, Ainsi, la fonction

£ (8) = % -1 dans ] O, 27 [
fie)
L | R ——— doit 8tre considérée comme discontinue
2] (ce qui explique que sa série de Fourier
>

converge en O et 27 vers zé&ro, en vertu

du phénoméne de GIBBS)

1., Soit alors £ une fonction dé&finie sur la circonférence, que nous dé-
crirons dorénavant A 1'aide de 1'intervalle (0, 2w).

Si cette fonction fe L2 (0, 27), on peut définir sa série de Fourier [57]

o«

= -+ i
f=a +ZI, ( a cosn b bn sinn 6 ),

avec

1 27
a0=-§-;J f (8) de
o
1 27 .
a = = J £ (8) cos n B d6
n T
o
1 27
b == J f (8) sin n 0 d6
noomo ) _

Nous‘abpellerons a s a s bn harmoniques primaux de la fonction £ : ce soit

n
ceux qui apparaissent naturellement dans le développement de cette fonction,

Considérant la suite

f =a
0 o
f2n+1 =a_ + E=1 (ak cos kb + bk sin k86 ) + a ., cos (n+1)0
n+l

B (a, cos k0 + b, sin k6 ) ,
Eomez = 3o * By K k
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2o 2 . 5 a4
la convergence de la série dans L revient 2 dire

II £ - fnllﬁé -0 ,

d'ol

A

NIRRT

he-g l1>0,

> Lo
ce qui entraine

el ,=1m [le]] ,=n"?1 222+ (al+n?y 2

L B L n=1

. 2 ca s
Telle est l'expression de la norme de f dans L™ en termes de ses coefficients

de Fourier,

2 £ e ¢ 1 .
2. Au sens de L, il est &quivalent de considérer la fonction f ou la

suite de ses coefficients de Fourier (ao, als bl’ cens A, bn’ ) [ 31

Supposons 3 présent que l'on veuille dériver la fonction f. Formel-

lement, on &crira

o]

Df = §=1 [ nbn cosn O+ (-n a_ ) sinn6 ] ,

soit, dans des notations &videntes,

a (Df) = nbn (£)

(L
bn (hf) =-na_ (£)
on aura alors
[l og |], = o208 w% @2+niy M2,
L D=1

P 2 . . .
et la dérivée (formelle) sera dans L~ si cette norme est finie,

Malheureusement, ce n'est que sous des conditions tr&s restrictives

- . 2
que Df sera la dérivée de f au sens classique (m€me si elle est dans L7),
Aussi, pour obtenir une théorie cohérente (et, en fait, plus proche de

1'intuition de 1'ingénieur), il faut définir la dérivée pénéralisée, ou

encore, dérivée au sens des distributions par les relations (1) ci-dessus,
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Dorénavant, toutes les dérivées dont nous parlerons sont définies de cette
fagon, Elles possé&dent la propri&té fondamentale suivante : si 1'on pose

<f,g>= 2 M a @+E la Da @+b b (@],

o0
etsi geC sur la circonférence, on a

< f, Dg> = -<DEf, g > , )

la dérivée Dg coincidant avec la dérivée classique de g, vu la régularité

de cette fonction. En effet,

<f,Dg> = E_ [a(D.nb (g) -b (5. na (g) ]
-1 [a (g)e mb_(£) = b_(g). na_(£) ]
=-I (3,09 a( +b OH.b (g I
= ~<Df, o>,

Dans les ouvrages classiques [1, 8, 9, 11 ], c'est par la relation (2) ci-

dessus que 1'on définit la dérivEe au sens des distributions,

g a . 2 o e
Considérons alors une fonction f ¢ L” telle que ses dérivées (au:

ens
des distributions) jusqu'd l'ordre m soient dans Lz. On a donc v
£l <= [ oE [| , <e “es [ D% || , <=
Lz 4 L2 1] » L2 ®
ce qui entralne en particulier
2 2 m 2 1/2
e = O E T, « [ ne [[% + oo+ [[ D7 |[5, 1715 <o
1 LZ L2 LZ

L'ensemble des fonctions jouissant de cette propriBté s'appelle espace de

SOBOLEV d'ordre m et se note i ou’ = Lz).

On obtient immddiatement

2

o 2 2
1{-£ ||m=w1/2{2ai+z (1+n +...+n2m)(an+bi) 3t/

() Cette expression généralise vig

iblement 1'intégrale d'un produit de
fonctions, B
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Mais cette expression est un peu lourde. On remarque que

2m 2 2

m Zm
n S1+n + .00t < (@l) o,

d'ol

1 [2a

1/2 2

(¢}

1/2, , 2 ‘= 2m, 2 2 /2 o < ®  m, 2 .2.,1/2
m [ 2a +”§=1nn;(an + bn)} \I|f||m \_(m+1) T +f§=1n (an+bn)]

Dés lors, la convergence au sens de la norme

T

e[| = at/?[2a% + ¥ 2
n=

n

4n2m (aZ # b2 )] 1/2
1 n :

est identique 3 celle que définit la norme I]fl]m, car

SN .
|If||m < ¢ chaque fois que ||f||P < =
et
||fD|| < ¢ chaque fois que ||f||P< c

On dit que ces deg§~90rmes sont Equivalentes, Aussi utiliserons-nous doré-

navant la norme ||f‘|, enomettant toutefois le tilde dans les écritures.

3. Cette expression de ||f||m suggére d'ailleurs une extension des espaces
de Sobolev : pourquoi se limiter aux valeurs entiéres de m ? On &tendra.

directement la définition aux valeurs réelles s3>0 en posant ()

1/2 2 2s , 2 2., 1/2
||f||s = [2ao + %= n (an + bn)]

1

Bien qu'un peu artificielle au premier examen, cette extension est d'ume
R . . 2 8

grande utilité. On dira qu'une fonction f e L~ dont la norme dans H . est

e s .= 2
finie, admet une dérivée d'ordre s au sens de L° (ou encore, en moyenne).

On peut d'ailleurs construire la dérivée d'ordre s en passant par les $é-

ries de Fourier complexes :

. v
(x) On trouvera dans NECAS [ 7], LIONS et MAGENES [ 12]une présentation des espaces d'or-
: . n ' ‘
dre fractionnaire dans R entier i partir des intégrales de Fourier,



Les relations entre les Cos Cos @5 @, bn s'explicitent aisément

0
f=c + 1 [¢c (cos n8 + i sinnd ) + ¢ (cos n8 - i sin nd)]
0 n=1 n -1
(o]
=¢c +32 _ [ +c¢c )cosng+ i ~c ) sin nj]
o n=1 n -1 n -n
d'ol
a =c¢
o 0
a =c¢ +c
n n -1

b =1i(c -¢c )
jad e} -T1

c = 1,(& - ib )
2 n n

c " (a +ib ) =c¢
2 *"n n g

~Ti n

ce qui entralne encore

a =¢ + ¢ = 2Re
n n n n

c
bn 1 ¢ T ) 2Jcn

Cela &tant, si

) i
p™¢ (in)m c elne

3.3,



On étendra naturellement aux valeurs non entiBres en posant

p°f = fco(in)s c, elne,

O

Les coeificients de Fourier complexes sont donc

.

s s is=
D = -

cn( £) n e 2 cn .

soit encore,

cn(DSf) n® (cos s

i
Nt

.. T .
+ i sin s 3 ) (an - 1bn)

e

1
Mol

s T . il . . T T
n [ acos s =+ bsins ) +1i(asins Db cos s = ]
(n 2 n 2) (n 2 n 2)’
. .
ce qui entralne

s
n (a cos s
n

[

a (Dsf) + b sin s
n n

Nl
N1 EC]

]

S s
bn(D £) n (bn cos s

TR

).

- a sin s
n

NI

2 s ., .
La norme dans L de D f ainsi construit vaut alors

(5, 1a20%) + v2ofel) M2
{ 4 ¥ 1 IC (Dsf)|2} 1/2 = { L}E HZS i |2 }1/2
n n=4
= £, 0% a2+ phy M2
= n n

Exemnle : construction de la dérivée d'ordre 1/2 de sin®

ao = 0 Dl = 10 al = 0
¢ =-1
1 2
m -
o (Dl/z(sine)) - l1/2 614 o = - zZ (1 + 1) i =412 (-1 + i),
1 1 4 &
d'oi Y
1/2. /2
al (D oot) - 2
1/2 _ 2
bl (D sco) - 2
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Dl/z(sine) = y% (cos6 + sind),

. -~ - i} ; z‘. . ' 3
soit la méme fonction avec un retard de A (L.a dérivation d'orde 1 aurait en-

p = il
trainé un retad de 5)
. . s .
Disons deux mots de la comparaison des espaces H : sip > q = o,

on a

2

]2 =a%+ % 2
p n=

2 2 2 % 2 2 2 2
10 p(an t+b)>a +21 .1 1 (aj + b)) = ||f||q >

0 n=1

donc, si f ¢ HP, on a automatiquement f e u? pour tout q tel que o< g< p

s P R PO
On peut donner aux espaces H~ une structure préhilbertienne en définis~
sant le produit scalaire

_ © 28
(£s8) = m[2a (£) a (g) + &_ {a (£) a (2) +b (£) b (}] .

n
1
Mais H® est-il complet ? La réponse est affirmative, On peut donner de ce

. - . s 212 , - ~ 2
fait une démonstration tr@s &lémentaire ; base sur le caractére complet de L
et inspirée d'une théorie des séries basée sur celle de 1l'intégral de Lebesgue
[5] () . Identifiant la fonction f avec la suite de ses coefficients de Fou-

rier (ao, sy A bn’ ess), on lui associe la fonction Eétagée

A®,
0 pour £ <0
X 0 pe T,
?.(8) = \/'rrao pour 0 < £ < 2 .

. 5
nsv@an pour 2 n < & < 2 n+l hiia, hﬁfbn
nsv%bn pour (2n+l) < g < 2p+2 /

alors, # 2 Zn 2 2ne2 >
o
2 S 2 2
IR AR R I T

00

Il en découle que si la condition de Cauchy est vérifige, on a

(%) Pour d'autres démonstrations, voir SOBELEV [ 10} NECAS [7] , GARNIR [ 1], CHOQUET-
BRUHAT [ 9 ]
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o=_._;;}:im ||f~f HS= lim ||\Pf -‘Pf ||
inf(p,q)+ = P q inf(p,q)> > = "p g LZ(R)

ce qui entralne l'existence d'une fonetion @a € LZ(R) telle que
o

Lim H\pfp-\yg]] >0 .

Dé&s lors, la fonction g dont les coefficients de Fourier sont

1 2
a():m J ‘Pg dg

e}

1 - 2n+l
RV JZn @g dg !

. s as
est visiblement dans H et vérifie
lim £f - -+ 0
s (e - sll >0 .

On remarquera, et c'est important, que le caractdre complet n'a pu &tre
démontré qu'en faisant usage des dérivées au sens des distributions, puisque
1'on a admis sans discussion les relations de dérivation terme i terme de la

série,

Etant préhilbertien et complet, H° est un espace de Hilbert

ce s oz . R < s .
4, Soit 3 présent une fonctionnelle lin&aire bornée G sur H ', Une fonction

f ¢ H® admet un développement de Fourier de la forme

£f =a +
o

Hea8

(2 cos n® +b sinmnd ) .
=1 n n

En vertu de la linéarité@ et de la continuité de G (qui découle de sa bormatiom

[1,2] , on peut intervertir la somme et le passage 3 la fonctionnelle,

G(f) = a, G(1) + §=1 [an G(cos nb) + bn G(sin n0)] ,
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ce qui dé&finit les harmoniques duaux de G :

%
& G) = G(1)

ai G) = G(cos n8d)
Bi (G) =  G(sin neé)

Nous utilisons ici le signe = pour indiquer qu'il s'agit des harmoniques duaux,

Un type fréquent de fonctionnelle correspond & une intégrale :

21
G(f) = [ g(8) £(8) do , ’ gel

e]

2

Dans ce cas, il est commode - et conforme 3 l'usage introduit par Laurent
Schwartz dans sa Théorie des Distributions [8 ] d'identifier la fonctionnelle

G et sa densité g. Nous &crirons donc tout aussi bien

=®

as (@ , a(@ . b(g)

au lieu de
ES ® ®
at(©) , ax@) , b .
Cela étant, on a
ey L L E ® e =
G(f) = ao(g) ao(f) + §=1 [an(q) an(f) + bn(g) bn(f)] .

: s s : 2
Mais on peut encore écrire, si f est g e L R

27
G(f) = JO gf d6 = 7 [2ao(g) ao(f) + %=1 {an(g) an(f) + bn(g) bn(f)}]
Identifiant, on obtient les relations entre harmoniques primaux et duaux :

a>(g) = 2ma_(g) ;@ (g) = ma_(g) b (g) = _(s)

we

Les mémes relations peuvent &tre prolongées aux fonctionnelles, ce qui définit

les harmoniques primaux d'une fonctionnelle :

aO(G) = %; a:(G) 3 an(G) = % a:(G) $ bn(G) =

=

b (G)
i3}
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5. Mais une question subsiste : comment vErifier qu'une fonctionnelle est bornée

sur H° 7 En principe, la bornation d'une fonctionnelle G s'exprime par [ 1,2 ]

G(£)

Ile] ] = sup I—H-—W-|<°°
Hs' fe:HS £

s

La grandeur ||G|]| gt est dite norme dans le dual‘(Hs)' de H%, (Le dual d'un
espace topologiqug est en effet 1l'ensemble des fonctionnelles linaires bornées
sur cet espace). Mais une telle définition n'a pas de portée pratique directe,
car on n'imagine pas d'exhiber toutes les fonctions de u® pour vérifier si G

est bien bornée !

Heureusement, le fait que les #° soient des espaces de Hilbert permet de sim-
plifier nettement ce crité&re, En effet, le c&lébre théoréme de représentation
des fonctionnelles de F. Riesz [2]dit que toute fonctionnelle G, linEaire bornée
sur un espace de Hilbert¥ muni d'un produit scalaire (., x) admet un repré-

4"
sentant g £d tel que

Ve G(f = (3, £ .
ﬁ% ) (£) (g %@

t
Appliquant ce thBorZme 3 une fonctionnelle G de (HS) , on obtient donc

(vt -
HS) G(f) = (Ds f)His: 1

ce qui, en termes des séries de Fourier, s'écrit
a (@ a (0 + 5 [a(@ a(®)+> (G b (O] =
n © 2s ‘ " s n
m{2a (g a (£)+1 0 [al(g)al(f)+b(g)b ()]}

 On en ddduit par identification que les harmoniques du représentant de

Riesz de G dans H® dont donnds par

vy 1l o= _
ao(g) o aO(G) = aO(G)
3 1 =25 = -28
. r = G
a_(g) = n an(C) n an( )
vy 1l =25 = _ | ~2s
bn(g) ==n bn(G) = n bn(G)
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A ce stade, il convient de prendre garde au fait que si G est une fonctionnel=-

le lindaire continue sur HP et HY, p # q, on a
N _ 1 ~Z2p = Y L _-
an(g(p)) =-n" a6 # an(g(q)) =-n

Le représentant de Riesz dépend de 1'espace dans lequel on se place,

L'intér&t des représentants est que l'on a

€8s 5)
161l 4= sup  HB— = sw ot = (I
H ngS s f£gH s
o 0
ce qui permet de calculer la norme de la fonctionnelle G comme la somme d'une
série :
2 ovn2 2,0 =) 2s 2. 2.
IIG(IHSv = llglly =n{2a () + 2, o™ [ a(e) +b ()] }
1,1 2 © -2s . 2 2
=={3a @+ n " [a@)+Db (6]}

Cette expression a une forme identique 3 la norme déji définie dans Hr, r = 0,
si ce n'est qu'ici, il s'agit du cas r < 0, On est donc amené 3 d&finir les es-
paces Hr, r réel quelconque comme les espaE%s de fonctionnelles (une fonction ¢
est identifide 3 la fonctiommelle G(f) = [ gf d8) telles que
0
-~ les harmoniques duaux ai(G), ai(G), bi(G) existent, et on en déduit

les harmoniques primaux par divisions par (2) m.

-~ ces derniers vérifient

2 _ 2 ® 2r . 2 2 ‘ -
llel]7 = n {23 (e) + §_n™" [a (6) + b (®)]}.<
Lofsque r 2 0, ces fonctionnelles sont identifiables i des fonctioms,

car le développement

aO(G) + §=1 [an(G) cos nf + bn(G) sin nb |
= }-G(1) + 1 by [c(cos nB) cos n® + G(sin nbd) sin nbl
27 T n=1

converge au sens de L” ., Par contre, lorsque r < 0, le développement de Fou-
rier diverge et ne peut &tre identifi@ 3 une fonctidn courante : il s'agit d'une

distribution.



Exemple : Il est aisé de prouver que toute fonction de Hl est continue, En

effet

6
£(8) = £(8 ) + fo(E) dg ,

-8
o]

d'otlt

8

£¢e) - £C8 ) | <I j‘(Df)?’d&: p1/2 Vo=,
0
(8]

< |lgl|, +B-o, .

o

Dé&s lors, la mesure de Dirac en 6 = 6  est dans H—l, car 66 (£) = £(o0) < c||f[|1
0

D'ailleurs, on a

ﬁ —
ao(ae ) = 66 (L) =1
o
= ] =
a (66 ) = 69 (cos n8) cos neo
o
%= _ ; = o
bn((S6 ) = 660(s1n nd) sin nBO
Il vient donc
||5' “ -1 [l + T = (cos™n8 + sin"nd )]
6] -1 7 2 n=1 r‘2 o )
...1 l ® .-1-‘-.. [+4]
=z [z = §=1n2]< »

donc 66 appartient bien a H®
(o]

(On remarquera que cette norme est indépendante de 60, ce qui correspond 3 la

symétrie cyclique).

On peut poser le probldme inverse, consistant 3 d&terminer A quel espace

appartient la fonctionnelle 5 On a

80"
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chaque fois que 2s > 1. Donc, la norme de Dirac appartient & tout 1° tel

que § = : + ¢, €>0, Ceci implique que les fonctions de 4° sont dans L”

2

chaque fois que s > % .

Considérons alors le développement (formel) de Ge en série

(s}

1 @ . )
2 o o - "
660 o - §=l (cos nGO cos nbd sin neo sin né)
-1 1l e
=5= + 3L, cosnfd eo)

Il est clair qu'en 6 = 6 cette série ui s'@erit
q o’ s 4

diverge

Quant au repré&sentant de 66 dans H® (s > %) , c'est
o

N2 2 1 © - 2
|| IIS =w { Zii + ;§-§=1n cos' n (e-eo) }<w=

6,0ritéres de convergence des charges et des déplacements

: 11 vient

Pour les déplacements, certaines considérations théoriques (voir annexe)

- 1/2

nous ont conduit & choisir la convergence dans H y Soit pour la norme

2 2 o 2 .2
| |u] | 12 =T {2aO * Iy n(an + on) }.

Le critére sera donc

. 2 2
u v u(n) s1 Ilu - “(n)||1/2 S e L|u||1/2 ’

g fixé d'avance,
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Pour les charges, on choisit symétriquement le critére de convergence

dans H_ll2 :

= Fo

||f(|31/2=ﬂ{2ai+§=1 (ai+bi)} ,

c'est-3~-dire que le critére sera

£nf si ||f

2 2
@ Tty = HIElD),

-

Il semble que ces critdres correspondent A peu prés d la convergence en

énergie, C'est, en tout cas, le cas pour des problémes du second ordre, plans
P . ~ . . N 2

de révolution, oli les déplacements de contour appartiennent & Hl/ [7, 12, 13]

1/2

Rappelons que la convergence des charges au sens de H n'entraine pas

la convergence ponctuelle !

Un probléme se pose pour les mesures de Dirac, qui ne sont pas dans H-l/z.

Nous référant au probléme des plaques, of les déplacements de contour sont dans

w3 /2 -3/2

, nous avons choisi, dans ce cas, la convergence de H . Donc

. , 2 2
§ S(H) si “'{S—G(H)IIZS/Z < € I‘S‘(;3/2
avec
2 - 2,2 1 2, .2
I IGI 1_3/2 =7 { 230 + IZF:]_ _.3_. (an + bn) }'

n.

Ici (a fortiori) il n'y a pas non plus convergence ponctuelle,

7. Principe de calcul des développements limités

Qu'il s'agisse de déplacements ou de tensions, les développements sont
limités & un ordre n=N grand (ex : N = 99), ce qui fait 199 termes dans la sé&-
rie), L'utilisateur spécifie une pri8cision ¢ et déclare si la fonction corres-
pond 3 une charge ou un déplacement. On admet a priori que pour n=N, la fonc-
tion est bien représentée. L'organigramme général de limitation du développe-

ment est alors le suivant !



ao, (ak, k-":l, seey N) s (bkg k=l, seoy N)
déplacement ou charge
£
y
s = ~1/2
@——NON—_;———-
Yout
4
s = 1/2
‘ <
2 2 2 2
[[£[[7 = al + gal ks(ak + by)
Y
n =0
y
212 2
15117 2 v &
g ) »
T2 2 12
e = £]17 = [1£[17 - [[£]]

-

QUI—> ]

NON
n=n-+1
@ HEN—— >
oul
[[£]1% = [|£]]% + = (2 + b2)
n jai

a

— .

s =~ 1/2 7
L-~_~_}’g;;,’J

s = ~ 3/2

Yy

message :

3 charges concentrées

message

: diergence

L Gy

mémorisation de n
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II Les données pour le calcul des harmoniques d'une fonction

1. Ces données commencent invariablement par la carte
IF¢N (..I‘.)

Entre parenth@ses, le numéro de la fonction. C'est une &tiquette, per-

mettant de la reconnaltre.

2, La carte suivante régit le critére de convergence, Elle comporte 2 va-

riables :
IDEP PREC

La premi8re est une variable logique, qui vaut 1 si la fonction corres-

1/2

pond 3 des déplacements imposés (critdre de convergence dans H ) ou O si la

fonction correspond 4 des forces, des températures ou des pressions (critéres

de convergence dans H-]‘/2 ou H_B/z).

La seconde variable, PREC, correspond 3 la précision désirée,

C'est un nombre réel, 0.0l semble &tre une valeur raisonnable,

Cette carte se tape en format libre (un blanc au moins pour séparer les

variables).
3. Les cartes suivantes permettent de décrire la fonction

a) fonctions de biblioth&que

gcriture signification
CAST (o, 015 04, B) a. cos (B8) . &8(6,, 6,) G) ]
' (8, <9,,
SINU (o, Gl, 92, B) a. sin (BO) . 6(61’ 62) en degré)
-
CARA (o, 8;, 0,) a. § (8,5, 0,)
DELT (a, 6_) oan 8 (8 - 8.) (Dirac) 3

(%) fonction caractéristique de 1'intervalle (61, 62) :
§ (0, 0,) = io sie ¢ (8,5 0,)
1 si8 ¢ (61, 62)
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Chaque appe: de fonction s'exprime i 1'aide d'une carte., Les fonctions suc-
cessives s'additionnent. L'ordre des arguments doit &tre respecté, un ar-

gument final manquant est supposé& &gal a 0
Conventions particuliéres :

C#SI (00360, B) peut encore s'Bcrire C@sI (o, O, 0, B)
ou C#SI (o, 5, , B)

Attention : le nom de la fonction doit se trouver dans les colonnes 1 3 4,
Dans les arguments, les 'blancs sont ignoré&s, les séparateurs étant les vir-

gules

b) fonctions définies par points

On écrit

PPIN
o £(8)
8 £(8)

Entre les points donnés, il y a interpolation linéaire, il peut y avoir des
sauts : un saut en 6 = 20°, par exemple £(20-) = 0, £(20+) = 10 s'écrit par
simple répétition de 1'abcisse., Sauf spécification contraire, on admet que
£(360) = £(0). | |

La table des valeurs s'écrit en format libre, comme les autres données,

exemple de fonction

! S C))
10 [-=rmmmmmm -
E
| . > 6
0 20 360
Les donn&es sont :
P@IN
0 0
20 0

120 10



£

2

+1

-0,5 |
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Autre exemple

(8)
A

180 27

LR RPN Y TR
o
o

|

Données

P@IH

0o -1
90 -1
90 1
180 2
270
270 -1
360 -0,5

Ici, on définit la valeur en 360°, car il y a un saut (En 1'absence de la carte.
360 -0,5
le programme supposerait que £(360) = £(0) = -1 )

C) fonctions récurrentes

Supposons que la fonction 10 soit égale a o fois la fonction 9 tournée de

60 degrés, On écrira alors
RYTA (9, 60, a)
ce qui signifie

O e fg(a - 60) .

Dans le cas ol o = 1, on peut écrire

RETA (9, 6 )
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S'il s'agit simplement de répéter f_, on &crira

9

RGTA (9)

Attention : S'il n'y a que des RYTA dans la fonction, le test de convergence
s'arrétera au méme nombre de termes que pour la fonction que 1l'on fait tour-

ner, quel que soit PREC, (Ceci afin d'éviter la d8gradation des ré&sultats),

Pour forcer le programme 3 utiliser un test plus faible, il faut ajouter une

fonction nulle, par exemple

CARA (0)

d) Remarque : Par 1l'option PREC = O,, on &vite le test de convergence. Le

programme mémorise alors tous les harmoniques qu'il a calculés,

Exemple

JFGN (1)

0 0,

DELT (L)

JFEN (2)

0 0,01

RPTA (1,0)

RATA (1,120) 60 + 6120 + 6240
RPTA (1,2,.4E02)

CARA (0)

Le programme calculera la fonction 1 avec la plus grande précision (n=99),
Il effectuera ensuite les trois rotations de la fonction 2, puis se limi-
tera 4 n = 9 par exemple, Cette dernidre limitation a &té rendue possible
par la présence de la fonction fictive CARA (0) : en 1'absence de celle-

ci, on aurait conservé un développement jusqu'a n=99,

On pourrait &videmment &crire, 3 la place de CARA (0),

DELT (0) , SINU (0) ou C@SI (0).
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IIT Du calcul des harmoniques

On calcule toujours les harmoniques duaux

1., Yonctions de bibliothéque

Ce calcul ne pose gulre de difficultés, puisqu'il résulte d'intégrations

€lémentaires,

a) DEcomposition d'un cosinus : soit la fonction cospb 6(61, 8,)

On &
02 sinp6, - sinp®
a® = f cospf d6 = 2 L
) g :
1 ‘ p
0, L2 %
a® = cosp® cosnb d8 = 3 { j cos (p-n)’'6 d6 + J cos (p+n) 6 d6 1}
n 0 61 61
1
1 . sin(p—n)e2 - s:z.:n(p--n)e1 5 s:m(p+n)Q2 - 51n(p+n)61
2 p-n ptn
® 62 1 62 62
bn = j cospf sinng d6 = 5‘{ J sin (n~p) 6 d8 + J sin (n+p) O dB%
61 91 61
- - - - +
1 { cos(n p)e1 cos(n p)e2 : cos (p+n) 61 cos(p n)62 }
2 n-p ptn

Cependant, ces formules ne sont valables que sin # p. Sin=p, on a

%, X . %, . sin2nd, ~ sinZnd,
at = cos“nd do = = (1 + cos2n8) d8 = = { (8.-0.) + }
n 2 2 2 71

) ) 2n

1 1

8 6

2 1 2 1 cosZne1 - cosZne2
b = cosnfsinnd d6 = = sin2n6 db = = { }
n 2 2

61 61 2n

b) Décomposition d'un sinus : soit la fonction sinp® 6(61, 6,)

On a

e2 cospbB, = cospd
= . - 1 2
a = sinpd d6 =
81 P
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0 8
% 2 1 2 1 "2
a = J sinp® cosnf do = 5 J sin(p+n)6 d6 + 5 J sin(p-n)0 do
BoJg 8 9
1 1
1 { cos(p+n)61 - cos(p+n)e2 . cos(p-—n)e1 - cos(p-—n)e2
2 p+n p—n
y 62 ) 62 . 62
bn = J sinp® sinn® do = 5 J cos(p~n)6 d8 ~ 3 J cos(p+n)6 do
% % : !
. e C ad e . — ain (et
1 { sin(p n)e2 sin(p n)@1 . 31n(p+n)61 sin(p n)ez
2 p-n p+n

Encore une fois, ces formules ne s'appliquent que si p # n. Dans le cas

contraire, on a

3]
2 sinZ2nd, -~ sinZnd
b¥ = | sin®no d6 = % (6. - 0.) + L 2
n 2 2 1
6 2n
1
e2 cosZ2nf., ~ cos2nb
aX = J sinn® cos. nb do = L 1 2
n 2
el 2n

¢) Décomposition d'une fonction caractéristique

Pour la fonction 6(61, 82) , On a

% 82
ao = f do = 62 - 61
8
82 sinnGz - sinnel
at = J cosnb do =
o 0, n
1
0
2. cosnb, -~ cosnd
p® = f 4irm8 do = L 2
n
61 n

d) Décomposition d'une mesure de Dirac

Pour la mesure § s O 2

e p
(s}
%
a’ = 1
o)
e
a_ = cosnbd
n o
% .
b" = sinnbd
n o
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2, Rotation

On connait les harmoniques aﬁ(f) , az(f) , b:(f) d'une fonction

f:0 > £f(8). Quels sont les harmoniques de la fonction f&f 3 6> £(8 -a) ?
On a tout d'abord

« 2w 27 x
ao(fgf) = f f(6~a) do = [ £(6) do = ao(f)
0 o
Calculons 3 présent

2w

x ' = -
a (Paf) = fo £(6~-0) cosnd do

Faisant le changement de variables

é = Q~a > 8=t +a ,
ona=-pour 8 =0 3§ £ = - 0o
- pour 6 = 21 : § = 27 ~ o ,

P o~
ce qui entraine

" 2q~0,
a_ (Paf) = J—m f(g) cos n (£ + o ) dE
2T =0 2T~0
= cos no f f(&) cos n & d§ - sin no f f(&)sin n £ df
—(y, -0

Comme les harmoniques peuvent se calculer sur tout intervalle de longueur

2w, on obtient

% _ . % o ad =®
a_ {Paf) = cos na a; (£) sin noa'bn (£)

De méme, on a

27
(Pdf) = £(6-a) sin neé db

21~
[ £(g) sin n (&+a) d&
-0

20, 21~
sin no [ f(E) cos nE dE + cos no ( £(g) sin ng dg ,
-0} 0l
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soit

= _ = , .o
bn (Paf) = cos no bn (f) + sin no a_ (£)

3. Les fonctions définies par points

Pour les fonctions définies par points, il faut nécessairement utiliser
une technique de calcul des harmoniques., Mais ce faisant, on risque de dé-
truire l'ordre de convergence des séries et donc, d'interdire le processus

de troncature du développement. Ce probléme est assez complexe.
Mais tout d'abord, quels ordres de convergence peut—on attendre ?

- Lorsque la fonction est continue, la convergence de la série de Fourier

. . , . . -0,
est uniforme, ce qui ne se produit que si les harmoniques sont O(n ), o > 1

. 2 . ;
- Lorsque la fonction est dans L~ mais admet des sauts, on ne peut avoir
. . s . . -1
convergence uniforme, si bien que les harmoniques seront, au mfeux, O(n )

~ Les harmoniques d'une mesure de Dirac sont 0(1)

[ Signalons au passage que la continuité n'implique pas nécessairement 1'ap-

N H1/2

partenance a + Hadamard cite en particulier la fonction

4

cos n 6

. L 1 .
La convergence est uniforme (| terme général| < ~§0 , donc f est continue.
l

Mais

cionc 2.

) 2

[ § ol
N

4

€13, =7 @ =¥ .1 =me (%) ]

(=) Cet exemple est cité par Sobolew [}0] « La présentation de cet auteur est cepen-
dant différente, car la théorie des espaces de Sobolev d'ordre fraptionnaifes n'é-
tait pas encore développée., (Pour ceux-ci, cf, Lions et Magenes [l12]ou Necas [721.



3.22,

Considérons 3 présent une fonction continue £, donnée en N points

L =05 8= 21 .

Une manigre trés naturelle de calculer les coefficients de Fourier serait

61, seey GN + Nous admettrons, pour simplifier, que 9

1'application répétée de la formule des trapdzes :

. 2;(6) i g_l o o f(ek) + f(6k+l)
o k=1 = ktl k
o 2
2w N-1 f(@ ) cos nd, + £(6, ,,) cos nb
= _ (T " o k+1 k+1
a_ = J £(0) cos np de é=1§6k+1 ek)
o
2
- A N N-1 f(ek) sin nek + f(6k+1) sin n6k+l
bn = J £(0) sin nd dO - E=1(ek+l - Gk)
0 -
2
ce qui peut encore s'écrire,
a® =10 (. -6) £ ) + (o _p) £ + z 1(e -0, ) £(6,) }
o 2 1 o o N k=2 k+l k-1 k
as = 1 { (6, -0 ) £f(® ) cos n® + (A - ) £(o ) cos ne
n 2 1 0 o o N N 1
N-1 . }
* %_ (0 4178—y) £(0,) cos mé,
K=2
= _ 1 . : .
bn =3 { (61 - GO) f(eo) sin neo + (eN eN—l) £(8N) sin nSN
N-1
+ I ) f(e ) sin n8, }

Ey Crr ™ Ok K

Il est aisé de remarquer qu'il ne s'agit de rien d'autre que des harmoniques
de la mesure.

N~-1

{ (sl - eo) f(eo) ae + (eN - 0 1) f(e ) a + 2 (ek+1 —ek__l)f(ek)ae }

o N L=2 k

F:.l.'
2
Ainsi donc, cette méthode d'intégration numérique - apparemment bien innocen-
te - &quivaut 3 remplacer la fonction continue £ par une somme de mesures
de Dirac., Il en découle que les harmoniques seront 0(l), et il n'y aura

convergence ni dans Hl/z ni méme dans H_llzﬂ
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. P _ _ 2m
Pour des intervalles &gaux, eiﬁl— ei = AB =i
et les formules ci-~dessus se raménent 2
£(0 ) + £(6.) N-1
=® o "N
—1 .’. K
a A8 { 5 §=2 f(@k) }
£(8 ) cos n® + £(6.) cos nd N-1
at = A8 { 2 2 N Ny by f(el) cos nf, }
n 2 k=2 L &£
- f(6 ) sin no + £(6,) sin nd N-1
b = Af { —2 = al L £(6,) sin 1,
n 2 : k=2 k

expressions qui s'identifient au résultat de 1l'interpolation trigonomé&trique
expos@e dans notre thése. Mais dans cette dernilre pré&sentation, il n'était
pas question de calculer des harmoniques d'ordre mn = N, sauf 3 étendre la mé-

thode par les moindres carrés,

Bien siir, pour N + =, la situation s'améliore, car les harmoniques con-
vergent vers leur vraie valeur, mais il n'est pas question, en pratique, d'ef~
fectuer les calculs sur trop de points, d'autant que cela implique un volume

de données insupnortable (=) .

Il convient donc d'imaginer une autre méthode. Mais pour mener A bien
cette tdche, il est utile de comprendre pourquoi la méthode précédente ne
permet pas de calculer convenablement les harmoniques d'ordre £levé., C'est
que, lorsque l'on calcule une intéprale par la méthode des trapdzes, on rem—
place en fait la fonction f par une fonction ¥ 1lingaire par morceaux qui 1'in-
terpole aux points de la base d'interpolation (61, sasy GN). Entre deux de

ceux-ci, on a, par la théorie de 1'interpolation (pour f g €7),

-0 - 6 2
£ o)™ HOIES e L0 N X Ip%(e) |
2 Ge]Oi, 61+1[
Intégrant, on obtient
6
N 8,,, = 68,2
g (£(6) --£(8)] d6 < sup | Zixl i sup |sz(e)[. 2m

0 i=1, 004,81 2 fel 0,27

1

(%) Les firmes IBM et CDC, par exemple, fournissent des routines de cdlcul des har-
moniques par interpolation trigonométrique. Il est surprenant de constater que
le probldme que nous venons d'exposer semble n'avoir jamais &té soulevé,



Soit donc 3 intégrer numdriquement

£(8) = g(8) cos nbd
I1 vient
2
x| < 105,17 8; 17 |
'Aanl = 2. ii$p N=1 Ll i sup jng cos nb - 2ansinn6—n2gco§pe|,
10ty 8e] 0,27
d'ol
» (041 = 0 ° 2 2
|Aan[ < 27 sup 5 « { nsup|g(8) |+ nsup|Dg(8) |+ sup D g(8)| }
6 8 e
= o(n?)

Le probléme réside donc dans le fait que 1'interpolation est d'autant

plus mauvaise que l'harmonique est de rang plus &élevé,

Pour éviter cet écueil, nous avons utilisé& la méthode suivante :
R 5 o .
soit & developper f ¢ H en série de Fourier, Supposons que 1l'on trouve
LN s ~ . . « R
une fonction £ ¢ H  dont le développement soit simple i calculer et qui,

en outre, jouisse de la propriété d'approximation suivante :

Y
€ - £]12 <

n petit. On a donc

2 v M oy2 <
e =2 =n{(a_ - J *InT (@ -a)”+ (b -b)T }<n.
Dés lors, on a a fortiori
N o2
- <
(a a_) n
v 2 =28 Vo2 =25
- < - <
(an an) n no o, (bn bn) n n

Bien plus, comme le terme général d'une série convergente tend vers z&ro, on a

nzs(a -3 ) +o pour n > «
n n g

2s Y
n (bn - bn) > 0 pour n >
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ou encore

-28

i

|Aan| o(n

O(n~25)

|ab_|
n

De toute manidre, le critd@re de convergence pourra &tre appliqué.
Pour la mise en oeuvre de cette méthode, on interpole la fonction £

linéairement par morceaux (en tenant compte des discontinuités éventuelles).

C'est alors 1l'interpolée ¥ qui est développée.

Y

o - 360

Pour le calcul des harmoniques, il suffit d'établir la formule fondamentale

pour un intervalle :

¥
A

i ei+1
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Dans ]ei, 0 , On a

i+1[

-9 6 -0,
+ £(0,, )
iv1 ~ 9 1705, -8

9541
5

HOREICH!

Tous calculs faits, on obtient

f(ei) + f(ei+l)

2

- ei)

i+l "
a) {e £(8) de = (9i+1

i

i+l
1 . _ )
b) Je %(6) cos nf df = = [ f(6i+1) sin n6i+1 f(ei) sin nei]
i
cos nb - cos nb
1 i+1 i
=, [ f(ei+l) - f(ei) ] ) T
n i+1 i
O141 )
c) Je £(B) sin nb do = = [ f(ei) cos nei - f(ei+1) sin nei}
i .
sin nb ~ sin nbd
1 - i+l i
+ =, [ f(91+1) - f(ﬁi) ] ] .
n i+1 i

. . 1
Dans les expressions b) et c), on observe l'apparition d'un terme en =
correspondant aux discontinuit&s et qui, si la fonction est continue, dis-
paralit lorsque 1'on fait la somme sur les divers intervalles., Lorsque la

fonction est continue, on a donc

- 1 = O(—L
an = 0( 2) ’ bn - O( 2) 9
n n

comme il se doit,

Remarques et compléments

1) Dans notre méthode, la distance entre deux points d'interpola-
tion n'influence la précision du calcul que dans la mesure ol la différence
entre f et f est grande, indépendamment de 1'ordre des harmoniques, Ainsi,

la fonction représentée ci-dessous :

Y

0 180 360
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aura tous ses harmoniques calculés exactement si l'on choisit les points

6 = 0, 180 et 360 pour 1l'interpoler

2) Considérons un maillage régulier : 6i+1 - Gi = A8 , et une fonction
£ continue. On a alors
N~1 6. +60,
e L £(0,,) - £(6) 1 (-2 sin n il sin n55)
" nfne il * * 2
. A8
sin n === N1 B, + 0, 6,. +9._
=-m—g—-—' z f(e.)[sinn]f l+1-sinn1 11]
n~ 88 i=1 i 2 2
2
. A8
R 9 7 Biv1 ¥ 29 85y
=5 g f(ei) [ 2 sin n cos n . ’]
n 5 i=1 ; 4 \‘____\M“é-MM{MM
491/4
Y
fff:ji;:% 20 3T £(o ) 0
= n26é99 - ( ;) cos 5
2

Cette formule différe de la formule d'interpolation de f cos n6 par le facteur

sinzn A8
2

2 A0
n—*

2
i

qui, pour A8 -+ o, n &tant fixé, s'approche de 1, Mais si A6 est fix&, c'est

. < 1 .
ce facteur qui préserve l'ordre = des harmoniques,

)
exemple AG = 20° n
.2 A8 2 08,2
n sin"n = / n"¢ )
1 0,99
2 0,96
5 0,77
10 0,32
20 9,60,107>
50 5,43,107°
100 3,18.107
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Cette table illustre bien les différences entre la mé&thode d'interpolation

de £ {§93 %8 } et la méthode d'interpolation de f,

3) Le développement formel de 84
o

1 [
EF + X

Z . cos n (8§ - 60)

ne converge pas ponctuellement, méme pour 0 # 60 + En effet,

N Iq‘ 3 N N
T cosn(@-86)=RZ e1n(e - 8)=@z o Ino ,
=l o n=1 0 n=1
avec o = 68 - 6 ., Or,
) gﬁ 5
¥ ina LW i ) TR IR A P
" e -1 g & @
elz (812 - e-lz)
.HOL 2i sin 1-\-IOL N sin ga
i2 ) ia 5
= e . = @ 2 .
2i sin 5 sin 5
2 2
d'oi
sin so cos ga
B 2 2 1 sin No
z 1 cos no = - - 1 N
n= . —j~—:—
sin 3 sin 3

Pour o fixé, il n'y a pas convergence,

Ceci n'alt3re cependant en rien la comvergence du travail sur tout
P . . . =8
déplacement u € u® s 5§ > L s, qui elle, est acquise, du fait que § ¢ H s

s > % .

4) Deux normes |

’A et | iB sont 8quivalentes sur un espace U s'il existe

deux constantes c et '€ téltes que ¥u e U,

c [lu[ly < Hullg<c [lull, .
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-

Cette propriété A déja été utilisée au d&but de l'expos&. Deux normes équi-
valentes définissent la méme topologie, c'est-d-dire la méme notion de limi-

~~ _~ - 3 . 1.1
te, les mémes ouverts et les mémes fermés, Ainsi, dans R, les normes

2
[Ix1, = € E_ =5 32 (euelidienne)
=l = pag,, 0 12l
n
= %
=l =% 1=,
||x||p={)3 |xi|p yt/p 1<p< o

sont toutes 8quivalentes., (La vérification est simple, mais s'appuie sur
le fait que n est fini, La méme &quivalence ne tient pas pour les espaces
de suites)., Cependant, les boules correspondantes sont diffé@rentes, 1'Equi-

valence signifiant simplement que la boule
= n <
B, (0, 1) ={xeR : ]|x||2-\ 11}
contient une boule de chaque autre type, et inversement,

La boule Bl(o, 1) est le cube dont les diagonales sont lessegments
d'axes ¢ - 1, + 1 ) ; la boule B2 (o, 1) , le cercle de rayon 1 ; la boule
B_ (o, 1), le cube dont les médianes sont les segments d'axes ( -1, + 1),
et les boules intermédiaires B3, B4, «es sont des ensembles convexes ()
contenus entre le cercle B2 et le carré B_, Toutes ces boules conduisent
4 la m€me notion de limite, caractérisée pér la convergence de:chacune des
composantes., Mais pour définir une notion de proximité, il est différent
d'8crire

[xl ], < n

|

x |2 <

ou

lxll,<n , 2<p<-=

pour n fini, Ainsi, par exemple, supposons que



On aura

0
=

RESRIN

it

1=l /P jn] > n s11<p<o
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donc seule la condition ||XHoo < n sera satisfaite. Il y a donc une 1légére

différence,

s .
Pour les espaces H , on peut choisir toute norme du type

_1/2 2 @ 2 2 1/2
ullg =7 t2a + T o [ ag+d 11

H
verifiant la condition de comparaison
2s 2s
cn S ps(n) < Cn ,

au moins a partir d'un certain n fini.

Pour les applications, nous avons choisi les normes suivantes :

_1/2 2 [ 2 2 1/2
[Tallyjp = w77 C2ag + 5 (o) (2] + b)) 3

_1/2 2  » (1+n) 2 2, ,1/2
[lally,, = =" € 2a] + £ meal (a + b))

172 2 ® 1 2 2 1/2
[lullyjg = n'" C2a5 + £ 5 (a_ + b)) }

qui semblaient conduire aux meilleurs résultats. Par rapport aux normes

standard, les normes ci-dessus donnent un poids un peu plus grand aux pre-—

miers termes du dé&veloppemnt,
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y-=x<

2
Les différentes boules unitaires de R~
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IV, Description du programme

1. Présentation

La routine principale du programme de d&composition en séries

de Fourier s'appelle HARMEX.
Les routines appellées ont en général un nom terminé par - EX.
Exception : §NYVA (identique 3 celui de DYNAM) et WRIUZ, qui &crit

les résultats sur 1'unité 2.

2, Structure du programme

101 102 6
< < ] 4
HARMEX U S h ST
rincipal - f f h
e > FOUREX [ Tt s S )
ol ¥ FPNEX
1.9 fet de bibli
|4 i
a 8 re de fonction ?
gen ?
3%‘3 D}?LTEX
o | & Dirac
5|
o] o
£ 4]
DEVEX
déf.par points
A RPTEX
g Rotation <
e
ol
ES)
3]
o
o LIMIEX
© normal
2 test de convergence
H LIMIDX
@ Dirac
@
-
3 \
9]
2 WI0Z, | — —
, sur I02 |-ee--- Pom M e e Ao - L4
Lﬁ___<____<:§ggiture & wvisualisation
VIFEX
visualisation
PLODEX [oecipeecfooononn R
ARGEX

—~—4>——{:E§utines utilitaires TARGEX
PRYVA I

—
donnéesYharmoniqu



F@NEX
DELTEX
DEVEX
RPTEX
LIMIEX
LIMIDX

WRIU2
VIFEX

3, Organisation de la mémoire

On utilise une zone appel@e S et contenant LS composantes REALzn4,

LS est défini & 2000, ce qui devrait normalement toujours suffire,

Deux variables dé&pendent directement de LS, Ce sont

3.30.

« NTERM = nombre maximum de termes du développement :
HTERM = ent ((7.LS)/36) ( =388 )
. MMAX = dimension de base pour les autres tableaux :
NMAX = ent ((LS - 4.NTERM)/8) (=56)
« NMU = 4 NTERME + 3 ( = 1555 )
L'occupation est réglée comme suit :
Il = 12 _If. 14 L 6 o I W I
2 ,NTERM. | 2,NTERM | NMAX NMAX 2 JNMAX 2 JNMAX NMAX NMAX
HARM:
HARM
HARM THETA | FONCT TETL FPNI DLT
HARM HARD |IP@INT
HARM INDI DN@P
HARD INDL DN@P
&—NTERM—>
HARM THARM IP@LINT
HARM TRA

La zone oll est situd IPPINT est sacrée,

pond donc 3

(DEVEX)
(LIMIEX)

-+ 4 ,NTERM + 8.NMAX
-+~ 5 NTERM + NMAX

LS
= L&

Le cas de pleine cccupation corres-
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Dans ce cas, on a domnc

4NTERM + 8 NMAX = LS
4ONTERM + 8 NMAX = 8LS
36NTERM = 7 LS +~ NTERM = 7LS/36 ,

ce qui justifie la formule adopt&e par NTERM,

4, Accds 3 1"unité IU2

L'acc@s 3 1'unité IU2 est une simulation d'accd3s direct : le tableau
IPPINT est une table des numéros des fonctions déjad enregistrdes., A chaque
instant, on mémorise dans IPA_la position actuelle sur IU2, Veut-on retrou-
ver la fonction numéro k, il suffit de chercher la position du nombre k dans
le vecteur IPPINT, Cette position sera appelée IPS. On fait alors un

CALL  @NYVA (IU2, IPS, IPA) ,
et on est automatiquement en position pour lire les harmoniques de.la fonction
k. L'@criture sur IU2 se fait dans la routine WRIU2, qui compldte &galement
le vecteur IP@INT,

5, "Nettoyage' des harmoniques dans LIMIEX et LIMIDX

Outre la troncature du développement, les routines LIMIEX et LIMIDX

effectuent un "nettoyage" des harmoniques en annulant arbitrairement tout

. %® ®
harmonique a ou bn tel que

2 2 2
2 @ <e g2,

w

€ &tant la précision définie par 1l'utilisateur. Ceci permet d'éliminer les

faux zeros et les termes négligeables,

En outre, ces routines remplissent le tableau INDI de nombres &gaux
i 0 ou 1 selon que les harmoniques considéré&s sont nuls (aprés nettoyage)

ou noii,
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6. Visualisation des développements

Afin de permettre une vérification rapide de la précision des dévelop-
pements, on visualise, en petit format adapté 3 l'affichage sur &cran alpha-
numdrique, 1'approximation retenue de la fonction . (Se rappeler que la me-

sure de Dirac ne converge pas ponctuellement !),

La visualisation proprement dite est faite dans la routine PLUDEX, qui
n'est autre qu'une adaptation de la routine PLPRDY de REPDYN, La table des
valeurs, de 6° en 6°, est calculée dans VIFEX,

Ce calcul est congu pour limiter au maximum le nombre d'appel des fonctions
C@S et SIN, C'est pourquoi il peut paraitre assez compliqué. Son principe

est le suivant :

1) On passe des harmoniques duaux aux harmoniques primaux par les for-
mules

= = =
a = a 2 = b =D T
o o / 2w , a_ =a /T » b iy / .

Les harmoniques primaux sont rangés dans le tableau TRA,

2) On fait une table des cosinus et sinus de 6° en 6°, de 0 3 354°,

C(I)
S(D)

i

cos (I - 1).6°
sin (I - 1).6°

cosinus
Das lors, si l'on cherche lelsinus d'un angle &gal 3 k.6°, il

. cosinus < N
sera égal au { } de 1l'angle &gal 2

sinus

[ k -~ 60, ent(k/60) ] degrés,
C'est cette propridtd qui est utilisée.
Pour l'établissement de la table, on fait appel aux fonctions COS et SIN

a chaque angle. Nous avons &galement essayé d'utiliser les formules de récur-

rence

f

cos (o + 6°) cosg cosb® = sing sinb®

sin (o + 6°%)

i

sina cos6® + cosa sin6° ,

mais la précision &tait .déplorable, (N'oublions pas qu'on travaille en simple

précision !).
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1/2

ANNEXE . Pourquoi choisir la norme du déplacement dans H ?

1, Tout d'abord, la norme choisie pour la répré@sentation circonférentielle des
déplacements devrait en principe d&pendre de leur régularité selon z, Malheu-
reusement, on n'en connalt rien lors de la décomposition. Aussi est-on obli-
gé de choisir wun probléme modile et de se bhorner i espérer que les cas pra-

tiques ne s'en &loigneront pas au point de ruiner les conclusions du modZle.

2, Cette hypothése d'uniformité ram@ne le probldme au cas du cercle 2. Sur
celui~ci, nous définirons 1'espace de Sobolev d'ordre 1, qui se note Hl(Q)
de la manidre suivante [7, chapitre 1]: on définit d'abord la norme :

}1/2 , (1)

lully = fﬂcuz ¢ &% upw dx
qui est définie sur Cl(ﬁ), ensemble des fonctions Cl(Q) dont le prolongement
sur la frontidre est défini. Malheureusement, Cl(ﬁ) n'est pas complet pour
cette norme, Aussi, on considi@re toutes les suites {un}s Cl(ﬁ) qui sont de
CAUCHY pour la norme (1), c'est-i-dire

| |u 0 2)

. im - u =
1nf{p,q) > ol Ty ql'l,ﬂ
Il est clair que cette relation entralne

1netdlg) > wl 9 = 2] |L2(Q) =0

inf%i%?q} > ool |Diup - Diuq| |L2(Q.) =0

En vertu du fait que LZ(Q) est complet, on a donc

u > v ’ D.u +~  v(i)
i™mn LZ(Q)

Mais les v(i) sont-elles les dérivées de v ? Au sens classique, ce n'est gé-
néralement pas vrai. Mais considérons 1'ensembledd(R) des fonctions C7(R),

3 support (ensemble oli la fet mst # o) compact contenu dans Q,
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Pour toute fonction ¢ esd(Q), on a

Du «¢pdx == f u , D.¢ dx
{Q imn g n 1

C'est la vérification de cette relation pour tout ¢ eeD () qui sert de défi-
nition de la dérivée au sens des distributions [1, 8. On dira donc que v(i)

est la dérivée de v au sens des distributions et on note encore

v(i) = Div
si pour toute fonction ¢ eD(R), on a

J v(i) ¢ dx = - f v D,¢ dx
Q o

Montrons que cette relation est bien vérifige pour toute fonction v ¢ Hl(Q).

On a en effet

]

D,u ¢ dx = ~ I uD.p dx ;‘;
JQ in g ni

dés lors,

]

f V(1) ¢ dx = (v(1),4) , = (v(i) = Dyu, ¢) , + O.u, ¢,
Q L

L L

]

(v({i) - Diun’ ¢)L2 - (Un, Di¢)L2

fl

(v(i) - Diuh’ ¢)L2 - (un - v, Dicp)L2 - (v, Di¢)L2 ,

et les deux premiers termes sont majorés par

[[lv(i) - D,u | ILz + [, - vl |L2 Ity '1,9 >0
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3. Cet espace Hl(Q) est complet., En effet, par définition de HI(Q) a

toute fonction v e Hl(Q), on peut associer une fonction u e Cl(ﬁ) telle que

=

||un - VnHl,Q < n

Alors, si la suite {vm} est de GAUCHY, on a

lu) -

|

1= Uy = v 1+ v, = v ]+ vy - o

q q

1
< ([vp - vql[ + % + 5 ,

et cette quantité tend vers o pour inf (p,q) - « . D&s lors, la suite {um}

est de Cauchy, et, par définition de Hl(Q), elle converge vers une fonction

v e Hl(Q). Donce Hl(Q) est complet,

. 2
4, On a vu que si v ¢ Hl(Q), on a automatiquement v ¢ L7 () et Div € Lz(ﬂ),
Div gtant, faut-il le rappeler ? la dérivée de L2 au sens des distributions,
La réciproque, c'est-d-dire

v e 1?@) | D.v e @) , i=1,2} =01

est é€galement vraie, Mais elle est difficile & démontrer.

5., On appelle (Hl(ﬂ))2 le produit cartésien de Hl(Q) par lui-mBme, soit
' 1
(Hl(Q))2 = {(u,v) : ue H(Q) et v ¢ Hl(ﬂ)} s
muni de la norme

2 2 2
w12 o= a2+ 1iel 12,

On peut montrer que l'énergie de déformationest une norme &quivalente 3 la
norme ci-dessus par
~1<uy<1 dans le cas de 1'état plan de temnsion

~-1<vu<1/2 dans le cas de 1'état plan de déformation
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La démonstration dépend de 1'inégalité de KORN [7,15]
L@y, +0,u) 0,u +Du)dx>c(n)11(uv)n2
A o TR b Ll eF A B b VIl g

(La démonstration de cette inégalité est d'ailleurs trds difficile. Signa-
lons au passage que l'on en a besoin pour démontrer l'existence et 1'unicité

du probléme &lastique).

6. Pour ce qui est des questions de régularité, le fait qu'il y ait deux
composantes de déplacement ne joue aucun rdle. Aussi, raisonnerons-nous

seulement sur une fonction u ¢ Hl(ﬂ).

Remarquons tout d'abord qu'une fonction u ¢ Hl(ﬂ) n'est définie que

presque partout, Aussi, il n'est pas du tout &vident qu'on puisse lui

attribuer une valeur sur la frontidre T = @, qui est un ensemble négli-
geable, Cependant, on peut utiliser la définition de Hl(Q) et noter qu'ad
toute fonction v € Hl(Q), on peut associer une suite {um} de fonctions de
01(5) telles que -

1
u -V < =
l( n I(I,Q n
Pour toute fonction u_s on peut alors définir la fonction Bun sur T qui
est formée de ses valeurs i la frontiére, Or non a, pour 6 donné,
R

R 2 R .
JO T Drun(r,e) dr = [r un(r,e)] 0 [OZrun(r,e) dr ,

soit

2 R R oo
R Bun(e) = 2 jor un(r,e) dr + JO r Drun(r,e) dr

Tenant compte de 1'inégalit@ générale
la+b]> <2 |a®+ [p]% 3,

on a donc

R 2 Ry \ 2
run(r,e) dr)” + 2 ( t Drun(r’e) dr)” .

R |aun(e)|2< 4 ( J
o

(o}
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L'inégalité de Schwarz - Cauchy généralisee sous la forme

R R R
J' rfg dr < ( f rfzdr)llz ( J rgzdr)l/2
o o~ g * o

entrafne alors

R

4 2, * R 2 R 3 2
R |aun(8)| < 4 | pdr. run‘(r,e) dr + 2 Or dr %,(Drun(?’e)) dr,

o

R

2 (R 4
R 2 R 2
< 4 = — -
< 4 5 I ru_ (r,0) dr + 2 A for(Drun(l,e)) dr ,

d'oli, a fortiori,

R
2 2 2 2 2
Iaun(e)] < ;7 Jor [un(r,e) + R (Drun(r,e)) 1 dr

Intégrant alors selom §, on obtient

lou |17,

2n
= J (du )2 de <-—2-2- f [u2 + RZ(D u )2] dx
n L% (T) o n R n rn

9]

et, 3 plus forte raison,

2

2 2
|lau_[] < S u ||
nZay g2 niy,e

ce qui fournit une borne supérieure de la norme de Bun dans Lz(r) en termes
de la norme de u dans Hl(R). D&s lors, si la suite{ un} converge vers l'é-

lément v de Hl(ﬂ), on a

[lu - u

<¥2 I
R jo q 1993

[low -au,|]
donc la suite {aun} est de Cauchy dans LZ(F) , et il existe un Z£lément limite
3v, que l'on appelle trace de v, qui prolonge 1l'application "valeurs i la
frontidre" u -~ 3u aux fonctions de Hl(Q). (C'est ce que 1l'on appelle un pro-
longement par densitsd), .

. 1 . 2
Donc, les traces des fonctions de H (R) sont des fonctions de L7 ().
Mais l'inverse n'est pas vral : pour qu'une fonction g ¢ LZ(P) soit trace

d'une fonction u € Hl(ﬂ), il faut plus que cela., Appelons provisoirement T
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1l'espace des traces des fonctions de Hl(ﬂ). Comment caractériser ces fonc-
tions ? Le plus simple est de revenir & leur définition : une fonction.

g € T si et seulement s'il existe une fonction u e Hl(Q) telle que 3du = g,

Si tel est le cas, il en existe une infinité, VIl suffit en effet de remar-
quer que toutes les fonctions desdD(R), ainsi que toutes leurs limites dans

Hl(Q), qui forment le sous-espace appel@ Hi(ﬂ), ont leur trace nulle, si

bien que si 3u = g, on a
v = g

pour tout v de la forme v = u + w, avec w € Hi(ﬂ).

-~

Donc, si g € T, et si du = g, pour tout v appartenant i 1l'ensemble
1 1
u+ H(@Q ={viv=u+w, we H (@)},
[¢) " [¢)
on a également

v =g

et inversement. Il en découle que la relation

1

u v si du = 9v

est une &quivalence car on vérifie aisément que

'\‘ £y

u u

1e
e

v > v -1u

~ n N
vet v—-w > u-yw,

[
i

Comme toujours, les classes de fonections &quivalentes forment une partition
de Hl(ﬂ), c'est-a~dire que les classes sont disjointes et que leur union est
Hl(Q). On peut donc considérer 1'emsemble de ces classes, que l'on appelle
quotient [16] de HY (%) par chéz), ce qui se note HY(Y) / Hi‘(ﬁ). Il est &vi-

dent qu'il y a correspondance biunivoque entre T et cet.ensemble,et, par con-

séquent, le probl3me revient & &tudier Hl(sD / Hi(ﬂ)_ Sur cet ensemble, défi-

nissons une addition par (cl & "classe")

cl (u) +ecl (v) ={w+z|wecl(w, ze cl(v) }
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Du fait que Hi(ﬂ) est vectoriel, on a encore
cl(u) + cl(w) =cl(u+v) ={w t:w=u+v+2z, 2c¢ Hi(ﬂ)} .
De m@me pour la multiplication par un scalaire : définissant
Acel(w) = {av | ve cl(u },
on vérifie aisément que

A cl(u) = cl(iu),

- - s 1l
Ces deux définitions donnent 3 H™(Q) Hi(ﬂ) une structure vectorielle
compatible avec sa défipition comme quotient, Si 1'on parvient i présent 3 .
trouver une norme convenable sur cet espace, on aura du coup trouvé unme mani-

ére de normer T qui lui correspond biunivoquement : il suffira en effet de poser

(71

lelly = || twert@ | au=g} [
‘ i (9)/1H(9)

On vérifie aisément que la grandeur

]Icl(u)][ ¢ inf ||v||
v g cl(u) 1,

convient, En effet, on a les deux propriétés fondamentales d'une norme :

bl = Jaowl] = me Uil o= e (il
v g cl(ju) ’ v & ¢l{u) >
= || inf [vlly o= [Al [let@]]
v g cl(u) ?

o llet + et f= et + V| l=gnt, 0oy [olly g =

=it lwtal], g<ant  T[wl] * ||z 1< [Jer@][[ + [[er )]
w e cl(u T v e c}%ug v .
z e Cl(V) . Z € CL\V

Donc, on peut poser

| .

[[oulp = || {ueul@ | ou =g}
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(Ce sera d'ailleurs la plus grande des normes de du pour lesquelles on a

| Jou] ], =

u. . v.-"
1oll,
condition nécessaire de continuité de l'opérateur 9. Ce choix est donc le

meilleur possible).

-~

Or la recherche de ce nombre revient 3 minimiser la fonctionnelle
2
(u2 + RZD,UD,U) dx = {u2 + Rz [ (D u)”™ + l—-(D u)z] } rdrde R
Q i i Q r r2 0

du &tant fixé i ¢

e

La solution de ce probléme existe et est unique. En effet, soit u_ une fonc~

tion particulidre de 1'&quation 3du = g, Le probléme revient 3 minimiser

Ty .

2

o + vI12,

sur 1'ensemble des v & Hi(ﬂ). La fonctionnelle 3 minimiser s'écrit encore,
comme Hl(Q) est un Hilbert,

2
||

H

2
+ +
l12 g+ 2 cgmy o+
et la condition d'extremum sera
(v, w) ==(u_, W)

. _ 1
pour tout w € Hi(Q). Cet .espace est complet, comme partieférmée de H (R),

Dés lors, le problime revient 3 chercher le représentant de Riesz v de

1
(~ uo) dans HO(Q) o]

Pour trouver la solution, dé&veloppons u et vy en séries de Fourier :

it

u ao(r) + §=1 [an(r) cos nd + bn(r) sin nd |

4

A + % (A cos n8 + B sin nd& )
o =1 n n

& ot

Il faut évidemment que

Ao = ao(R) s An = an(R) » B = bn(R)
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D'autre part,

2
2 ) 2, 0@ 2R 2 2 2 2 @ 2
= 7T nn———
l‘u|‘199 ‘ Jo { 2ao * %=1(1+n rZ ) (an + bn) +R [Z(Drao) + %=1(Dran)

i 2
+ §=1(Drbn) 1 } xdr

ou encore, en faisant usage de la variable ré&duite p = r/R ,
pn
o p

1 2
2 2 2 = h 2 2 2 @ 2
[ull] = TR J {2a_ + 2 (% =) (a + b)) + 2002)7 + £ [ (D a)
0 |

+ (prn)zl } pdp

Les conditions de minimum sont donc

-+ - + =
Guo Dp (prao) pa =o

(3)
1 n2

Gan > - SDp (pran) + (1 + ;EJ an = 0 )]
1 nz

Gbn -+~ - SDp (prbn) + (1 +-;§) bn = 0 ()

La premiére de celles—ci admet une solution du type
a_ = cte. r1
o

avec

2+

it

=

°

+

P
D=

Seul le premier terme doit &tre retenu, car le second est singulier,

Les &quations (4) et (5) sont des &quations de Bessel modifiées.
tion s'éerit

Leur solu-
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Ici encore, seul le premier terme doit &tre retenu, car les Kn sont singulidres,

On a donc

=Mop+5% .1 (p) (M 6 + P sinnd )
u=Mp 2, I () (M cosn , Sinn ’

1

et il est aisé de vérifier que

Mo = AG
Mn = An / In(l)
Po=B_{I(1) ,
d'ol
rLe W@ ,
u = Ao 3 F %:1 In(l) (An cos nb #+ Bn sin né8 ).

Pour calculer llullz, on notera que

||u||2 = [Q (uz + D,uD.u) dx = JQ (uz - Aw) u dx + féu‘%% e

Or on vient de vérifier les conditions pour que le terme de volume: soit nul,

Il reste done 3 calculer

27
J' u-a.ll_ ds =
o]

or .
Ao @ 1 1 2 2
T [2 AO S + §=l Eiz;; In(l). 2 D In(l). (An + Bn)]
DI 1)
7T 2 e 2 2 n
= = > . I
R [2 Ao * a=1 (An * Bn) In(l) ]

Or les fonctions de Bessel modifiées vBrifient [6]

DI {p) = g I )+ 1 0 (a)

In(p) >0 , (b)
_ pyn e 1 py 2k

e =@ Srmor & e)
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De (a) et (h) , on d&duit
>
DIn(l) n In(l)

Comme, en vertu de (c),

- (pyntl = 1 gy 2k
In+1(p) (2) £=o k! (n+k+1)! (2)
< (P ey 1 pyZk _p
<@ @ Tamr @ 7 L s

on déduit de (a)
1 -
< = .
DI (1)< (n+3) I (1)<2I @ ,

d'od

2w 220 2
T [24°+_ n@a” +3) ] < Hu||1’9<z}'-

® 2 2
R [2 A0+ 2 .n (A + Bn)] .

2y,

Ainsi, l'espace des trace$ s'identifie i H

Pour les charges, on devra travailler dans le dual, qui est H—l/z(F

).
-~ '3 2 ‘,1/"
On montrerait de méme que les traces d'une fonction de H7(R) sont dans *

HB/Z(P) (déplacements des plaques).

Epilogue = D'aprids Netas (nous particularisons i Hl(ﬂ) ses considérations
sur les tracesdes espaces plus généraux wil)(ﬂ) )y "[+«. ]les espaces
LZ(Q) [...] sont plus grands que les espaces des traces.[.,, ] La to-
pologie naturelle des traces de Hl(ﬂ) est celle de 1l'espace Hl(ﬂ) / Hi:(n)
D'autre part, cette considération est plutdt formelle et ne donne aucune

caractérisation de cetiespace" (Necas [7) p. 21, n°5.1)

Or, précisément, la caracté@risation que nous venons de présenter se
base sur la topologie de Hl(Q) / Hi(ﬂ) « Bien slir, cet exposé est limité
au cas du cercle, mais des extensions sont possibles, WNous pensons entre
autres aux ensembles &toil&s dont la frontidre admet une &quation de la
forme

r = R(0) »
)

avec R(0) vérifiant pour tout couple (61, 62
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c |62— ell < [R(8,) - R8BS C |e2 -8

1 | ?

qui se raménent au cercle unité par la trans-
formation

r = Rp , 6=20

dont 1la matrice jacobienne

D(x,0) _ % %
D(p,0) o 1

est bornée, inversible, de jacobien E&gal & R, ce qui permet de travailler sur

le cercle aprés avoir démontré& une &quivalence de normes,
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Chapitre 4

CONSTRUCTION DES DONNEES D'HARMONIQUES

l. Objet : On est en possession de donnfes en format rigide sur IUL et de
développements de Fourier sur IU2, Il faut & présent les combiner

pour obtenir les données propres a chaque harmoniquezde Fourier,

2, Présentation informatique

- Le programme principal s'apnelle DETAX

- Les sous—programmes ont un nom se terminant par le suffixe - AX

3. Structure du programme




DETAX

principal

STRUCTURE DE DETAX

dimensionnement

détermination

des analyses &
faire

4.2,

U1l 102
> utilitaires PNYVA
IPPNAX
analyse des dimensions I S SO Py
sur 1U2
restitution du pointeur d'IU2
DIMEAX
recherche de : + gd n° noeud
R S ®
nb &léments (
nb cas charge
NATETS S PP S SR
| TA = 1
- Y
- 3
GENDAX e
données générales > — i
vy
C¢PDAX ........--.-...----------(-_-_-—.ﬂ
noeuds > T i
]
CPPDAX axes locaux |~~~ TTTTTTT f """" b |
y
CPPDAX ss-structures| 7 ': ---- T 1
NELDAX &léments | 7777 N ,
Yy
C@PDAX cartes add. gén. “m_-_”_“--_-f“‘—"*' L




k3
CADDAX CAVDAX
cartes additionnelles - mise en memolre des f G-
cartes qui existent
particuliéres déja
TEMPAX P
temp&ratures G i
Y
PRESAX R
........ Moo m
pressions < 7
RDNAX 5
mise en ordre & copie >
sut IU3 des c, add.

TABLAX R “"'<‘""J'
gonstruction du tableau ORNTAX
des interfaces {(qui sera > mise en ordre du tableau
transformé dans TANTAX) des interfaces, Calcul
de NT
TANTAX
Ay ¥y transformation du tableau

des interfaces en tableau
NDl, ND2, NDC

———— - - - o o |

____________________ y
. Sauvetage du tableau l A
SAVRAX ND1, ND2, NDC,sur IU2 : - -
i
l v :
Relecture du tableau | B - Ty, W )
i
!
|

ND1, ND2, NDC sur IU2 [

o - o s o

FIXDAX fixations sur 1'axe

e ~———-——-—-~»—»|L

~ - 1]

>

y

FIMUAX fixation des multipl.f----vceam SR |
de fluide > - f
" ? ““““““ R T -9
DEPLAX fixations non nulles [--------- L Ao 4
> A 1
M
C@PDAX  ddl retenus B R
4
CYPDAX inerties concentrées |77 I ey ¢

Y




CHADAX [ B it ¢
__________ P R | R ————"
charges statiques > n -

Y

| 1a =14 + 1 |

non

A

IA > NANAL ?
oul

données
en Format -~
fixe

ND1,ND2,NDC) d'harm
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4, Gestion de la mémoire

Dans DETAX, on définit une zone S5 dimensionnée 3 LS positions Real = 4,
Dans la version standard du programme, LS = 20000,

Les variables pr&sidant a la gestion de la mémoire sont :

. NFgNC = nombre de fonctions de 9

+ NTHM = nb, max., de termes d'un développement

« NBEL = nombre d'@léments

. NJDEMA = le plus grand numéro de noeud

. NT = nb de djd.l.

+ NCADMA = nb max de cartes additionnelles particulidres

On pose NCADMA = (LS - 16) / 7

routine I1 12 13 14 I5 16 17 LS
= T i T - — -T" | T
|
|
max (2. :
NODEMA, l
NF@NC  NTM NTM NBEL _|2.NBEL)| 7=NCADMA |
< > — Y . } >
13%NT | " NT N
IP@NAX TPIINT :
N@MBAX ' TANAL | IHARM :
GENDAX ' TANAL
Y Y
NELDAX N@ELS
CADDAX IPPINT HARM N@ELS TDT | TRA
2:%NCADMA | 4sNCADMA | Ncapra
CAVDAX | N@ELS NGELIC ADD N@RDEL
TEMPAX HARM TDT IN@ELIC ADD NPRDEL
PRESAX HARM N@ELS| PRES INPELIC ADD - N@RDEL
. JRDNAX ILY| NEELIC ADD NYRDEL
NBEL
TABLAX It y Y
@PRNTAX ITARL |
TANTAX :
SAVRAX R l
FIXDAX ITABL R
FIMUAX ‘ ' ' JDEP
DEPLAX TPPINT HARM ITABL DEPL
CHADAX [TP@INT HARM TITABL CHAR
I
|
I
l
|
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5. Principes de fonctionnement des diverses routines

IP@NAX

DIMEAX

N@MBAX

GENDAX

C@PDAX

lit 1'unité IU2 d'un bout 3 1'autre, de manidre A déterminer le
nombre de fonctions et le nombre maximum d'harmoniques d'une
fonection. A cette occasion, on reconstruit le vecteur IPPINT

Si plusieurs fonctions ont le méme numéro, seule la dernidre
de celles-ci est prise en considération, Pour ce faire, dans

IPPINT, on change le signe des numdros identiques précédents,

lit 1'unité IUl pour déterminer les dimensions du probléme :

~ le plus grand numéro de noeud, dans la rubrique .N@E

-~ le nombre d'éléments dans la rubrique ,ELE

- le plus grand numéro de cas de charge, par exploration des

rubriques ,TEM, .PRE, ,CHA

En outre, pour toutes les charges et tous les déplacements imposés,
on inspecte les composantes spécifiées, de maniére i déterminer
s'il s'agit uniquement de composantes en cos(nd + m g) ou si, au
contraire, il y a des composantes en sin(n® + m %).
Dans ce dernier cas, en effet, il y aura lieu de doubler le nombre
d'analyses, c'est-d-dire faire chaque fois les 2 valeurs de NPHASE,

C'est le rBle de la variable ID@UBL,

détermine les analyses & faire. A cet effet, on lit sur IU2Z les
tableaux IHARM déterminant les modes actifs, Alors,
~ si IDPUBL = 1, un mode est actif s'il est dans une fonctiom
au moins,
~ si IDPUBL = 2, un mode est actif si lui-méme ou 1'autre

mode de méme NTHETA est actif,

On obtient ainsi un tableau THARM qui est le somme logique des
précédents :

THARM(I) <

]
—

si c'est vrai pour au moins une des fonctions

si non

]
(o]

recopie les données générales en y ajoutant les valeurs particus

ligdres de NTHETA et NPHASE

consisteen une copie servile des données sur IU3



NELDAX

CADDAX

CAVDAX

TEMPAX

PRESAX

‘4.50

a un double rBle : d'une part, recopier les &€l&ments sur IU3 et,

d'autre part, construire un tableau des numéros d'é€léments

g8re la copie et la génération é&ventuelle des cartes additionnelles

particulidres, ainsi que leur mise en ordre

met en mémoire les cartes additiomnelles particulidres de 1'utili-
sateur, A l'aide du tableau NPELS, on vBrifie que 1'&lément spé-
cifi&@ par l'utilisateur existe. On range alors dans le vecteur

NPRDEL le numéro d'ordre de 1l'&lément NYEL dans le vecteur N@ELS

construit les cartes additiomnelles de températures, Tout d'abord,
on part des températures aux noeuds, dont on recombine les diffé-
rentes formes en 6 dans le vecteur TDT,
On crée alors des cartes additionnelles de type

100 1 + 30 + 7 ,
i = n® du cas de charge, j = (o pour les températures

il pour les AT,

Pour ce faire, on balaie les &léments sur IUl, ce qui permet

~ de retrouver leurs noeuds et de construire les cartes add,

-~ de ranger dans le vecteur NYRDEL le numéro d'ordre de 1'&lé-

ment dont on vient de construire une carte additionnelle

-~

Remarque : Il n'yra aucun inconvénient 3 attribuer des T® 3 un

-~

noeud n'appartenant & aucun &lément,

construit les cartes additionnelles de pression. Elles ont le

type

160 i + 11 ,
i 8tant le numéro du cas de charge, Pour chaque carte de pression,
on range dans le vecteur N@RDEL le numéro d'ordre de 1'élément,
c'est-i~dire sa place dans le vecteur N@ELS,
La spécification par l'utilisateur d'une pression sur un &lément
n'existant pas entralne un message d'erreur et l'interruption du

programme,
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s'occupe du rangement des cartes additionnelles dans 1'ordre des
éléments, Cette routine procdde du méme principe que la routine
correspondante de GENDON, due 3 Madamé M.L, WEELEN, mais la ges~
tion‘dé.la mémﬁiréfést”différente3iﬁéfqui'ebmpliqﬁé'encarevun
peu 1eé'chosés.
a) le vecteur IL$ » de longueur NBEL, est mis & zéro
b) on 1lit alors le vecteur N@RDEL qui, rappelons-le, donne
pour chaque carte additionnelle le n° d'ordre de 1'é&lZment
concerné,
Pour I donné, on lit donc NYRDEL(I), et on donne i ce nombre
le nom N, Imaginons un instant que chaque &lément ait au
plus une carte additionnelle : dans ce cas le probldme serait
8lémentaire, car il suffirait d'écrire
ILg) = I
pour chaque carte additionnelle, puis de balayer IL@ pour
savoir quelle carte additionnelle attribuer & chaque &lément,
Malheureusement, il v a en général plus d'une carte addition-
nelle par &lément. Supposons donc que NL = IL@(N) soit dé&ja
non nul : on ne peut évidemment le dé&truire., Mais ce nombre

NI est le numéro d'une carte additionnelle précédant celle

que 1'on considdre actuellement et, d&s lors, on n'aura plus

jamais besoin du nombre
 N@RDEL(NL)
Aussi, au lieu de mettre I dans ILH(N), on met (-I) dans
N@RDEL(WL) . Mais il se pourrait encore que NPRDEL(NL) soit
déjid négatif, ce qui signifierait que deux cartes au moins
‘ont déja été définies pour 1'élément N
Alors, on recommence en posant

NL = - N@RDEL(NL)

Pour réécrire les cartes additionnelles dans l'ordre, on
balaie les &léments., Pour 1'élément I, on &crit la carte ad-
ditionnelle n® ILG(I). On pose alors NL = IL@(I), et on va
voir si N@RDEL(NL) est né8gatif., Si c'est le cas, on écrit la
carte additionnelle n° (- N@RDEL(NL)), puis on recommence avec
NL = - NJRDEL(NL), Si 1'on tombe sur un NPROEL(NL) positif,

on-passe i 1'€lément I + 1,



Routine @RDNAX

> ICAR 7

[ ¥ = N@RDEL(I) |

[ ML = ILGQ) [
]

NL # 0 ?
non

—<—  ILgM) =T | v

oui

Y
A

v
L;;_=~N¢RDEL(NL)If

N <0 ?

Y

A

< | NORDEL(NL) = - I

A

*

NL = 1L¢(I)

Y

(Ecriture carte n° Ni)I

NGRDEL(NL) > 0 ?
non
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Mise 3 zéro de

1LY

/\

Remplissage de
IL# et NJRDEL

_ /N

Ecriture des -
cartes addition-

nelles Pans 1'ordr



- NRDEL (ML) |

A

|
v
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TABLAX gdre la construction du tableau ND1, ND2, NDC et en effectue une

&tape préliminaire

a) on balaie les E&léments pour repérer leurs interfaces, On range
alors dans ITABL :
ldre ligne : ND1
28me lignme : ND2
38me ligne : nb de ddl de 1'interface
et ce, pour chaque interface de chaque &lément, La construction
de ce tableau dé&pend des types d'éléments, Pour les interfaces

de fluide, on change le signe du nb de ddl,

b) le produit de l'étape a) est un tableau oii chaque interface
est répétée pour chaque élé&ment adjacent, éventuellement avec
un nb de ddl différents. Il faut tasser ce tableau.: c'est

le rdle de la routine @RNTAX qui, en plus calcule NT

c) on peut alors construire le tableau ND1, ND2, NDC,

Ce travail est fait dans TANTAX

ORNTAX commence par mettre le tableau ND1 ND2  NDDL dans 1'ordre crois-
sant des (ND1, ND2) pour la relation d'ordre définie par
(a, b) < (cy, D)
si
asec
ou
a=cetbs d
C'est bien une relation d'ordre dans NXN car
((a, b) < (¢, d) et (c, d) < (e, £))> (a, D) < (e, £)
(a, b) < (a, b)
(a, b) < (c, d) et (c, d) < (a, b))> (a, b) = (c, d)
Lorsque 1'on rencontre deux fois la méme interface, on garde des

deux définitions celle qui donne NDDL le plus'proche de zéro (et

non le plus petit, car NDDL peut &tre < o),

L'autre définition est mise hors circuit en y posant ND1 = o .,

Ayant ordonné le tableau, on le tasse en supprimant les défi-
nitions d'interfaces telles que ND1 = O ou NDDL = O, Simultanément,
on calcule la contribution des interfaces 3 NT par

(NT)interf = %nterf NDDL
Dans TABLAX , on calculera

NT = (NI), . + 6= NODEMA

erf
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TANTAX construit le tableau ND1, ND2, NDC dans la méme zone que le

~

tableau ND1, ND2, NDDL, Ceci est possible, #& condition de par-

tir de l'arriire
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Situation situation situation
de départ g 1'étape i i 1l'arrivée

En effet, 3 1'étape i de la dé&finition des ddl d'interface, on a

une zone de sécurité s donnée par

NT
s = NT - (i-1) £ |xoe
i
Le tout est de montrer que s = o, Mais c'est &vident, car pour

toute interface, on a

noc| = 1,
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donc
i-1
3 [mc| > (i-1)

et
s > NT - %’1 |soc| - %NT | e |
1

2 NT - (NT),

= rs
interf ° v (cqfd)

Le fait que |NDC| doive &tre plus grand que 1 pour chaque interface

montre la n8cessité de supprimer dans (RNTAX les interfaces vides,

Le tableau &tant construit pour les interfaces, on y ajoute
les noeuds en partant du début, en suivant la numérotation tradi-

tionnelle pour NDN = 6

SAVRAX™ '~ a un role double :
~ lors de 1'élaboration des domnées pour le premier couple
(NTHETA, NPHASE) le tableau ND1, ND2, NDC est construit
comme on vient de 1'expliquer ci-dessus, et on le sauve
sur IU2, derriére la définition des fonctions,
- lors de l'élaboration des données des autres harmoniques,

on relit le tableau ND1l, ¥D2Z, NDC sur IUZ,

FIXDAX construit les fixations sur l'axe, selon la valeur du couple
(NTHETA, NPHASE)., On repdre ais@ment les noeuds situés sur l'axe.
Quant aux interfaces, on considdre qu'elles sont entidrement sur
1'axes quand les deux noeuds qui les définissent sont sur 1l'axe,
Pour repérer les ddl situ&s sur 1'axe, on construit le vecteur
R(NT) tel que

R(i) rayon du noeud si le ddl n® i ¢ 3 un noeud

Y rayons des noeuds qui dé&finissent 1'interface

it

portant le ddl considdrd, pou i > 6=N@DEMA

Alors, le ddl n° i est candidat i la fixation si R(i) = o

FIMUAX fixe les multiplicateurs du fluide pour
(NTHETA, NPHASE) # o _
on repdre les multiplicateurs par le fait qu'ils sont portés par

le 58 noeud d'un élément 42 ou 43,
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DEPLAX s'occupe des fixations non nulles par recombinaison des harmoniques

dans le vecteur DEPL

CHADAX s'occupe des charges par recombinaison des harmoniques dans le

vecteur CHAR
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Remarque concernant les limitations dues # la place en mémoire

La zone S doit avoir une longueur LS supérieure ou &gale &

a)

b)

‘NF@NC + 2NTM + NBEL + max (2 ,N@DEMA, 2,NBEL)

+ 7 JNCAD

ot

NF@NC = nb de fonctions de 6
NTM = nb max de termes du développements
NBEL = nb d'éléments

NJDEMA= plus grand numéro de noeud

NCAD = nb de cartes additionnelles

Dans le plus mauvais des cas,

NCAD = NCADO + IPAN,3 ,NBEL ,
ol
NCADO = nb de cartes additionnelles définies par l'utilisateur
IPAN = nb de cas de charge
NF@NC + 2NTM + max (4.NT, 3,IJK)
ou
NT = nb de ddl d'interfaces + 6, ,N@DEMA
LK = 3 (valence),

_ interf,
la valencede l'interface &tant le nombre d'&léments adjacents,

Dans le calcul de IJK, méme les interfaces vides doivent &tre comptées,

Dans la version actuelle, on a posé LS = 20000



