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1. INT.RODUCTION

L'objet de ce papier est d'étudier les fondements des équations c1a351ques des
turbomachines qui, bien qu 'utilisées constamment avec un succés indiscutable, sont rarement
établies avec suffisamment de rigneur et de généralité, au pomt que l'on pourrait parfois
s'interroger sur le blen—fonde de leur application.

‘ Un pomt en partlcuher est trop. rarement précisé : il s'agit de la signification des
grandeurs d'entrée et de sortie. Certes, chacun sait qu'il faut les prendre pour des moyennes,

" mais si d'aucuns comme SEDOV [18-19] précisent les moyennes correctes, ils n'apportent pas.

la preuve que ce sont bien ces moyennes qui doivent entrer dans les bllans

Le point de dépaxt de cette étude est une forme généra]e des bilans sur un systéme

" ouvert ayant un mouvement de corps rigide. 1l s'en déduit immédiatement une notion de

moyenne d'entrée ou de sort1e valable pour tous les bilans de ce genre.

La conservation de la masse est traltee en premier lieu. On retrouve naturellement la:
notion de conservation du deblt massique.

Pour ce qui est de la conservation de la quantité de mouvement, nous préférons la

 traiter sous la forme d'équation de la puissance fournie. Tl 'agit en effet d'une grandeur scalaire,

ce qui permet d'utiliser indifféremment n'importe quel systéme d'axes. En.choisissant alors des
axes fixes, on évite l'introduction des forces fictives d'inertie qui alourdissent l'exposé classique.

~ Moyennant des hypothéses bien précisées et vérifiées le plus souvent, on retrouve la fameuse

équation d‘Euler

En ce qui concerne la conservation de l'énergie, on obtient sans peine son expression
thermodynamique, faisant intervenir la chaleur absorbée et l'enthalpie spécifique. Le passage a
la forme hydraulique de la conservation de I'énergie, c'est-a-dire I'équation de Bernoulli,

‘nécessite I'élimination de la chaleur et de l'entropie. On s'apergoit que cela est toujours possible

dans les cas de barotropie.

2. FORME GENERALE D'UN BILAN SUR UN VOLUME MOBILE

Soit (fig. 1) une enceinte V, limitée par une surface latérale S', une surface d'entrée du
fluide S; et une surface de sortie S,. On notera S;; I'union de S; et S,. Nous supposerons que le
volume V se meut avec une vitesse de corps rigide

u=atoxx, . ’ | ‘ ' (1)
le premier terme représentant sa translation et le second, sa rotation (o est le vecteur rotation
et x-est le vecteur position). Les vecteurs a et @ sont supposés constants dans le temps. Quand
on parle de vitesse du fluide, il faut donc distinguer la vitesse absolue ¢, définie dans un repére

fixe, et la vitesse relative

w=c-u ’ ’ ' 2)



Considérons alors une intégrale de la forme
B=] ppav

et calculons sa dérivée temporelle en suivant 'enceinte, qué nous noterons dB / dt : on a—

- dB .
s }}2}, {L(MM (pb)dV — _“m (pb) dv,} / At
: ._La variation de B coinpren‘d :

a) La variation due au fait que pb varie au cours du temps :

] o (pbyiot v

b) La variation due au fait que le volume V change de place ‘en At, on a gagné, pour
un element de surface dS, 1a quantlte '

pb AV = pbu -ndS At

ol n représente le vecteur unitaire normal a la surface, pomtant vers. l‘exteneur (voir figure 2).
Au total, il vient. donc

JB/dr‘:fa(pb)/azdmf pb_u‘-.nds- L | : S E))

Par ailleurs, il est clasmque en mécanique des fluides de calculer la dérivée tempore]le
en suivant les partlcules Nous utiliserons la notation D / Dt pour ce type de dérivées.
Rappelons que : :

DB/ Dt =(D/ D) J:, pbdV = J: pDb | Dt dV = J: ﬁ"(pb)/a”t dV+L pbe-ndS (4)
Soustrayons la relation (3) de la relation (4) : on obtient
DB/ Dt =£z'B/dz+Lpb w-ndS

et, comme sur les parois S', la vitesse relative normale est nulle (que le fluide soit visqueux ou
_ non), on.a :

DB/Df:gB/dt-Llb(—pw-n)dsﬁufszb(pw-n)ds (5)

3. MOYENNES D'ENTREE ET DE SORTIE

» A ce stade, il est utile de définir des valeurs moyennes d'entrée et de sortie. On
remarquera tout d'abord que les débits massiques entrant et sortant valent respectivement



Gﬁ“—LI (~pw:n)dS R (2

et |
- Gz=Lz‘pw-nds S | | (6.2)

‘On peut alors définir les valeurs moyennes b, et b de la grandeur'd i I'entrée et 4 la sortie par

J, 3w -myas =Gy,
soit

bl=[L1b(-pw-n)dS]/Gl ; - | (7.1)
et, de méme, ‘

bzz[le(pw-n)dS]/Gz - | (7.2)
. Le bilan (5) prend alors forme

DB/ Dt =dB/dt~Gyb, +G,b, » ‘ | 8)

Le premier terme du second membre représent /'accumulation de b dans I'enceinte V; Gib; est
le flux entrant de b et Ggb, le flux sortant.

4. CONSERVATION DE LA,MAS‘SE |
Ecrivons que la masse d'une collectivité de particules se conserve :
(D/Dt) L fo, d»Vk=0
Posant |
M=l paaw . o ©)
ona dpnc, en vertu de (8), |
dM /dt =G, -G, B (10)
En particulier, pour un écoulement permanent, il n'y g pas d'accumulation et
G,=G,, | o | | (1)

ce qui permet de définir un d¢bit massique unique



'5. EQUATION DE LA PUISSANCE -

Considérons l'intégfale
- R= J;, peu, dV
: et’ appliquons-lui le bilan (8) :
DR/Di=3R/dt—Gl(c-u)l+G;(c-u)2 | | : - ‘ (12)
. ' .Eﬂ'ectuons:encore un. caléul dirédt du premicrmeﬁxbre de cette relation. Visiblement,
DRIDt=] pu, (De, 1 Dt) v + I, pe,(Du1 Dt av - BNGE
et la seconde intégrale vérifie, en vertu de (1),
J:., fo o (Du, /Dt) av = J;, peeyw e dl = 0, | ‘ (14)

par lespropriétés classiques du produit vectoriel. Le tenne:restant se calcule en tenant compte-
de I'équation du mouvement ' :

B pDc, | Dt = pg, v+0'j,.j ‘
ou dij est le’ tenseur des tensions totﬁlés. On a donc
fV pu, (De, / Dt) av = fV pg,u‘,_;zV + I, oyt dV (15)
et la derniére intégrﬁle du second membre, que nqus noterons I, se transforme comme suit :

1

>y +uy,) av.

I= L n}O—jizli dS.—.'[" G

Or, Ies vitesses de déformation d'un mouvement de corps ﬁgide sont nulles :
(1/2) (u, +u,,)=0.

" - Des loré,v en déﬁnissant les tractibhs de surface

t,=n,0o -

J i

on obtient



I=L tzﬁ:d5='L;. z‘,u,_dS+L.l.2 ,z",u,de.v

L'intégrale sur S' représente la puissance des actions de Tenceinte sur le fluide. Utilisant la
convention de signe du moteur a fluide, nous écrirons donc

P:'—L'-tiuids | o ' (16)

C'est la puissance fourme par le fluide a l'enceinte. Rassemblant alors les résultats (12) a (16),
‘'on obtient. ' » .

P=G(c-u), - G,(c-u), +J;, vpgl,.u-, a’V+J‘S12 tu, dS ~dR/ dt (17

Clest l'éxpression la plus généralé de la formule d'Euler

6. LA FORMULE D'EULER CLASSIQUE
| Supposons l'écéulement permanent. Dans ce 'cas,
G (c-w,~Gyle-w, =Gl wy—(-w,] - s
etv ' | |
‘dR/dt=0 * | | a9

Sile mouvement d'entramement se limite a une rotation, ce qui est le cas dans les
turbomachines, ona

U =euw,c,

et

J

¥V

pgu; dv =.J; Pgieijkwjxde =€y J;, X, 08 AV ' (20)

- La demiére mtegrale est le moment statique des forces masszques appliquées au fluide dans la
machine et s'annule pour des raisons de symétrie, du moins lorsque I'admission est totale.

- Il reste a examiner la pmssance des tractions de surface 3 l'entree et a la sortie. On a
L, =n,0, =-mp+nrT,,
ot T; sont les tensions visqueuses, ce qui entraine

st tu,d, =~_[ pru dS+L nr,,u,dS



Le demier terme est généralement négligeable et subit -d'ailleurs une certaine compensation sur
[la largeur du canal (fig. 3). Quant au terme contenant la pressmn il s'annule chaque fois que les
sections d'entrée et de sortie sont tangentes .en chacun de leurs points au mouvement
d'entrainement, ce qui est generalement le cas. :

SuppOSant les hyp:otheses ci-dessus venﬁé’es, on obtient la formule d'Euler classique.

P=Gl(c-w),~(c-w,] | e

- 7. CONSERVATION DE L'ENERGIE
L'équation globale de conservation de I'énergie s'écrit
(D/Dt) f, plue* 12)ay = L t,c,dS + f, pg,‘c,dV. + 0 (23)

ou u est I'énergie interne speclﬁque et O, la chaleur entrant par unité de temps dans le volume .
de fluide considéré. :

Le premwr membre de la relation (23) se transforme en

[ (D/Dt)(u+c av | %)
et l'int,egra-le contenant lcs tractions de surface.s'é'c:rit enc}ore

fs' t, (z;i +w,)dS = L, t10.dS + L . t,u,;is N L _ twds,

car sile fluide est visqueux, w; est nul sur les parois, et s'il est non visqueux, la vitesse relative
normale a la paroi est nulle et les tractions de surface sont normales a ce]le-cx Le second
membre peut étre transformé en

P+ N tiu,.dS+J;u twdS =-P+] uas-] (p/ o) pnwas+] nye S (25)

Nous supposerons que les forces massiques dérivent d'un potentiel indépendant du
temps : ‘

g, =—Q, avec 8Q/ Ot =10 | o - | (26)
ce qui permet d'écﬁre |

[ pgeav=-] peoar=-{ paiy av < o)

Rassemblaﬁt ces résqltats, on obtient

J:, p (D/Dt) (.u +Q+c*/ 2) av = —P+J:m tu,dS — J‘m (p/ p) pnwdS +_[m 'njrﬂw,dS +.Q
_ _ (28)



Posant alors
EB=] plur+c/)ar,
on peut €crire, en vertu de la relation géﬁérale (3)

dE/dt-—P-ﬁ—Glhl -G+l zudS+I g wdS+0, 29)

ou l'on a‘introduit /'enthalpie spécifique totale
h'=u+Q+‘cz/2'+p/p. , ' , : (30)

Clest le bilan complet. On peut en éliminer a pulssance en soustrayant (17) de (29). En
définissant ['énergie totale relative

E'=E-R =»J;,‘ p(u+Q+c*/2—c- u}),dV
et/ ’enthalpie’spéciﬁqz;te totale relative
Iy ='u—‘1~.$2+c2 /2+pl p—c-u
01; obtient
d E'/dt=Gh -Gl ffy p gudV +Jm nwdS+0, @31
" On notera d'ailleurs que la relation fondamentale |
‘c=u+w
~ entraine succeséivefnent
G 2=1 24w 24 u W
cou=t+tu-w
et
c‘zv/2v~-c~u-=w2 /2-u*/2
- soit
h*=z¢+p/p+£2+w2/2—z¢2/2_ ' ' : . (32)
et, de méme, o

E =] p(u+Qiw?/2-1212)dv | ~ (32bis)



" Pour un écoulement permanent avec
J;. P giuidV-=9 ‘
et des tractions de surface visqueuses négligeablesvé Ifentrée et a la.Soﬁie,.on a sixﬁplement
G(m-K)+o=0. o = ' G3)

En particulier, I'enthalpie spemﬁque totale relative se conserve lorsque Q 0,c est-a-dlre pour
un. ecoulement adiabatique, réversible ou non.

8. ECOULEMENTS BAROTROPES

'Essayons d'éliminer la quantlte de chaleur Q de l'equatlon (33) On sait que la vanatlon
d'entropie suit la loi :

) p.T(Ds/Dt)dV=Q+P . (34)

ou Pf représente les pertes de puissance par frottement dans le fluide. L'mtroductlon de (34)
dans (28) donne

s [,Du/pz—TD;/Dz+DQ/D:+D;(¢2 12) /D] av =-P+],tuds
- 01 pynuds+]  nzwds-», o (35)
L'énergie interne spécifique vérifiant

Du/Dt—TDs/Dt=~pD(1/p)/Dt,
il .est naturel de se demander dans quelles ccnditiéns le second ’membre est une différentielle
totale. Ceci méne a la notion de barotropie : l'écoulement est dit barotrope sl existe une
fonction k telle que

dk=-pd(1/ p). | | (36)
Dans ce cas,

[ p[DuiDt~T Ds/ Dt+DQ/ De+D(* 12)/ Dilav = DE'ID,

avec

E'=J; p(k+Q+c*12)adV | | - (37)
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et 'équation (35) se raméne, par (8) &
E E'ldt =—P— P, +Ge,—Gye, + L’n tudS +J; L, Twas, ' (38)
ou apparait la fonction de Bernoulli ou énergie mécanique .spéciﬁqué . '
e=k+p/ p+Q+c? /2.

En définissant la fonction

I=k+plp | S (39)
qui vérifie visiblement
dlldp=1/p, S | | o (40) -

on peut encore écrire
e=1+Q+c*/2. S - (41)

' A nouveau, I'équation (38) représente le bilan complet, et on peut en éliminer la puissance en
soustrayant (17) de (38), ce qui donne '

d E'ldt—d R/dt =Ge, =G,e, —.J:, o gudV +,L12 n;t wds— P, o (42)
, expreséion ou -s'iﬁt-ro’duit naturellement la fonction de Bernoulli relative
e=e—c-u=1+Q+w* /2-u*/2. : ’ (43)

Pour un écoulement permanent tel que

J; pgudV =0 |
et
'fm n, wdS =0, /
on obtient
G (e; ——e:.)= P,,
- ou eucdre,

e, -, =¢,, o | (44)
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~ en définissant la perte spécifique

e, =P, /G. - @y

Clest la forme hydraulique de la conservation de I'énergie. Les hydrauliciens utilisent encore
assez souvent la notion de charge H, qui a la dimension d'une longueur et est liée a e par la
relation e = gH. La grandeur J = e;/ G est .alors appelée perte de charge.

ona

* Citons quelques exemples d'écoulements b'a‘rotr,opes :

a) Dans un.fluide incdmpréésiblé, on a p"—*? cte,donl/=p/petk=I-p/ p=0.
b) Pour toute évolution polytropique du type :

p/p"=cte,n#1,

' ' ; \ ' n . » -1l
l=_f; dq! p(q)=py' /pofpo q~"dq

n

_np"[p
(n-1) p,

(n-U)/n _ . (n-1)/n
Py ]

Pour n — 1_,' on an= 1 +m, avec m < < et, de la relation asymptotique pour m—> 0

a"™” = exp [(m2/ ) 1In ’a] =1+ (ﬁz / n) ]n_','a,-l— (')-;-‘(n'z2 ),

on déduit

soit -

I=(mim)(pt 1 p) [1+(min)In p—1—(m/n)ln p,+0(m*)] |

I = (po/ po) In. (p / po),

expression valable pour une isotherme de gaz parfait.
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