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1. DESCRIPTION TAGRANGIENNE

Un milieu continu est composé d'un ensemble de particules
susceptibles de se mouvoir. Pour décrire leur mouvement, une premisére
approche congiste & identifier chacune d‘'elles, et & observer son

mouvement au cours du temps. C'est la deseription.lagranfienne. Une

maniére simple de reconnaltre les particules consiste & donner
leur position dans une econfiguration de référence, par exemple,
la configuration du econtinuum en t = 0. Soient a; les coordonnédes

de référence ou coordonndes lagrangienneg d'une particule. Durant

le moubement, cette particule prend diverses positions, selon une

loi

Xi = Xi(ajf t) (1)

La loi % Fa—Xi(aj,‘t) est la trajectoire de la particule, para-

métrisée par le temps. La yitesse de la particule est définie par

. X, (a., t)
v.(a., t) = S P
i jo bt 9
ce qﬁb 1'on note encore
Dxi
R 2)
en réservant la notation %E aux dérivées par rapport au temps

a a, constants, c'est-a-dire en suivant la particule.

2. DESCTIPTION EULERIENNE

En mécanique des fluides, on s'int¥resse bien souvent &

la description du champ des vitesses dans un volume de 1'espace

déterminé., On considére par exemple (fig. 1) une portion de tuyau-
/

terie dans laquelle on dési-
re connaltre les vitesses au
temps t. Bien entendu, a
chaque instant, du fluide
entre par une des extrémi-
tés de la tuyauterie et il
en sort par l'azutre extré-
v mité., En d'autres termes,

PIG. 1 les partiecules considérées



changent 3 ;chaque instant, et on s'occupe de la vitesse de la par-
ticule qui, au temps t, occupe labposition X;e C'est la degcrip-

tion eulérienne. Le champ des vitesses au temps t est ieci la loi

vy o= Vi(xj, t) . (3)
Les trajectoires s'obtiennent iei en intégrant la loi

dx; = Vi(xj, t) dt . (4)
En remontant ainsi jusqu'en t = O, on obtient les coordonnédes la=-
grangiennes

3. PASSAGE D'UNE DESCRIPTION A L'AUTRE

La correspondance entre les deux descriptions est donnée

par le changement de\variables
x, = X.(a,, %)
{ i iM% , (6)
t =1 :

dont la matrice jacobienne s'derit

—-—_——_D(ai9 t) = '08.1 baz DaB at
ba1 Daz aa3 Dt
ba1 baz baB 0t

0 0 0 1

: (7)

i

e -

ol apparait la matrice jacobienne (spatiale)

Bmﬁ
%jz Da. ° (8)
d
Notant
4= am(@ , (9)

on a encore
D(Xi, t)

dtm m = 3 o (10)



Le fait que les trajectoires sont bien déterminédes impligue que la
transformation d'un systéme & 1l'autre est inversible, ce qui s'ex-
prime par la non-nullité du déterminant (10). Comme en t = 0, on a

5‘ = 1, on devra avoir, tout au long du mouvement,

d>0 . (11)

La transformation inverse s'éerit

{ai = Ai(xj, t) (12)
t =t
et a pour matrice jacobienne
DAL %) 04, OA, OA, 4, o4,
i?® B bx1 E)x2 ’axa ot 0t
D(xi, )y ©
2, Db Vb, Dy 7 o
Bx1 bxz BXB ot = ot
DAB oA 'OAB bAB‘ ?_%_3_
311 bxe bx3 0t ot
0 0 0 1] 000} 1

La transformation des dérivées par rapport au temps est

particuliérement importante. Nous utiliserons les notations

of _ 83_) of _ (Qﬁ _of
- — 1 - — 9 : =
Dt (+31 a; = cte ot ot X, = cte o1 axi
I1 vient alors
DX
Df  Of  Of 7§ of
Dt = ot *ox, D& - ot *ViT, (15)

Cette formule, qui exprime la dérivée temporelle lagrangienne en
termes des variables eulériennes est dite formule de la dérivée

particulairé, pour rappeler que l'on suit la particule.

4. LIGNES DE COURANT

Contrairement aux trajectoires qui représentent le chemin
suivi par une particule, les lignes de courant sont constitudes de
particules diffdérentes. Chaque élément d'are (dx1, dxz, de) d'une

ligne de courant au temps t est orienté suivant la vitesse de la

particule oecupant l'origine de 1'élément & 1'époqie considérée.

L'équation différentielle d'une ligne de courant au temps t est

(13)

3.



4.

done
dx dx dx
T T Tt YD (16)
1 j’ 2 js 3 j9

oli t est maintenu constant pendant 1l'intégration. Dams le cas gé-
néral dfun écoulement instationnaire, les lignes de courant varient
au cours du temps. Elles sont invariables lorsque 1l'écoulement est
stationnaire, c'est-a-dire E)v /0t =0 . Dans ce cas particulier,
il est aisé de constater, en comparant les équations (4) et (16), que

les lignes de courant coincident avec les trajectoires.

5., LIGNES D'EMTISSTION

Une ligne d'émission & un instant € est le lieu formé par les

particules qui sont passées ou qui passeront & un instant t # £
par un point donné ﬁi de 1l'espace. Pour trouver la position en £
de la particule qui passe en t par le point ii’ on remonte d'abord
suivant sa trajectoire jusqu'd l'origine des temps, ce qui donne
ses coordonnées lagrangiennes

a; = Ai(ﬁk, t)
Repartant alors le long de la trajectoire jusqu'en ¥, on obtient

la position cherchée:

La ligne d'émission du point % _ au temps £ est formée du lieu des

points de la forme (17) 1orsqu§ t varie.

Dans le cas d'un écoulement stationnaire, les trajectoires
sont invariables et la relation (17) définit toujours des points
d'une méme trajectoire, En conséquence, lorsque 1l'écoulement est

stationnaire, trajectoires, lignes de courant et lignes d'émission

coincident,

6. EXPRESSION RULERIENNE DE I'ACCELERATION
L'accélération d'une particule est le taux de variation

temporelle. de sa vitesse. C'est donc la dérivée du vecteur v, en

suivant la partlcule, goit

Dy
Ui = % . (18)

Bn description lagrangienne, c'est donc la simple dérivée par
rapport au temps. En description eulérienne, il faut utiliser 1a

formule (15), soit



¥s = 5T % Vi Vi 4 (19)

7. ANATYSE LOCALE DU CHAMP DE VITESSES

Au voisinage d'un point P, on a

,v.j(P + dP) = vj(‘P.) + Vg i(-13) dx, + o(11aP!1) (20)
9
avec
QUL 0 pour | 114PI1—> O

'Décomposant le tenseur Vj ; en parties symétrique et antisymétique,
‘ 9

on obtient

[

@+ @) = (B) ¢ 0 (8) xRy o(11aRI)

N,

ou

. . v, . +%. . 21
Oy = 3lvy 4 47y ,) (21)

est appelé tengeur des vitesses de déformation, tandis que la

partie antisymétrique

Wiy = 2lry 5 = y,5)

peut &tre exprimée sous la forme
wij = Eijk W, . (22)

en introduisant le pgseudo=~vecteur-=tourbillon

‘ 1
“emt B ®iy 7 ST e

m
~
<
!
=
~
[V

-1 g (23)

s o Voo
1§.73,1

qui n'est donc autre que la moitié du rotationnel de la vitesse.

Amenant 1'origine au point P, on a don¢5‘~ pour fixil pe-
tit,

: = 9 - X 4

vj(x) vj(o) + ij(O)Vx:i + ‘Ejkia)k(o> x; + o(lixt1) (24)
En définissant la forme - - .
on a encore

ij(x) = v‘j(O) + Ejki @, (0) x; + \p,j + o(rixtt) (26)

Cette décomposition est due & HEIMHOLTZ /1/. Dans le second mem=-
bre de (25), les deux premiers termes représentent respectivement

une translation d'ensemble et une rotation d'ensemble du voisi-

5,



ge dé P, c'egt-i=-dire un mouvement de solide parfait. Le dernier
terme représente la déformation de ce voisinage; En décomposant
le tenseur Gij en partie isotrope et déviateur, on a
1 A ‘

95 =3 91 éij + 85, . (27)
Pour interpréter le terme isotrope, commengons par observer que
le tenseur Gij admet ftrois directions principales 841 s 32' N 33,
auxquelles sont assocides les trois valeurs principales ,91’,.92 s 93,
I1 est clair que

Qil = 91 + 92 + 93 .

Un élément de volume dx dx

K ot dx

31 au temps t est transformé, aprés

dt, en

dx1,(1 + 91dt),dx2,(1 + szt)dx30(1 + QBdt)

2
= dx,,dx,,0%5, (1 + (8, + 0, + 0,) dt + 0(dt7))

2

ce qul signifie que 911 est le taux d'accroissement du volume. En

particulier, pour un milieu continu incompressible, on a © = 0,

11
La partie isotrope du tenseur eij représente donc une déformation
du voisinage par gonflement isotrope, chaque direction voyant ses

longueurs augmentées de 911/3 par unité de temps. Le déviateur re-

présente, quant & lui, la distorsion du volsinage considéré.

8, THEOREME DE STOKES-AMPERE -y

La décomposition de Helmholtz permet une préSent;%ion~simple
du théoréme de Stokés—Ampéreg/B/evConsidérons.(fig; 2) une surfa-
ce bordée par une courbe orienﬁéé ¥ . La normale 3 la surface est
prise positivement dans le sens indiqué par la régle du tire-bou-

chon de Maxwell si le systéme d'axes est dextrorsum; dans le sens

o,
sExdr




inverse si le triddre de référence est sinistrorsum. Décomposons la
surface en petits éléments de taille inférieure 3 £€>0. S5i Pmest
un point choisi arbitrairement & 1'intérieur de 1'élément numéro m,

on a, en un point Q de la frontidre de 1'élément, par (25),

ij(Q). S vie) v g (P A o (e). ,

Skl k
avec

~T
Calculant la circulation de v le long de la frontidre de 1'élément k,
on obtient |

34Q) =, (Po) d Ar,
'VLJ({@) dry = VJ*SPm)~‘/€ g+ wk(Pm)/.g €pq 571675 +/{ ¥, 5573

m- m - m m

+ o(€) dr,
L 3

m
. X 2
=0+ W) f r'x.dr+ 0+ o(E")
m

Notant que

rxdr =2mn ds ,
~ ~

~

on obtient

o s 2y
4 vj(g) d:t'j = 2 ,@(Em) R o(€%).

m

Paisant la somme sur tous les éléments, les circulations des éléments

voisins se compensent, excepté sur la frontiere. On a donc, pour tout
£ :

9

M . 2
jv‘,-ds = Z_.(293(P Yo n Sm'+ o( %))

On notera que le nombre M d'éléments est 0O 8"?2

£E—> 0, M 0(52) —= 0 et il reste

) « En conséquence, pour

/v.%s:lim Zzw(r),ns _fzg,gas (28)
z~ €0 m=1 S

ou encore,

fv., ds = f rot v . n dS (29)
‘gw "~ S ~
C'est le théoréme de Stokes-Ampére. On notera que la décomposition

de Helmholtz n'est pas limitée au vecteur vitesse et que, par con-



séquent, le théordtme de Stokes-Ampére s'applique & d'autres vecteurs.

o e i o s s s g s
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1. DERIVEES DES INTEGRALES DE VOLUME

A 1'instant t, les particules se touvant en t = 0 dans un

volume VO, occupent un volume V. Soit f une grandeur intensive. On

a

fv £(x, t) 4V = [ £(X(g, 1), t)fav . (30)

v
o

Cette formule est trés utile, car elle permet de se ramener a un

ensemble fixe. Soit par exemple & calculer

D
I = ﬁfvf(z,t) a ,

c'est-a~dire la dérivée par rapport au temps de l'intégrale de f,
en suivant les particules. On a
D4
- Q_./' - DEf =9
T-5p) 3, - fv (g d+f5p ar, . (3D
0 ) '
On calcule])gqﬁm comme suit: supposons dfabord qu'un seul terme

Tq varie,70§>a vigsiblement

3

d3r= cofacteurkl(J). ad (pas de somme sur k et 1).

k1
Lorsque tous les termes de J varient, il suffit de faire la somme

sur k et 1l

-1
aj = cofacteurkl(J) adq = C-il I g s

en se souvenant des formules d%inversion de Cramer. On a donc

E_J"1Eﬁ*gﬁp_?ﬁ=g ?_a’l-.a_‘:]i{._gv (32)
Dt 1k Dt bxk Dt bal axk bal N kyk

Tl découle de ce résultat que
Df
I=fv 51 (Dt+ka,k) av
o

goit

2 Df
o fv 2(x, ) dv = fv ( st T i) W (33)



9.

Notant que

Df of of
ot * T Vi =3t Yk fsk + f Viex = 3%t (£ Vk),k s
on obtient le résultat équivalent
L [emwva- [ (2 4@y paw (34)
Dt o, TR ; ot K,k

BEnfin, une troisiéme forme équivalente s'obtient en transformant

le dernier terme en une intégrale de surface:

D \ 2f
o 'fv £(x, t) 4v = 51 av +’/s £ v,n, ds (35)

v

2, THEOREMES DE L'INTEGRALE NULLE

Voici deux résultats que nous utiliserons & maintes reprises

dans la suite,
2.1 = En volume

Soit f une fonction continue dans un ouvert Zﬁ et telle que,

pour tout . ouvert Vc:?p, on ait
‘/'de’=0¢
v

Alors, £ = O dans 7” °
Supposons en effet que £ # O en un point y de 4 , par

exemple, £(y) > 0 . Alors, par continuité, il existe une boule
BR(y), de centre y et de rayon R, telle que BR(y)czf’et que.
f(x)> *f(y) dans BR(y). Pariconséquent,
S fa> sem.tnrd > o,
B, (y)

en contradiction avec 1l'hypothese,

2.2 = En surface

Un résultat analogue peut 8tre obtenu sur les surfaces. Mais
il demande quelques précisions quant & la description d'une surfa-
ce. Pour décrire une surface, il faut deux paramétres, que nous no-
E?rons £1 et iz o Ces deux paramétres varient dans un ensemble
$ que nous supposerons ouvert. Une fonction £ définie sur la sur-
face 8 peut 8tre considérée comme une fonction g(ﬁ1,V£2), L'é1ément

de surface étant donné par

ox ox
aS = 1l =g x = 2 ap_ = £ 42
3X1‘ X bxa ] de dxz = h de dXZ s




avec h> 0 . Une intégrale de surface peut donc &tre calculée par
S eas= S 3, 2) ez az, .
3 S 1 2 1 2

Cela étant, on a le théoréme suivant: Soit £ une fonction

continue sur une surface S et telle que, _poﬂr,touﬁ-e partie S de

g dont 1'image 'dans ¥ est ouverte, on ait

J tas=o0.
s

Alors, £ est nulle sur'f .

Supposons en effet que £(y) > O en un point. y de S . soit
(945 ﬁé);l'imégé}de y dans ¥ . Il existe un disque BR(3‘71, 3’72), de
centre 7~(91, ?2) et de rayon R tel que BR(§1, ;?2) c 8 et que
f(§c1, 5&2) > % £(y) dans BR(ff?, 5‘(2). Dés lors, dans son image B dans S

on a

f f ds =(/; f(x1, x2) h d:t:1 dxz

> 3 £(y).. #nf'h . T R > o0 ,
. ’BR'

en contradiction avec 1l'hypothése.

3. CONSERVATION DE LA MASSE
3.1 = Porme locale

Lors du mouvement, la masse totale d'un ensemble de particules

se conserve, ce qui s'exprime par la condition

%’E ,,/;FdV:O, (36)

ol P est la masse volumique. Cette condition doit &tre vérifide pour
tout volume V., Faisant usage de la formule (34), on en déduit que,

pour tout volume V du continuun,
% -
t/; (5 + (Pw) ) =0,

d'ol, en vertu du théoréme de l'intégrale nulle, 1l'équation de

continuité -

£+ tpy =0 (37)

10,
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En partant de (33), on aurait obtenu la forme équivalente

D
% PPV =0 e (38)

s

Dans le cas d'un milieu continu incompressible (liquide,

gsolide plastique, caoutchoucs..), le volume se conseérves

Df f
= 1 4V = v. .4V =0
Dt v 994 ?
v

ce qui implique la condition

V, . = O s ’ (39)
i,i
Comparant avec (38), on trouve que, pour un fluide incompressible,

oo (40)
Comparant (39) amec (37), on obtient

1 %

5 3 <O

soit, comme F >0,

a ‘ ?
-b-%=o (407)

3.2 - Forme intégrale

Transformant la condition de conservation de la masse (36)
% 1'aide de la formule générale (35), on obtient

> .
f 5% dV+fS pvin; @8 =0 . | (41)

v

En particulier, si 1l'écoulement est permanent, on a g% =0

9

ce qui implique

[ pwnyas=0 (42)
i"i

]

Ta méme formule svapplique également aux milieux continus incompres-

gibles, que le mouvement soit permanent ou non. En hydraulique, on

applique la formule (42) comme suit: considérons une canalisation

ou un tube de courant (volume bordé latéralement par des lignes de

coukant).(fig. 3). Le débit massique entrant par la section dfentrdée
S1 vaut

- \j o — °
GT f Yooy ds.]_ = f ID Y. o ds1 3 i
54 CHY



PIG. 3

Le débit massique sortant par la section de sortie 82 est

Gz*fs px-nds.
2

La conservation de la masse g'exprime donc, dans les conditions de

validité de la formule (42) par

c'egt-a-dire que le débit;ﬁéséiqﬁé”dféhtréé'estiégal an Aébit massi-

que de sortie,

3.3 = Surfaces de discontinuité

Dans certaines circonstances, comme les ondes de choc, il
peut arriver que les vitesses et les densités de masse présentent
un saut sur certaines surfaces de discontinuité. Dans ce cas, les
formules (37) et (38) sont dénuées de sens sur la surface de dis-
continuité. Mais méme si et v présentent des saufs, la forme
intégrale s'applique, car les intégrales restent définies. Etant
donné (fig. 4) une portion S d'une surface de discontinuité ¥ ’
gonstruisons un volume sfé-
tendant de £/2 selon 1 s
normales, de part et dfauire
de S, I1 vient, par (41)y

,/;, g%dv“f LYy + By 98

54

+ V. o D, 45 +
fse Pala * 22

+ . a
[s  Piat T1at® Prat 95
lat

12,



Lorsque E-» 0 , on a

V =0(Sg)—>» 0

Sq,4 = 0(€e )—» O

n, -~ n
1\41 ~/
n,, - =l]
(\_2 ~o

et on obtient & la limite

fs(ﬂ,‘fn-" Pa¥p) -2 48 =0,

quelle que soit la partie S de la surface de discontinuité. Par le
second théoreme de 1l'intégrale nulle, on obtient donc la condition

de transition
(F1Z1'F2X2)°33 =0 ' (44)

exprimant que la densité de flux massique se transmet i travers la

surface de discontinuité.

3.4 - Une conséquence de la conservation de la masse

Soit & calculer wune expression de la forme

%;f pfavs= &(F%f + 2B 4 Pvy,i)) av .
A

Bu égard & 1l'équation de continuité (38), il vient

%%-fpde=f F%%dv. C(45)
v v |

4, CONSERVATION DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT

4.1 - Forme locale

La quantité de mouvement d'un systéme de particules est
S pvy av .
v
La loi fondamentale de la dynamique exprime. que la dérivée temporelle
de la quantité de mouvement est égale & la somme des forces exté=-

rieures. Parmi celles-ci, il peut y avoir des forces massiques, de

la forme
fv Pe av

ol g est un vecteur ayant la dimension d'une accélération., Ce sera

le plus souvent l'accélération de la pesanteur. Il y‘a en outre les

13,



forces exercées par le reste du continuum sur V, par l'intermédiaire

de sa surface;S. Ces forces ont la forme

ftids,
S

ol ti est le vecteur des tractions de surface,..‘(fig° 5). La loi de

. PIG. 5

met——————

conservation de la quantité de mouvement s'exprime donc par 1'équa-

tion

%—t-fv pvy @ = fv pe av ‘/s t; ds (46)

On peut transformer le terme de surface en appliquant la re-~
lation (46) & un tétratdre élémentaire formé par une portion dS de
la surface et trois plans pafalléles aux plans de coordonnées. ILa
plus grande longueur que l'on puisse mesurer dans le tétragdre sera
notde & (fig. 6) . Les forces agissant sur une portion dS de la sur-

face sont tids° Les forces agissant sur la face dS perpendiculaire

1
a4 l'axe X, gont notées CT1i ds, ; de méme, les forces qui agissent

sur les faces dS, et dSB’ respectivement perpendiculaires aux axes

2

> et XB? sont notées Oéi d82 et Oéi dSB, Toutes ces forces

sont 0( 62)0 ?ar‘cont:é,_onga

X

.

" [}

fVF"i av = o( %) b fv_pgi av = o( &%)

et, pour €-= 0 , ces termes deviennent:négligeables .devant les
termes de surface. La condition (46) se réduit alors &

t; ds = 0‘1i s, + 0, s, + ’031 ds3
et, commemdsi est la projection de 'dS sur le plan perpendiculaire

4 l'axe e,, on a
~t

as; = n, ds,

i

14.
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en appelant n le vecteur unitaire normal & dS. On a donc

'bi ds = n, U‘li ds + n, oi?i as + n, 031 as ,

-soit

¥ =n-O'ji o (41)

i J

Le tenseur Gji est appeléd itenseur deg tensiong ou encore, tenseur

des contraintes., I1 détermine, sur chaque surface tracée dans le

corps continu, les tractions de surface, par la relation (47). Son
introduction permet d'écrire la loi de conservation de la quantité

de mouvement sous la forme

(/;’ng av + [ n, 05 a8

5

D
DT jV Fvi av

ffa g 4V + f 35,5 4V - (48)

Tenant compte de (45), on obtient, pour tout volume V,

vy
jV(FDt"ng‘ Jl,g)dv—o’
ce qui entraine 1'équation
Dv,
i

Pe; + Gal,a ' (49)

4. 2 - Forme intégrale

on agamih’ d,e (35) B S o

0
Dt./ Pv av = f S{(Pvi)dV+LFvivjnde,

v
ce qui conduit & l'expression

fv (-g;( pv;) —ng) av = 'fs ng (O’ Pv v,) ds | . (50)

Appliquons:“la formule précédente & une canalisation limitde

par deux sections droites S1 et 82 (fig. 3), dans laquelle s'dcou=

le un fluide. On supposera l'écoulement permanent. On a alors

t, dS = '
js i fs1ti as + fs t, 45 + fﬁamis t, ds

16,



Le terme relatif aux parois représente en fait la réaction de la

paroi E’ « Sur 81 et 32, on peut généralement assimiler les trac-

tions de surface & des pressions normales (ti = =7 ni) . I1 vient

donc

J'tids-:f p n! as -j‘ pn, a5 + R . (51)
st 8, 5,

Par ailleurs, sur les parois, on a vjnj = 0, si bien que
- . . = - . v. Y P 4 dS e
f Fvl v‘_]ng_J as j Fvl vjn:j as + f Pvl vanzJ
S S1 82

Posant alors
i) = v F das 2
o.=f ®nras , F =f pn (52)
~1 81 ~2 82

et définissant les vitesses moyennegs & l'entrée et & la sortie par

= 1

LA

1 ~ 52
ol G est le débit massique défini:au paragraphe 3.2, ainsi que la
force massique ‘

P = g av (54)

& jvr"‘ ’ ,
on déduit de (50) 1a relation suivante pour la réaction des parois:
=R)=CG(v,.=-v,) +PF +PF 4+ P . '
(D)= 0= v+ T a B, 4B (55)

L " ~~

o\
En d'autres termes, la force exercde par le fluide sur la paroi

est dgale A la éhﬁ%éﬂﬁéfquantité de mouvement entre les sections

1 et 2, augmentée de la force massique et des forces de pression

aux deux extrémités.

4.4 - Cas d'une surface de discontinuité

A nouveau, dans le cas d'une surface de diséoﬁtinuité, on
peut appliquer la formule géO) sur un-volume trés mince construit
de part et d'autre de la surface (fig. 4). Le raisonnement est le
méme “que pour la conservation de la masse et conduit 3 la condiﬁion

de transition. . \

(043 = pvyvyly = (O3 = PVyvy)) my =0 (56)

e ) s, w3 ygrme o
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5, CONSERVATION DU MOMENT DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT

5.1 = Porme locale

Si x représente le vecteur-position d'une particule, le
théoréme de conservation du moment de la quantité de mouvement

g'éerit

D
Dt fv €igp X5 PV W

j;r Eijk xj ng av + fs Eijk Xj'tk as (57)

On a d°'une part

S [ peinin e 22
Dt J, Eige 3 PV &V = vf’fijk("k TR B TR
Dv

=fvP£ (vv+ijt)dV

ka
J}Peijk xj T av . (58)

DVautre part,

‘fs €55 ¥y By 98 =./ € g ¥5 ™ Oy 48 “f € x(x507y) 1 OV

s
=fv (€O + Eigic X5 Oqy,1) (59)

Rassemblant ces résultats, on obtient
ka
fv Eisk 5 PBE = P& = T1,1) W= fv €1 Ok &V -

Or, le premier membre est nul en vertu de 1'équation de conservation
de la quantité de mouvement (49). Par conséquent, on a, quel que

soit le volume V,
fv ik Og AV =0,
ce qui implique

Eijk Oﬁk =0 . (60)

Cette relation exprime que le tenseur des tensions est symétrique.

5.2 = Porme intégrale

En modifiant le premier membre de (57) & l'aide de la rela-

tion générale (35), on obtient



2. . . as =
j; 5t (P Gige ¥y W) &+ J; PEij ¥y k™ ™

: ... x.pg, AV (61)
fS Eijk Xy t, dS + fv €3 51 *3P8k

Lorsque les intégrales de volume s'annulent, cette expression cons-
titue un moyen commode de calcul du moment des forces exercées par

un fluide sur une paroi.

6. ANALYSE DU TENSEUR DES TENSIONS EN UN POINT

6,1 ~ Tension normale et tension tangentielle sur une facette

Congidérons une petite surface plane passant par le point
dont on étudie 1'état de tension ou, comme on dit souvent, une
facette passant par ce point. L'orientation de cette facette est
déterminde par le vecteur unitaire qui lui est normal, soit n. .

Les forces agissant sur cette facette sont, par unité de surface,

t. = . ss ©
nJ GJl

1

‘Le vecteur t admet la décompo-

sition (fig. 7)

t=0n+T (62)
avec

T.n=0 . (63)
On donne 3 O le nom de tension
(contrainte) normale & la facet-
te considérée. Le nombre 1T IT

est la tension (contrainte)

tangentielle sur la facette et

-est encore noté ti. Il est clair
que

] =£,£= 0.. n. n, . (64)

et que

g -0ntl= +2 - g2 (65)

6.2 - Tensions principales
La relation (47) présente le vecteur des tractions de sur=—
face t comme le transformé de la normale unitaire & la facette par

le tenseur (Tij o Comme celui-ci est symétrique, il existe trois

dirembions principales n£1), néQ) , n§3), telles que
(x) _ (k).
Ty s %emylo (66)

19,



Sur les facettes principales, définies par les trois normales prin-

cipales, les tractions de surface sont donc purement normales. Les

valeurs propres O

12 Ops 0’3 sont appelées tensions principales. Il

egt de tradition de les ranger dans l'ordre C}’.I 20, 2 0'3 « Les axes

2
) L@ 3

n sont appelés axes principaux.

définis par les vecteurs n
. ~r

6.3 = Tricercle de Mohr /7 & 9/

Etant donné 1'état de tension en un pointy défini par le ten=-

seur Gji’ quelles sont les différentes combinaisons (O ,T ) que l'on

peut rencontrer sur une facette en ce point? Pour répondre & cette
question, donnons-nous un couple (U0 ,T ) et essayons de trouver une

facette sur laquelle ces deux valeurs sont réalisdes. On a par (47)

'l;_'=('vj'1n‘i s t2=0'2n2 ’ “b3= 0'3113,
d'olt la premiére condition:
o?+ TP =g 1?2 0fnd s 650l ofud (67)

Une seconde condition découle de (64) :

=O'1n2+0'n2+0’n2

1 2 72 373 (68).

Enfin, les trois composantes de la normale unitaire doivent vérifier

2 2 2
ng +n; +my=1 . (69)

Les conditions (67) & (69) forment un systéme de trois équations

aux trois inconnues nf, ng, ngo I1 est équivalent de résoudre trois

combinaisons indépendantes de ces équations, de la forme
2 2 2 2 2
(07 + BO, + C) ny o+ (02+BO'2+C) n, + (03+BO'

2
3+C)n3

2 2 .
T + (G° + Bo +C) , (70)
ce qui s'éecrit encore |

2

£(0,) nf + £(0,) ng

+f(0'3) n§= 7-'2+f(0’) .

avec

£(N) = N2+ BN 40 )
En choisissant B et C de maniére que 0'2 et 0'3 soient racines de
ce trindme qui peut alors s'derire

£(A) = (A= O )(A- 0,) ,

on transforme (70) en

20,
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(q =0, NG - 0y nf = 72+ (0 - 0,)(0 - 0y

ce qui , en supposant

G, >0,> g3 , (71
donne
2 ,
n2 _ i+ {0 = Ug)( vG - 03)
1 = o

Le méme procédé permet d'obtenir sans peine

2+ (0 - (0 - O))

ng =
(O = 0000, - Ty)
et 5
. . 5+ (0 - 0,00 - T))
n; = T °
3 ) ) -
(03.- 0(0, - 0))
Bien entendu, ces résultats n'ont du sens que si nf 2> 0, ng > 0

et n- >0 . Tenant compte de 1l'hypothése (71), cela nécessite

2
3
- 2
(0 = 0‘2)(0' - 6'3)+ T =2 0
@ - )@ - 0+ T2

IN
o

N
o

2
o - 0‘1)(0' - 0'2) + T

Comme, en général,

X4+ Y X - Y X+ X X =Y

(G -=xX)(0 -Y) = (O -

Ces conditions s'écrivent encore

O.+0 g. - 0

o - 22 332, 2 5 22 3y2
g, + O g, -0

(0 -—5—2, 22 (3)? (72)
G, + O G, ~ 0O

(g - 2 3)2 | 2 ( 1.-2 292

‘Dans le plan{(G , T )}, ces conditions signifient que 1le point (6,c)

représentatif d'iine facette doit nécessairement se trouver



S N

- 3 1'extérieur du cercle de centre ((0’2 + 0'3)/2, 0) et de rayon

(0'2 - 0'3)/2 ou sur ce cercle;

- 3 1'intérieur du cercle de centre (( T, + 0'3)/2, 0) et de rayon

1

(0'1 - 0'3)/2 ou sur ce cercle;

= 3 1'extérieur du cercle de centre ((O?" + 02)/2, 0) et de rayon

(G, - 0,)/2 ou sur ce cercle,

soit, en définitive, dans la zone hachurée en fig.8. La construction

représentée par cette figure est appelée tricercle de Mohr. Les trois

cercles de Mohr qui la composent sont les cercles de Mohr extrémes.

A‘L‘
zmax g _
T,
[
V
T | i
0‘3, Ua O';
PIG. 8

On peut s affranchlr de 1l'hypoth®se (71) par des passages i la
limite. Lorsque deux tensions principales sont confondues, l'un des
petits cercles de Mohr se réduit & un point, tandis que 1l'autre coin-
cide avec le grand cercle. La figure 9 re.présente la situation 0'1 = 0’2.
La zone admissible pour le couple(U ,T ) est ici réduite au seul

grand cercle., Enfin, lo:vsqu.e,()'1 -_-‘0'2 = GB’ le tricercle de Mohr se

réduit & un point. Toutes les facettes ont alors la méme contrainte

purement normale. C'est 1°4tat de tension hydrostatique (fig. 10)
. &
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.. - . ‘g
O:B O;..G;_ g 01’02“0:5
FIG. 9 PTG, 10

6.4 - Deux états de tension remarquables

a) Extension simple : @I“éét le cas ol deux -tensions principales

sont nulles. On distingue la t'x'.!'acfiong correspondant & a,>0,

0'2 =0, =0 (Pig." ﬁ-)ét la compression, ol 0‘1 = 0, =0 , 0‘34 0

3
(fig. 12)
g, IGsl AT
T~ gove
o (o}
5 O ],
PIG. 11 PIG. 12

b) Cisaillement pur : On parle de cisaillement pur lorsque

Gy = Ty = 033 = 0'23 = ()'31 = 0 . Seule, la tension 61’2 # 0.
Les invariants de Gij sont dans ce cas
2

I1=O,Ia=-g12,13=0,
et les tensions principales cérifient 1l'équation

3 2 _

)‘ - 012>\ = 0 9
ce qui donne

0‘1 =l 0—12'9 02 = 0 9 03 = =1 G.,'zl

Cet état est représenté i la figure 13.



PIG. 13

7. CRITERES DE MISE HORS SERVICE DES MATERIAUX SOLIDES

En Résistance des Matériaux, on expérimente avant tout les

matériaux en extension. A partir d'une certaine valeur de la tension,
le matériau conserve une déformation permanente ou se brise. Pour
appliquer ces résultats & des états de tension plus généraux, on
utilise des critéres de mise hors service, exprimant que la ruine

J,) atteint
2° 3)

. . 81 Q. est la tension de mise hors
lim - lim

service, on détermine f

se produit lorsqu'une certaine fonction f( 0}, g
une valeur critique f
1im P2T la condition
0, 0) . ' (73)

Voici quelques critéres courants 3

f1im = TC 0405

7«1 = Critére de la plus grande tension principale, dit de

Ranlkine

DY

Ce critére consiste & poser

T1 s'écrit donc
U.‘ = Glim o (74)

7.2 = Critere de la plus grande tension de cisaillement, dit

de Tresca

LY

Ce critére revient i dcrire

£( G}’ Oé’ gy) = Tﬁax ’

3

tmax étant la plus grande tension tangentielle que l'on puisse ren=-

24,

contrer sur les diverses facettes. L'examen du tricercle de Mohr (fig. 8)

- montre que Izmax est égal au rayon du plus grand cercle de Mohr:

tmax = (61 bt UB) / 2 °



Dans le cas d'une extension simple, on a donc

7:maJl: lim = U:L:i.m/2 s

d'oll 1'ontire le critére

(cr1 - 03) /2 = O’lim/z

ou encore,

1 3 lim

T:3 = Critére dit de Von Mises

Ici, la fonction de référence est

(75)

(15%)

| f(O',', Oy 0'3) ==-1I, ,
ou 12 est le second invariant du déviateur des tensions. On a
~ ~ A ~ ~ a " .
"I, = 204405 - O35 Og3) =% 0550;5=% 0y 05

Dans les axes principaux,

- 2 2 2y 1 2
-I,= 3( 05 +0, + 0'3) - 6(;-61- + 0'2 + 0‘3)
1 2 _ 2 o 2
=0y - G,)° + (O, = G)" + (G, = 0)) )_
Dans le cas d'une extension simple, pour c;’1 = Glim’ on a
130 =3 %% o
ce qul méne au critére
1 2 2 2, 1g?2
50, = 0%+ (0, = 0%+ (0, - 0)H =39,
ou encore,
A _ 2 _ 2 _ 2
ﬁ'v’(c,, 0,05+ (0, = 0505+ (T - T)° =

25.
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8, CONSERVATTON DE L'ENBERGIE

8.1 = Porme locale

La dérivée temporelle de l'énergie cinétique dfmn volume

donné du ‘milieu continu vaut
D .2
= [4pv" av . (77)
v
Elle est égale & la somme des travaux des forces extérieures et des
forces intérieures, additionnée de 1l'afflux de chaleur par unité de

tempg. Pagsons ces diffétents termes en revue. La puissance des

forces extérieures vaut

1

'/v pe; w, av +fs b v, AV . (78)

La puissance des forces intérieures est, par définition, ramende au
taux de décroissance de 1l'énergie interne. Si u désigne 1'énergie

interne par unité de masse, cette puissance vaut donc
D .
-—-—th pu’ dv . (79)
D g

En ce qui concerne 1lfafflux de chaleur, définissons q comme le vec-

Landd

teur densité de flux thermique, dont le flux sortant par un élément
de surface dS par unité de temps est
a4 B3 95 .

La chaleur entrant dans le corps par unité de temps est donc

-f Q; By das . . (80)
3

Le bilan énergétique s'écrit done

%gfﬁ_fvzdv=-—-f lDudV-i-ft A ds+ff>g vy dv-fsqinids,

I IT IIT v
(81)
Le terme IIT s'derit encore
n,g,..v, d5 = ce .« V., AV + . Vv, L 4dv
,rs I S fv O31,5 "1 9 fv T31 71,3
= fv Tji,5 Vi OV +‘/v 043 955 &V 5 (82)

en tenant compte de la symétrie du tenseur des tensions. Le terme I

se transforme en _
j v, ---—vl av -, - A (8:3)

eu égard & la conservation de la masse (éq. 45). Enfin, le terme V

se transforme én



-fv a; 5 @ (84)

Rassemblant ces résultats, on obtient

D |
fv- vi(Pogvy = P&y = Ty, 4V =

- (po - Tgq 053 * 93 5) 4V -
Le premier membre est nul, en application de la conservation de la

quantité de mouvement. Vu 1'arbitraire du volume V, on obtient donc

1'équation

D&
POt = U1 €51~ %1 (85)

C'est l'expression locale du premier principe de la thermodynamique.,

8.2 ~.Principe de 1'équilibre local

La thermodynamique chassique s'occupe essentiellement des
systémes en équilibre. Le comportement du systéme peut alors &tre
défini par un petit nombre de variables macroscopiques, pression,
volume, température... auxquelles il faut ajouter l'tentropie, qui
tient compte des transformations microscopiques.

Un corps continu qui se meut, dont les températures diffé-
rent d'un point & l'autre, etc..., ne peut certes pas 8tre consi-
déré comme un systéme en équilibre. Mais en divisant finement le
corps, on s'attend & voir les variations sur chaque petit morceau
s'atténuer au point que 1l'on puisse les négliger: on aura alors
un ensemble de petits systémes en équilibre interne qui interagis-
sent entre euxm. La possibilité dlarriver & un tel équilibre local
avant de descendre & une échelle tellement petite que le corps ne
puisse plus &tre considéré comme continu (les systémes continus
sont en fait discrets!) constitue une forme de postulat, connu

sous le nom de principe de 1'équilibre local.

. L'énergie interne d'un élément infinitésimal de volume 4V
gera en général une fonction de la déformation qu'il a subie a
partir de 1'état initial et de l'entropie spéeifique S. Pour
mesurer la déformation du corps, partons du fait qu'un élément
de longueur en t = 0 est donné par

2
dl~ = da, da,
o i i
Lors du mouvement, la distance entre les deux mémes particules
trés voisineg devient

2 _ : A
d]: = dxi dxi = Jij d&j Jik dak °
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I1 v a déformation si cerbtaines longueurs varient au cours du mou-
vement., On peut exprimer la variation de longueur de tout élément
dai par

C -2 22 _

di” - dlo = 2[13 dai daj ’
avec 5 :
C'est la mesure de déformation de Green, Comme les six composantes in-

dépendantes de Kij contiennent tous les renseignements sur les varia®

tions de longueur, il est naturel de poser

u = u( 15 39 H) (87)
Définlssant les tensions élastiques lagrangiennes o 1ﬁ§j par

e ou |

r,. = 88

0 Gy s (88)

et la température absolue T par

- (5 Yo (89)
on a donc

I oL AMud , opDe

Pt = Ti; 5% Pt e -

On peut tbansformer cette expression en notant que

Dy .. Dd_. . Dd_ ..
A EV] =y =2, 4 )
Dt Dt mJ mi Dbt
DX DX,
3(J D m + J . D, m )
mj Dt ©a mi Dt Daj
me OV
= 1 = =
3 (ij 3oy + . 2)%) % (Jme:L Vm,p i 93 vm,p)

et, en intervertissant les indices muets m et p dans le dernier terme,

DY s
-—-———l. L = V Jd_.d . © °
Dt ma pl & myp p,m) mj pl ‘mp
I1 vient donc
DU e Da. e

— = - —_— . _D_E
Dt = "3 Tng'ps Tmp *PTDE T O 0%, +PTH . (90

en définissant les tensions élastiques eulériennes

e
Z=J . J .18, _
crmp mi9p 1 I pa(bzy 17e . (91)



Comparant (90) avec (85), on obtient

Ds e
PEDE = (0557059) 855 = a3 5= Tyy85-9q.; » (%2)

en introduisant les tensions de frottement interne (visqueux)

T..=0.. -0, (93)
lJ 13 dé::,] ° - -
L'équation (92) s'interpréte comme un bilan thermique: -tijgij
représente la chaleur produite par frottement interne; =-q est

i,i
la chaleur accumulde du fait qu'il en entre plus qu'il n'en sort.
8.3 -~ Cas des fluidesg '

Un corpé& continu est un fluide si une distorsion pure (chan-
gement de forme sans changement de volume) ne modifie pas son éner-

gie interne, En d'autres termes, quel que soit le tenseur Gij’ on

En partiéulié;; pour eij = crzj , on obtient, vu l'orthogonalité

d'un déviateur et d'un tenseur isotrope,

Ce 1 e te A€ A€
0 = (UJ:J + 3 Ull 513) Uij = Oij Crij ’
ce qui entrafne que les tensions élastiques ont la forme

e
Oij = = D 613 (94)
qﬁ apparalt 1algression p. Dans ce cas, on a
Loe o Ds
pt =~ P 8y v Toyoe

Notant que, par la conservation de la masse,

= -1 DP
%1 =Vi,1 =P Dt °

on a donc

1 :

%;;=g-§ Xk, - (95)
c'est-a-dire que 1%'énergie interne dépend de p et S seulement et
que '{“ .

p= P s (96)

On retrouve 1la une relation thermodynamique bien connue.

8.4 - Porme intégrale de la conservation de l'énergié pour

les fluides.

La forme intégrale de la conservation de 1l'énergie n'a gudre
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d'intérét que pour les fluides. Partant de (81), supposons que
gi = _ﬂ,i ° (97)

I1 en découle

f pe;v; av = ~jv pa,; vy & = -/’sf;_anivi s + fvn(fa vi) g AV

‘ r)
=-fponv, as- [0 Fa , (98)
F i'i ot
S v
eu égard & la conservation de la masse. On a d'autre part
Sti"i«ds f (=pn,v,) ds +f T;4057; 95 (99)

On a par ailleurs
2 2 2
' ? \ .
lpus av-f Z(pa+ TN+ [ plu +5) nv, as.
v v S
o ‘ (100%
I1 vient donc

2 .
: y . B = -
j;f)(u + 5+ ; +00 ) n,v, ds = j; T3P3Y3 as ‘fs q;ny s

2 .
-=f (%(f?‘u+f3§-)+ﬂ%%)d‘f
v .

(101)

Le premier membre fait apparafre 1'enthalpie totale spécifique

hi;,=u+-€,’-+_ﬂ +12’— (102)
qui vérifie '

’c)h, : _4 ‘ _T
| (ap s, vyx P ’ (as I : (103)

On notdra que dans le cadre simplifié d'un fluide incompressible,
l'enthalpie totele reste définie, au contraire de 1l'énergie interne.

I1 vient alors

f f’h n,v, ds = f T;404vy 48 -‘[s n.q; dS

- f (= at (pu +p 3 —--) +.<1 £ av . (104)

Appliquons ce résultat an cag"d'unevcanélisafionflimi%éa;.71

ParsdeuXJQECtions drOiteéﬁ(figo 3), l'écoulement &tant supposé
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permanent. Sur les parois, on a normalement v; = 0; de plus, on peut
généralement admettre que zjinj = 0 sur S1 et 82 (forces visqueuses
tangentielles), Définissant alors les enthalpies spécifiques totales

moyennes & l'entrée et & la sortie par

_ 1 ' ) _ 1
h, = G‘[s n( gen') ds°, hy =g
1

ad

j’ h( y.n) as (105)
3,

et introduisant la quantité, de chaleur Q ' entrant dans le systdme

) ®
o] .

on obtient simplement

h, - H =, Q/ G . (107)

“Plus généralement, en supposant que 0L/dt = 0, ce qui a

lieu notamment pour la pesanteur, on peut définir 1'énergie tota-

le du systéme par

2
E = J; p(u+ %— +02 ) av . (108)

Lorsque les parois sont fixes, on a alors

JE °
T =Q+ G h =G h, , (109)

avec
hy = 3 j' h (py.n’) d8 ;3 h,= 7 h (py.n) das
S1 2
(110Y)
(On considdre ici des écoulements non stationnaires, pour lesquels

G, et G, peuvent différer)

8,4 = Bquation des machines & fluide

Le résultat précédent permet de traiter les machines 3 flui-

de en ne connaissant que leurs interactions avec 1l'extérieur. En

général, une telle machine absorbe du fluide par une section d'en~

1
regoit de 1l'ambiance une chaleur Q par unité de temps et fournit

trée S, et rejette du fluide par une section 82° Simultanément, elle

une puissance P. On peut toujours imaginer que la machine est con-~
nectée en amont et en aval & deux grands réservoirs de fluide iso-

18s. (fig. 14) ° L'application de la formule (109) & ces rdservoirs

donne
a—?.l‘_ ,Gh .?_.:?_2._ Gh
0 - 1 71 ? 2t 2 72
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Ly i 2
7 - . e
ARéservoir | (9 Ay
7] amont Zza‘_r \ ! | AU AN
7 / e , 1 Réservoir
1 Machine aval
D ot :
E, AN E,
52!—’,’3
S .
AT SRR

PLG. 14 ) .

Appliquant alors le premier principe de la thermodynamique au sys-

tdme (machine + réservoirs), on obtient

BE.] . bEm EEZ . é o .
2t 2t T ot ~ ' .
I1 en découle
o 'OEm
P=Q=-3r + G hy =G h, . (111)

La plupart des machines utilisées dans le domaine technigque
ont un fonctionmnement cycligue, c'est-a-dire qu'il existe une pé-

riode T telle que, pour t1 quelconque,

/ t1+t .aEm
3% dt = .O‘

%

/ t1+1’C f 1:1+1:“ v
G1 at = . »G2 dt = Mcycle s
1

Mcycléfétant la masse de fluide transitant par la machine au cours de

et

la période. Alors, en posant

4+ +T . t.+T .o
— 1 ° . - / 1
cycle J/", B a¥ -0 'Qcycle N Q dt
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et 'en définissant les enthalpies totales moyennes

_ 1 t1 +T
1 M&ycle t1 T

- 9 ft1 +T

h, = — G, h, dt
2 Mcycle t1 22

on obtient

M

cycle - “eycle (112)

(h1° hz) + Qcycle
C'est l'équation générale des machines cycliques. En particulier, si
le, fonctionnement de la machine est g@iabatique (réversible ou non),

on a

chcle = Mcycle (h‘lu h2) (113)

Lorsque l'on considére des intervalles de temps grands devant

la période, on peut définir la puissance moyenne

le flux moyen de chaleur
Q = Qcyclelt

et le débit moyen
G = Mcycle/t. .

L'équation (112) s'derit alors
5 G+ BE,- B . (114)

8.5 - Bilan entropigue

Déterminons & présent le taux de variation d'entropie d'un

volume V, On a, par (92),

T,. O,
D - Ds _ Jid id 1 :
thf’s‘w‘ffnt av = f (5 - T, W
v v v
1 95
=fv(m Tij Oyt - G ) A
- J’ ( Eii_gii +q (8 .) av - J’ L q. ds (115)
v i ‘i g T % ¢ (115)

Si le terme de volume &tait nul, l'augmentation de l'entropie
serait due au seul flux de chaleur, et la transformation serait

réversible. Le terme de volume reprédente donc la production d'en=~

tropie due & l'irréversibilité. La grandeur



S S

D S - T . ' L
. 1 o
QO(s) = _Eé%rihl +a (Eo,i (1?6) 

est le taux de production d'entropie par unité de'Volume,’ﬁsur sa-

tisﬁ;i;gj@gqseﬁﬁﬁd principe de la thermodynamique, il faut qué
o) s o . (117)

Observons que les deux termes qui composent la production dfen-
tropie sont 1liés & des phénoménes différents: le premier mesure
l'entropie due aux frottements internes et s'annule en 1l'absen-
ce de mouvement; le second représente l'irréversibilité lide a
1'écoulement de chaleur entre deux points de-températuresédif_
férentes. Par conséquent, ces deux termes devront &tre positifs
séparément. Comme ls température absolue est pesitive, cela im-
plique 1éS‘conaitioﬁs o |

Tij Qij 2 0 9 . T. £0 . (1'«18)

I1 s'agit de conditions é'remplir par les lois de comportement pour

étre physiquement acceptableg. Admettant par exemple des lois
linédaires de la forme

%5 7 P Sa T )‘i;j Ty s (119)
les tenseurs /uijkl et A.. devront vérifier les conditions
{/"‘ijkl %50 » 0 ¥ 9
ANy T

b I o1
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EXERCICES
1. Btant donné une courbe fermée. 6.qui, .8e déplace avec;les,partiéz,

cules lors: de 1eur mouvement, calculer

?th"dx .

Suggestion : A © correspond, en t=0, la courbe ﬁo , que 1l'on peut

décrire & l'aide d'un paramétre s. On a alors
x. = X, (s, T
i l( s B

et X,

. i
{Vidxi=40 vi(X 1:)5—;- ds .

Dérivant, on obtient

Dv. 22X, oV,
I=f-——l-—-‘}-ds+f v, —= ds

bt y
e 8 eo 1 8
2 2
= :éxl df{i + feo oY (v=/2) as =:£ ¥i %y

ol Y est 1l'accélération.

s

2, En utilisant le résultat de 1'exercice précédent, montrer que,

si les conditions guivantes sont rempliesssimultanément:

a) gi=aﬂ,i ; a.. =-=-1;)5j_j

Jx

b) Il existe une fonction f telle que df = dp/|> .

c)Ent:O,rotx=0 gans V ,

Le rotatlonnel de 1la vitesse reste constamment nul dang V. (V simple=
ment connexe)

Suggestion: On a alors
¥i=-n,3 =% o

ce qui entralne que, sur toute courbe fermée,

D_

T ) Vs dxl =0 ,
La circulation de la vitesse étant nulle en t = O en vertu de c), on
obtient

Lvi d;ci =0 sur tout € et pour tout t,.

Ceci permet de définir un potentiel uniforme ?(xi, t) tel que

= (P,i 9

par la formule



P, t) = @@, t) +f vidx,
P
PP
0 /\
P, étant un point f£ixé d'avance, de méme que }O(Pe, t), et PP étant
une courbe quelconque joignant P 4 P; Dés lors,

rot v = rot grad p = 0, C.Q.F.Do
~

3. Montrer que le critére de Von Mises r_evi_.en'b a uti~liser._. R

comme critére de mise hors service
2 2 2

(0, 0, 03) = Ry + R, + Ry
ou R1, R2 et R3 gsont les rayens des troig cercles de Mohr.

4. On appelle tension tangentielle octaédrale la tension tangentiel-

le qui, dans les axes principaux, aglt sur la facette normale au
vecteur - (1/¥3, 1/V3, 1/¥3). Montrer que le critdre de Vou Mises

dquivaunt an critére

Too = Too 1im ( Toc = tension tg octaddrale)
Suggestion : 'L’2 = 1:2 - 02 s avec
: oc” oc oc
2 a2 2 2 - G
toc'(01+02+03)/3 ’ O'oc"( 1'*'6'2""‘3)/3 ’

5. Montrer que, dans les conditions de 1l'exercice 2, la qu.a,ntlte
¢ R . (v /2)

g-une valeur unique dans le volume V considéré. . si Bvi/Bt = 0.

Suggesgtion: Appliquant la formule de Lagrange

5 = 0y/0t + % grad(v ) + rot vTXY
et notant que rot v = 0 (pour autant qu'il en soit ainsi en t = 0),
on obtient & partir de 1l'équatioen de mouvement

grad(Ll + £ + (v2/2)) = 0.
Ce cas se préduit pour un fluide incoempressible et non visqueux. La
fonction invariante est alors, si g=-28 e3 (pesanteui*),

g2+(p/P)+v/2,

6. On considdre 1'écoulement permanent d'un fluide incompressible

dans un canal 1limité par deux sections normales S, et S,. Le flui-

1— "2
de est visqueux ('C.J # 0) et sur les parois, v, = 0. Eu S, et S2
on_peut admettre n, n:l ‘L‘lJ = 0. En outre, g = -_Q ° Exgrlmer la

vara.atlon de la grandeur (p/P + 0+ v /2) entre les deux extrémie-

tes en.sermes de moyennes de la forme (’F: .3)

lr 1
G=gf, tprmtes et 1, - fs fpy-z ds
. 2 .

360
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Suggegtion - On a

Dv,
Pog- =P s =P+ Ty 5 »

Multipliant par Vys OB obtient
Dv. i
=L - .pa - i . .
Pv:i Dt P,a" =P Pat Tui,i%s

Apres intégration, il vient
D 2
= ./;’Fv /2 Qv = -fV 0 pvy & -fv (o/p) ; Py AV + fvv:ji,jv:.L av

Tenant compte du caractére permanent de l'écoulement et eu égard &

la conservation de la masse, on obtient

2
'/:.3 (v2/2) pven as =- '/s (p/p +-2 )pyen as - fv T;405; AV

sbit, en introduisant les moyennes. de psf2, et v29
G, +p, /P + v2/2) = 6( | + p,/p + v2/2) - P
2 * P/f 7, 1t PPy £
ol apparalt la puissance de frottement
P, =:fv Ty4055 OV

La relation précédente est trés utilisde en hydraulique, sous le nom

de relakion de Bernoulli.

7. Retrouver le résultat précédent & partir de la conservation de

l'énergie.
Suggestion - La relation (104) implique, dans les conditions de

1l'exercice précédent,

ff’“”dv“fsqlnlds="f 4,5 &V -

v

Par (92), on a
Ds
=9 3 = PToy " T8 o
Ds plus,

p%%= %§+PTDS F iasPr .

On obtient donc

D Ds , LD 2 _f (ppls_
fVCFDt(p/P ) *PT g *+ Loy L+ v/2)) av _fv (P2 D5 = Ty:84:) O

L'entropie s'élimine, et on obtient une expression équivalente i 1a
précédente.



* 8, On congidére (fig,15) un rotor tournant 3 une vitesse angulaire
constante () autour de 1'axe e o D fluide entre ngg une gechion S

et sort par une section S ° Le mouvement relatif. ém fluide_par rap—:

pprt»au rotor est‘ggymanent _Bx Qnimer les condltlons de conseyvatlon

de 1la masse, de conservation du moment de la quantité de mouvement

et de conservation de 1°'énergie. Calculer la valeur du couple trans-

mis par le fluidg;gﬁwiotor.

Solutlon

a) Dérivde particulaire en axes relatifs

On a iciy; en notant w la vitesse relatlve, et dans un systée-

me d’axes 1ié au rotor, .
°f Dx

D

D

i or,
s B =33 e £, 55 = ot

Pour les vecteurs de la forme a = a. €
P 1,\’
dérivées yrelatives

Dai " '?)a,i
Dt &Y 2t
et la dérivée absolue
D A Q;
Comue .
o €. o 6. = & ..
CIRIC B &
on a De De.
e ® + e © =L =O
i ° Db S5 ° Dt ’

c'est-a-dire que

Dei
W, ., = - )
e % €5 ° Dt

est antisymétrique et admet donc la forme

Wi5= 35Dk o

On en déduit

5éi . Dai , €
= Dt Cigk @ _"’lk °

Dt

En particulier, pour a, = X; , et en supposant Dxi/ Dt

on trouve

Dxi/ Dt = Eijkoaj X s

ce qui montre que W n'est autre que le vecteur=-rotation du rotor.

b) Lois de comservation

W

.
s

0]

P il faut distinguer les

9

38«
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On a ici, en notant a; les coordonnées relatives en t = O,

7= atm D(%q» Xpe X5)
D(a.,ll9 ass —aB)

> 0
et D J /Dt = 3 W5 Par conséquent,
.12_f ; - of
o v f(x, t) av = j; Py av + j; f n,w, as .

c) Conservation de la masse

On a
%
O---'f FdV f 3% dV+aniwiQS
v 3
soit, comme le mouvement est permanent et que n,w, = 0 sur les parois,
G1 = G2 = @,
avec
= ? -
G_] = fs Pwini das s G2 = f f)wini s .
1 SZ

d) Conservation du moment de la quantité de mouvement

La dérivée absolue du moment de la quantité de mouvement
ezt dgale au moment des forces extérieures: en notant sy les v1tesses

absclues, cette condition s'éerit

2 [pe -/

o P 19k %y ck Elgk j ng av + fs eijk X b, d8 .
La premiére intégrale s'écrit encore

2. f E. . x.c av + f € c, dv .

Dt J, P Sigk %5 %k €ipq®p P €qjic *5 %k

et le dernier terme se_ $Sransforme en
- [ PR S [N 3

¥

f P (w f',; ij_f‘c.') av =’ f f) (wc X, = w?Bci) av

.pulc-que oo we3° Pour un mouvement permanent, on a donc
f f’eijkxjck(nlwl) a5 = f Cipy P WVt f € 351530 95

-fv P (wegx; = Wxge;) av .
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C'egt la composante selon e, de cette équation qui est la plus in-

3
téressante. En notant r la distance & l%axe de rotation et © la di-

rection tangente au mouvement d'entrafnement, on a en général

-x,. f,. = »rf

E . x.°T o £,

3jk 7j "k = xq £

2 e

Par ailleurs, la derniere intégrale du second membre a pour intégrand,

selon §3,

,§>c X, = Wx. ¢, =0 ,

373 373
L'intégrale sur la surface peut s'écrire
+ rt, ds + r L, dS5 + rt,ds .
1;1, .8 “/82 ® j;arois ©

Le terme relatif aux parois représente, au signe prés, le couple C
appliqué par le fluide sur le rotor. Sur Si et S29 on peut généra-
lement identifier les tractions de surface & une pression normale,

t; =-pmn; .

On peut alors écrire la conservation du moment de la quantité de
mouvement sous la forme

jSFx;ce (nlwl) dS:—-fV pPr ey dS—f

rpn, 45 - rpn, dS ~ C
S 6 j; e

1 2

Définissant les grandeurs moyennes sulvantes:
— L L] ‘ — S f
r1 = 3 J[ r ds 3 r2 =3 r ds
15, 2

- 1
e1 r1G

7
s g ( F anj) das

E

»r
1
Cop = T G./' r ey ( p anj) ds
2778,

{ P, o= L : j' r pn?! ds

o1 ~ 7.5, s, 8
B = =1 r n, dS
62 = T8 ‘f P g
2%2 Y
| 2
= prew.

le couple C vaut-

C =G (r1 ¢ P, =r, F

o1 ~ T2 g2 1 2 Yoz

)+ M, + Ty Foy




Introduisant les vitesses d'entrafnement U = w r, on peut écrire

la puissanée fournie par le fluide au rotor sous la forme
P=Cw =G ( Uy egq = U, Cea) + Mgw + UFo, =~ U P, o

C'est 1a célébre formule d'Euler.

e) Conservation de 1'énergie

La variation de 1‘'énergie interne est égale a4 la somme des

travaux des forces extérieures et des forces d'inertie, augmentde

de la chaleur entranbe. On considére un écoulement permanent, avec
w, o= O sur les parois et on admet que les tractions de surface en

S'1 et 82 ‘sont agssimilables & dés pressions normales. On a alors .

. D
(1) ﬁfvpu @ = - fs1 u (ijns) as + fsz u (ijnj) as

= G (ué -..u,l) )

avec

1

9 ° JE——
fs u (ijnj) ds u, Gfs u (ijnj) ds
2

1

ol

(2) P, = 'fv pe;w, av = - f—”-,i pw, av = - «/;‘Qni(PWi) as

=6 (0,-0),
avec

P

21 \ -1
1 Gfs_(l (ijng) as _(12 =3 fs.ﬂ (ijnj) ds
1 2

/.

S

i
it

T
(3) Poupf = fs t,w, ds pnfw d5 =+ '/:,3 p n,w, ds

i'i
1 2

i

(@) - @) ¢,

w/p)y =g [ Flpappas s G =3[ Bipap)as
1

avec

S,

Dw. Les forces d'inertie se divisent en forces d'inertie relatives
i
(-F——Dt, ) » forces d'inertie centrifuges (f;w?'r er) et forces de Co-

riolis (- 2pE, . W jwk)o Ileurs puissances sont

ijk
2 2
Dw, w we.
| _.L 2 Coaf 2 M1
(4) Pir”'»fvPDt W, av = - o= vP(W /2) av = 6( = -5y,



42,

avec
2 _1_/ 2 . 21 2
W, =% w (Fnjwj) as 3 W, =G f w (Fnjwj) ds
S S
1 2
2 2_Dr .. _ 2D ,.2
(5) Picentr = fvfw r Wr dv = fviow r Dt v = fVPw Dt(r /2) v
f 2 ¢2 ' y? 2 2
= 5 W 5 (F njwj) as =fs ?(ijnj) ds = G(U2 - U1)/2

avec

2 _ 1 2 ' . e -4 2
Ul - Gfs t¥(pwmy) a5 5 U, = Gfs v¥(pwsn,) ds
1 2

(6) Py gop = fv (=P €4 5@ jw @;) AV =0

(7) Q = = f qini as .
S

Au total, on a donc

R Ug Wg 2 Ui W12» .
Glu, +0, + (‘f’)2 - -t ) = Gu, v, o+ (F)1 -5+ +Q

Définissant 1'enthalpie gpécifidue totale relative

ho=u o+ (p/f) ) +01 - (U2/2) + (WZ/Z),

on a encore

’-K- 3% e
h2=h1 + Q/G .

L'enthalpie spécifique totale relative se forme avec la vitesse rela-

tive en ce qui concerne l'énergie cinétique; en outre, il faut ajouter

aux termes classiques un potentiel. centrifuge (-U2/2) .

PIG. 15




9., Dans un _turbordacteur, de 1%air rentre & la vitesse Yqo Aprés

combustion des gaz et passage dans la turbine, le gaz sort & la

vitesse v.. Le débit d'air est G, exprimé en kg/s, Le débit massique

2
de combustible est trés faible, en sorte gque l'on peut admettre que

le gaz sortant est assimilable & de 1l'air., Quelle est la poussde

du turboréacteur?

Solution : Par simple application du théoréme de la quantité de mou-
vement
F =G (v2 - v1) s

dans le sens opposé & l'écoulement. Le plus souvent, on a v.& V

1 2°

d'ol

43,
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