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J.F DEBONGNIE - LECONS SUR LES TENSEURS CARTESIENS

ERRATA A

..Page 21, (paragraphe 16). La dernidre phrase de la page,
"Ce tenseur n'est pas dégénéré, car il admet de toute évidence

1tinverse suivant

~1 - (k) (k) "
fjl = kak (.‘,‘_j S

eat & remplacer par la phrase suivante:

"Ce tenseur, visiblement défini positif comme bij’ ne peut donc
8tre dégénédré, car l'existence d'une solutien d, & 1'équation

£..4. = 0 entratnerait £,.d.d. = 0, en contradiction avec (54)"
1J 4 1 1 4

coPage 25, premiére ligne :

"oﬁgg n'est autre que le rotationnel du vecteur v ."
XQLaLlonnel )

est & remplacer par:

"ol W n'est autre que le demi-rotationnel du vecteur u."




1. VECTEURS

Etant donné un repére orthonormal {e s €, © },un vecteur
: ACIG
) quelconque peut &tre mis sous la forme
3
a=a, e, +a, e, +a, 6, = =>. a. €, o« (1)
AT T %27 %33 =

On peut donc représenter ce vecteur en donnant ses trois composan-
tes 245 89 8o Cependant, de nombreuses opérations sur les vec-

teurs peuvent €tre décrites en considérant seulement une composan=

te générique a; du vecteur, ce qui méne i représenter le vecteur
non pas par la notation de Gibbs g mais par sa composante générique
2. Dans ce cadre, le vecteur X;@ obtenu par multiplication de

a par un scalaire N st'éerit simplement )\ai; la somme (f% + b) de

deux vecteurs s'écrit simplement a; + bi; le produit scalaire de

deux vecteurs a et b est donné par
~ Lol

W

E:Jol)‘: 2 aibio (2)

-;3,1

On allege cette derniére notation par la conwention de sommation

d'Binstein : lorsque un indice est répété, il y a automatiquement

somme sgur les trois valeurs possibles de cet indice. Nous écrirons

done

a.b=2a b . _ (3)

De 1la méme fagon, nous écrirons encore

a=a; e; . (%)
~.

Bien entendu, le nom (i) de l'indice utilisé pour la sommation

n'a pas d'importgnce, et on aurait pu écrire indifféremment

a . R’= a, € s

par exemple., Ctest pourquoi on dit que c'est un indice muet. Par

oppogition, un indice qui n'est pas muet est dit franc.

2. CARACTERE TENSORIEL

La définition (1) d'un vecteur pourrait laisser croire
que ce vecteur dépend du systéme d'axes choigi. Mais précisément,
les vecteurs que l'on rencontre en physique sont des &tres intrin-

séques, qui existent indépendamment du systéme dfames. Cette pro-
priété porte le nom de caractére tensoriel. Elle implique une re-

lation bien déterminée entre les composantes a, du vecteur a
5 o

dans le repére {ei}et les composantes a; de ce méme vecteur
N



dans un autre repére orthonormé {ei,s . (Noter que le prime affecte
N

les indices !). Pour établir cette relation, notons que l'on peut

édcrire

e; = (e & ejg) ., = X.., e. s (5)

ot apparaft la matrice de transformation

oygr =81 oo , (®)

ce qui entrafne

a R = a, . .q ©
~ i i i ijr 3¢
o

et

2" = aj, ejv
~~
Par identification, il vient

a4y = O(ij' a; . (7)

A 1'inverse, on a
9

6.y = (6., oe,) e.=(e, . e.,) e. = O., e
LTI I AT L
ce qui implique
= a, ., = a,, O, .
;a'\J al' el' alﬂ le iJ $
relation qui, comparée avec
a = a, e, 9
~ J '\:,]
donne
aj = iji' ai' ° (8)

La matrice O(ij' est orthogonale. En effet,

= =,., o

ay ijr 240 ije kj? 8 s

ce qui signifie que

o

130 Ogge = Oy s ©(9)

en introduisant 1& gymbole de Kronecker

b5 = {1 oi i
0O sii £33 .

De méme,



= o

giv %5 < git ocjkv L )
dtolh

Kjir Ogpr = S uer (10)

Leg relations (7) et (8) permettent de distinguer les gran-
deurs & un indice qui ont le caractére tensoriel. Nous adopterons

done la définition suivantbe:

Une grandeur 3 un indice est un tenseur d'ordre 1 (ou vecteur)
gi elle vérifie la loi de transformation (8) (ou la loi (7), car

les deux propriétés sont équivalentes)

3. TENSEURS D'ORDRE ZERQ

Revenant au produit scalaire, montrons qu'il conserve sa va-

leur lors d'un changement d'axes si ges Packeurs sont des tenseurs
d*ordre un. Soient donec a; et bi des tenseurs d'ordre un. On a

b = &

ikt 230 kv Pyge

a; b, = U a,, & (o4 ol 30Kt aj, it

1% Fage By Fape Pype = Ky
Dans le dernier membre, on a

_ 0 si j' £ k¢ g _
Xjrr 250 = ?v é 1si 30 okt ) B0 T o 1)

Clest d@'ailleurs 1i une propriété fondamentale de symbole de Kro-
necker: il "change le nom de 1l'indice"™. Tenant compte de cette

propriété, on obtient

ai bi = a"IE' bk' 9 ; (12)

clegt~a~dire que le produit scalaire conserve sa valeur lors d'un

changement d'axes orthonormaux. On dit qu'il est invariant ou

encore, que c'est un tenseur d'ordre zéro: par définition, un

invariant ou tenseur d'ordre zéro est une quantité scalasire indé-

pendante du systéme d'axes,

Insistons sur le fait qu'il existe de nombreux scalaires
qui ne sont pas invariants. En voici un: soit ¢ un vecteur fixe,

et définissons le scalaire

')\'—'-cne °
~ ~

Dans un autre systéme d'axes, on obtient en général

N = e e, VD N

?
~



4o
4. TENSEURS DU SECOND ORDRE

Nous avons vu que le produit scalaire de deux tenseurs dior-

dre 1 est un invariant. L'inverse est également vrai: supposons gue

2, goit un tenseur du premier ordre, et bi une grandeur a un indi-

ce., Montrons que si ay bi egt invariant, bi egt un tenseur du

premier ordre. En effet, on a

a; by = 130 250 b, = 8y
B30 Py ’
d'ou
=
Pyr =%y By o

ctest~a~-dire que bi est un tenseur du premier ordre.

Appliquons ce résultat 34 la mécanique. Le travail d'une

force fi pour un déplacement’dxi vaut
4% =, dxz, .

Or, il est clair que la valeur du travail ne peut dépendre du
systéme d'axes choisi; de plus, le déplacement dxi est un vecteur.
Par conséquent, la force fi est également un tenseur d'ordre un,
En particulier, la loi de transformation des forces est

£y = %y £y

Soit & présent une grandeur 3 deux indices 84 Nous

dirons, par analogie avec la propriété du produit scalaire, que

c'est un tenseur d'ordre deux si, chaque fois gue bi et cj sont

des tenseurs d'ordre un, le "produit contracté"

a5 b; oy (13)

est invariant. Cette définition implique une certaine loi de trans-

formation que nous allons déterminer. On a

b, , X

BirpoPieCpe = 83 3P305 = 8 300 D X gy 00, = (Kyyy Ky

jl! 1j)bkﬁclﬂ E
ce qui implique

- o
Byrye i Fgpe 254 . (14)
A 1l'inverse,
- - o - \
253%1%5 = ZnnePirCer = Bane Xapey Kypeeg = (Xyp 0 Kyeayaga)biey

ce qui entralne



a.,, = O (15)

ij ik?® o

§19 B
Donnong un exemple de tenseur du second ordre. Soit une

relation linédaire entre deux tenseurs d'ordre un,

8, = b,. C.oe
17 P15 %

La grandeur bij est-elle un tenseur? Transformant, on obtient

OpeByer = Pyg Xgqe 0q0

multipliant par djmﬂ , il vient

= o
Oime X gpedr = Xype Fgpe Py opo
goit
& prgr Byr = Xy & 5y by0p
ou. eNcore,
= (! °
e = (% gpe Olype Byy) 1
La grandeur bm'l' jouant le méme r8le que bij dang le systéenme { ei,}
est donc
Pyrge = Ogpme Ogp0 Byys

ce qui revient & dire que la loi de transformation (14) s'applique:

bij est donc bien un ftenseur du second ordre.

Il convient de prendre garde au fait suivant. La donnée des
neuf composantes d'un tenseur du second ordre aij peut &tre fai-

te & 1l'aide du tableau carré

99 212 33
%21 %22 Fp3 .
%31 %32 %33

I1 ne faudrait pas en déduire pour autant que toute matrice est un
tenseur. Le caractere tensoriel n'est assuré que si les composantes
8 4 sont définies dans un systéme d'axes donné et si la loi de

transformation (14) S'applique. Aingi, les matrices o‘ij' ne sont

pas des tenseurs, car elles ne sont pas définies dans un systéme

d'axes, mais & partir de deux systémes d'axes,

50



Voiei un second exemple de tenseur du secind ordre. Soit um sys-

tdme élastique sollicité en un point (fig. 1). Pour obtenir un dé-

placement u, e, de ce point, il faut appliquer une force dont les

composantés sont proportionnelles a u,. Elle est done de la forme

£ u ’ £, =k, u s T, =k, u

1 = ¥qq

1 2 21 M 3 31 1 °
De la méme fagon, pouf obtenir un déplacement U, €55 il faut appli-
quer une force de composantes
fa=kpuy o Ty=lkpu, o Ty=ky U,

Enfin, la force produisant un déplacement u est donnée par

3 3

f_ =%k u

fp=kygug o Ty =kyyuy

1 13 73 ’ 2 23

Par superposition, on obtient
un déplacement

Uy 8q + Uy 8y + U508

::E%;$4J en appliquant une force dont

f les composantes sont

miliey -

élastigue
f1 = k,nu1 + k12u2 + k13u3

p = Epqtq + Kyou, + KUy

k.u + k_.u. + k, .u

ARARANRRRRARRNRNANY

H
]

FIG, 1

= kid

3 31 3272 3373

goit

Le travail virtuel de cette force pour un déplacement virtuel 5ui

vaut

62; = Su, k,.u

i 1§ 7
Comme tout travail, il s'agit d'une grandeur indépendante du systeme
d'axes. Dés lors, étant domné que w, et Sui sont nécessairement
des tenseurs du premier ordre, les grandeurs kij forment un tenseur

du gscond ordre, que l'on peut appeler tenseur de raideur, car il

généralise la nobtion de raideur d'un ressort. En particulier, lors

d'un changement d°axes, kij se transforme suivant la loi

Kjoge = g0 Xpse Iy o

5. TENSEURS D'ORDRE SUPERTEUR

Généralisant 1l'approche ci-dessus, on peut définir des ten-

seurs d'ordre plus élevé. En général, une grandeur indicée

6.



i j¥1m...n
est un tenseur si le produit contracté de cette grandeur avec
autant de tenseurs du premier ordre qu'elle a d'indices, est un
invariant:

23 Jk1mo o o1 bi cj dk ey fmooogh = invariant. (16)

Par les mémes raisonnements que ci-dessus, on vérifie que cette

condition implique les lois de transformation
81 jk1lm...n =uip' o‘jq“ Olgpe Kpge Hppoece O(nu' Bprgtrisit...ul

ap'q':l:"s't’...u." = O(ip' 0(jq" o‘jr' O(ls' O{mt"" Xt 23 jk1me . on

17)

6., QUELQUES OPERATIONS SIMPLES SUR LES TENSEUEﬁ
Les opérations lés:plus courantes sur les tenseurs sont:

a) La multiplication par un scalaire

= Aa,

21 3kes idke ..

Pour autant que le scalaire A\ soit invariant, le résultat de cette

‘opération est un nouveau tenseur de méme ordre que le tenseur de

départ.
b) L'addition
L'addition n'est possible qu'entre tenseurs du méme ordres

Cossenee o Pigka..) ™™ %igk...* Pigk...

Le résultat est un tenseur de méme -ordrd que les deux termes de la
somme .

c¢) Le produit tensoriel ou dyadique

A partir de deux vecteursvai et bj’ on peut former la grandeur a
deux indices

appelée produit tensoriel ou produit dyadique. Est-ce un tenseur?
On a

c = O

15 =%gpede O gpaPye = Fype Oagalaybyy) = Oy Kyyiyag,

c'est-d-dire la loi de transformation (14). (Une autre démonstra-

tion consiste & remarquer que

cij diej = (gidi)(bjfj) = invariant,

en vertu des propriétés du produit scalaire; mais cette démonstra-
tion ne s'applique qu'aux produits de tenseurs dfordre.1)

Le produit dyadique se généralise aux tenseurs dordre plus



8.

élevé. Ajmsi, si aijk‘et blmn' sont.des ¥enseurs, la grandeur 2 7 indices
a... b est un tenseur d'ordre 7. (A vérifier & titre dvexercice).
ijk "lmmp

d) La contraction

Etant donné un tenseur d'ordre n contenant entre autres un
indice i et un indice j, on dit que l'on contracte ces deux indices
lorsque 1'on fait 1 = j (et la somme ! ). Le nombre d‘'indices francs
qui restent aprés cette opération est denc (n-2).

EX.

®ipqjl +—> ®ipgil ,

7 ind. francs (n-2) ind. francs

La grandeur résultante est un tenseur d'ordre (n - 2). En effet, on a

a'iqul = ine o‘pr' O(qsv O(jkv AKigr Bpopegegoge 9 (

dtol

a

23pqil = %ime Kppy Kggr Kyper Oage Bpeprgriegs

= dm'k'“pn?_'?‘qs?_o‘lt" nirrstktt

X

= O(p:l:"'uqs" 160 Zmerigimrgr |

Voici quelques exemples de contraction:
= Partant d'un produit tensoriel de deux vecteurs aibj’ la
contraction donne le tenseur d'ordre zéro aibi, ol 1'on reconnait

le produit scalaire.

~ Partant d'un tenseur du second ordre aij’ on obtient par

contraction l'invariant a4 appelé trace de aij‘

= Partant du produit a , on obtient,; en contractant Jj et k

13 %K1

le produit ay qui est un tenseur du second ordre. La contraction

kK1

de ses deux indices i et 1 donne l'invariant aikbki'

=~ Partant d'un tenseur du quatriéeme ordre Cijkl’ on obtient,
en contractant i et j, le tenseur du second ordre Ciikl'
=~ Contractant les deux indices de Sij’ on obtient

6..=é +622+533=3‘

ii 1

e) Une application

En notations de Gibbs, la distributivité du produit scalai-

“

re par rapport a l'addition de vecteurs nécessite une démonstra-



9.

tion spéciales il n'y a en effet rien d'évident dans la formule

a.(b+c )= a.b + a.c .
~ L P ~ P

Lol
En notations tensorielles, cette égalité s'écrit
. (b, . ) = a,b; LC.
al( i * 01) albl a0

et ne suscite aucin doute.

7. GRADIENT

Etant donné un scalaire. 90, nous utiliserons la notation

2¢
f,i~ ox . (18)

La grandeur dont les composantes sont %)i est appelée gradient de N
9

Montrons qu'il s'agit d'un tenseur d'ordre un. CGonsidérant une varda-
tion  imfinitdsimale dxi des coordonnées—c'est le type méme des

vecteurs — la grandeur

dsa = So,i dxi
est la différentielle de § , qui est invariante. Par conséquent,

? i est un tenseur dtordre un.
9

Soit & présent u, un tenseur du premier ordre. Son gradient
wy 3 est un tenseur d'ordre deux. En contractant les indices i et j,
?
on obtient le tenseur d'ordre zéro

= (0u,/0x,) + (3u2/bx2) + (au3/bx3) . (19)

u, .
i,i

appelé divergence du vecteur u; .

En combinant les opérations ci-dessus, on obtient la divergence

du gradient:
. 2
Wveradp = (@)= fu3 = VP

formule dont la mémorisation n'est pas nécessaire en calcul tenso-
riel. ‘Dans le méme ordre d'idées, aucun:effort dé mémoire n'est

nécessaire pour obtenir en calcul tensoriel

; 24 F A a, 5 = a . grad i + A div a

1,1 ~ ot

div()\%) = ()\ai)’i = )\

8., PRODUIT MIXTE DE TROIS VECTEURS

Calculons le volume du parallélipipdde comstruit sun les
trois vecteurs a, b, ¢ (fig. 2). Tout point de ce parallélipipdde
~e AN ) :

est de la forme



10.

X=Yy3+T,b+558 » ¥, € 20, 1C ,i=1,2, 3

Dans un repére domné, il

est dquivalent d'écrire

*1 T4
= A T2
X3 y2

a1 b1 c1
A =1la b c
2 2 2
ég b
a c
FIG, 2 3 3 3

qui est également la matrice jacobienne de la transformation xi=y ,

Le volume du parallélipipede est dinc

1 1 1
2 =f 1. dx,. dx. dx =/ dy f ay / jdtm Al dy
pllpp pllpp T2 T3 0 e, 2d 3

=ldthlve

On notera par ailleurs que le déterminant de A est positif si le

triddre { 2, b, s} a la méme orientation (dextrorsum ou sinistrorsum)

que le triédre de référence {91, L 23} et qu'il est négatif dans
~ ~S

le cas ol les deux triédres Sont d'orientation inverse.

On peut donc définir le volume orienté (é,'zg ¢) défini

par les trois vecteurs a, b, ¢ par

a1 b1 01
(8, by o) = |2, D, o (20)
a3 b3 ¢y

I1 s'agit d'un nombre dont la valeur absolue est égale au volume
du parallélipipéde comstruit sur ces trois vecteurs, et dont le
signe est positif ou négatif selon que les triédres{ ay by 3} et

{e1,.ez, e3} sont de méme orientation ou d'orientation inverse(fig. 3).
LAV W e

On donne le plus souvent le nom de produit mixte de‘i, b, ¢ & ce
N A
volume orienté.
Lors d'un changement de repére, il est clair que le volume

engendré par les trois vecteurs ne change pas. Par contre gi l'an=-



M.

b
c b <
Ae g
3 a
@ c © FIG. 3
e, N
<2
S signe du
c 5 produrt mixte
Q —~ .
a 2
© ®
Y

cien et le nouveau repéres sont d'orientations contraires, le pro-

duit mixte (20) change de sigie. Le produit mixte n'est donc pas 3

proprement parler un invariant. Cependant, comme sa variation se 1li-

mite & une dépendance de Son signe par rappont'é“l'orieﬁtafﬁéﬁ du---

triédre de référence, on dit que c'est un pseudo-~tenseur d'ordre zéro.
C'est précisément pour éviter tout probléme de signe dans le
produit mixte (et, comme nous le verrons, dans le produit vectoriel)
que beaucoup d'exposés sur les vecteurs se limitent & considérer des
tridédres d'une orientation bien déterminde (jadis, sinistrorsum, ac-
tuellement, dextrorsum).
Les produits mixtes ont les propridtés suivantes, qui décou-

lent directement des propriédtés des déterminantss
* (7\9;/\03,, ve) = %/*U(g, b, ¢)

* @ebye D)= (g0 )+ (b D)

* (g Byg) = (B g 8) = (g 2 B

* (%9 B’ g) =~Q39 B’ 3) - (b9,39,2) = = Q@’ e, E)

0

* (2, 2, b) = (3, 2, 8)



9, PRODUIT VECTORIEL, ALTERNATEUR ET ROTATIONNEL

Le produit vectoriel 2 x b de deux vecteurs a et b peut

8tre défini par la condition que
(%XB) ° g = (’av, E, ,@) (21)

quel que soit le vecteur d .

Notant

c=axbh,
L ~4

-~

il découle directement de la condition (21) que

¢; =2+ 8 = (a, b, ;) = ( 25849 Dylus ) = by (eys MK &)
soit
¢ = (xR = By 250 (22)

en introduisant l'alternateur

641 651+ O
€ g = (eg0 840 8y) = Sip 852 &eo ’ (23)
5 §.n O

i3 J3 k3

dont les composantes dans tout systeéme d'axes sont

(1 2 3) f +1 si (i,j,k) est une permutation paire
Eijk = sign |, 5 Kl = de (1,2,3)
4 =1 si (i,j,k) est une permutation impaire
de (1,2,3)
| 0 si (i,j,k) n'est pas une permutation
de (1,2,3)

(24)

Le symbole &‘ijk’ défini par ses composantes (24), est-il

un tenseur? Il s'agit de déterminer si la relation

€ ominy = ¥ype Xyne Oypo &gy
est vraie. On a en fait
€ Xyqe Xy g0, = Z sign(123) Ol .y O, 4 O
1jk "1l Ju? ~lkn permutations i j k il Jut “lkn

(i,3,k) de (1,2,3)

atm(ol ) . sign(1 2. 3.

19w ) = Epegige dtmla).

Comme le signe de dtm(o ) dépend de l'orientation relative des deux

tricdres {21, Los 83} et {z1,, Lot 53,} ’ 8ijk n'est pas &

12.



proprement parler un tenseur, mais un pseudo-tenseur. De la méme

fagon, le produit vectoriel voit son signe changer avec celui de

ltalternateur et n'est pas un véritable vecteur, mais un pseudo=-
vecteur,

Le potationnel est un opérateur différentiel vectoriel

construit sur le méme moddle que le produit vectoriel:

(rot'g)i = eijk Uy s (25)
Si u est un teunseur d'ordre un, son rotationnel est un pseudo-

tenseur du premier ordre:.; si u est un pseudo-tenseur d'ordre un,

son rotationnel est un tenseur d'ordre un.

10, PRODUITS D'ALTERNATEURS

10,717 = Produit tensoriel simple

On a, par (23),

84 055 945 S11 Om O b1 Oin

€13% E1mm = 6;}1 | é4p 6;}3 615 Opp &yl = CS;11 S5m
S O K3 5 Ou3 bugl | O Oy

| (26)

soit, sous forme développée,

€ jic €1mn = 041 Sgm Sn * im 65n by + Oip 651 Opp

- 6in o, ‘Skl -6

Jm

‘531 6kn-<5. 6. 6 (2617)

im il “jn Tkm

10,2 = Un indice contracté

Faisant, dans (26'), i = 1, on obtient

€3k €imn = O11 O5m Okn * Oin 950 %kt * 05y 055 Ok
T Min 6jm 6ki - 6im ‘531 6kn - éii 6511 6km
=366, % S 6ip + 6jn6km
- S 5jm = éjmékn - 36jnékm
soit
€1k Eamm = éjm O G5s Oum (27)

Les applications de cette formule sont trés nombreuses (voir,
entre autres, section 11)

in

Jn

6]511

13.




10.3 - Deux indices contractég

Faisant, dans (27), j = m, on obtient

€% €ign = éjjékn ‘6jn61cj =38, -6 =26, . (28)
10,4 = Proisg indices contractés
Enfin, lorsque k = n dans (28), il vient

€5 €1 = 2 O = 6 (29)

11. EXEMPLES D'APPLICATIONS DE L'ALTERNATEUR

Dans le cadre des notations de Gibbs, les opérations com=

prenant un ou plusieurs produits vectoriels ou rotationnels sont
assez complexes et nécessitent la mémorisation d'un grand nombre

de résultats démontrés une fois pour toutes pour la cause. En cal-
cul tensoriel, seule la farmule (27) est & retenir. La formule (26)
n'est guére utile et les formules (28) et (29) découlent directe=
ment de (27). Nous donnons ci-aprés quelques exemples par lesquels
le lecteur peut se convaincre de lfefficgéitéWQu~caicul tensoriel.

1.1 = Double produit vectoriel‘

En notations classiques, il est nécessaire de mémoriser la
formule

d=(axb)xc=b(a.c)~-a(b.c).

~ ~ ~ N A e ~e v A

En notations tensorielles,

b

. = E. N . = E
4 iy 2 X B)ye Es1m 21k ei E1m 21 PuCy

i ~ ik = Eijk

]

(81 83p = O 631) 2y By o

a.g bec

11.2 - Rotationnel du rotationnel
~ Calculons - A
b = rot (rot a) .

On a

k1lm am',l),j = €yij€ian ®m,1j3

| (511 éjm - éim c"-;11) 2y

e B AL .. ™ 3. ..
9 1Jd Jsid i,33 °

14.
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BEn écrivant ce résultat sous la forme

t t .= . )
(rot ro ’Q)l (aJ,J)al

. .. 3
1ydd
on retrouve visiblement la formule classique

‘72 a = grad div a - rot rot a o

11.3 = Formule de Lagrange

Calculons
R:(rot}&)xg.

On a

b; = Eijk(rOt 3)3 Y = sijk E,jlm Ym,1 Y

) u

Mkléim“ m,1 "k

Ejki €i1m Ym,1 Y km il
- - - ) -3 .
=Ug oy e T W g W =y g = Bl w) g
On a donc obtenu la formule
(u o grad) u=4% grad(uz) +rot uxu,

connue en mécanique des fluides sous le nom de formule de Lagrange.

11,4 = Calcul des déterminants

Etant donné une grandeur i deux indices aij’ son déterminant
egt défini par

123 |
dinla) = Z - e (i j,"k’)* 211 %5 T3k T Eigi P1i %25 O

pernutations
(isjsk) de (10293)

Permutant les lignes du tableau, on multiplie le déterminant par la

signature de la permutation. Par conséquent,

€ » dtm(a) =

E. . a.a .a
pq ijk "pi qj Tk

En maltiplisnt ce résultat par Equr’ on obtient

& € dtm(a) =

par Epqr Eign €

par “pi “qj “rk
soit, en vertu de (29),

dtm(a) = + € £

6 “par “ijk api aqj 27k (30)

12, TENSEURS SYMETRIQUES BT ANTISYMETRIQUES

Un tenseur du second ordre aij est symétrique si aij = a

i
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Il ést antisymétrique =i aij =- aji s ce qui implique en particulier
que tous ses éléments diagonaux solent nuls. Symébrie et antisymétrie

sont des - caractéristiques ihtrinséques des teaseurs. En effet, si

symétrique %
o LT - 1]
aij est antisjmétrique) * on a d'une part
85050 =050 X pse B9y

et,d'autre part,

a‘joiv =O{mjc o

|

= [0} ol

1i #qm T {- 14t mj' *1m °

12,1 = Une propriété caractéristique des tenseurs symétriques
Soit aij un tenseur symétrique. On a

€ (31)

i 245 = F Epag oyt By ay
car aij = aji
du second terme du second membre, on a

t €y 58y =t E

. En intervertissant les noms des indices muets i et j,

kji %1y °
et, en reportant ce résultat dans (31),

£ ..a..=% (€& + £

kij i kij ) ag4 =0,

kji’ "ij

vu les relations d'antisymétrie de Eikj .

Inversement, soit aij un tenseur vérifiant

5kij aij = 0 | | (32)

On a donc également

0= &pm €rig B4y = (éliémj = 61351111) 835 T %1m T %m1

c'est-a~dire que aij est symétrique., Ainsi donec, la relation (32)

est une condition nécessaire et suffisante pour gue le tenseur aij

soit symétrique.

A titre d'application, soit & intégrer un gradient. Le pro-
bléme se pose comme suit: étant donré un tenseur du premier ordre

43 OR cherche une fonction Y7 telle que
Pi=9 - . (33)

Sur un ouvert simplement connexe, les édquations (33) admettent une so

solution, unique i une comstante prés, si et seulement si

qi,j = qj,i (34’)

c'est-a-dire si le teunseur a4 est symétrique. Il est équivalent
9



d'imposer la condition

Ekij a; 5 = o , (35)

ce qui revient & dire rot q = 0 .

o>

12.2 - Structure des tenseurs antisymétriques

Etant donné un tenseur antisymétrique ‘Dij , définissons le

pseudo~-vecteur
W, =% ekij @, 5 (36)
On a encore
— - —} 1 -
£1mkc.‘)1\: =1 Elmkgkijwij =3 ~£klm Ekijwij - E(éliémj 51;]6 mi
= O, -~ W) = Wy - (1)

Les relations (36) et (37) expriment qu'il existe une welatiof .

‘biurivoque . entre piendo=vesteurs et tenseurs antisymétriques. Sous

forme de tableau, on a

0. W. =W
: 3 T2
,{OOij = e :

' (38)

13, DECOMPOSITION D'UN TENSEUR DU SECOND ORDRE EN PARTIES SYMETRIQUE
ET ANTISYMETRIQUE .

On peut toujours écrire

a5 = % (aij + aji) + % (aij - aji) (39)
Le tenseur

% ( a;5 + aji) (40)
est appelé partie symétrique de 854 o Le tenseur antisymétrique

est appelé partie antisymétrique de B4 o

14. DECOMPOSITION D'UN TENSEUR EN UN TENSEUR ISOTROPE ET UN DEVIATEUR

Etant donné un tenseur aij’ cherchons i l'approcher au mieux

par un tenseur isotrope, c'est-i~dire de la forme N 6ij » Bien

1

entendu, on n'a pas, en général, a.j =\ 6:ij' Mais on peubk cher=-
cher la valeur de A qui minimise la somme des carrés des diffé-

rences a; s - A‘sij‘ I1 s'agit de minimiser 1'expression

17,

YW, .

ij
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Dérivant par rapport i >\ , on obtient

ad
E - 6ij(aij -)xé)ij) - (aij -2 ij) é i3 =" 2 (aii —>\<Sii)

= -2(aii—-3}\)

Le minimum est domc obtenu pour A= 3 854 e Ceci donne la décom=-
position
1 1
55 = 3 akkAé i3 + (a'ij 3 akk6 ij) (42)
7 s,
meilleure approximation reste
isotrope
La meilleure approximation isotrope -;— akkéij porte le nonm de
. 1 8
partie isotrope du tenseur aij . Le reste, aij 3 By 13’3 "appelle

déviateur de a'ij" Nous le noteronsfaﬁj. On notera que

iy = oAy - (1/3) alckéii =a;; =2, =0 , (43)

c'egt-a~dire que le déviateur a sa trace nulle. De plus,

1 R
813 845 % & akké iy * )(3 11<S ij * a’ij)
c e e b+ ta .+ s 2. 4+8 .8
9 %k #1941 T3 811 %51 YT i 13 %43
soit
8. . 8. =+ (a ¥ +a. 8 (44)
ij #5 ° 3 “Pkk 15 *ij ?

formule qui exprime le découplage des deux parties du tenseur a;
dans le produit contracté a, .a.

ij :L;)
15, DIRECTIONS PRINCIPALES D'UN TENSEUR SYMETRIQUE D'ORDRE DEUX

Considérant la relation

a. = b,. c,,
i ij 73

ol bij est un tenseur symétrique, on peut se poser la question de

savoir s'il n'existe pas des vecteurs c:j tels que

= A e . (45)

c'est-a-dire que le transformé de cj par bij ne differe de c; que

bij ¢

par sa norme, et non par sa direction. Un tel vecteur Cys sfil est

de norme unitaire, définit une direction principale du tenseur bi;j‘

La condition (45) s'éerit encore
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(bij - éij) oy = 0. (46)

Matriciellement, il s'agit d'un probléme aux valeurs propres, qui
n'admet de solution que si

atm(D, 5 -A ‘Sij) =0 . (47)
Cette édquation sécrit encore

1
3 E'ijk qur(b -A 6ip)(qu - 6jq)(bk:r - >‘E’kzr) =0

ip

soit, tous calculs faitg,

3 2 _
N N e\ I, =0, (48)
avec
I1 = bii
I, = %(bjjbkk - bjkbkj) (49)
13 = dtm(‘b)

Les grandeurs I1, Izg I39 visiblement invariantes, sont appelées

invariants simples du tenseur bij‘ Quand aucune confusion n'esp
possible, on parle simplement des invariants de bij° Le calcul
matriciel nous enseigne qutune matricd symétrique a toutes ses
valeups propres réelles et exactement 3 vecteurs propres indé~
pendants. Nous noterons donc

@ NEY

9 9

les trois directions principales indépendantes. Les directions

principales relatives 3 des valeurs principales (c'est ainsi que

1'on appelle les valeurs propres) indépendantes sont orthogonales.

En effet, comme

y Cgk) - >‘k ci(k) ot bij c;_1) - }\1 ci(1) ,
on a
O e
cgk)bji cj(-1) _ cgk))\l C::(31)

d'ol, en soustrayant les deux résultats,

(50)

O=(>\k_)\ ci(’k:) cj(-l)

1)
Lorgque 1'équation (48) admet des racines multiples, i chacune
d'elles est associé un sous-espace propre dont la dimension est

exactement égale & la multiplicité de la racine. Choisissant une
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base orthonormale arbitraire de ce sous-espace, on obtient également

l'orthogonalité si certaines racines sont multiples. Finalement, il

existe ftoujours une base de directions principalegs orthogonales pour

un tenseur symétrique.

Cette propriété permet d'obtenir une décomposition 4u tenseur

b, . en carrés tensoriels des directions principales, appelée décom-

1d

position spectrale. Pour 1'é&tablir, commengons par remarquer que

tout vecteur di

8 = P °§1) +
On en déduit
P13%y = Pigf © ('1)
= N, A o
et, comme
L ()

J 3
on a encore

b, .4,
i1d 4

]

= >‘1 i c

2 %

(1, (M (1),

i

est nécessairement de la forme

(2) (3)

3% *

2)
bij PE c( +
+ X (2) A
Proi  + A

(pas de somme sur k)

i °j Ay fr &

(51)

(3)
biy P3 oy

o(3)
3 1

~£2)c(2>c(2),A

J

o(3), (3) (3)

A B3 o4

°5 %3

()\10(1)0(1))(’61 51)) + ()20(2) (2))(P2 52))

v OngePeip o)y

expression qui, vu lforthogonalité des directions principales,

I d [) -~
équivaub a

(A,c (1) (1)) ay + @) c<2) (2)) ay + (Xje

On a donc obtenu

by = j§: X

C'est le développement spectral cherché;

Notons encore
b, o (B (E)
1% %

I1 en résulte que, si d,
i

(3) (3)) d
(k) gk) (53)
ue
Xk ik) ik) kk . (pas de sommations sur k)

est développé selon (51),



ijivj

b d.d. = S N B2
0, P

Par conséquent, un tenseur symétrigue bij est défini non négatif,

c'est-ad-dire, 8 ses trois valeurs propres non négatives, si et

seulement si

by 48545 3O (53)

quel que soit le vecteur di’ Il est défini positif, clest-a-dire

que ses trois valeurs propres-sont-strictement pesitives, si et

seulement si

bijdidj > 0 (54)

16. DECOMPOSITION POLATRE D'UN TENSEUR DU SECOND ORDRE NON DEGENERE

Soit aij un tenseur du second ordre non dégénéré,(ce qui
signifie que son déterminant est différent de zéro). Nous allons
montrer qu'il admet la décomposition

aij =‘gik fkj R | (55)
o g., est orthogonal, c'est-a-~dire
ik

gikgim =6 xm ! (56)

et £,, est gymétrique. Supposant la décomposition obtenue, on a

ik
#13%1 © BikBim ka L= 6kmfkgfml = fkjfkl ° (57)

Notant
’ (58)

Doy = 233%41
on remarquera que ce ftenseur symétrique est défini positif, car

bijdidj = (gyidi)(aljdj) = "{all 1}”
vu que aij n'esp pas dégénéré. Il admet donc un développement
gspectral de la forme

SN ), () |

bjl :% e ©5 % (59)
avec X]£> 0 . I1 est dés lors.aisé de vérifier' quiun temseur .
gymétidique fkj vérifiant la condition (57) est domné. par

3 e) (k)

Ce tenseur n'est pas dégénéré, car il admet de toute édvidénce

l'inverse suivant

51 = ZNE ofef0)

21.
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On déduit alors de (55)

-1
&ix = aijfjk . (61)

Le probleme est donc résolu si 1l'on peut démontrer la relatiom d'or-
thogonalité (56). De fait,
=1 -1 “ta=1 “1=1 ~
E1185m = #31%1x 2infan = P nf 1t am = Tpifontictom = 6 ok Opm = Sym

ce qui achéve la démonstration.

On peut démontrer par une voie analogue l'existence d'une

décomposition
833 = Byy¥ry o (62)
avec hik symétrique et rkj orthogonal. (A faire comme exercice).

17 « CHANPS DE TENSEURS

En mécanique des milieux continus, on rencontre des gran-

deurs tensorielles qui varient d'un point & 1l'autre. Ainsi, en
mécanique des fluides, les vitesses des particules se trouvant
en deux points différents d'un
écoulement sont en général diffé-
rentes ( fig. 4). Pour décrire le
mouverient , il faut donner la loi

(X1’ < x3) i——)-vi(x1, X

20 2° X3)

que l'on appelle champ des vitesses.

Plus généralement, on peut rencon-

PTG, 4

trer des champs de tenseurs aij(xk)°
Il est donc possible de définir des intégrales de volume et de
surface du type

‘fv g O, fs a5 45, ete...

18. THEOREME DE GAUSS-OSTROGRADSKI

Soit a; 0 1

(x) un tenseur d'ordre quelconque et soit V

un volume de surface S. Nous noterons n la normale extérieure

sur S. On a la formule fondamentale

J; aijk...l,m v = J; aijk.c.l n ds (63)

Démontrons cette formule pour m = 1 . (Pour les autres

valeurs de l'indice, la démonstration est la méme). On a (fig. 5)
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PIG, 5

S 2agc,..1,1 Fq8R08%5 = fs 215Kl .0m F2%3

v
+
=S Fipa...n %% o
S-
en appelant S+ la partie de la surface ol n.e, > 0 et 5_ la

partie de la surface o n.e, <0 . Considérant un prisme de
~

1

cbtés dx, et dx (voir fig. 5), on remarquera que dxzdx3 est la

3
projection des intersections dS* et dS_ de ce prisme avee S. On

a donc

{ dxzdx3 n.h_ds_'_ sur S+

dxdeB - n,‘ dS'_ sur S_

I1 vient donec

S

ax dxydxy = [ 13k, ..1%1%5-

84 §Keaol,1 F19¥2%%5 5 ng 45+ &y

By dkesel ™ 5
+ ’ -

v

=‘/’S aijk...l n,' das 9 COQ.F.DI

~Citons quelques cas particuliers de cette formule:

a)j'v g8 = f

SD n, 48 (formule du gradient)
S

b) f ug g 4V f u; n; 45  (formule de la divergence)
v

3



c) /v Eigi U, O = S Epge By Wy 98

S
soit ) ./‘ rot u av = uf n xuds (formule du rotationnel)
4 S
da c. U, L AV = g..u . AV - .. ou, 4av
) / Tij %5,1 f ( ij :I):l f Oij,i %3
v Vv v

‘/s Oy5 By 2 98- '/v O35, % 95

(formule d'intégration par parties)

e) fv' o Wi dV:j; ¢y dS—‘ /‘ 1Y, av

v
= fs‘f’ b g 8y 48 ‘fs Pimglpas+ ‘/v P11V
oy 0 '
soit [ oydy av =/S§o—5-l—_{ as -fsf' =L & +fv\u vep av
v
(formule de Green) .

Comme om le voit, toutes ces formules, qu'il convient de mémoriser
dans le cadre des notations classiques, apparaissent ici comme de.

simples cas particuliers de la formule (63),

19. DECOMPOSITION CANONIQUE DU GRADIENT "D'UN VECTEUR

Décomposons le gradient d'un vecteur u en partie symétrique

et partie antisymétrique:

Mg T Oy g g e Oy oy ) s By v Oy

La partie 'symétrique .
€y = ¥luy ) | (64)

L S
sd Jdsd

est le tenseur des déformations de u ., (En élasticité, avec u =

vecteur-déplacement, c'est le tenseur des déformations; en méecani-
que des fluides, avec u = vitesse, c'est le temseur des vitesses de

déformation). La partie antisgmétrique

Ry = 2lug 5 - vy ) (65)
"peut fre mise sous la forme
@13 = &1 W (66)

24,



ou Wn'est autre que le rotationnel du vecteur u .
[and

20, BEQUATIONS DE COMPATIBILITE DES DEFORMARIONS

En élasticité, il arrive que l'on ait & retrouver le vecteur

u, 4 partir de son tenseur des déformations. Il s'agit donc d'inté~
grer les équations (64). La question se pose alors, de savoir dans
quelles conditions cette intégration egt possible. Partant de la
relation

uj,i = Eij + Eijkwk 9 (67)

ol seul Ei est comnu, cherchons d'abord & obtenir la condition

J

que doivent vérifier les ‘Ukn L'équation (67) ne sera intégrable

que si

€pim(Wy,1) m = 05
lorgque 1l'on exprime les dérivées secondes en termes du second

membre de (67), soit si

€pim Eij,m * Epim E1gxPu,m = ©
ou é
Epim Eij,m = 7 Eimp E13kcPu,m = 7 (Ony 6pk ~ Ok épj)wksm
== (®_ . -0 .
( Psd ky,k 6993)
ou encore,
A - W .= & . E.. .
Py k,képa pmi El;],m (e8)

Contractant p et j dans cette relation, on obtient

(1) _Bwk9k="2wkk=€ =09

P,P s pmi Eip,m

puisque Eip est symétrique. Done, @ =0, ce qui réduit (68)

k.‘gk
Y
W, .= €& .E (69)

Psd pmi Fij,m

C'est 1'équation de compatibilité de Beltrami. Lorgque 1°'on peut

trouver une solution a)p 4 1'équation (69), l'équation (64) ad-
met une solution. Pour que 1l'équation de Beltrami admette une so-
lution, il faudra que \

qur(wp’j)gr =0 9

en calculant cette expressiom & partir du second membre, ce qui

implique

. 25.
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' =.0
€qir Epmi Eij,mr
ou encore,
€omi Eqrj Eijymr = ° (70)

Ce sont les équations de compatibilité de Barré de Saint-Venant.

Le processus de caleul du vecteur u, se déroule comme suit:

a) Vérification de (70) |
b) Intégration de (69), donnant tup 4 un vecteur constant prés .
¢) Intégration de (64), donnant u; . Ce vecteur est déterminé

4 une expression de la forme

d, x

¢; * Eijk i %x

prés, avec c; = cte, dj = cte,
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EXERCICES
1. Caleguler 1'expression (g x b)(g x 4)

Solution : (a °,3)(3 . 4) - (g »,é)(E . 2) .

2., Montrer que div rot u = O

Suggestion: div rot u = ( eijkuk,j),i = Eijk uk,ij

et le tenseur Uy 13 est symétrique par rapport aux indices i et j.
9

3. A partir de la formule de Gauss-Ostrogradski, démontrér la for-

mule de Stokes-Ampére

f.rotu,nds =/'.u.tds
' ~ - A T ]

s 3

o S est une surface projetable sans recouvrement sur un plam,'ﬁ la

courbe frontidre de S, et t le vecteur unitaire tangent 36 . pris

dans le sens du tire-bouchon normal par rapport & n si le triddre
L a2 o

de référence est dextrorsum, dans le sens inverse si ee triddre est

sinistrorsum.

Suggestion: Soit V le volume du cylindre limité par la

é surface S et sa projection

So’ et soit S1 la surface la-
térale de ce cylindre (fig. 6).
Pour un champ de vecteur vy
‘quelconque, défini sur V,

on a

0 =/; €ijce,i3 W

= /; n, Eijkvk,j ds

+ J; n:.L gijkvk,j ds
o

+‘/" n €557 58 . (a)

]

1
Etant donné un champ de vecteurs u sur la surface S de hauteur
h(x1, x2) par rapport au plan, définissons un prolongement v de u
au volume V par

*3
vi(x1, X9 x3) = 5 ui(x1, xz) .

Ce prolongement s'annule sur So’ donc la contribution de So dans la
formule (a) est nulle. Sur la surface latérale, définissons le sys=~

téme d'axes {fﬁ » €9 en} qui varie d'une génératrice du eylindre
N ~, N



& 1l'autre, Cependant, on peut développer le cylindre, en faisant
tourner les vecteurs deé manidre & leur garder leur orientation par
rapport & la surface. Il vient alors, dans le systéme {e s € 5 © }
3 T T an
rendu cartésien, avec z = x7,
2 P 1
o = - = > (v - ~&==uh =-7u
rot v . 1 VZ,F, Bz y (u L np e
d*ol

fﬁ:‘?@tv,nds -
8, €'Y h

i
P
»
[»3
~~
=g 1
<
[l
-
[\V]
Nﬁ
. =
=
5
“»
[oN
2]

= f (% 2,8 " !2' uzh,p - ""p) ap
f(% uZ)’P dp —!(up + uzh9f5 ) dP

o ()
et le premier terme est visiblement nul . Pour interpréter le second,

on note que sur €, on a (fig.7 ')

ds= dPe + h d e
il P,E 9P P,\?p
si bien que cette intégrale de

contour n'est autre que

- u . ds o
~s

~

FIG. 7
Au total, on obtient donc

j‘ rob w . n dS = u . ds = 0
S ~S ~ ~ ~ :

4, Démontrer les relatlois

x.n, dS =V , 5.. V = volume
a)-/; i ij ( )
b),fn. ds = 0

Sl
C)‘/s €5 g %5y 35 = 0

5. Montrer gque le tenseur d'inertie d'un corps solide est bien un

tenseur.
Suggestion: La dérivée de l%énergie cindtique s'decrit, pour

une rotation pure,
T W,
ol W est la vitesse angulaire, etgé l'accélération angulaire. Quels

que soient ces deux pseudo-vecteurs, la dérivée del énergie cinétique

est invariante par rapport aux transformations dfaxes. ILa loi de



%‘@mgf,oi'mé,tion de:dyq egt. done

o o

2
J = ldtm(o)1®™ o ipt K17 Iq

p'q’ xpt %1q0 i =

C'est donc bien un tenseur.

6. Les équations de 1'électromagnétisme lindaire s'écrivent

oD 2B
rot H =1 + 3% s rot B = = 3%

divlg

it
-0
o
S
<
W

il
(@]

1y =B s Dyp= &4 EF » Bo= Mg H o

Les différentes grandeurs entrant dans ces équations sont:

E = champ électrique

D = déplacement

H = champ magnétique

B = induction magnétique

i = densité de courant

F = densgité de charge

le = tenseur des conductivités
ekl = tenseur des permittivités

tenseur des perméabilités

M1

Etant donné gue P est un invariant et que 3 est un tenseur du premier

ordre, examiner le caractére tensoriel ou pseudo~tensoriel de cha-

cune des grandeurs ci=-dessus, sachant que la puigsance dissipée par

unité de volume conducteur vaut i.E et est, bien entendu, invariante.
N N i

29.
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