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THEORIE NON LINBATRE DES COQUES D'EPATISSEUR MODEREE

J.F. DEBONGNIE

Résumé - Cet article étudie une formulation des coques d'épaisseur
modérée. Par un processus d'évaluation d'erreur fondé sur les
édquations de compatibilité, on obtient une expression découplée

de l'énergie de déformation.
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1. INTRODUCTION

Le présent article est consacré i l'établissement de 1'ex-

pression de 1l'énergie de déformation des coques d'épaisseur modé-
rée, c'est-i-dire prenant en compte les déformationg dues aux ef=- |
forts tranchants, |

| La présentation adoptée s'inspire dans son principe de
celle de FRAEIJS de VEUBEKE /4/. Cependant, cet auteur, ne faisant
aucune gimplification, arrive & des expressions trés compliquées
et, & notre avis, trop précises si 1l'on se rappelle que la base
méme de la théorie des coques est entachée d'erreurs. C'est pour-
quoi nous nous en écartons de deux fagons. Tout d'abord, nous im=-
posong a priori la condition de conservation de la longueur des '
normales & la coque o "« Deuxiémement, par un processus de
gimplification fondé sur leé équations de compatibilité non li-
néaires, processus intwoduit par CHIEN /2/ et utilisé avec fruit
par KOITER /3/ dans le cadre des hypotheses de Kirchhoff-Love,
nous obtenons une expression découpléde fort simple de 1l'énergie
de déformation.

Cet article utilise librement le calcul tensoriel général ?

et la théorie des surfaces. Le lecteur non averti trouvera en an-

nexe les résultats fondamentaux dont il eést fait usage.,

2, DESCRIPTION DE LA GEOMETRIE AVANT BT APRES-DEFORMATION

La description géométrique d'une coque se fait classiquement

sous la forme

5=r£+x3’r\1) . (1)

ol 8 est le vecteur-position d'un point quelconque de la coque,
~

’£(x1, x2) sa projection sur le feuillet moyen et n(x1, xz), la
~

normale au feuillet moyen. La base de la coque est donc donnée

par
3
= 8 = r , + X 1 °
AT R T T %

Définigsant les vecteurs de base 2y du feuillet moyen par
~.

Ba

~o

= r’d 9 (2)

on peut exprimer les dérivées de la normale par la relation clas-
sique de WEINTGARTEN

'n,d = - ex aP s , v (3)
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ol apparalt le tenseur de courbure bP . On a done

«
3 .A
g = g - x" b a N
& o0 2

I1 en résulte l'expression suivante du tenseur métrique de la coque:

o _ 3 342 . ' v
gdﬁ—ad{s 2 x de+(x)bdb)\P . (4)

Le champ de déplacements sera choisi de la forme

o
v=u a +Wwa+ x3(p“ a, +an ) 9
~ A~ ~~ ~ ‘ ~

ce qui conduit aux positions suivantes, dans la coque déformée:

ol 3 &
| E—
i-(£+u%+wg)+x((1+q)£+p %) . (5)
On en déduit directement les vecteurs de la base déformée

'y A
go'( = (60( +>\.d“) 8.)\ +(€(£ + XB("'(b:\( +9€?°() fa\?\ + Tta ,13-’) ’ (6)

~o ~

avec
A A A
)\,d=ul°( -w b,
b
%L = W’“ + éx ux o
N T
%?d=-p)10( +qb°(
b S
T[d=q9°‘ +bo( p)\

Par ailleurs, le troisiéme axe g3 coincide, avant déformation,
~e

avec la normale unitaire n , ce qui implique

83 = sl';=p 3, +(1+q)n (9)

3. EXPRESSION GENERALE DES DEFORMATIONS

Suivant le définition classique de GREEN, les déformations

sont données par

On tire directement de (6)
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='§é".fg\é =g°‘f5 +2§d -2x3P +2(x3)2llf . A(‘I‘I)

P op ¢

26°‘P=.>\°‘P+ >\}5+ )‘-e(>‘ +90°(?;6

P 5
- +38po‘ bp}‘/u.o( b )\P )\IB /u.o(

(12)

a(/S--'p

b % bl

q/o(/ﬁ P ot Ot P /“"( /"/5

Les grandeurs b;( sont applelées déformationg du feuillet

moyen. On donne 3} E{ le ﬁsm de changements de courbure, prolongeant
ainsi 1l'usage couraht en coques de Kirchhoff-Love., Il faubt cependant

garder & l'esprit qu'il s'agit ici d'un abus de langage. Les yf n'ont

pas de nom; nous démontrerons en fait que leur contribution est négli-

geable,

g&B =

et

D'aut:;-e part, on a

g& °fgé=22$a(3=po( +)\/M(prh +(1+q)(€x +

M~
N A '
+ 2 -(b, —%.o«)p)\ + (1 + q)T) (13)
gl.=gl . gl =1+2 =1+2q+q2+P°‘P (14)
33° 83 & § 33 « |

4. L'HYPOTHESE U3z = O ET SES CONSEQUENCES

Comme dans toutes les théories dex :coques, nous ferons 1'hy-

pothése d'un état plan de tension. On peut montrer /1,3/ que 1"erreur

relative en énergie qui en résulte est

o(t/R, +2/12) (15)"

(1a plus grande de ces deux valeurs). Dans cette expression, t est

1'épaisseur de la coque, R, l'ordre de grandeur des rayons de cour-

bure et L, une :longuéur caractéristique di feuillet moyen de la

coque.

fomme 1'a fait remarquer SANDER /5/ pour la théorie des pla-
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ques, dans une approche variationnelle, le fait de poser 333 =0
dans le principe de Hellinger-Reissner équivaut & abandonner toute
relation de compatibilité concernant la déformation conjugude 533.
Il est donc loisible de la définir d'une manidre relativement ar-
bitraire, pourvu que 2{33= 0 lors d'un déplacement de corps rigi-
de. La fagon la plus simple d'assurer cette condition consiste &
imposer g priori
2
533= q + %— + 3> p, =0 (16)

' Dérivant cette condition par rapport & x , on obtient

5’33|o( =4, *a4a4 +%0p

i

G * U TP Py =0

Or, le coefficient de x-3 dans l'expression (13) de 2 50(3 s'écrit

encore, & partir des définitions (7),

B + >[ -5 L+ + B Mt =

donec il s'annule dés lors que 533 = 0 dans la coque. On en déduit
l'expregsion simple
= M
2 ¥y3 = Py +)\Mp + 0+ Qe (17)

5. BQUATIONS CONSTITUTIVES

Considérant une coque orthotrope, on peut dcrire, vu 1'hypo=-

thése d'état plan de tension, la densité d'dnergie de déformation

sous la forme

oA %3 B3

W = Plh

zC b’aPBA,L +C PZfo(B?pr g

ol AN

c P r'étant les modules de 1'état plan de tension et Cm3 p3 ceux

de cisaillement. Nous supposerons, pour gimplifier, que
LN o3
CPP|I3=09 c (53“3___0 , - (18)

ce qui exprime 1'homogénéité des modules par rapport A x3, Nous

utiliserons la notation
ol
P oo o33
ce qui permet d'dcrire

W=W, +W (19)

c G °
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avec
o A 3 P v
WC P KD(PKX/W 9 WG =z G XO(B 6@3 . (197)
Développant WC et WG en séries de Taylor limitées au second

ordre par rapport & x3, on obtient

Wy (= ,22) = Wy(x® ,0) + X Wy 5(x*,0) 3% Wy 35(x%,0) + 0(+7)
Wa(x® 430) = Wy(x® ,0) + %% Wy (=% ,0) + 22 Wy (= ,0) + 0(+?)

(20%
avec

o

- w (x°‘ ,0) =% ch{sx &,([56).

@“0>—%0%V(m@hm +m¢mwm)

) Wc’33(x ,0) =% o P’”(b'dpllasb'x,»" b'up“sh’x/xus +b’ol/62y)‘/‘~133

W,(x% ,0) = 3 o°F &g38;3 (21
(x"‘ ,0) = ;‘Z“PC&SHE, §F3+ S’o(z, b'pslb)

Wa, 33(’c ,0) =3 of (Zfdg,u_a,g,b’pa ?faz,ﬂsb’pz'”z*‘ﬁalfpa)lsa

.
0

Dans ces expressions, l'indice supérieur ( ) indique que 1l'on cal=-

cule la valeur en x3 = Qo

Des simplifications importantes peuvent &tre obtenues en
tenant compte des ordres de grandeur des différents termes. Suivant
une démarche inaugurée par CHIEN /2/ et reprlse par KOITER /1/, nous
partirons des équations de compatibilité. Une fawme tensorlelle de cel-
les-ci a été développée par KOITER /1/. Dans le cadre des petites

déformations (mais grands déplacements), ces équations s'écrivent

Baxhos * ¥ pslla ~ Figlep = ¥ kpliij

+ 81m((511|| k *51k|li = Yl 1)( ijll p+5mp" i ij" n)

(5 a1l 5+ 8sall 4 = ¥az0 sl p* Ypmhl 2 = Frpllw?) = ©

Partant de 1l'une de ces six équations indépendantes, i savoir,
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de“33 + 533\\4{5"2‘013]‘@3 "X(_:,3"o(3

+ glm((zgdl“P + XlF,\lo( - Kol‘e. ) 5l 3 ¥ sl s = 8330l )
“Gorll 5 Eaalle =T sl DY pall 3 *Enlly =¥ p3l ) =0

(22)

dvaluons les ordres de grandeur de tous les termes sauf le premier
sur le feuillet moyen. Pour ce faire, il nous est loisible de suppo-
ser le systéme de coordonndes gaussien, c'est-a-dire g;\/“'= o(1).
Nous noterons ¥ l'ordre de grandeur des déformations. Dans tout

ce qul suit, les ordres de grandeur spnt notés en regard des termes

concernés et précédds de l'abréviation "0.G.". On a
P

A A
Zfo(/bllf ZSO(F},X -F;“X*P = r;'i 253[5 'T;PXO()\ = {;‘33 K3). o
0. G ¥ /L ¥/ ¥/R 5 /L J/R

= 0(§ /T, §/R) .

A
bl = Vaps = Couthg = 53 tp = Doplon = [ty = 03 /)
0. G ¥/t ¥/R 0 J/R 0

Y | Y
Xa;llP = Uow,{s - r;z:ot Ixs = r_(;g ¥33 - rpﬂdk B r'(fs {3
0, Ge ¥ /T y/L 0 y/R 0

| - OG§/L, Y/B) .

\ \
Yosll 5 = Yaz,s = [sa¥ns = [oa¥ss = Mas¥as = [53%«s = oty /0
0.G. 0 ¥/R 0 0 0

Les termes du produit apparaissant dans (22) s'éecrivent donc,
comme g>\3 = O,
)\ .
g P(Z{d\,\np +2f>\p”ot - ?fotp“k )( 63}\«”3 +Z{/«L3“ 3 ° 533!1}\») +
0. Ge o Yh’/l:, /R y/t §/t 0
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* gBB(b’aallp * Zfsp“o( - 50{@“3“\533”3 * Ussls - 533“3)

0

- gxl“(za)\‘h + K:sxl;“o(' - Koc3”>\ )(XF}LNB * 0’3,'-\\8 - 533“/\*)
0. Go 5/t Z{/L,. §/R ¥/, §/R g/t §/L. §/R §/T, §/R

- g Focsll 5 + ¥aally - Ko(3ﬂg;)(l§psus * Kz;a”p - Xpa,ﬂs) ,

0

et ont, par conséquent un ordre de grandeur global 5%}%2 o
En ce qui concerne les dérivées secondes apparaissant dans

1'équation de compatibilité (22), elles vérifient

5’33"01‘5 =0
x
Josll g3 ?50(3“3@ = (?50(3“3),(5 B \;d ol 3 "];Z B3l 5
0. G ¥/ (RL) ¥/ (RL) 0
by A i
- Ta3 Baslls = T3 Yasls - o3 bash - e3> Yousls
0.G. ¥ /B2 0 y/(RL), x/R? 0

= o( y/(r), /B2,

Tenant compte des résultats ci-dessus, l'équation (22)

implique donc
2

f % ¥
> ) .

[

de'f"BB =0Cg s g2 ' g2
Il en découle

Kd{i”” Xx/w = ol y?/(rn), ¥P/R%, 15,
et cette grandeur est & comparer, dans W B(X“ ,0), &
o o 5 o
Xo(ﬂnB K)\/u“3 = 0 §"/7).

On constate qu'en négligeant les termes contenant

C,3

Z}o(p“w’ on

commet une erreur relative d'ordre

t2/(RL) , $°/R% , ¥
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ol ¥ est treés petit par hypothdse et les deux autres grandeurs
ne sont pas supérieures & 1l'erreur intrinsdque O(t/R , % /L ) de

1la théorie des coques. Nous écrirons donc
o] o 6
ol B -y N VI
~ 2

Pour les déformations dlextension et 'de fléxiofi, on a donc une éner-

gie de déformation par unité de surface du feuillet moyen

t/2
V. = Jf W. (1 -2Hzx +K (x2)°) ax’

¢y, C

= W (x%* ,0)(+ + Kt3/12) - 2 H&Z W, _(x*,0) + W, .. (" o)(ii Kﬁi)

= NgtE * ¢,3'F V) + Vg 33t »P)gG + Bgp) -
(24)

Dans cette expression, il est clair que 1l'on peut négliger Kt3/12
devant t et Kt5/80 devant t3/12, moyennant une erreur relative d'or-
dre t2/R2, trés inférieure & l'erreur intrinsdque de la théorie des

coques. Bien plus, le terme contenant W, _(x% ,0) peut &tre négligé.

C,3
e o ’ apne s
En effet, la positive définition des modules C permet d'utili-

ser 1l'inégalité de Schwarz-Cauchy _
d e ° Oapre 2 9 . Ouphe o L
P Baplls Kk P aplls Brells F

6;@ .§&f~

V——‘ ((t3/12) CdP}\E %aPNB X)ﬂi“B)%(t co(PXt-: %o(f} \3;5

d'

ce qul, par 1%'inégalité

2 AB L A% + 8%,

entrafne encore

.1 Yz 5\
|Wc,3(xd 0| ¢ 7 ;"2' ((+2/12) c°‘P & U"‘P”B el b Co(F) £ o F, X},a
12 3 o
ST (% W (x% ,0) (t7/12) w ( ,0)) .
4”x4~t ‘ * ¥ C,33"%

I1 en découle

21 (62/12) wy S =% ,0)] € 33 2= (8 W% ,0) & (82712) Wy o (x%,00),
9 \' 12 1

et le coefficient affectant le second membre est d‘ordre t/R, c'est-

a-dire précisément 1l'ordre des approximations consenties dés le

départ. Une dernidre simplification de VC peub &tre obtenue en

remarquant que, pour x3= 0,
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~ _ _ —\ A N
Kc(ﬁ“} " 50(@,3 ‘ 30(25,\F, _FBPK"‘)\: Eo(p,B - o(X)\/b - b;de ’
0. G §5/% §/R /R
. 9 0 = e
ce qui permet de remplacer YSO(PHB par Xdp,B Po(P avec une

nouvelle erreur relative O0(t/R), toujours cohérente avec les autres.

Nous obtenons donc finalement

P t;dp ¥,

Oupip 3
WS P (43 /12) Paoboe (24)

Examinons & présent les termes de cisaillement transversal. On
3

a, en x° = 0,

x
Gaslls = o,5 - r;“X%B U3 835 = Dos¥on =153 %as =
b:(KU = 0(%y 5/R)

Yaslss = Basls),5 - r'o?3 Eadls = Tau ¥aslls - ["3); Sl

r 50(3“3 r‘ 50(3“)\ r Xd3l(3

A
Yas,33 - r;d,35_xz‘“ 3 0N3,3 ~ P & Sl

)N A 5
S ¥N3 * P Pnsllz = 08 43/R)-
Dés lors,
o) 0 2 5
Sasls Bpslls = 0Chgs/®

%43 % pillas O(Xo( /2%,
o(zgdB/R),

5a3 przlb
si bien que | |
Wg,3(x* ,0) = o(c Xoé/R)

s, 33(x% ,0) = O(Gde/R )e

Intégrant, on obtient
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<3
L}

t/2
= o3 312y 4.3 -
e L/;G/zw(} (1 = 2Hx? + K(x’)°) dx

3 5
ol t 4"
(x ’O)(TE + Kga).

WG(x ,0)(% + K ) (x% ,0) + &+ W

12 G 3 Gy33

0.6. Gy, > a(63/8%) ¥, 2 §(52/R%) ¥ 5
Moyennant une erreur relative O(tZ/RZ), on peut donc écrire
OO(P ) o
VaR WG(x ,0) t =% G b’dB a’m (25).

Au total, l'énergie de déformation par unité de surface

admet l'expression

3
atPX/v.th{sb,}\ %uXth)‘ "'%GPI:XO(BKPB .

avec une erreur relative ne dépassant pas les ordres de grandeur
suivants:

t2/(RL) , +°/R% , ¥ . (26)

6. RESULTANTES

Les résultantes de tension s'obtiennent par dérivation de

l'énergie de déformation par unité de surface. Ce sont

- Les efforts normaux ou résultantes membranaires

- A Gy e (27)
W M
= Les moments - o pk
op v .o 3
o - S =t nae, (28
P
= Leg efforts trandhants
ol d
q = -..—-—— = P t 6'33 (29)
7’5«:(3
* *
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ANNEXE. - CALCUL TENSORIEL ET THEORIE DES SURFACES
A1, TENSEUR METRIQUE DE‘SURFACE

Une surface est une variédté a deux dimensions dans R3° Le

vecteur-position d'un poin quelconque de la surface dépend donc de

deux coordonndes x% , of = 1,22

1 2 o
r = £(x b x) = z(x™).

Les vecteurs de base de la surface sont donnés par

La virgule figure la dérivation partielle. On a donc

o

dr=r  dx =a, dx%* .
~ ﬂc’ o~

La distance parcourue lors d'une modification infinitésimale dx®

est donnéde par

2_ - ol P _
dr = dﬁg ° dng = %5 dx~ . ?E axlm = a,

P

ol apparalt le tenseur métrique a, de la surface défini par

*f
adP=%o§£ @

On note encore

ax"axP,

a = dtm(adp); a#x aNi 6; : éx = a?P 2p

A2, NORMALE ET ELEMENT DE SURFACE
La normale unitaire n & la surface est définie par
89 * 2

Il aq X 3211

n =

L*élément de surface vaut '
as = Ya ax' ax°.

A3. TENSEUR DE COURBURE
Les dérivées de la normale unitaire sont données par la
formule de WEINTGARTEN

R -
2o~ 0%
On a encore
by

kS
P-—ao(kbp=ieoil\zo('§—rxto%’dpo

Le tenseur covariant bdp est symétrique. Ses deux invariants sont

-~ la courbure moyenne H = %(b: + bg)

- la courbure gaussienne K = b1 b2 - b1 b2 N

1 2 2 1
La courbure gaussienne est nulle si et seulement si la surface est

développable,
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A4. DERIVEES COVARTANTES DE SURFACE

Btant donné un vecteur de surface

-uda = U ad
p=uway =uy &

ses dérivées covariantes de surface sont définies par

w], = o

PR e S -
On les calcule par
o o Bedit)
ulp=u 9P+ #xu
a2
udlp"ud,p+°‘{-”u7\ ’

ol apparaissent les symboles de CHRISTOFFEL de surface

N
Dx=%;maap,y +af-‘59"( -a?fo‘vP) .

Pour un tenseur du second ordre, les dérivées covariantes de surface

se calculent par

S M U P A
o o B S A
plr =%t Tnop e &

-
>
[¢]
i
je
> >
g(ﬂ
>

. So({blx = Pdp Ly T g VI
Plus généralement, la dérivée covariante de surface d'un tenseur
d'ordre quelconque s'obtient en ajoutant a la déepivée classique
un terme contenant le symbole de Christoﬁfel affecté d'un signe
positif pour chaque indice supérieur et un terme contenant le
symbole de Chrigtoffel affecté d'un signe négatif pour chaque indi-
ce inférieur. Il est & noter que 1l'ordre des dérivations covarian-

teg de surface n'est indifférent que si la courbure gaussienne est

nulle,

On démontre les formules suivantes:

a“PlX = 0 (Lemme de RICCI)
b °‘F’|b’ = bﬁb""‘ (condition de MAINARDI~-CODAZZI)

A5. GEOMETRIE DE LA COQUE

Tout point d'une coque admet la représentation

6,0 = x®) + 2 =),

ol r est un point du feuillet moyen et a la normale au feuillet

moyen en ce point. La base de la coque est formée des vecteurs
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iol.=s,ol=/'kf(i'£ H g3=53=£’

~ -~
avec
B _cP_ 3. .pP
/Ld = Sd X pd
Une perturbation dx" des coordonnées fait passer de sen s + qi,
avec
ds = dxi
~ T8 °
~ .
La distance ainsi parcourue est donnée par
2 _ i J _ i J
ds” = f} dx™ gj dxY = gij dx™ dx

~J

ol gij est le tenseur métrique de la coque. Plus précisément, on a

as? = g”P ax® dx® +(dx3)2 .
c'egt-a=-dire que g33=1 et Bua = 0. On a en outre
-2x0 b+ (x3)2 c

= a
ST TaT T ap |
oY apparalt, outre le tenseur métrique de la surface (premier tenseur
fondamental de la surface) et le tenseur de courbure (deuxidme tenseur

fondamental de la surface), le troisidme tenseur fondamental de la

surface cdp’ d'ailieufs 1ié aux deux autres par la relation
1N
=b b o
o C4 AP

Notant glJ le tenseur métrique inverse, on définit la base conjuguée

c

L'élément de volume est donné par
av = Ve ax' ax® ax’ ,

avec g = dtm(gij) et, explicitement,

VE'= 1 - 2HE + K (x3)2.

A6 = DERTIVATION COVARIANTE DE VOLUME

On définit les dérivées covariantes de volume par

uJ-“j =£l° u,j 3 ui“j = rg\:} ° u’j °

N
On a-

it

U.i"j U.i’j + r:;]:k uk

il 5=y r];j‘uk
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avec

Tijx = &5 r'i:;: = 2ey5 0 * 8y,5 ~ Bik,3)
Les régles de dérivation covariante en volume sont donc analogues
a celles de la dérivarion covariante de surface, 4 cette différence
prés que les dérivations covariantes de volume commutent toujours.
Les symboles de Christoffel de volume sont liés aux symboles de
Christoffel de surface par les relations suivantes:

f AT, PE 3 N(E 3 €
e g -2 R 2,

r*U

-1 P
o 3 )y P

P o

]
A
=

r.?p = /"; Py

3 _o . ¥ : 3
w3=0 3 [33 =0 5 [3,=0.

On notera la relation utile

S
3,3 - T % e



