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1. INTRODUCTION . Nous présentons ici un théortme général, valable

pour toutes les équations différentielles auto-adjointes, selon lequel il est
possible d'interpoler la molution exacte en la présence d'un second membre a
1'aide d'éléments finis particuliers. Des résultats de ce type étaient déja
connus dans des cas bien spéciaux [T] . Clest d'un tel cas gue nous partons,
ﬁour bien faire‘compfendre le résultat qui est ensuite démontré de manitre
générale. Signalons que cette propriété permet souvent d'abréger de longs
calculs, et facilite également la mise en oeuvre de la méthode des rotations
en calcul des structures. Enfin, appliqué aux treillis de poudmrg,:elle

permet de chercher la solution aux noeuds par la méthode des éléments finis, ce
qui dohne en ces points la solution exacte; pour chaque travée, on est alors:

ramené & 1l'étude d'une poutre biencastrée.

2. Un exemple simple

Considérons, pour fixer lés idfes, 1'équilibre d'un cible tendu par
une force N (fig.! ) et soumis & des charges transversales: Il est bien connu

[2] que le déplacement U du cdble est régi par 1'équation
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P étant la charge par métre courant. Le méme probléme admet une formulation

variationnelle : il s'agit de minimiser la fonctionnelle
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Bien que ce probléme soit volontairement simpliste, imaginons de 1le

.

résoudre 3 1'aide d'éléments finis linéaires : on écrira, entre les noeuds
. ;' . (flg‘ 2
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et conduit donc aux expressions suivantes de l'énergie de formation .k*-{u,u)

et de l'énergie des charges 97 } de 1'intervalle considéré : \
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Sommant les énergies des dlfferents elements, on obtiendra alors
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La solution approchée s'obtient par minimisation de ZF% par -rapport |
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aux variables Ay s A, (e ) ((M_ PR o): cn obtient les équations

suivantes :
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Or y On remarquera que dans l'lntervalle (a au,) ,
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Tenant compte de 1équation C1) , cette intégrale s'écrit encore
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AZditionnant les égalités (7) et (8) wedbre & membre, on retrouve l'équation

(6) « Ainsi, la solution obtenue & l'aide d'éléments finis lindaires - L

interpole la solution exacte zu droit des noeuds.

Cx 7=it est d'ailleurs bien connu pour cette équation [1] . Notons
au passage que i’utilisation d'é1éments finis linéaitres pour procéder a
1tintégration double sfidentifie & la méthode graphique du funiculaire, bien
connue en graphostatique[B],si ce n'est que dans celle-ci, on calcule pas,
généralement, les grandeurs |
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M iz la démonstration que nous venons de faire péche par sa spéRifi -
cité : elle ne s'applique qu'aux équations du type {1)'et; au surplus, *
nécessite la constance du caefficient N. Or, il est possible de généraliser
ce résultat & des situations beaucoup plus nombreumes par un choix judicieux
des fonctions de base. Pour cela, il nous faudrabadopter un autre mode de

raisonnement, indépendant de la forme spéciale de 1'équation considérée.

3e Introduction d'un raisonnement plus général.

Lo woint-fondamental réside dans la remarque suivante : lorsque N
est constant, les déplacements lindaires sont les solutions de 1'éguation

homog éne
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ou, ce qui est équivalent, de la relation variationnelle
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En effet, posons dans chaque ¢lément
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A étant un déplacement nul en 4. et a...,{ ., On a donc, en vertu de (10)
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Faisnt la somme sur tous les éléments, puis minimisant
/I /ﬂ’ ILt u) ( }

On obtient, du fait du découplage exprimé par 1'équation (10) s les dquations

v

sulvantes pour la minimisation par rapport-aux para etres :
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ol A n'apparait pas . On ne modifie donc pas ces €quations en imposant e
priori /.= 0 , ce qui équivaut précisément & 1'approche par éléments finis

linéaires.

Lorsque N est variable, on peut faire la méme démcnstratisn, sauf
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vérifiant les conditions aux limites
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4., Théordmae géndérsl.

On peut généraliser le théordme précédent comme suit: soit un probla-—

me unidimensionnel linéaire d'ordre 2 m, exprimable sous la forme .- " :

variationnelle suivante :
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ou ce qui est équivalent,
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pour toute varlatlon admlss1ble’”' Aétant une forme e Xilinéaire symétrique
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les deplacements généralisés aux deux extrémités de 1é1enent; £ - sappelons enfin
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Les £léments flnlS construits & 1l'aide de ces fonctions conduisent

alors & un déplacement
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qui interpole la solution exacte en ce sens que tous les déplacement

généralisés. des élérents somt exacts.

Démonstration - Le déplacement réel a la forme
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ce qui entraine
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Dans ces expressions, les 7;;S°nt visiblement découplés des;, que 1l'on peut
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donc poser nuls sans modifier les déplacement généralisés.

5« Applications

Les conséquences de cette propriété sont multiples. Tout d'zbord,
notons qu'un élément de poutre du troisitme degré interpole la solution exacte

gi 1'jinertie est constante dans 1l'élément.

Une autre conséquence peut encore &tre cbtenue par supposition des
champs d'extension, de flexion et de torsion: soit un treillisde poutre de
gection et d'inertie constantes sollicité par des charges gquelcongues. On
obtient la solution exacte aux noeuds en faisant le calcul & l'aide d'élément
finis présentant _

- un déplacement longitudinal linéaire

- des déplacements transv. rsaux cubiques
- un angle de torsion -lindaire.
Ceci, natureliement, en négligeaﬁt les défermations dues & 1l'effet tvanchant

‘et au bimoment de VLASOV [4 ]

Enfin, on peut stmplifier certains calculs en tenant compte de ce
théortme. Soit par exemple & calculer le déplacement radial d'une couronne
circulaire en rotation, sous l'effet des forces centrifuges. L'équation T
gtéerit '
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étant le rayon, ., la densité de masse, et ., la vitesse de rotation. Il est
aisé de vérifier que 1l'équation hchogéqéisée-admet la solution générale
2
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Le principe variationnel correspcndant 2 l‘équation considérée s'éerit
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Notre théoréme permet de chercher la solution sous la forme (12) ; ce- qui

fourniraua/%)et ufﬁ)corrects, sans avoir besoin de rechercher une solution

particulidre . Tenunt cempte de (12) , on obtient
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et les résultats

A, )= A4 —/—?: ) d{('zj_)= A?g Bz
Bn conviendra de la simplicité de la méthcde.
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