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MEMOIRE

LES COURBES DU TROISIEME ORDRE.

CGHAPITRE PREMIER.

HOMOGRAPHIE.

- Dans Ia premiére partie de ce-travail, nous avons exposé successivement
les théories de 'homographie, de I'involution et du rapport anharmonique
du troisiéme ordre. o

Nous nous proposons maintenant d'en faire Papplication aux cubiques.

Nous devrons faire connaitre d’abord quelques conséquences se déduisant
sans peine des résultats donnés au commencement de notre mémoire : nous
nous bornerons d'ailleurs A rappeler les propositions que nous aurons 2
employer, en renvoyant, pour la démonstration, aux notes spéciales publiées
sur ce sujet.

Nous avens dit : la relation

f= Soamang, =0,

définit trois séries homographiques.

Parmi les covariants de la forme £, nous avons surtout fait remarquer les
trois formes quadratiques 3, 3, 3. et le covariant trilindaire £.

On peut vérifier sans peine que les trois formes = ont un méme discrimi-
nant.'A;' nous Pavons appelé le diseriminant de f.
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Si A nest pas nul, les covariants 3, égalés a zéro, ont des racines dis-
tinctes.

Représentons par i, s Uy, Vo Wi, Wa Jes facteurs linéaires de ces Lrois
formes quadratiques : nous avons fait voir (*) que, dans ce cas, / peut s’éerire

f=1u{v.1'wi+l’uﬂ'u2'w&... J R £ §)

Si, au contraire, A = 0, deux cas peuvent se présenter.

Lorsque, en méme temps que 4, denx covariants ¥ s'annulent identique-
ment, la forme f est décomposable (**); si celie condition n'est pas remplie,
les trois covariants = soni des carrés, et la forme (rilinéaire ne peut étre
ramenée & la forme canonique (1).

Comme seconde expression canonique de f, nous avons employé

f = 2@ — &xs) (1 — Siya) (20 — 032a) -+ Al — dyia) (s — Saife) (24~ 3520)
' e Ag(y = Os) (Y1 — Tatp) (30 — 5za). . (2)

Les propriétés dont nous venons de parler nous seront fort utiles dans la
suite de ce travalil. '

Tmiorine Y. — Le liew des intersections des rayons homologues de trois
faisceaux homographiques est une cubique, passant par les centres des trovs
faisceuu.

Si nous représentons par

les trois cotés d’un triangle qui a pour sommets les cenires des faisceaux , les
équations de trois droites passani par ces somiels pourront s'écrire

Lot = m{ﬁ = 0, ygﬁ _— y,')/ = 0, Zay — lzﬂx- =0, . -. .« . . (5)

(*) Voir, sur les formes trilinéaires, outre la premiére partie de ce travail, les Mémoires sui-
vants de M. C. Lz Patee : Comptes rendus, t. XCI1, p. 1048 ct p. 1103; Autd dell” Accademia
de Nuwovi Lincei, t. XXXIV; Bull. de I'dcad. roy. de Bely., 3 série, t. 11, p. 40. '

(*') I partie, p. 11.
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Si ces droites appartiennent & trois faisceanx homographiques, nous aurons

la relalion , _
[=Zawrgpz, =0 . . . . . . . . .. (&)

En éliminant les x, les y et les z entre les équations (3) et (&), nous
trouvons, conformément an principe de la théorie des faisceaux (™), le lieu
des points triples de ces intersections.

Nous avons ainsi I"équation

(am ~+ fga)tfy ﬂ--u‘z“zﬁ - gyt amﬁq?/ -t g’y 4 Ctmﬂﬁg -+ amﬁyg =0, : -l {5)
équation d’une cubique passant par les centres des {rois faisceaux.,

TutoriMe I — Toute courbe du troisiéme ordre peut élre engendrée par
les intersections des rayons homologues de trois fuisceau homologues, ayant
lewrs cenires en trois points quelconques de lu courbe.

En représentant (**) encore par

e ==, ﬁ=09 y =20,

les cotés d’un triangle qui a ses trois sommets en trois points quelconques
d’une cubique G;, équation de cetle courbe peut s’écrire

Auaaeﬁ - Ay Am“ﬁu + .Aaza‘@i?“ + Apggag® Amp?’z -+ QAmsaﬁ’)’: 0. . . - (G)

_Pour T'identifier avec Péquation (5), il suffira de poser

=Bz + 0 s = Aps, Gy = Apz, Ggy — Ags,

@iee = Ayps, e = A, (gn == Agz,  flagg == Ay — 0,

La forme trilinéaire dépend, on'le voit, d’'une indéterminée o,
Par suite, cest d’une infinité de maniéres que I'on peut engendrer une

(*)7 F.-Fouw, Bull. de ' Acad. roy. de Bely., 2 série, t. XLVI, p. 193; Bull. de Darbowe,
9¢ série, t. Ul p, 278, :
("} €. L& Patee, Sur la théorie des formes trilinéuives, C. R., L. XCIH, p. 264.
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cubique ~donnée par les intersections de trois faisceaux homograplnques
ayant leurs centres en trois points donnés de celte courbe. :
Ceci va nous conduire & la- démonstration de propriétés essentielles des

cublques.
Sl nous calculons ie dlscrlmmant de Ia forme trilinéaire

f= (Amz 4 0T+ ApeiiZs + Ap®iie? + AgndaliZ, - Amxdy‘zzﬂ “+ AjpelfiZe
- Apyy®yyaTy + (Ages — 0)Te1o%s,

nous aurons

_ %= 0 + 26°[Buushass — Alss + Arsshim + AuusBane] + 40[AsaBareiss — Apadisshuss]
o [Adug -+ Al - Alihds + Al — 28%(Awshus + Asshun - AvusAoss)
— 9, hasA A — 284 A Ay — 2A40AgA sAss
a A (A Arshes - Apdygdam) |- - - - . o o o L o o . L (D)

D’aprés cela, nous pouvons donner 4 ¢ une infinité de valeurs qui rendent
A négalif; alors les trois équations

auront leurs racines réelles.
Pour toutes ces valeurs de 8, qui n’annulent pas A, la forme mlmealre peut

g'éerire
= 2wy + Yo,

ou, plus explicitement,
f= nfmy — §ma) (U -~ Jiya) (20— d12a) + a(zy ~ 0ta) (s — Jiys) (2 — I3z4).

Nous nous occuperons {antot de ce cas.

Mais, de plus, nous pouvons choisir 6 de quatre maniéres dlslmctcs de
telle sorte que A s’ahnule.

Alors puisque, en général, ancun des covariants = ne s’évanouit identique-
meut, ces trois covariants 3 sont des carrés, el la forme canonique (1) est

impossible.
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Il vient, en conséquence :
S one= (o= am)s Sty S=(a—dn)
" Les trois droites, représentées par les équations
e dp=0; p—diy =0, ¥ —du=0,

sont les cotés d'on triangle inscrit 4 la cubique.

" En effet, d’aprés 1a propriété essentielle des formes ( ) si l'on donne &
el A " les valeurs 9,, 8/, =* esl indélerminé.

Par sulle, onala proprlete suivanie, connue :

3

- Ttoréme 1 H — Etant dmuws rois pomts sur une cubzque, on peut, en
geneml, inscrire d cetle cubique, quatre triangles dont les cotés passent par
ces {rois points.

La forme biquadratique (7) est assez remarquable.
Représentons-la par Bg.
Elle posséde denx invariants
{ = (BB j —(BB'2(B'B"}(B"BJ.
On vérifie aisément que ces deux invariants ¢ et § sont les deux invariants,
multipliés par des facteurs numériques, de la forme ternaire (6), invariants

que nous désignerons, suivant 'usage, par S et T.
Nous aurons -

En conséquence, le diseriminant de la quartique B} est donné par
R 66k — T,

Comme on le fait dordinaire, nous dirons que
1 &

est le discriminant de [a forme cubique.

(") I partie, p. 6.
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Ainsi :

Le discriminant du discriminant de la forme trilinéaive, regardé comme
une fonction de 0, ne différe, que par un facteur numérigue, du discrinminant
de la cubique,

Si nous ne démontrons pas direclement le caractére d'invariance des fone-
tions S et T, c’est afin de ne pas allonger inutilement notre travail, en reve-
nant sur des poinis connus des géomélres : ce caraciére ressorlira d'ailleurs
de ce qui va suivre.

On remarquera seulement, croyons-nous, combxen la théorie que nous
exposons inlroduil, d'une maniére simple et nalurelle, la notion des deux
invariants fondamentanx de la forme cubique ternaire, invariants dont la.
découverte, on le sait, est due & M. Aroxnorp (*). _

Nous allons faire voir, briévemenl!, comment on peut déduire, sans diffi-
culté, de_ce qui précéde, l'interprélation des relations telles que

Re=1{0; 8§=0, T=10, el

Si nous choisissons la relation dhomogr‘aphle determmee par une des
valeurs de ¢ qui annulent A, les trois covariants % sont des carrés,
Mais on a la relation (**)

1 1 ‘
EE;Z;Z; = éAfE:‘-ﬁkQ,

k étant an covariant trilinéaire de £, dont I'expression développée est :

k= [a?uam -t 2“112“191@;1 =ty (Cyaftam + Tiaaiayg -+ fﬁmnﬂma)]miylzi
- [ﬂ?ﬂﬂm = 204 typatare — Gayg {Camtlary + Conthims + amam)]xayizg
- [afziam -+ 2“_11:“422“22: = g {Qyaltas) - Bgyyllygy ~b= am%nz)]ma?jezl
— [aiuftm + 2t ulaslion; — Cayy {iiltyse + Gipaliogy + amaaee)]m'zyszl
-+ [fﬁfaeﬂvm + 2000ty tlage — ﬂieﬂ(amaeﬂz —+ agellyay + amam)]m:yeze .
- [aguﬂm + 26t yyaflei Baze — Bage (43059 + Uy + a.mam)Jmsyize
-+ [“fguﬁm 2ty g9y hagy — ﬂm(ﬂmam —+ Uygellgy -+ amam)]weyzza

2
_ [aﬂﬂiaﬂi + Qttyoolloiallom — Capa (Lrrallans + Cypyllany + aﬂnﬂm)]xzysh- N ()]

("} Journal de Crelle, t. XXXIX.
(™) C. Le Pase, Bull. de UAcad. roy. de Belg., 3 séric, L. 11, p. 45.
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Par suite, si A = 0, % esl le prodmt des racines carrées des trois cova-
riants 2, 3,, 3,

Supposons maintenant R = 0.

L cquanon A= 0 a une racine double, qui est en méme temps racine de
]equatlon —== 0, ¢’est-3-dire de

6 G[AuzAm + AjusAyg + Agedon — Ai’ea] + [AmAzsaAua — AuzAwaAm] =0. . (9

Or, si, dans I'expression de k, donnée plus hawt, nous remplacons les
lettres a,, par les Ay, l'inierprétation de (9) est aisée.

En effet, représentons par d;, ¢/, 2}/, comme nous V’avons fait ci-dessus R
les racines doubles des 3, on a

k= (o0, — 8y25) {3y — Syp) (24 — O12a).

L'équation (9) revient a
331 = 1.

Gomme nous savons que le covariant £ est décomposable en trois facteurs
linéaires, lorsque A = O, puisque les trois covarianis = s'annulent identique-

ment, il suffit de vérifier que I'on a

:.._._ = 1 N ou lﬁu + k‘},ﬂ? = 0.

Or
by = (Am + 3)2 (Am — 9) + 24 oA gphag; — (Ai‘za -+ &)| Aypplag + Ay + AszaAua]s
— lrygg === (Asza —_ 9)2 (Aﬂﬁ - 9) -+ QA%%AHEAMB — (A-ma - '9) [AmAeaa - AysrAges 4 AmAua]-
I’équation
Fug + k=0 )
ne différe done pas de I'équation (9).
Par suile, les droites représentées par
.¢“54ﬁ=0, !3'_6‘;7":09 7’“‘ﬂ“=0,

concourent.
Tone XLYV. : 9
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Donc, pour la racine double de I'équation A = 0, les trois cotés du (riangle
inscrit 4 la cubique concourent. Deux des quatre iriangles coincident et se-
rédunisent & un point.

1l n’en peut étre ainsi que si la cubique a un point double.

Fn conséquence, on retrouve ce théoréme connu :

Lorsque le discriminant de la cubique s'annule, la courbe posséde un point
double.

Si Pon a, & la fois, S = 0, T = 0, ou, ce qui revient au méme, ¢ = 0,
j = 0, l'équation A = 0, posséde, comme on le sait, un facteur triple.

On démontrerail, par une méthode analogue & celle que nous venons
d’employer, que, dans ce cas, la cubique posséde un point de rebroussement.

Comme nous le faisions observer plus haul, de ceci ressort le caractére
d’invariance des fonctions S et T, car la propriéié de posséder un point
double ou un point de rebroussement se conserve dans la projection.

On sait encore que la forme hiquadratique A est le carré d'une expression
quadratique lorsque A ne différe de son hessien que par un faceur.

Cetle condition entraine les deux relations suivanies :

AiﬂQAﬂsaAuz, - Au‘zAmaAws = O_,

10
AsAosA A e + ApAiphindes + AspAosB yshae — Agga(BipA s fas -+ AmAuaAQas) == 0. 19

Et 'on voit sans peine que, dans ce cas, la cubique se décompose en une
droite et une conique. |

I en est encore ainsi lorsqu’il est possible de déterminer une valeur de ¢
annulant identiquement un des covarianis = : 2, par exemple.

Nous avons v (*) que, si 2, = 0, on a les condilions

1 gy = Qypatiygy = 0,
Royiftogy — Ogaiare = 0,

(Brialags — Gionbigrs) (Gyathars — Rigaltays) == 0.

(") 4% partie, p. 10.
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Si nous remplagons les ay, par les A, ces conditions deviennent

(Ags + 0)Aus — Ajpd s =0,
(A — B)Aaes — Agsdype =0,
d’ot 'on déduit :
2A 1558 15A 0 — AvpsAassfine — AupAisAan = 0; |

el R C 1))
(AHEAESB - AuaAma)(AmAm — Ajhym) =0 )

De 25 = 0, ou de 2; = 0, on déduirait des conditions analogues :

24 155 1A 15 — AsAnshiz — AnsArsAss =0, % ('i (2)
(AusAm - AIQEAIEE) (AIE‘LAES — AmAm) = 0;

2A49:A o gns — AsiaAzﬁsAm — Apghpghe =0 ] i (15)
(AI‘ZEA]E.E - AltﬂAgsa) (AmAess - AMSAE%) == (.

Si Pun des systémes (10), (11), (12) 0[1\(43) est vérifié, la cubique est
décomposable. : -
Ces qualre systémes de condilions correspondent aux cas ou la forme ter-
naire (6) a un facteur lindaire de la forme
po -t gB Ty,
ou d'une des formes
Pa g8, BTy, T + pu,

'y a encore le cas, toul & fait simple, ou ce facteur est «, B, ou y.

L’emploi des formes trilinéaires nous conduit encore 4 une notion lmpor—
lante, celle du genre.

» apres ce que nous venons de voir, hous pouvons considérer les rapports
%, ; » 7,» tomme caractérisant chaque Lerne de rayons homologues.

Pour avoir trois ra ayous donnant un point de la courbe, il faut que
LY 1% = Lalfs%a

Représentons par %, u, v, les trois rapports donnés. Nous aurons, pour
délerminer les différents points de la courbe, les équations

Ay b By 4 Qo 4+ GiaVh -+ liggh ~+ fggafs —+ gay¥ - Og == 0 ('f 4)
‘ ey — 4 =0, '
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Ces deux équations peuvent étre considérées comme caraciérisant une homo-
graphie du troisiéme ordre et du premier rang (*).

On peut done énoncer ce théoréme :

Treorime IV, — Toute cubique peut étre engendrde par les inlersections
des rayons homologues d'une T,

Nous pourrons exprimer deux des rapports i, s en fonction du troisiéme.
En effet, en éliminant v, par exemple, nous aurons :

7‘52(5"'112!-“*2 “ fgase) 4= ) ‘_ﬂ"mf-L2 + {0y -+ am)#- .+ “m:l + (Bgqpe + atm) = ()
Si nous employons les coeflicients de la cubique, cetle équation devient

W (Ayppe® - Agre) + A[Am#‘z + 2 + Am] “+ (gt -+ Aggs) = 0.

On en déduit
A o Aggpp® = 28y + Am + ‘/ﬁ
2 (Am,uﬂ =+ Aua#) ’

d’ont
2(Ayere + A{IS) . Amf’-g + QA jgspe + Aygs — Ve

y == — = s
Agpopt® + PAygepe + Agy + VP 2 (Agaste - Agsa)

P = Afn#‘ + & {AmAm —_ AmAm)Ps -+ (4A%25 + 2A1phim — &'AuzAzsa e 4‘A:15Am)#ﬂ’
+ A(Aghas — Apshase 4+ Al .. . . . . . o . (18)

Celte forme P, égalée A zéro, donne un des groupes de ramification de (14).
On en déduit ce théeréme :

Par un point donné, sur une cubique, on peut, en géndral, mener quatre
tangentes & {u courbe,

La forme P a les mémes invarianis que A,

Comme on vient de le voir, les coordonnées de la cubique peuvent, en
général, s'exprimer & Paide de founctions vationnelles de » et d’un radical
carré portant sur P, expression du quatriéme degré en p. '

La cubique la plus générale est done du genve un,

(*) 1 partie, p. 13. Vair, sur le systéme de deux formes trilinéaires, un Mémoire de M. C. Le
Paige, inséré aux Auti dell’ Accademia de’ Nuovi Lincet, 1. XXXV, 1882. '
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11 w’en est plus de méme quand le discriminant de A, et par suite de P,
s’annule,
En effet, si I'on a seulement
P =0,
ou, 4 la fois,

le radical ne portera plus que sur une expression quadratique de e

Nous avons vu, plus haut, que la courbe avait alors, soil un point double,
soil un point de rebroussement.

Par suite,

Les cubiques & point double ou & point de rebroussement sont du genre zéro,

De la signification géométrique de I'équation P =0, il résulte encore que,
dans ces deux cas, les cubiques sont de la quatriéme classe ou de la {roisiéme.

Bien que ces théorémes soient connus, nous n’avons pas cruinatile de faire
voir qu'ils se déduisent facilement de la méthode que nous avons employée.

lls découlent, en quelque sorte, immédiatement et nécessairement, de I'idée
des faisceaux homographiques.

Nous aurions pu augmenter le nombre de ces propositions connues, on
nonvelles, qui dérivent de cette notion fondamentale : notre but n’étant pas
d'écrire un traité des cubiques, mais un simple mémoire sur ces courbes, il
nous a paru soffisant d’indiquer les méthodes générales.

Nous avons dit ailleurs (*) que notre méthode contient, comme cas parti-
culier ou comme conséquence, les méthodes de Cuasiis, de Grassmany et de
ScHROTER.

Gela est & peu prés évident pour la premiére. En effet, si nous laissons fixe
un rayoen du premier faisceau, les deux autres appartenant i une H}, décrivent
une conique. A chaque rayon du premier faisceau, correspond une conique,
el vice versh. De plus, on s’apercoit que les coniques correspondant aux
différents rayons forment elles-mémes un faisceau.

Quani & la seconde méthode, rappelons d'abord briévement en quoi elle
consiste,

(") Bull. de Acad., 3° série, . I, p. 615,



14 SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE.

Soient deux triangles ABG, abc : le lieu des points 2 tels que les droiles
xA, 2B, xC renconirent les cotés be, ca,
ab en trois poinis sitnés en ligne droite
est une cubigue passant par les sommets
des triangles et en outre par les points »,
!, ¢! intersections des ciés ab, AB; be,
BC; ca, CA. |

Comme nous le voyons, la relation
{ % . d’homographie correspondant & ce mode
de génération est complétement déter-
minée : elle a la forme

- ma o
=il

XYy b LglfeZy =

Les lrois covariants = sonl représentés par les droites Ab, Ac; Be, Ba; Ca, Ch.

I résulte de 13 que ces six droiles constilnent un systeme de deux l:lfateres
se coupant en neuf points de Ia courbe (*).

En conséquence Ab, Ba, par exeruple, se coupent en un point p de la courbe.

Ow voit, par suite, que le quadrilatére ab, AB, 4B, bA a ses six sommels
sur la courbe. _

Les points «, A, b, B, ¢, G constitueront six points de Schriter; ils per-
meltent de consiruire linéairement autant de points de la courbe qu'on le
voude®, mais comme une suite disconlinue. En effet, p, » forment un nouveau
couple de points et on peat les employer comme on I'a fait pour a, A et ainsi
de suite.

Nous nous bornons & cette simple indication : elle suffit pour montrer que
le systéme de Grassmann se déduit, comme cas pariiculier, de notre méthode
et de quelle maniére celle-ci conduil aux points conjugués de Schriter.

(*) Voir plus bas les propriétés de ces trilatéres.
Sur la méthode de Grassmann et sa comparaison avee celle de Scurdren, voir un Mémoire de
CrEnsch, inséré anx Math. Ann., t. V, p. £24. '




CHAPITRE II.

INVOLUTIONS.

Tritorime V. — Toutes les cubiques ayant sept poinis communs sont
coupdes par une transversale et des poinls qui appartiennent ¢ une i3
(involution de troisiéme ordre et du second rang).

Ce théoréme se démontre pour ainsi dire sans caleul,
Prenons pour centres des trois faisceaux trois des sept pomls donnés. -
L’équation de la cubique prendra la forme

G = Ayor™ + Aoy -+ Aufn + A + Ay - Agisfir? + 24,5080 = 0.

Si, de plus, la cubique doit passer par quatre autres points donnés, il sera
possible de délerminer linéairement quatre des paramélres en fonction des
irois aulres, de telle sorte que P'équation deviendra

CSEAJCé + ‘)\”C;{"l" AHJC;H=0.

De la résulte immédiatement le théoréme énoncé.

Nous avons vu, précédemment, que toute cubigue peut éire engendrée
par les intersections des rayons homologues de trois faisceaux homogra-
phiques.

Soit
/.= 0,

Péquation d’homographie caractérisant une cubigue donnée, équation qui
contieni, nous I'avons vu, une indéterminée 6.
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{ peut toujours prendre la forme (2)

fE Ay (g — chme)(yi —_ Jiya) {7 — fﬂza) — Ay{y — '2332) {ys — daya} (2 — #475)
A= 2 {6y — S5%a) (s — diya) (24 — d3%a) = 0.

La cubique peut donc loujours élre représentée par une équation de la

forme
Cs== 2 (e — AP) (B — i) (¥ — dV'a) 4+ Ay (e — &) (B — dar) (v — d2'w)
“+ Mfa — B (B— i) ly — &)= 0,
ou
Co= 2 efuys + Aaoflo¥s + Aaflyae=0. . . .. . . . . {(16)

Nous avons ici un systéme de rois trilaléres, en involation avec la courbe.

Lorsque nous n’imposerons aucune condition particuliére & ces trois trila-
téres, nous dirons qu'ils sont involutifs avec la courbe.

11 résulte, de la forme méme de I'équation (16), que I'on peut énoncer ce
théoréme :

Tugorine VI. —— Une transversale rencontre une cubique et un sysiéme
de trois trilatéres involutifs avec la courbe, en dowze points qui soni en
involution 15. :

Cette méme équation (16) peut étre interprétée différemment.

En effet, la distance d’un point quelconque & la droite dont 'équation est
o, = 0, esl proportionnelle a la fonction «,, ot I'on remplace les coordonnées
par celles du point donné. '

On arrive donc au théoréme suivant :

Tusorine VI — I/ existc une relation lindaire entre les produits des
distances d'un point de lu cubique aux cotés de trois trilatéres involutifs.

Mais nous pouvons particulariser davantage les sysiémes de trilatéres

associés.
- En effet, comme nous I'avons vu, nous disposons d’abord de I'indéter-

minée ¢; ensuile, lorsque les coefficients de f sont entiérement déterminés par
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le choix de ¢, trois des neaf quantités ¢ sont encore complélement arhi-
“traires {*).
. Nous pourrons donc nous imposer les quatre conditions suivanies :

BayE = 1,
Sidgdy =1,
Sa =1,
§37d, = 1.

Les trois trilatéres associés auront alors, outre les (rois centres des fais-
ceaux, quaire autres poinis communs.
Nous dirons, dans ce cas, qu’ils sont Irijugués.,

Les théorémes VI et VI sont évidemment applicables A ces figures, dont
nous verrons, par la suite, I'utililé,

Tuiorine VIII. — Toutes les cubiques qui ont huil points communs sont
coupées, par une (ransversale, en des points qui appartiennent @ une 13,

Ce théoréme pent se démontrer comme Je théoréme Y, mais il peut aussi
étre regardé comme une conséquence de cetle proposition. ‘

En effet, soient 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, les points donnés.

Toutes les cubiques qui passent par ces poinls appartiennent, & la fois,
aux deux faisceaux '

F(1,2,...,6,7) et Fi(1,2,...,6,8)

Par suite, elles déterminent, sur nne transversale, Jes groupes communs
aux deux involutions I3, caractérisées par ces deux faisceaux.
Or ces groupes communs appartiennent 4 une I3 .

(") G. Le Patek, Sur la théorie des formes trilindaives, Arm vEL) Ace, pe’ Nuovi Lincel,
(**) 1 partie, p. 20.

Tomz XLV. 3
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De celte propriété découle, immédiatement, le théoréme connu :

Tueorive IX. — Toutes les cubiques passant par huit points onl un
méme neuviéme point commun.

Sojent, de nouveau, 1, 2,3, .... 8 les poinis donnés, et soient C;, CL, -
(!, etc., des cubiques qui passent par ces huit points.

Deux d’entre elles C;, Cf, par exemple, se coupent en un neuviéme point 9.

Par 9, menons une (ransversale 9X qui coupe C; et C. en des points
ab, a'd'.

Or, si dans une involution 1}, il existe un point tel qu'l lui corresponde
deux groupes distincts de (n—A1Y points, cette involution se décompose en un
point fize (le point donné) et une involution =" (*).

(") Ce théoréme est presque évident, ear soient

=0,
I'équation du peint, et

el t=0, b=,

I'équation des deux groupes qui lui correspondent. On pourra prendre comme groupes carac-
léristiques )
Pty =0; pbi'=0,

et 'équation de I'involulion deviendra
Peat ™ ap by = e (@ - 0 = 0,
Si celte déntonstration ne paraissait pas suflisante, en voici une seconde, un peu moins
simple,
Soient

a, =0, =0,

les deux équations qui définissent deux groupes.
La relation entre les points en involution est donnée par

<y

(&}

b — e
—_ = D;
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Dans I'involution déterminée par les cubiques C;, Cf, GY, ele., sur la trans-
versale 9X, au point 9 correspondent les groupes dislinels, «, b; a', &' : par
suite, le point 9 fait partie de tous les ternes de I'involution el toute cubique
de ce faisceau passe par 9. '

On sait que le théoréme que nous venons d’établir peut se démontrer de
bien des maniéres dislinctes; nous avons employé la méthode précédente
afin de déduire, autanl que possible, toutes les propriétés fondamentales des
cubiques, des théories de I'involution et de Phomographie. '

GonoLLares. — 1. Si parmi les neuf points d’intersection de dewx cubi-
ques, 1y en a six sur une conique, les trois aulres sont sur une droife: ef
réciproguement.

1. Si un triangle ABG rencontre une cubique en neuf pomis ¢, ¢/, ¢'';
a,a’, a'' s b, b, b", situés sur les cotés AB, BC, CA, on a la relation

Ac.Ac’. Ac".Ba.Ba'. Ba".Ch.Cl. Cb"
Ab . A6 . Ab”.Ca.Cd'.Ca”.Be, Bc'. Be”

=1.  (Théor. de Canvor.)

Menons les transversales cb'’, ¢'b' ¢''b, qui coupent la cubique en trois
nouveaux poinls x, y, z, situés en ligne droite, et BC en trois points
&,y &,

mais

a2y — alb? , .
———"(ﬁi = ZCastmy s t-te=0, ., L L L, (7

ou G, est I'élément du résultant caleuld par la méthode de Cauchy.
Si pour une détermination y,, y,, 'équation (17) a-plus de {# — 1) racines, cetle équation doit
étre identique : par suite le résultant de o el de 07 sera nul et Pon aura

ol =g 0B =0,

ce qui démontre le théoréme.
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On a les égalilés
Ac.Bx’ . Ch” _
AV . Cx' Be

Ac'.By'. C’

Al .Cy'. Be' -
Ac¢”.Bz'.Ch o

Ab.Cz . Bc'
D’oti, en multipliant,

Ac.Ae’ Ac”.Ch.CY".Cb". Bx'. By Bz’
Ab AV AL, Be. B Be”'. G’ (Jy'.Cz’__

Mais les deux trilatéres ac'’, a'c’, a"¢; AB, AC, xz, soni en involution 1§
avec Ja cubique,

En emplovanl une des formes de Pinvolution 17 {*), on a
p Y ; 1 h)

Bx'.By’. Bz"  Ca’.Cy'.Ce’
Be.Ba.Ba’ Ca.Ca'.Ca”

En combinant avec Pégalité précédente, on trouve le résnital énoncs.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que 'on peut loujours, el cela
d’une infinité de maniéres, choisir ¢ de telle sorle que la relation d’homo-
graphie, caractéristique de la cubique donnée, puisse se metire sous la

forme (1)
f—:'—_ 3’-1{371 b alme) (yi i 6\;?]2) (Zl — d)'zg) + )‘2(1’1 b ’5'237‘.4) (y; —_ é‘éyg) (21 — 832,

Par suite, I'équation de la courbe peut loujours s’écrire

Com= (e — 8B) (B — ) (v — O'a) + Me — &B) (B — T}y — &'e) =0,
ou

C5 = )-{ﬁf.]ﬁg'}’{ -+ }\59'-2‘32’)/% =0 . . . . . . . .. (i 8)

(") €. Le Pase, Mémotre sur quelques applications de la théorie des formes algébriques,
p. 4t :
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Les deux trilatéres doni les cotés ont pour équations

'Ii=01 @1201 7”{=0;

=0, ﬁamoa ye=0,

se¢ coupent en neufl poinls qui appartiennent & la cubique.
Nous avons dit que ces trilatéres sont conjugués & la courbe (*).
Il résulte de Péquation (18):

Tueorene X, — Une (ransversale coupe la cubique et les cdtés de deux
(rilatéres conjugués en neuf points qui appartiennent i une 13,

La démonstration qui précéde établit, du méme coup, l'existence de ces
systémes de trilatéres conjugués, passam par trois points pris & volonté sur
Ja courbe.

On en déduit également la généralisation du théoréme de Pappus.

Treorime XI. — Le rapport des produits des distances d'un poini de
la courbe, aux coidés de deux trilatéres conjuguds, est constant.

CoROLLAIRE. A 1ne cubzque on }JE'M inserire un systéme de deux qua-
drilatéres conjuguds.

Nous appelons quadrilaléres conjugués i une cubique, deux quadrilatéres
tels qu'un coté du premier rencontre fous les cotés du second, un seul
exceplé, en des points silués sur la courbe. Les cotés qui ne se rencontrent
pas sur la courbe sont dits opposés (**).

Considérons les transversales 123, 1'2'3’; puis les droites 11/, 2%/,

(*} ¥. Fouie, Fondement d’unc Géomélrie supérieure cart., p. 5.
(**y fhidem, pp. 13 et 22. Voir dans le méme travail une démonstration différente des théo-
rémes X, XI et XII.
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33/; 127, 23/, 31/, qui déterminent deux nouvelles transversales 1''2''3"/,

fl eyt laal t
pllg'e!.
Les deux quadrilatéres

l.lJ‘:IH’ 22.’2”’, 55]5”, p”g”,j,
251’1rr, JPH 42’(1“, 1 H'2H’5H

salisfont & la définition donnée plus haut.

L'existence de ces quadrilatéres conjugués est importanie, parce quelle
permet d’établir un théoréme remarquable, exlension, aux c:jbiques_, du
théoréme de Pascal.

Appelons d,, &, &, 8,; 91, 34, 4}, d} les colés de deux quadrilatéres conju-
gués, d,, ¢1; d, 0%, ele., élant Ies cOtés opposés, el conservons, pour le surplus,
les notations précédentes.

Soient A et B les points d’intersection des deux premlers couples de colés;
menons la transversale AB.

Cette transversale rencontre la cubique en trois points a, b, ¢, et les cités
&, &% 395 8, en des points p, p'; ¢, ¢', que nous supposerons distincls pour
le moment.

Nous pouvons observer que les six droites

11117, 22497, 333", 125, 1'2%, 1727%”
et
’lgzrqn, 25’?‘”, )PH, ‘1(25 ) ‘1’2'5’, p”q”’ H"

forment deux systémes de trilatéres conjugués.
AB rencontre le premier systéme en des points A B p;6,t, ¢ elle
second, en des points A, B, p'; ¢, ¥, ¢.
Par suite, d’aprés le théoréme X, les sysiémes suivants sont en involu-
tion [ :
a, bye; A, B p; G, q;

a, by e; A, B p's bt g
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De 14 se déduisent les égalités

Aa.Ab.Ac Ba.Bb.Be __ pe. pb. pe
At. At Aqg Bt.Bt'.Bq pt.pt' py’

Ae.Ab.Ac  Ba.Bb.Be __Pu.pb.pc
At AU Aq Bt.Bt'. By prpt.py

En conséquence, ¢ coincide avec q', el de méme p avec .
On en conelut ce théoréme :

Tutorgme X1l — Les cétés apposés de deux quadrilatéres conjugues d
une cubique se coupent en quatre poinis situés en ligne droite ( )

Aulrement encore :

Soient 4,044, ; 91948501, deux quadrilatéres conjugués & la courbe,

Par la notation ¢, (pgr), nous indiquerons gue le coté d, rencontre la
cubique aux points p, ¢ et 7.

On aura ainsi, conformément 4 fa définition :

4 (pgr), Wp'p "),
(pqu? J) (qqnqln)
{pll'q”‘rfl), a\ (?1'1 A )
é\ (pflf IH’ ’IJ)’ é‘;(P, ql, r!f).
#'p"qq''rr! sont sur une comque, puisque la cubique 9,4,0; renconltre la courbe

donnée en neuf points, dont trois p ¢''! sont sur la droite 3. (Théor. IX,
corol. 1.)

(*) F. Foug, F. G. S, C., p. 22,
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Par suile, les droiles d,d!; 9.95; 3% se coupent en trois poinis situés sur
une droite A (Théor. de Pascal). .

De méme p/ p''' g ¢''' p ¢’ sont sur une conique.

3415 4,95, 9% se coupent sur une droite qui ne peut différer de A, puis-
qu'elle a, avee celle-ci, deux points cornmuns.

On peut démontrer la méme chose pour les aulres combinaisons de trois

couples de cdtés opposés.



CHAPITRE HI.

RAPPORT ANHARMONIQUE.

Ainsi que nous venons de le voir, la cubique donnée peut toujours étre
représentée par I'équation

G3 = Ay - Agoflrs - Jasflprs =0, . . . . . . , (16)
ol les équations:

o,y = 0; “ﬁﬁa‘?’e = 0, asB9s =0,

représentent trois trilatéres trijuguds 4 la courbe. .

Ces trois trilaléres onl sept poinis communs. Nous appellerons points
trijugués les six points composés des rois centres des faisceaux et des trois
poinis d'inlersection des cOlés oy, B;, 705 a5y B1y 753 25, By 7ie

Soit m un point quelconque de la courbe, dont les coordonnées sont p, ¢, r.

Désignons par 1, 2,3, 4, 5, 5, 6 les points trijugués; soient x;, ,, 2, les
coordonnées du point 7, ¢ prenant les valeurs 1, 2, 3 ..., 6.

L’équation (16) pourra sécrire

p g r P g r P g r rp g r P g 7 pog r
Moay y 5 Tz Ys 3 Ty M F | ¢tA Y & || oy 3 x5 Y5 2y
Ta Yo 2y Ty Yo B0 || % Ys5 % Xy Y F e Yo Tp || o Yo 2
p q r r g r P ¢ 7
T T Xy Ys %y Ty Y5 & =0
s Yo Zg || 2 Yo R i W 2

Tome XLV. 4
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chacun des déterminants représente I'aire d'un triangle : celle égalité devient
donc

2 (A 2) (m34) (mBB) 4 r(mA %) (m36) (mB2) + re{mA6)(m32) (ML) — 0.

Remplacant I'aire par le produit de devux cétés et du sinus de Pangle
compris, sinus que nous représenterons par (ik), on a :

Aoml.m2{12)m3.mb (34)mb. . mG (56) -+ A,.m1 . m4(14)m3 . m6(36)mhi. m2(52)
+ Al .mG(16)m3 .2 (32mB. mh(B4) = 0.

On en déduit encore

M {12)(34)(56) + A(14)(36)(52) + A (16)(32)(54) = 0.
Si 'on divise par le premier terme, celle égalité devient :

1 4 (1D (36) (B2)  (16) (52) (54)
Y (12) (34) (86) " (12) (34) (56)

Les quolients qui figarent dans le premier membre sont des rapports

anharmoniques (*).
Nous les représentierons par

I
pour indiquer a la fois, par lindice supérieur, Porigine du faisceau des

droites, et par Pindice inférieur, 'ordre de ces rayons.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Turoreme X1, — I existe une relation linéadre entve les rapports anhar-

(") I pariie, p. 29.
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moniques, du troisiéme ordre, du faisceau oblenu en Jotgnant un point
quelconque de la cubique & siz points trifugués ().

Seient m, m', m'!, trois points de la courbe, on a les égalités
F+ n3 -+ 4T =0,
1k M+ 1T =0,
T+ A0 + A¥ =0

On en déduit la relation

1 m m

462 e

r * :
Po¥e o |=0. . . . .0
A m'r wmet ’
l 452 iz

Si nous exprimons le théoréme sur la constance du rapporl anhar-
monique des coniques, 3 laide des mémes notations, nous obtiendrons la
relation de forme tout A fait identique

T3 Jz 0
LI )

Le théoréme XII, ou celui qui est exprimé par [I'équation (19),
peut -élre ramené aisément au théoréme VI, appliqué aux (rilatéres
trijugués. '

Supposons que les trois points m, m', m'' soient en ligne droite, et dési-
gnous par I, I, T01; I, TV, [1L/; 17, 117, 11", les points ot cetie droite ren-
contre les (rois trilatéres trijugués ; puis, comme - (anidt, par me,, me, ele.,
les distances de m aux droiles a,, ), ete. A

(") C. Le Puicg, Bulletins de I Académie royale de Belgique, 2* série, 1, XLV, p. 9.
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On a
2(mi2) = 12.ma;  2(mA2Y) =12.m'a; 9(@11”1‘2)—_‘—5.111”% cte.
De plus,
T
Par suile,
12. 12, ml
0% = o= P i

et d'autres formules analogues.
En introduisant ces expressions dans (19), on arrive & la relation

ml, mll,mll, mI'.mI', mill, ml”. Il mil]”
TERTHINRT SR m' I I w1, w1 o’ 11, mHI =0,

m Lo’ ILam" 1L @'V’ 1o 1. "o IV w1

équation qui exprime que les quatre ternes de points m, m/,m'’; I, 11, HI;
I, 10, 15 17, 117, T appartiennent & une 15 ().

Les deux théorémes XIII et VI sont donc, chacun en un certain sens, plus
généraux I'un que Pantre, el cessent d’étre complétement identiques, comme
ils le sont dans la théorie des coniques. '

- A un autre point de vue, on peut signaler I'identité de forme entre les

théorémes XI1II et VL
En effet, si nous développons le délerminant (19), nous avons la relation

W —— Wu i -+ TinTia — T Wi -+ WheBesi — IRTIdi = 0.
D’un auire coté, le théoréme VI peut s’exprimer par I'égalité

3.3 — B0+ 3.3y — 323; + 3 4" A3 = 0_ (“)'

() €. Le Pasge, Mémoire sur quelques applications, ele,, p. 57.
{(**} I partie, p. 19. '
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Le théoréme VI peat se conclure immédiatement du mode de génération
des cubiques, en se rappelant la propriété suivante de Phomographie du
troisiéme ordre et du second rang,

Si neuf points

oy Gyt

fi B B

¥ Y2 ¥

sont tels que les ternes de points oblenus en formant les termes du détermi-
nant composé de ces newf éléments appartiennent & L homographie, les points
triples de cette homographie sont en involution I avec les ternes composés
des colonnes de ce délerminant (*).

Les considérations qui précédent ont pour but de faire voir jusqu'a
quel point les théorémes fondamentaux des cubiques s'impliquent entre
eux.

Occupons-nous maintenant des trilatdres conjugués,

Deux de ces trilatéres se coupent en neaf points situés sur la eourbe,

Choisissons six de ces intersections, de telle sorte que chacun des six cotés
contienne deux de ces points; nous excluons, par exemple, parmi les néuf
intersections, les trois points pris comme centres des laisceaux,

(es points seront les sommets des deux trilatéres,

Alors, en partant de I'équation

Cg == Ai“iﬁl?’! —+ )hg(:gp:f,l/g = 0,

el en faisant Jes calculs analogues A cenx qui précédent, nous arrivons i
celte propriété :

Tugorime XIV. — Le rapport anharmonique du faiscean de sixz droites,

("} C. Le Paes, Atti dell’ Accad. de’ Nuovi Lincel, mémoire cité.
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obtenu en joignant un point quelconque de lo cubique aux sommels de denx
trilatéres conjugues, est constant (7).

A son tour, le théoréme XIV peut conduire an théoréme X, et ce dernier
pent se déduire immédiatement de la génération des cubiques.
Nous ne répélerons pas la démonstration de ces proprosilions, démonstra-

tion enliérement semblable & celle que nous avons donnée plus haut pour les
trilatéres trijugués. '

(*) F. Foue, Bull. de {’Acad. roy. de Belgique, 2¢ série, t. XLIV, p. 475.




CHAPITRE IV.

CONSTRUCTIONS.

Nous devons maintenant appliquer les théories qui précédent a la construe-
tion des cubiques. Pour y arriver, nous employerons les théories exposées
dans le chapitre II, 1™ partie, et dans le chapitre Il de la seconde pariie,
cest-a-dire celles qui sont-relatives & Pinvolution,

Nous commencerons par résoudre un certain nombre de problémes fon-
damentaux dont nous aurons a nous servir ensuile.

Bien que nous ayons toujours traité jusqu’ici, suivant en cela lordre qui
nous paraissait le plus logique, linvolution I} avant Iinvelation I3, nous:
- croyons préférable, dans le cas actuel, de suivre I'ordre inverse.

Nous aurons l'occasion de nous appuyer sur deux théorémes, en quelque
sorle éviden(s, que nous rappellerons d’abord, pour ne pas interrompre, dans
la suite, lordre des déductions.

A.) Toutes les coniques qui passent par (rois poinis fizes, dont l'un situé
sur une conique Gy, délerminent, sur celte conique, des poinis apparienant a
une I3

B.) Toutes les coniques qui passent par quatre points fixes, dont [un
situé sur une conique C,, déterminent, sur celte conique, des points apparte-
nant ¢ une I3,

Prosrine 1, — On donne sept points 1, 17,1115 2, 2/, 275 3 d'une invo-
lution 13; construire les deux aulres poinis du terne 3, 3', 3",
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Supposons que les sepl poinls donnés soient distribués sur une droile
quelconque.

Par 3, menons une droite arbitraire .

Joignons 1 el 2, 1/ et 2/ & deux points arbitraires I, I de 4.

Au wilatére 171, 21, I, jnscrivons un triangle dont les cotds passent
respectivement par 1'7, 2/ et ¢, interseclion de 11 et de 2'T' (*).

Soit &' le coté de ce triangle, passant par ¢ et 117, P, g ses sommets,

Les cubiques 11, 41, 11" e1 21", 21, 211"’ se coupent en neuf points,

dont six, [, I, I' ;- p, ¢, a, sont situés sur les droites J, &'; les trois aulres

(M1, 20) =a”; (13, 271) =0’y (171, 21) —«,

soni done silués sur une droite &',

Les intersections de &', ¢/ avec la droite de 327/2'..1 déterminent les
points 3/, 37,

Ge probléme a é1é résolu différemment par PoncrLer el par M. Em.
Weyr (™).

Prosuime 1. — On donne onze poiis 1, 11, 1'1; 9, 21, 253,38, 37,
ky &', d'une involution 13; construire le douziéme 47,

Premiére solution. Au moyen du probléme précédent, complétons les
involutions
t,V, 1,2,9, 97, 4 1, 4, 4", 3, 5, 5, 4.

Nous obtenons ainsi des ternes
WA A

qui appartiennent a I'involution dennée.

() STENur, Werke, 147 BY, s. 511, Cassies, G. S., 1* €., p. 222,

(") PoxcerET, Traité des propridids profectives, ele,, L. 1, p, 242,

Ex. Weyn, Griindziige evner Theorde der cubischen Involutionen > Pp- 23 ¢t 37.

Pour les cas particuliers, méme mémoire passim. Ce travail contenant la-solution de I plu-
part des problémes relatifs & une If, nous n’avons pas cra néeessaire de nous étendre sur ce
sujet.
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Mais, dans une involution I3, 4 un pofnl fixe correspondent des couples de
points appartenant 4 une 1%

Dans le cas actuel, cetle involution quadratique est déterminée par les
couples 4141 ; 4541, 1l suffira done de chercher le point 4", homologue de
4', dans celte involution, '

Bien qu'il semble, & premiére vue, que T'on doive employer des construc-
lions du second degré pour arriver & la détermination de &', nous allons voir
qu'il n’en est rien.

Nous pouvens toujours supposer que les points donnés soient lransporlés
sar une conique, de Lelle sorte que nous ayons les poinis

Filylsi Yalelfs,  ZeTyRa, Wi

Menons les droites 1, ; Y1y qui se coupent en B,

La droite u,B déterminera, sur la conique, le point A.

A el y.A détermineront par leurs intersections avec T\ %yy Y Ys, les
poinis A’ et B,

De méme, zx, et 2,2, se coupent en un point B,.

B, donne le point A, el les droites #;A, 2,4, donnent, par leurs inter-
seclions avec x.x,, 2,2,, les points A, B,

Les deux droites A'B’, AIB! se coupent en un point 3,

En joignant & au point u,, nous obtenons, sur la conique, le point 1,

En effet, nous voyons fue, par la premiére partie de la construction, celle
qui donne la droite A’B’, nous avons déterminé le couple complélant, avec u,,
Pinvolution délerminée par les deux ternes X5 5 Y Yol e

CGar les couples de cotés opposés du quadrangle ABA/B’ sont des coniques
satisfaisant aux conditions du théoréme (B).

Nous pouvons remarquer, dans cetle construetion, que les couples de
POiNls @@y ¥,y,, 2,2, penvent élre imaginaires, ou étre donnés par couples,
de telle sorte qu'il west pas nécessaire de les constrnire individuellement,
c'est-a-dire de chercher les inlersections de la droite z,x,, par exemple, avec
la conigue.

Le couple w,u, pourrait méme éire imaginaire sans que la consiruction
devienne impossible. | A

Tour XLV. ' 5
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En effet, supposons que I'on ail construit le groupe des éléments neulres,
ou la dreile qui, par ses inlersections avee (,, délermine ce groupe : cetic
droite coupe la droite w1, en un point S; il suffira de mener, par 8, une
droite qui coupe la conigne en deux points réels w{uj : ces deux points peuvent
dtre substitués & u,u, pour la construclion de u,.

Pour le démontrer, ohservons que, & w,, il correspond des couples de
points u,, ulu,, ele., en involution. Les éléments neutres en fonl néces-
sairement partie, de telle sorle que u,u, el ces deux points caractérisent
I'involation. '

‘Quant 4 la construction du groupe neutre {ou hessien des poinls triples),
on peul faire usage de la solution suivante, ou chercher, par exemple, les
involutions 17, I}? correspondant & des points arbitraires p,, p} et construire
le groupe commun & ces deux involutions. Toules ces constructions sont
dailleurs linéaires.

En effet, dans la solulion précédente, il suffit de s'arréter a la détermination
du poinl &, relatif & un point «,. En délerminant de méme un point p relalif &
un autre point U, , la droite ap est la droite cherchée.

Seconde solution. Nous avous vu que Ja relation d’homographie /= 0 peut
s'écrire . :
f== Apqiry + gty =0, )

ou
2wy — &) (g — &) (20 — &) -+ A, — &) (s — &) (7 — V=0,

les x, y, z, el les ¢ représentant des distances 4 une origine fixe sur une
droile, par exemple.

Par suite, si &y, y,, 2,; Xy, Y., Z,, représentent deux groupes de "homo-
graphie, on a

(e = ) (g1 = 80 (5 — 31) (s — &) — ) (2 — %) "0
X oG — ) K — WY, — gy 29

Si les points appartiennent & une I3, les trois covariants 3 deviennent
identiques entre eux et au hessien des points triples (*).

(") 1™ partie, p. 17.
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On a
Jre= =0 dy=— o= dy.

De P'équation (20), on conclut que les deux poinls 3, 9,, appartiennent &
toutes les If, caraclérisées par deux ternes quelconques de Iinvolution I
donndée.

Supposons mainlenant gue les trois groupes de poinls x,%,; ¥.4sy, ;
,2,%; solent représenlés sur une conique G, et rappelons-nous le mode
suivanl de représentation d’une IF :

Tous les triangles inscrits ¢ une conique G, el circonscrils ¢ une seconde
conique X, déterminent, par leurs somnels, une involution 1’ ™).

Par suite, on retrouve ce théoréme :

Lorsqu'on inscrit Irois triangles & une conigue C,, les trois coniques
inscrites & ces triangles, pris deux & deux, onl une tangente commune.

Cetle tangente peut d'ailleurs se construire lindairement. Désignons-la
par f.

Elle détermine, d’aprés ce qui précéde, par son intersection avec C,, les
éléments neutres de P'involation donnée,

Mais, outre les neuf points @,x.2;, ¥,¥s¥s, 2,2:25, qui noUS ont servi 3
déterminer /i, nous nous sommes donné deux points d'un terne : Uy, U,

- La conique déterminée par les cing tangentes x,x,, x,x,, . 51y Ugthyy fo
permetira de construire u;, en achevant le triangle circonscrit, donl deux
des sommets sonl u,, u, ("),

Il existe encore d’autres solutions de ces questions que nous n’exposerons
pas, du moins poar le moment.

Prosreme 1. —— Connaissant les points triples d’'une involution I, et
deuwx points d'un terne, compléter ce lerne.

(") Ex. Wevn, Op. cit.
(*) C. Lr Paicr, Sitzb. der k. dkad. der Wiss. zu Wien, Bd. LXXXIV, s. 236.
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Supposons que les points triples ¢,, &, &, et les deux points donnés u,,
u, soient sur une conigue G,

Construisons les tangentes & la conique en 7, 4, #; ces lrois langentes
constilnent un nouveau triangle T,T,T,.

Les cotés opposés £, T\Tu; tofy, ToTy; tr,, TST,, des deux (riangles
se coupent en Lrois points g, a,, @, silués sur une droite h.

Cette droite n’est anire chose quc la hessienne des poinls lrlplos' en
effel, tontes les coniques qui passent par «;, «,, f; délerminent, sur C.,
une I (théor. A),

Or, une droite quelconque, passant par /; conslitue, avec fi, une de ces
coniques : par suile Jes deux intersections de £ avec C, donnent bien les
éléments neutres de involution. '

Pour compléter le terne, il suflit de faire passer une conique par
oy, @, 15, Uy, Uy; elle coupera G, en uy; ce probléme est lindaire, car on
connait déja les trois poinls communs ¢;, #,, ¥,.

La constraclion suivante méne d’aillears aisément & la détermination de u,.

Joignons les points u,, o, par une droite qui coupe U, en p.

La droile #,p coupe A en k, et ku, rencontre la conique au point cherché u..

in effet, appelons /i, , h, les points d'intersection, réels ou imaginaires,
de & avee C,.

Les trois lernes u,h,hq ; , ply, tyt,u, font partie de Pinvolution. Donc u;
est I'homologue de u, dans Pinvolution quadratique délerminée par les deux
groupes h,h,, ply.

La construction précédente repose sur la déterminalion du groupe neutre
de I'involution ; mais celle délermination ne peut plus s’effectuer & I'aide des
deux triangles {45, T,T,T;, lorsque deax des poinls triples &, 7, par
exemple, son!l imaginaires. '

Dans ce cas, on peul y substituer la détermination saivante de la droite 2,4,

Par ¢, menons la tangente & C,. Celte tangente coupe la droite 7,7; en
un point 8.

Menons la seconde tangente Si.

Puis, par le méme point S, une transversale St

Les deux tangentes en £, se coupent en un point a situé sur /£, f.
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Les deux droites #4¢!, #4¢, délerminent sur fa, fia, deux points A, B, et
la droite AB passe par S. : |

A chaque droite Stit] correspond donc une droite SAB, et véciproguement.
Il suffira de construire, dans cetle H?, le rayon correspondant & Sz, .

La démonstration de celte construction serait un peu longue : il nous
suffira de dire qu’elle repose sur le théoréme suivant ;

Les points triples d'une involution 13 forment un groupe de {'involution
particuliére 13 qui a pour points triples les deux éléments neutres.

Ce théoréme se déduil immédiatement d’une propriéié connue, des formes
cnbiques, 4 savoir qu'une telle forme peut toujours s'écrire :

a§3 -+ b’fﬁ’

tel » élant les factears du hessien, propriélé qui est un cas particalier dn
théoréme que hous avons mentionné plus haut sur la forme canonique d’une
forme trilinéaire (*). .

D'aprés la remarque faite au probléme 11, la solution sera toujours
possible, méme si le groupe donné,
Uy, esl imaginaire. _

La construction suivante de la
hessienne des points triples est en-
core plus simple.

Soienta,, a,, a; les points triples;
les tangenles & la courbe en «,, a,,
@, délerminent, sur les cétds du

triangle, les (rois points, en ligne
droite, «,, gy Gl g

Soit, de plus, p, le péle de a,a,. On voit que a,u, osl conjuguée harmo-
nique de «,a,a;, par rapport aux deux droites o, p, aa,.

(") C. Le Pase, Comples rendus, t. XCIT, p. 1049,
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Comme il est toujours possible de construire le pole de a,u;, méme si ces

deux points sont imaginaires, la construction précédente de la hessienne a
loute la généralité désirable. '

Prosuiie 1V, — Construire les points triples d'une involution déterminde
pur 1rois lernes de poinls X,x.x,, Y.Ve¥ss Z,Z,%;.

Soient #,, 1,, ¢, les points triples.

lls sont conjugués harmoniques des groupes XAy YsYolfss 15035 (7).

En conséquence, 7, 4,2, peul éire regardé comme un terne apparienant 3
la fois aux trois .involulions qui ont pour points tripies les groupes Xy,
Y Yalss 215275 |

On est donc ramené 4 la solution de celle question :

Proeuime V. — Construive le groupe commun d trois nvolutions
I3, 18, W', données par leurs points triples.

Supposons que ces points iriples soient donnés par les équations
=0, =0, &=0.
Les trois involutions sont alors définies par les équations ;

oy sy b @ {T4Ly + By + Taly) 4ty () + Ty + L) + @y =0,

- {e)
by, @,as + by (2420 + @yy + @32,) - by (B 4y 4 ) wby=0, . . | ()
€0y Tyl b € (T4 -t ATy - Ty) 4 ¢y () + @y + X ep==0 . . ()

Les groupes communs & () el & (4) forment une I; ceux qui sont
communs 4 (f) el & (¢) une involution 172,

1l faut done construire les deux cohiques d’involu.tiunr de ces deux I?, 175,
ce qui est aisé puisqu'il suffit de construire deux groupes de ces involutions,

(") 17 partie, p. 16, théor. I1. Combiné avec la définition des

points conjugués harmoniques,
p. 22, théor. IX, '
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Ces deux coniques ont qualre tangentes communes. L'une est la hessienne
du groupe 47 =0; les trois aulres forment un triangle inserit dount les som-
inels représentent les points cherchés,

Pour démontrer ce qui précéde, il suffit d’éliminer x, par uemp!e
entre (@) et (), puis entre () et {¢); puis d’éliminer y entre les deux équa-
tions obtenues,

On trouve finalement Péqualion

(b0, [(ab) (be) (caja,b e, T = 0 (),

ce qui démontre le théoréme.

Quant & la construction d’'un groupe de I3, par exemple, choisissons un
point p,. A ce point, dans (a) et (b) correspondent deux involutions quadra-
tiques faciles & construire, par le probléme I1; le groupe p,p,, commun 2
ces deux involutions, conslitue, avec p,, un terne de I%.

Nous nous sommes quelque peu étendus sur ces diverses questions, parce
qu'elles nous seronl utiles dans ce qui va suivre, et aussi parce qu'elles nous
paraissent offriv quelque intérét au point de vue de la représentation des
formes algébriques.

En général, il suffit de connaitre neaf points d’une cubique pour détermi-
ner complélement la courbe, comme cela ressort immédiatement de ce qui
précéde.

La construction des cubiques reviendra donc A déterminer auntant de
points de la courbe qu'on le voudra, 4 I'aide de neuf points donnés. _

Nous raménerons ces questions & la solution de trois, ou plutét de deux
problémes, car le premier ne nous sera méme pas nécessaire, el, si nous
le donnons, cest afin de ne laisser de c6té aucun des problémes fon-
damentaux.

Proprime VI. ~— Etant donnés newf points d'une cubique, déterminer les
intersections de cetle courbe avec une droite A.

("} C. Le Pyic, Sitzh. der k. Akad. der Wiss. zu Wien, Bd. LXXXIV, s. 255



40 SUR LES. COURBES DU TROISIEME ORDRE.

Soient 1, 2..., 6, a, b, ¢, les neuf points donnés.

Le faisceau de cubiques F3(1, 2, ..., 6, «) détermine, sur A, une involu-
tion I3 (théor. V, p. 15). Pour obtenir des ternes de cetle involation, nous
pourrons employer les cubiques décomposables (12345)(6a), (12346)(5a),
(13454)(23), par exemple (7).

Par le probléme 1V, nous déterminerons les points triples de ceite invo-

lution. .
En faisant la méme chose pour les faisceaux F3(1,2,...,6, b),
F5(1, 2, ..., 6, ¢), nous n'aurons plus qu'a appliquer le probléme V, car Ta
cubique A construire, appartenant aux trois faisceaux, détermine, sur A, le
groupe commun aux trois involulions.

I peut se faire que les neuf points ne délerminent pas une cubique; nous
verrons, au probléme VIII, dans quel cas cela pourra se présenter.

Proprive VI, — Etant donnés neuf points d’une cubigue, déterminer les
intersections de celle courbe avec une droite A quz passe par un des neuf
points donnes.

Soit ¢ le point par lequel passe A.

Les deux faisceaux F3(1, ..., 6, a), F5(1, ..., 6, ) déterminent sur A deux
involutions 13, Dans chacune d’elles, au point ¢ correspond une involution If,
facile & déterminer par le probléme Ilf. Le groupe commun & ces deux invo-
lutions quadratiques est le couple d'intersections & construire.

Prosuime VI — Etant donnés newf points d'une cubigue, déterminer
la trotsieme intersection de celle courbe avec une droile A qui passe par deux
-~ des neuf points donnés.

Soient & el ¢ les points situés sur A.
Le faisceau Fi(1, 2, ..., 6, &) détermine sur A une I3.

(*) Par (12545), ete., nous désignons la eonique passant par les cing points 1, 2,3, 4, 5.
Par [, nous désignons les courbes d'ordre 2 en nombre & infini qui passent par les
points donnés,
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Par le probléme II, nous délerminerons le point qui compléle le terne
dont.on connait be. -

Si le groupe be représente le hessien des points triples de Pinvolution
caraclérisée par le faisceau, le probléme est indéterminé, car ¢ constituanl,
avec un point queleonque de A, un terne de Tinvolution, il existera une
infinité de cubiques passant par les neuf points.

ILest donc toujours facile de déterminer si, par un groupe de neuf points
donnés, il passe une seule cubique, ou s'il en passe une infinité.

Proprive 1X. — Ltant donnes neuf points d'une cubique, construire un

v

systéme de trilatéres trijuguds & ly courbe,

Soient 1, 2, ..., 9, les points donnés.

Choisissons-en quatre arbilrairement, 1, 2, 3, 4, par exemple,

Par le probléme VI, ou peut contruire les points d’intersection 1/, 21, 3
de la courhe avec les transversales 44, 24, 34.

Les points 117, 22/, 33’ sont six poinis trijugués.

Les trois systémes de droites 131, 221, 3175 12/, 217, 83'; 11/, 231, 32/,
constituent un systéme de trois (rilatéres ayant sepl points communs avec
la courbe.

Prosuive X.. — Erant donnds neuf ponts d'une cubique, construire un
systéme de trilatéres conjuguds & lu courbe,

Ghoisissons encore arbitrairement quatre points 1, 2, 3, 4. Puis détermi-
nons les intersections 1/, 3' des droiies 12, 34 avec la courbe.

Les droites 13, 24, 13 coupent la courbe en trois nouveaux poinls
11, 21, 3", situés en ligne droite,

Nous avons maintenant les deux systémes snivants de trojs droites
4247, 3437, 172131, 1317, 2421, 13137 qui constituent deux trilaidres
conjugués,

Prosiime XL — Construire une cubtque dont on connair neuf points.
Tone XLV. 6
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Premiére solution. A Taide de ces neuf points, construisons un systéme
de trois trilatéres trijugués; puis prenons deux des neuf points donnés, 89,
par exemple, non compris parmi les sommels des trilatéres.

La transversale 89 coupe les trois trilatéres en neuf points qui caractérisent
une 13,

II suftira, par le probléme 11, de compléter le terne 89. Si nous
employons deux aulres points, 87, nous déterminerons un nouveau point de
la courbe.

Celui-ci, joint an précédent, nous permettra d’en construire un iroisiéme,
el ainsi de saile, 4 I'aide d’intersections de lignes droiies.

Seconde solution. A T'aide des neuf poinls, conslruisons un systéme de
deux trilatéres conjuguds.

Puis autour d'un des neuf points donnés, 9, par exemple, non situé sur
les cdlds des trilatéres, faisons pivoler une transversale.

Dans chacune de ses posilions, celle transversale coupera les deux trila-
téres en deux fernes de points, caractérisant une I,

1l suffira, par le probléme I, de compléter le ierne dont 9 est un poinl.

Nous ferons observer que, de ensemble des constructions qui précédent,
il résulte que Fon peul construire, par des inlersections de lignes droites,
autant de points d’'une cubique, qu'on le veut, étant donnés neufl points qui
déterminent cette courbe. -

En effet, cette question a été ramenée au probléme VIII.

Dans le faiscean Fj(1, 2, ..., 6, @) que nous avons employé pour
résoudre cetle question, nous pouvons employer les cubiques décompo-
sables suivantes :

(12345) (6a), (12346) (B}, (12456) (3a).

Ces cubiques donneront trois ternes de points :

N&glsy  WWelfs;  Zi%eZs

sur la droite A,
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Parmi ces points, les trois @, y,, 2, seront loujours réels.

Les trois couples 2,2, Yz %1%y, interscelions de A avec une conique,
peavent éire imaginaires,

Mais, comme nous I'avons fait observer A Poceasion du probléme 11, cette
circonstance importe peu.

En effet, il faut représenter les neuf points sur une conique G, quelconque,
Voyons donc comment sera représentd, sur cette conique (ue Nous pouvons
choisir arbitrairement, et supposer donnée, par exemple, par cing points
A, B, G, D, E, un conple tel que x,z,.

11 faut trouver les intersections de A avec la conique (12345) (*).

Menons les droites {12 23; 14, 24; 15, 25 qui détermineront, sar A, des
couples a, o' 5 B, ' 5 v, 4.

Si parmi les cing points A, B, G, D, E, nous en choisissons un arbitraire-
ment, il faudra déterminer les intersections de cette conique avec les droites
Aa, Ad', ... Ay', problémes lindaires, puisque I'on connait une des intersec-
tions A.

Nous obienons ainsi, sur la conique C,, six nouveaux points p, p' 56 4
7, 7' qui définissent une homographie.

Par des intersections de lignes droites, il sera possible de trouver Ia droite
qui, par ses iniersections avec C,, représente les points doubles de celte
homographie.

Ces intersections représenient les infersections de A avee Cy. Elles peuvent
élre Imaginaires, paisque, pour la solution du probléme 1l, il nous suffit de
connaitre la droite qui unit ces deux points,

Nous n’entrerons pas dans le détail des modifications que celte construction
peut présenter lorsqu’un certain nombre des points qui déterminent la
cubique sont imaginaires, parce que ces questions touchent plutét A la théorie
des coniques.

On aurait, par exemple, 3 résoudre des questions analogues A la
suivante :

("} La solution de cette question est celle qui a ¢té donnde par Stemer, Werke, I** Band,
S, 512,
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Trowver les intersections d'une droife A avec une cowique passant par
trois poinls el par les intersections d’une droite 3 avec une conique Gy (*).

De la remarque finale du probléme II, il résulte méme que les deux
points de la cubique, passant par A, peuvent étre imaginaires, sans que la
solution cesse d’étre possible.

Rien n’empéche, par exemple, que la cubique soit déterminée par quatre
couples de points imaginaires el un neuviéme point réel.

Nous avons vu, dans le chapitre premier, que les trois centres des fais-
ceanx homographiques étant donnés, les (rois covariants X sont représentés
par un systéme de trilatéres conjugués.

On peut donc demander de représenter en quelque sorte graphiquement

les éléments de 'homogra-
Q“

w phie, et, pour cela, de con-
strnire unr systéme de trila-
léres conjugués passant par
trois points silués sur la
courbe.

Soient A, B, C les trois
cenlres donnés.

Par A menons une trans-
versale quelconque qui ren-
conlre la courbe en deux
points P"', Q, délerminés par
le probléme VII.

Ensuite P'/B détermine (}';
Q'C, P; PA, Q75 Q''B, P/}
P/C passera par Q.

En effet, la courhe donnée,

et les deux trilatéres PAB; Q"BP', Q'CP; Q''AP, PBQ’, P'C ont huit

]

(*) Voir, par exemple, FienLEr, Darstellende Geometrie, 2 Auf.s. 147,
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points communs. Donc les trois cubiques passent par le méme neuviéme
point, c’est-d-dire que P'G coupe la courbe en Q.

Les droites P7AQ, QAP ; PVBQ!, Q''BP’; P'CQ, Q'CP représentent Jes
trois covariants =.

L’une de ces six droites est choisie arbitrairement.

Parmi les six points P, P/, P/, Q, ', '/ deux exigent une construclion
du second degré; mais la construction de tous les autres se fera par la ligne
droite (*).

Nous sommes ainsi ramenés aux conclusions du chapitre premier.

Le choix arbitraire d’une des six droites correspond au choix de I'indé-
terminée ¢; de plus, les trois covarianis 3 ayant méme discriminant, dés que
Iune des racines de P'un d’eux est connue, les vacines des autres peavent
s'en déduire par des équalions lindaires,

Il est facile de voir qu'un systéme de cing points, tels que ABP'(Q'/C, peut
élre employé pour la génération de la courbe par la méthode de Crasies : les
guatre points ABP//Q)/ constituant la hase du falsceau de coniques, et C, le
centre du faisceau de droites.

On voit que I'on peut prendre arbitrairement quatre de ces cing points.

(*) Voir C. Le Paiae, Comptes rendus, t. XCII, p. 509.

(ONGHICHD) -



