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MEMOIRE

SUR

LES COURBES DU TROISIEME ORDRE.

CHAPITRE PREMIER.

ROMOGRAPHIE.

1. La théorie des sections coniques repose, tont entiére, sur les propriétés
des ponctuelles ou des faisceaux homographiques. Aussi a-t-on éludié, dans
les moindres détails, la forme bilinéaire

=% k=2
f= iz; IZL: {ft,-k.%',-yk,

La construction des courbes d’ordres supérieurs, concue par STemEr et
-appliquée spécialement par M. Cuasies et M. pe Joxouigres, conduit i
- d’'autres formes & deux séries de variables. ' '

On s'en est moins occupé au point de vue analytique qu'au point de vue
géométrique.

Enfin, les travaux de M. Avcust et de M. Cremona, sur les surfaces du
troisiéme ordre, conduisent a-la forme trilinéaire

[=3ZZewyz, -« - o . . o)

appelée par le premier de ces géométres, duploprojective.
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Cette derniére forme, pensons-nous, n’a pas encore fait, néanmoins, 'ohjet
de recherches analytiques, du moins dans:sa forme complétement générale,
Nous aurons 'occasion de mentionner, dans le cours de ce travail, les résul-
{ats que nous avons rencontrés dans les écrits de quelques géométres, et qui
se rattachent A cette question. | |

Nous commencerons par déterminer ]es covariants et les invariants de f,
en ramenant d’abord cette forme & une somme de polalres d’expressmns ne
contenant qu’une seuie série de variables, en nous servant des méthodes de
M. Gorpan.

Pour plus d’uniformité dans les notations, nous représenterons, en géné-

ral, par
Dy

1 ( d d }
m clJl T sd.'yg ’

m désignant le degré, par rapport aux variables y, de la fonction & laquelle
on applique 'opération.
Nous trouvons ainsi

I'opération

= @z, -+ Qe % + A ®ilfaTs + Gon®slf12+ Gin® eyt taalalfsZa+ Chag X5l %y -+ QymaffaZa

=D.zyDz;[a1:iwi' ~+ (s Oy am)-""»‘fﬂ?e - (“m =+ (Igg -+ am)mimé + ﬂ‘zzzmg] -
3 (D I:(a ) (g O ) m] |
5 ey 12 2 1 91 9 2
1 . .-
-+ 5 (wy)Dﬂ[(am — 1)) — (ﬂm — am)mz]-

Les trois expressions, entre crochets, sont des covariants de f.
Il suffira, pour trouver tous les covariants d¢ f, de former le systéme com-
plet de ces trois covariants (¥ ) : :

Posons
gh== A} - (ﬂrm =+ gy fﬁm)-’ﬂfms = ey + gy + aagl)miwg + g, . (‘2)
o == (g —— tyge}y — (Fore — Moo § ' ‘ e
ag == (g — Ggu)xa — (ﬂm — ﬂm)mss R L B (3)

x5 == {Oan — ﬂm)-’l'a "‘_(ﬂ";zz T ﬂsem)mz-

(*} Ceesscw, Theorie der bindren Forinen, p. 26.

+
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- Puis - .
=Y = (ﬂuz + oty 9“9;1)1‘1 — (ﬂf'.'.m + dagy — Dige)ty,
g =y = (ﬂm; + e — 219,) 2 — (_ffm “+ gy — 2tggo) g, ; CE (4)

f3 =% — Yo = (ﬂm =+ “mr—‘ Qalli‘.)xl - (am “+ llygg — G—-’“zel)%-
De cette maniére, nous aurons
fl= Dyxnzz? - %(mz)Dyx‘l"'S - %(xy)Dﬂ:XE-

A cause des relations évidentes

%+ X+ xa=0,
b1 b+ =10,

et des formules (4), nous poavons prendre, comme covarianis de f; les

formes A
$3, s K

Nous obtenons le sysiéme suivant :

0 1 J 2 3
1 PATI w1 : - ?2
: H'.ﬂ(??')’m;‘
2] (x . ,
{515 x2) Ly = (5, 1)s Ta== (g %)
Ul = (H, %l) - . ) t r fl- g
3 = ' :r;'”.'n;2
: oo — (H, 52) Q="{(p¢')"(¢'s" Jpss
A H, By Co o1 == (0, %)
(=1, ) o2 =(Q, )
5 g == (Pn xg)

il est inutile d’écrire les autres formes que I'on pourrait introduire pour

la syméirie.

2. Supposons maintenant que,

A
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définisse un ensemble de points situés sur une droite ou sur trois droites.
Nous remarquerons tout d’abord que si I'on se donne deux poinis, 'un de
la série des y, Pantre de celle des z, par exemple, le troisiéme point corres-
pondant, x, est complétement détermingé.
Cependant, comme Fon a,

daf d
Ty '—f -+ Xy “—f' =0,
daw, dx,

le rappori 2 est indéterminé si 'on a, en méme temps,

df af .
4 =0, --=0,
ddiry Toda, 0

on

QY12 - AyplfiRe & Casla?) b Buelfafe == 0,

Qopy 1%y -t topalf 1T —+ llazifaRy —+ QogplfyTe = 0.
Le rapport % est alors racine de Péquation .
V2o

Gdfy + GiniYs  Guglfy -+ thynle
Gyl —+ agyYe  Gopplfy —+ Gaoglfs

En développant ce déterminant, nous trouvons,
ZEE(aﬂiaﬁﬂ — amam)y? -+ (Umam —+ (boythoyg — “mﬁzm—'ﬂmam)yjyi -+ (Cf-m“m — ﬂmazm)y% =0,

Le premier membre de cette équation est, comme Pon voit, égal a

2y
dodz,  duydz, —0
&'f a*f -

drydz,  degdz,

Nous pouvons former les expressions analogues 2,, 2.

—_— 2 2
2= (551143;22 — Gyyallys JT] (amﬂm 4= oy {l 9 — 1o by e — ﬂamﬂm)m':% -+ (ama’m — am%w)m’e: 0,

N 2
Zaﬂ(ﬂjuﬂm — Byl )T} + (ﬂm“m ~t= fyygligeq —— Chg1 31y — alzaam)zlzz -+ (‘1112“222 — yoplle)g)Z3.
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On s’apercoit sans peine que, le point % étant indéterminé, les points z,
_correspondant aux points y, racines de Péquation =, — 0, sont eux-mémes
‘racines de I'équation =, = 0,

Nous pourrions aisément prouver, en nous fondant sur la forme méme
des 2, que ces fonctions sont des covariants de [+ Mais les relations snivantes,
en nous permettant de rattacher 3,, %,, 3;, an systéme de /> démontrent ce
théoréme, '

Nous trouvons

Hi—5E+m+2)+id+d+d=0, . . . . . . (3
B =) =Ti—xla—y . . . . . . . . . (6)
3G —Z)=T—xle—x)H - . . . . . . - (7
I — S =Ty — 5 (es—me) - . . . L (8)

De ces équations se déduisent les suivantes :

9212}]4+P5—P2—2%§—'2%§—5?¢2%55t PR ()]
922 == Hl +‘[‘1 —_— I‘g -— 2%?— ng —— 5%1?55, - . . . v e . (10)
9% ==Hi+L—T— 23— 2% — By . . . . . . . (11)

Nous mentionnerons encore les covariants
M= =3, My==3—3%, My =3, — =,
P1=Zg+23, P2=E3+E“ P522|+22--»

Des trois premiéres égalités résulte I'identité

1'I1+Hg+IlaEO. L (42)

II"est aisé de se rendre compte de la signification géométrique de Ia plu~
part des covariants que nous avons rencontrés.

Supposons que
f=0,

définisse trois séries homographiques sur une droite.
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Jéqmation _
' ei=0;

représentera les points triples. de cetle _homogréphie.
s |

%15—:0: ‘

on a
thgy = (yaz, Care = Ot

La forme f devient

2 By -+ Ganiies) = (172 + Ya2) (By1sy - Baishs) YaTa{tyeay -+ o) = O-

Done :

Si le covariant y, =

0, & chagque point de la serie des x, correspondent
deux séries de poinis y el z i involution. :

Si de plus

X2 = 0,
Qe == Gai1s  fopt == Gizas
La forme / devient

/ = 18171 t Cuo (ymms - Y179y -+ yeziwi) = yge (ylzems -+ &yYfaZe -+ zimeya) 4 Ugga¥ulfeTe = 0.

Par conséquent, Pégalité
=0,

telles que, quelles que soient les séries on I'on

définit trois séries de points
nd est toujours le

choisit deux points, le troisiéme point qui leur correspo

méme.
Nous dirons que les trois sér
loin, d’une maniére spéciale, les propriétés
En outre, le point donné par

ies sont en involution et nous étudierons plos
de ces séries.

%1:03

jouit d'une propriété particuliére.

Si nous posons

S x == gy —— ftagy  Fo = fhat T tty1as
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[ devient

Wiz [“m(am - ﬂ'»sm) ~ oy (fhm - “112)} -+ (ylze -+ ?/221) [ﬂeleam - ﬂ-llﬂaﬁai]
+ Yoo [ﬂ'rma (ﬂ"m — aam) + gy (ﬂrm — ﬂ'm)] =0,

Les deux séries de points qui correspondent au point particulier donné par
=0,

sont en involution du second ordre. ,
Les points doubles de cette involuiion correspondent aux racines de
I'équation
/ 41 [t (dm — fg) =ty (@~ @na)] + 245y [Boiallany — tysalian )
+ Ui ({12 — Bonr)@iae + Goge (g — i) | =0,

c'est-d~dire aux racines de
Hi =O.

La ménie chose a lieu pour les poinis définis par

=0, x=0,
et, en vertu de I'identité -

O+ oy - =0,

ces six points sont enx-mémes en involution,
Soit

f=zl(ammiy -+ g Xy Ye + dayy Lol “szlyeﬂ?e) -+ Zx(fﬁ-ml'iy; - (g% ¥y - Ggrelolfy -+ (52225‘?2?]5)
=2 + ZV.

Posons

due du

Uy =1 My == ——
d.’L‘j’ d.':c;;

Nous aurons

RS (ﬂ"m?jl -+ &-sel?js} (amw: -+ ﬂm%) U3y5tagy — Lyogtlayy .
U —mmmem e Y — — TQZQ()
LT LTT 2414

(") Bavrzen, Theoric und dnwendungen der Determinanion, p, 187.

Tome XLIII. 2
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vl L]
Dot
(ﬂmya -+ amyg) (ﬂmxa -+ ﬂmws) f1allaee ~— Chigallsiz
# = -+ 9f4-
Ay By
De méme
(amya ~+ amyg)(amml - (39 ygollage = ygellays
b= -+ J-'gyg.
LT A2
Lorsque
21 = O,

ailyeg = tyotlyn = 0,
g4 Caz -+ opillisy — Cimllyyg —— Qagflye == 0, T ¢ B3]

Qy3zge == Gogflgys = 0.

En combinant ces trois équations, on met la seconde sous la forme

(Bralon — Tagaoss) {Brarllage — Aapellan}=0. . . . .« . . . (14)

=0,
équivanl donc a I'nn des deux sysiémes snivants :

iz — Gpgthy == 0, }

Quallany — Bpaotloy =0, >« . . .+ .« (1 b)
oy gz — Clagytiyy = 03
ou
tfhios — Quatlys = 0,
Wl — Myaelpy =0, > « . . + « + + « .« . (1 G)

ayflage — Canimz = 0.

De (16), on déduit

@y ®ja oy Qg9y

thye (igg = Ugyg Uoge

[ prend Ja forme

{7 + 2Za) (Fuig®fy + Baoalylfy 4 Oopelslfy + QageTglfs)-
Le systéme (15) conduit, de son cdté, anx égalités suivantes :

17} LIt Qigg sz

fayy LT Qogy Gayg

ou .
tyylgyy — Mgillayy = 03 @ugallgy — Qygetlpy = 0.
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Dot
f= (_amy; -+ “m,"h) {637y + afm%)z + (“lm}]: + @mye) (auﬂ»‘?; - tly1Ty)
. gy : . Qe 2.
Mais
Gur-
Q12 _ ;:;;

En conséquence

gl - Gl

217

p

(ailia:-l.zl b gy Ly%y b gy Zg f@‘zlzﬂ?zza)-

Lorsque les systémes (15) et (16) sont vérifiés en méme temps, on a,
en outre, -

Dans ce cas

f= (auzyl -t amys) (a'lﬂxl -+ ﬂ"mme) (fﬂmzi -+ “'u-zzz)
[

Par suite :
Lorsque =, = 0, la forme { se décompose en deux ou en trois factours.

Il wexiste plus, alors, d’homographie du troisiéme ordre. La méme chose
a lieu, natarellement, lorsque 2, = 0, ou 2, = 0. -
Yoyons ce que deviennent, dans cette hypothése particuliére, les trois
covariants linéaires
Xir Xes Ko

Lorsque les deux systémes (15) et (16) sont vérifiés en méme temps, on
trouve

Uag — g9
¥ = (ﬂ'«mwi “+ Agy3a)
LLOTE
(“m e
Kp == T (“unxi -+ fhazxe),
Gagise
. (215 — Gioa)tiay
% = —*“_—"—“(ﬂmmi -+ ailm-‘l'-'s)-

Gy9allsyy
On en déduit .
f= M.xl'xgx5.
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Mais il est assez facile de voir que, dans ce cas,

=0, =0, Z;==0.
D'ou

Hi=—{(x + & + xs)-

(’est le résuliat que nous devions obtenir, d'aprés la théorie des formes
algébriques (*).
Car on a, dans Ie cas actuel

. ?2:A'xl'%2'%ﬁ'
Or,-on sait que si

= E—nE — et — o)== {*(t — ). 0(¢ — on). (t — &*)] = XYZ,
He=X% - Y2 4 72

Nous avons encore mentionné les trois covariants
P, Py, P,
On peut se rendre aisément compte de leur signification géométrique
fi 2y Gyl -+ calglm;yg + (aqyTalfy b Ggepalfs) - zg{t;-mxiy, 4 @100y Yo + GoiTulfy + opailaifs).

Si nous supposons que les points de la série des y et deux de la série
des 2, coincident, & chaque point z, correspond une série de points doubles
en involution.

Or, un léger calcul fait voir que les points doubles de cette involution'

sont donnes par I'équalion _
Py==0.

3. Puisque trois poinls appartenant aux (rois séries homographiques
satisfont a la condition

f = Ezza(ktwiyf.zl = d,

(") V., par exemple: Cresscu, Op. cit., p. 128,
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il existe, entre huit groupes de trois points, la relation :

LR R e R R U ) B RN %

affly@ZD  aPyz®  aPyPad  alyPLp L Py
3
wi& )yti 8) Fa 58) m}l 8) y&s) zg B) .'I:[‘; 8) yg 8) Z&S) ‘Tg 8}, y :[lB) zsﬁ) ''''' xgﬂ)y 58) z(z 8)

condition qui peut se meitre sous la forme

=8

E k2 (Xl — Ko (Vi - Yoy (Zezl? — Zp2{0) Y=0{").

Nous pouvons concevoir d’un autre coté, des séries homographiques
formées par les ternes communs aux deux homographies

[= ZZSftmT;ykZu
f{ = Zzzbiktriykzt-

11 en résulte que sept ternes de points satisfont & Ia condition

aylizf? ey L iy

APy afyPel . eyl |
]

APy aPylad L ey

et, par suite, & I'identité

=7
lei (le() XeTilj)(YIJ"") — §T2y(11) (/12“) o Zgz‘,"’) =1,

Nous dirons qu'une telle identité définit unc homographie du troisiéme
ordre et du premier rang. On démontre aisément la propriété suivante de
cette homographie :

Tutorive. — Trois séries homographiques, du troisiome ordre et du
premier rang , possédent quatre points doubles (**),

{*) C. Le Pater, 4. F. 4., pp. 17 et suiv.

("“) La méme chose a lieu si 1'on combine la série des ¢ y avee celle des z ou eelle des z avee
celle des o,
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En effet, en éliminant x,, x,, entre les deux équations /= 0, f, — 0,
nous trouvons |
d4f afi
do, _ dm,
af T A
(2

ou
df  df
du,  day
o, df
day,  dx,

f
©

{A’)

Si, -dans celte relation, nous faisons %’ = ?, nous obtenons une équation
k] b3

du quatriéme degré.
Le déterminant (A’) peut s'écrire

G121 -+ OpgthiZe -+ Qg Yoy -t Bmife%e  QonlnZy - Ggpli%e + Ta YTy + OgalfuZs 0
=0,
by + bmyizg -+ bmyazx -+ buz?jgzz bzuyazi + bmy;zz —+ bmygzﬁ + Dyaylpety

et en développant

9 2
A [(ffuibm - ﬂmbm)zi -+ (ambm — ttoaabyy + Gipalyy — Goubua)ziz + (umbm — ambuz)zg]

)
-+ Y [(ambm — bombayy 4 g by — ambm)zl -+ (ambem — ftmbm + fyabgg — “mbm)znzz
-+ (ﬂmbm - ambm -+ ambm —_ bﬂiaﬂﬂ)z':]

2 2
e [(ambm - ﬂmbm}zl + (ﬂmbm — gy bygyt-etyoBogy — “aeabm}z‘.zsﬁ- (ﬂ'mbzea” ﬂ'n»zbm)Z;] =={. (’J)

On sait aussi qu’il existe quatre points correspondant aux quaﬁ*e groupes
de quatre points doubles.

Ces points sont représentés par 'équation que I'on obtient en égalant a
zéro le discriminant de la forme précédente, regardée comme forme quadra-
tique de ¥.

On pourrait appeler ces points, en se servant d’'une expression employée
par M. En. WEYR, points de ramification (*).

(") Ex. Wayn, Sitzb. der k. dkad. der Wissenschaften zu Wien, vol. LXXIH, mai, 1876.
Voir aussi : Grundziige einer Theorie der cublschen Involutionen, p. 7, t. VI, 6° série,
1874, des Men. pE LA Soc. nov, pEs SciEnces, de Prague.




CHAPITRE 1L

INVOLUTIONS DU TROISIEME ORDRE.

Nous avons vu, dans le chapitre précédent, que la relation d’homogra-
phie prend une forme particuliére lorsque

w==0, a=0
Dans ce cas, nous avons

f: Qi Ty Y45 + f‘m(ﬁ'ﬂ?jizz -+ X7y -Teylzi) ~+ aﬂz(mlyvﬂ_z -+ Wyl %y + mg?}szi) b ypXalfaTy = 0.

Il est nécessaire que nous rappelions bridvement quelques résultats que
nous avons déja eu I'occasion de faire connaitre.

On voit, tout d’abord, qu’il existe entre quatre fernes de peints en
involution la relation

Ey117%y Ty¥1% - XyMeZy + Kotz Xyla% + Xl Tz — XalfeZy XglfaZa
oy oy ooy vorr o o ror e [
D= T¥B . EaZs & EyYeZy - Xyl EalfaZs —+ Xolf1Zg + Xalfo2y XoYoZo

............... R N

] o pr R TIT) et i (LTI

" ' " LU LS L T S UL T 7y .
TiliBy EyYiZs ¢ TyYa R b LY X YpRy ot Ka Yy Ty LzYsZy XalfaZe

Si nous regardons les quatre ternes de points comme définis par les quatre
formes

ai=0, bi=0, ¢=0, d&=0,

celle condition peut s'écrire
a, & 6Oz dy

) Jp— = 0,
Cg € ©Cy Cs

dy oy dy d,
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ou, en employant les notations symboliques,

(ab) (ac) (ad) (be) (bd) (ed) =
A cause de Pidentité :

5 (ab){ac)(ad)( bc)(bfl Yed) = {ab (cd)? - (acy{db)® + (adY (bef (), . . . (A)

cette condition devient

(aby (edf® + (ac) (dDF + (adff(bef =0 . . . . - . . . B

On conclut également de

D=0,
qu'il existe une relation
o - B+ fegcl + k=0, . . . . . . . . . 17N
Tutorine 1. — Linvolution de douze poinis, ou du troisiéme ordre cf

de la quatriéme clusse, possede trois points triples (**).

A cause de la relation (17), une telle involution peut étre définie par
trois formes

g, b, &

Les points triples sont donnés par I’équation
== (ab) (be) (ca)ab.c, = 0-.

Tugogiys . — Linvariant lindo-lindaire de la forme A et d'une aqulre
forme 185 = 2,b3 -+ aed, est nul.

Trsorime 11 — Les points triples d'une involution du troisiéme ordre
et du premier rang font partie de Uinvolution.

(*) C.Ls PateE, Sur certains combinants des formes algébriques binaires, BuLL. DE L'ACAD.
®oY. DE BsLe., t. XLVIIL, p. 555.
(**) Voir & ce sujet le Mémoire de M. Rosmas, jnséré au tome LXXV!L du JournaL DE CRELLE,
et le Mémoire de M. Stunx, inséré au tome LXXXVI du méme reeneil.
Sur les involutions des différentes classes, voir un teavail important de M. Bm. Weyr, Sitzh.
der k. Akad, der Wissensch., t. LXXIX, avril 4879.
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- 8i dans Iidentité (A), nous faisons d, — x,, d, — — @, , nous obtenons
identité '

3 (ab) (be) (ca)a,b,c, = (ab)’c® + {beYal + (ca)b®, . . . . . . (C)

ce qui démontre le théoréme.

~ SiPon désigne par J¢ le covariani (ab)aib? et par J* le covariant (ed)cld?,
la condition D’ = 0 peut aussi s'écrive

6 (J') — (aby (cd) == 0.

»

Il résulte de I'équation qui définit les poinis en involution -

2 4 2ab? - 263 =0,

qu'il suffit, en général, de deux points d'un terne pour déterminer le terne.
Nous avons vu, dans la théorie de I'homographie, quil existe des couples.
de points tels que le troisidéme point est indéterminé.
La méme chose a lieu pour Iinvolution,
Lorsque
=0, =0, x=0,
on a
=== pH, (*)-

On a donc ce théoréme :
Tutorine 1V. — Les points définis par Péquation
(AA'PA AL =0,
sont tels que le troisiéme point de Pinvolution, qui lui correspond , est entig-
rement indclerming,

Nous verrons plus loin Pinterprétation géométrique de ce fait.

Réciproquement, st dewx points sont lels qu'il soit possible de déterminer

(") On retrouve ainsi un théoréme dit & M. AveeLr, Ann. de I Eeole norm. sup., t. V, p. 348,

1876. Voir aussi Garmirni, Nuovo leorema algebrico, efc. p. 55, t. XVI du JounNaL pE Barra-
GLiNL 1878.

Tome LXIII. 3
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dewx points distincts qui leur correspondent, ces dewx points sont donnés
par les racines de I'équation
(AA'PAAL =0,

el il existe une infinité de points qui correspondent awx dewax points donnés.

11 est inutile de s'arréler & la démonstration de ce théoréme.
Si nous désignons par x,, Ty, £33 Y1, Y, Ys, Jes racines des deux équa-
lions '
@ =0, H=10,

il est visible que I'invariant
{ah)®,

2

est égal 4 _
oho{aryryts — & XryweSys -+ 222y — Yilhals)

Mais on a Pidentité

X Loy — '—inmgzyi 1251’312‘]4_)‘2 — Yi¥alYs
= 2 — i} (e — ya) (s — ) - (0 — ya){ots — ya)loes — ) + (o2 — Ya)(ote — al(ors — 1/2}]

Nous avons, dans d'autres travaux, désigné ces fonctions de six letires,
qui figurent dans le second membre, par I, ..

Si nous les introduisons dans I'identité (B), nous en pouvons conclure Ja
proposition suivanie :

TusoriMe V. — L'involution du troisiéme ordre el du second rang
sexprime, par lo réduction & zéro, d'une somme de produits deux d deuwr

d’invarionts 1 q.q.

Le quotient de deux de ces fonctions I, . est un invariant absolu: nous
Pavons appelé rapport anharmonique du troisiéme ordre (%),
Nous avons désigné par

) J?ﬂ'e?n 4

(*} F. FoLie, Note sur Uextension de la notion du rapport anharmaonigue,, BuLL. pE L'Acav.,
1. XLIV, p. 469,
C. Lt Patgr, Sur Uextension des théories de Uinvolution et de Uhomographie, Ini., p. 546,
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e rapport
I-:rﬂgqa .

Iiss

Nous ferons dans le chapitre suivant une étude détaillée de ces fonctions,

auxquelles on est amené naturellement, comme on vient de le voir, par Ia
théorie de l'involution.

~ En desxgnant PAr Ly, &y L5 Yoy Ya, Ys3 31y 3y ) Uy, Uy, Us, les racines
de quatre équations

B=0, 05e=0, F=0, =0,

la condition d’involation, D, devient

1 —3x Szr, —xxg
T =39 2y — sy
=
{1 —3n 32z — 22,7
1 — 3w, Suww, — wag

On en déduit sans peine la condition d’involution sous la forme suivante
o
;'_{Pi( — )X —x)X —w)=s0.. . . . . . . . (18)

On en peut conclure les diverses formes de Tinvolution de douze points.
Nous rappellerons seulement la suivante :

Tutorime VI. — Lorsque douze points sont en involution, on « la
relation
2035 — 3T + D — B3+ B3 — B, — 0 ().

3, désigne la fonction

(01 — 25} (20 — ) (005 — M)
(g —- 1’-2)( — 23) (5 JJ)

et 3/, Ia fonction

(-’L'i — Zg) (332 — yl) (-’»\73 — 1) .
{2y — ) (02 — 19} (5 — 24)

(") C. Le Paigr, A. F. A., p- 39.
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Les autres fonctions 3 se rapporieni aux combinaisons de z,, x,, x,
aAVeC Zy, Uy, Yss Uiy Yoy Z55 Uiy Zay Ysi 20y Yoy Uss Uiy Usy B

Nous avons vu que 'on peut considérer une homographie particuliére,
du troisiéme ordre et du premier rang, définie par les deux relations

[ =ZZZapzine, =0,
ﬂ = EEZb.-mm.-y:‘Zz == 0.

Cette homographie peut se particulariser comme I'homographie la plus
générale et donne alors lien & I'involution, caractérisée par deux relations
simultanées, que nous appellerons mvolution du treisiéme ordre et dy
premier rang. |

Soient

f: ﬂ1x4yizl —+ g (.’L'lngg -+ -ij221 =+ il-'gy|zi) -+t (.'L'jngg ~+ xgyIZQ -+ mgygz,;) -+ ﬂz,xgygfz%.: 0,

fl = bz + by {weyi2a + 2y3fa7y + mayiz;) -+ bsfﬂﬂl?jezi - XYy + XglfeTy) + baiﬂﬂ)’eza =0
On voit, d'abord, qu'il existe entre trois ternes de points la relation

E1Br TalaRe + XyYfely ¢ XY 1Ty TyYeRy - Xoli Ty + ToleZ,  TolfeZy

Dy= | oz oym + 243 + 13, HyYoZs —+ XglaZe + Talfa?y  LaYagy || = 0.

LI L) LA | L " LOENT] o ar r ! " "o 2] DL
TaYaR) TyYi% - YIXeT b ARy XhyaRg + 3?9?)'12; -1 %38aTy LolfeZa

Si nous regardons les trois ternes de points comme définis par les

équations
#=0, =0, =0,

cette condition peut s'éerire

Uy o U
D= b b b b || =0,
Gy € G Gy

-ou, en employant les notations symboliques

(ab}{bc) (ca)ebe, = 0.
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- On pent conclure d’une propriété des déterminants rectangulaires, ou de
I'identité (C), qulil existe entre les trois formes a;, U3, ¢, une relation
linéaire '

kol v kbl 4+ he==0. . . . . . . .. (19)

Tukorine VI — Linvolution du troisiéme ordre et du premier rang,
définie par les conditions f= 0, f,—0, posséde quatre points doubles (*).

Nous obtenons I'équation dont les racines représentent des points doubles,
en faisant

Bup==0y; 3= Mg = lg) == fa] @19y = Uy == (g == (55 flgg == Uy,

by = by bus = by = byyy = ba; by = baty = bygy = bs; bm = b@,

dans Iéquation (), p. 14, ot I'on pose y, = Byy Y= Zgr
On trouve ainsi

Yilenbe — aghy) + 2yfyafahy — ah) + yfyﬁ[(a,b‘ —ady) + 3(agh; — aﬁbg)] .
+ 2y (maly — agbs) + yi(ash, — ab;) =0, '

Gest, comme l'on voit, le Jacobien des deux formes,

(aia @z, dz, ”4}:3’:1) xﬂ)s,

{blv bﬂv b5, bs }i Xy, .'.['2)3.

Tutorime VIHL — Linvolution du troisicme ordre et du premier
rang , définie par les conditions f= 0, f, =0, posséde quatre poinls de
ramificalion.

Ces points sont donnés par les racines de Péquation que P'on obtient en
posant, dans le discriminant de Péquation («), les conditions précédentes.
On trouve ainsi Péquation

A [(ajba — aghy)? — d(aby — ahy){ab; — a5bg)] +ee=0. . L L L (20)

(*) Nous avons publié le théoréme général dans notre Mémoire sur quelques applications de
la théorie des formes algébriques, p. 82, et aussi, dans le Bure. pe L’Acap., t. XLV, aodt 1878.
Yoir, i ce sujet, le travail de M. Wevs.
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Tutortme 1X. — Les lernes de poinis appartenant & une involulion dy
troisiéme ordre et du premier rang sont conjugués harmoniques de deux
ternes de points (*).

Pour une raison gque nous développerons dans le chapitre snivant, nous
avons appelés conjugués harmoniques deux ternes de poinis définis par les
équations

telles que 'invariant
(ab) = 0.

La démonstration de ce théoréme résulte immédiatement des condilions

f: O: fl =0.
En effet, soit

(Cu Cyy €3y Uai Xy, 5‘7%)5=Gz=0,

I'équation qui représente un terne de points de I'involution.
Les conditions /= 0, f,= 0, peuvent s'écrire

€y — BUsCs + Dgty — e, = 0,

bgc“ —_ 5()285 -+ 5()302 — b,‘ci ={},

Réciproquement , lorsque trois ternes de points sont conjugués harmo-
nigues de deuwx mémes lernes, ils appartiennent a une involution du iroi-
sieme ordre el du premeir rang.

On peut définir 'involution de douze points de la maniére suivante :

Tutorime X. — Lorsque quatre formes a3, bi, c3, &, sont telles que les
invariants (ag)?, (bg), (cg)f, (dg), sont nuls, g5 étant une autre forme du
troisiéme ordre, il existe wne relation.

bt + kb + eyl + kydi = 0.

Nous avons vu plus haut (théor. II) que pour une involution earactérisée

(") Cc théeréme, sous sa forme purement analylique, appartient & M, Rosangs.
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ar Péquation

Mtel 4 208 e 3l =0,

la forme 2 n’est autre chose que le covariant
G5 q
Al = (ab}{bec)(ea)a,b c,.

On a un théoréme analogue pour Pinvolution de neaf points.

Tutoréme XI. — Lorsque trods formes a7, b7, ¢} sont telles que les covg-

riants (ap)s,, (beYp,, (e)pes ot Clant une forme du quatriéme ordre, sont
identiquement nuls, il existe une relation

el - Bab? 4 kel = 0,

Pour une involution caractérisée par I'équation
MG bE—0, @1)
la forme ! est égale au covariant

— 2l + 60 — YA V.
Dans cetle expression

I={(abf, I= (ab)elb?, © = {ablab,, A= Hoe Vo, V= L1{bb')b,0..

Lorsque P'involution est définie par Iéquation
que p q
‘Aia‘:; -+ lg_b_: == 0,

les points doubles sont donnés » comme Pon sait, par 'équation

(@b)a2b? == 0,

Ce sont les mémes que ceux de I'involution définje par les deux conditions.

f=ayrgy,z, + {212, + Tyyer, + Tgyf 424} + a5

TalfaZe & BoYaZs -+ BYo2)) + UplalaZy — 0,
fi= 0Ts312y -+ by (wiygze + Byt + X2y 4 bs(

(22)
Taffuly - BoYf1Zy - XolfyTy) + bawsyﬁ =0,

Les points de ramification de Iinvolution (21) sont donnés par I'équation

@:m-——5(]J+5Lm2+3Lgbi)=0. o e e (25)



24 SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE
Ceux de Finvolution (22) sont donnés, au contraire, par I'équation
B0 —AAYV =0, . . . ... (24

On peut vérifier sans peine que les covariants ¢;, ¢;, J, sont liés par Ia

relation
A— 912 =0 . . . . . . . . . . . (2/)

En conséquence, on a le théoréme suivant :

Tucorine XII. — Les points doubles, communs aux involutions (21) et
(22), et leurs poinis de ramification, sont douze pomts en imvolution du
quatricme ordre et de la troisieme classe.

M. Em. Wevn a signalé dautres propriélés de ces groupes de quaire
points ().
De lidentité (25), on peut conclure cette relation

U — L —Lbt — @ - AAT =0, . . . . . . . (20

Des expressions précédentes de pi, ¢, i, on peut aussi déduire les
identités

oh — ¢l + B — 10 =0, . . . . . . . . . (27)

Gt —yf —2Td=0. . . . . . . . . . . (28)

La théorie de I'involution du troisidéme ordre et de la troisiéme classe
conduit, comme I'on voit, & Pétude d’on certain nombre de combinants de
deux cubiques, de la forme (2, 2; %), qui sexpriment tous en fonction de
deux d’entre eux.

On peut encore exprimer d'une autre fagon que trois formes a5, b7, ¢; sont
en involution.

Soit

3= (ab)alll,
wi = (oc' e,
(*) Voir aussi : C. Le Paise, Ucher eine Relation zwischen den singuliren Elemenien cubi-

scher Involutionen ot Bemerkungen ueber cubische Involutionen. $17zn. DER K. ARAD, pER Wiss.
zu Wien. Bd. LXXXI, pp. 159 et 845,
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ceite condition peut 'écrire
(JePd, .68 — 3 (Ju)Pw, =0 *}.

On peut aussi exprimer Pinvolution de neuf points par D'égalité de rap-
“ports anharmoniques du troisiéme ordre,
- Soient

Tiy Xas X3 Yo, Ys, Ysy %y, %, %,

- trois ternes de points en involution.
On a, entre eux, Pégalité suivante :

(e, — Yol {4y — 25) (2, — ) - (-T-'i — 2z} {1y — @35) {2y — )
@ — 2y — ) (7 — 1) (o0 — Yol — &s)(2 — 3)

~ et d'autres analogues.

Ce n'est pas, dailleurs, a seule facon d’exprimer que des séries de points

sont en involution , au moyen du rapport anharmonique de troisiéme ordre,
On a, par exemple,

E’ (% — ¥ (s — z) (25 — w,)
it (0 — ) (s — x) (2, — Xz)

=—1()

Cette relation a lieu entre quaire ternes de points appartenant a linvo-
lution du troisiéme ordre et du premier rang et s'étend aux ordres supé-
rieurs. |

Nous mentionnerons encore les propriétés suivantes, dont nous aurons
Poccasion de tirer parti dans la suite de notre travail.

Tugorine XIL — Lorsque deuzx involutions du trowsiéime ordre et du
premier rang onl un groupe commun, deux groupes non communs, pris

dans chaque série, sont en involution du troisitme ordre el du second
rang.

(‘} €. Le Patee, Sur certains covariants d'u
t. XLVI, p, 769,

(**) F. Fovie, Eléments d’une théorie des faisceaux, p. 66,

Tour XLIII, _ 4

n systéme cubo-biquadratique, BuLy, pe L'Acsp.,
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Tutonine XIV. ~ Si quatre ternes de poinis sont en involution, du
troisiéme ovdre et du second rang, on peul toujours trouver un lerne de
points en involution du premier rang, avec chaque couple de ternes de
points fizes pris dans cette involution (*).

Nous avons
Gy @ Qg Qg
bo b by by =0;
C €& L G
d, & dy dy
d’olt

ka, + kb Ko, + K''d =0, i=0,1, 2, 3.

“ Par suite, si nous posons

lA,' -+ ka‘ -+ k'b'~= 0,

NoUs avons
IA,— K'c,— K"d,=0.

{*) Le théoréme géométrique équivalent est dil & M. Crenona, Einleitung in eine Theorie
der ebenen Curven, p. 131,




CHAPITRE III.

RAPPORT ANHARMONIQUE DU TROISIEME ORDRE.

Nous avons, dans quelques travaux antérieurs, étudié spécialement pour
le troisiéme ordre, la notion du rapport anharmonique et sa liaison avec la
théorie de 'homographie et de I'involution.

Cependant, nous n’avions pu, jusqu’ici, faire du rapport anharmonique du
troisiéme ordre, une étude analogue A celle que M. CayLEY et, aprés lui,
CGrepscu ont fait du rapport anharmonique du second ordre (*).

Nous nous proposons aujourd’hui d’entreprendre ce travail (**).
On sait que si I'on représente par

o dyy Mg, By, Xy,

les racines de I'équation
a=0, . . . . . . .. .. .. (29

le rapport anharmonique s, des quatre points représentés par les racines,
est donné par I'équation réciproque du sixiéme ordre

(1 = @ 4= 2P 2

A+ oF@—e(i—20p agp> = ° - (0

() Caviey, V. Mem. wpon Quantics, Privos. Trans. t. CXLVIII.

Crenscu, Theor, der biniren algebraischen Formen, p. 169, et Journal de Crelle, t. LIX.

La théorie purement analylique de celle fonction de quatre lettres avait déjh été donnée par
M. Hermre, dans son beau travail Sur la théorie des fonctions homogénes ¢ deux indétermi-
nées, J. bk CrevLre, L LI, pp, 1 et suiv,

(™) La plupart des résultats contenus dans ce chapitre sont consignés dans un pli cacheté,
déposé par M. C. Le Paige dans la séance da 1* févrice 1879,
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ol ¢ et j représentent les invariants

(ab), (ab)(he)*(cu)*
de la quartique

L’équation (30) donne, en méme temps, Pinterprétation géométrique des
deux relations

elle permet, en outre, de trouver I'expression de ces deux invariants au
moyen des fonctions

e (g —2a) (T — 2}, V= (o — @) {2s — 25,

et de l'invariant absolu;"iau moyen du rapport o, comme P'exige la théorie des
formes algébriques.

Sans avoir résolu toutes les questions analogues, pour le troisiéme ordre,
nous avons néanmoins abordé la plupart d’entre elles et nous en avons pour-
suivi assez loin I'étude.

Bien que le degré élevé des équations auxqmelles on arrive ne permette pas
de tirer, des résultats obtenus, toute P'ulilité qu’on aurait pu s'en prometire,
nous avons cru nécessaire de compléter, autant que possible , le travail que
nous avions entrepris.

Tout d’abord, nous désirions présent/ér, dans tous leurs détails, les notions
qui pourraient trouver lear emploi dans la théorie des cubigues planes.

De plus, outre I'intérét analytique que nous semblent offrir ces questions,
les surfaces du troisieme ordre , dont le mode de génération est compléte-
ment analogue A celui des coniques, pourront donner lieu a guelques études,
méme aprés les travaux si complets d'illusires géométres, parmi lesquels
nous citerons surtout STEINER et M. Cremona, ol les recherches actuelles
trouvent d'utiles applications.

Soit

ﬂ:=0,

une équation du sixiéme ordre, dont nous représenterons les ra¢ines par

&y, Xoy T3y Ty Lyy Teo
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Nous conviendrons de représenter, par le symbole (i), la différence
(@ — ).
Nous avons précédemment appelé I, . = des expressions telles que
(12) (34) (36).

Cette notation, utile, nous semble-t-il, dans le cas général, offrirait, ici,
le désavantage d’étre assez compliquée : nous n’en ferons pas usage dans le
présent travail.

II est visible que 'on peut former quinze de ces quantités (*).

Ce sont
(12) (38) (46),  (12) (34) (6B),  (12) (36) (54),
(13) (24) (86),  (13) (28) (64),  (13) (26) (43),
{14) (28) (36),  (14) (23) (68),  (14) (26) (83),
(15) (26) (3%),  (15) (23) (46),  (13) (24) {63),
(16) (23) (54),  (16) (28) (43), (16} {24) (38).

Nous les désignons par

Gy oy Og, Oy, Oy ﬁn ﬁa: ﬁaa 134.: ﬁs, Y1y Yas ¥ Yy Ve

Le quotient de deux d’entre elles est, on le voit, un des invariants que
nous avons représenlds par 3, - .

On peut former deux cent dix de ces fonctions, inverses deux & deux.
Nous retrouverons plus loin, d'une autre maniére, ce résultat, évident par
la théorie des combinaisons,

Cependant, parmi ces cent ¢ing rapports distinets, il n’en est que soixante
qui contiennent les six lettres x, , ,, «, ... 2

Comme il est facile d’écrire, & Paide des quinze quantités données plus
haut, ces soixante rapports anharmoniques, nous nous dispenserons de les
reqroduire ici.

{*) Terquen avait déja donné ce résullat, Nouv. Ann. de math., 1™ série, t. VI, p. 68, et
t. XIH, pp. 24 et 90. Cependant le savant rédacteur des Nouvelles Annales ne semble pas avoir
apercu la corrélation intime qui existe entre ces fonctions ct le rapport anharmonique, au double
point de vue de "Analyse et de la Géométrie.
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Nous allons mainfenant nous oceuper, d'une facon plus spéeiale, des
fonctions «, 8, y, et chercher les relations qui existent entre elles.

On connait, depuis longtemps, les relations qui existent entre les rapports
anharmoniques du second ordre, a,, 9, 95, a4y 955 % relations qui peuvent
se déduire de Péquation (30).

Elles résultent, d’ailleurs, de l'identité

46— 0 ('3—8 A'y--é‘
1 1 1
o B 9

=0.

Pour le troisiéme ordre, on peut egalement écrire le déterminant, identi-

quement nul,
oa—w f—a y—w d—=
a—g B-—¢ ¥y—E J—¢ 0.
1 1 i 1
o g - » d

I

En le développant, par le théoréme de LarLACE, on trouve :

(a—w) (&) () — (B—w)(a—e) (3—) -+ (e—a) (y ) (B—8) — {r —w) (= — ) (}—9)
+ (e (3—) [y —f) — (F—o) (a— e} (r— ) - {B—w) [ —¢) (a—0) — [y —) (B—2) (a—9)
o (Be)e—e)(y—a) — (3w} (e y—2) + (¥ o) (=) (f—t) — (PP —e) (B} = O

ou, en remplacant «, 8, 7, 3, p, &, par les symboles 1, 2,3, 4, 5, 6,

(16) (25) (54) — (15) (26) (43) -+ (16) (24} (35) — (15} (24) (36)
- (16) (45) 3 3~ (1852 (41 (14)(20) (35 — (18 (29) GO
+ (13 31(26) (b ) (14)(46 (83} + 12)(56) (54)—(12) 3)(64) = 0.

Cependant, il existe d'autres relations, plus simples, que nous avons eu

déja Poccasion de publier.
On trouve, par exemple,

(12)(34)(B6) -+ (14)(36)(52) -+ (16)(32)(BE) = (14)(3(B6) -+ (12)(3F0)B4) + (16)(34)52),
[(12)(54)(56)][(44)(56)(52][ )(32)(54)] = [(14)(32)(86)}[(1 (12)(36)(54) | [(16)34)52) ]
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“Aureste, ces identités dérivent des relations, an nombre de quinze, qui
Jient les quantités «, 3, y, et qui ont la forme

ﬂj+ﬁ1+.‘}/;-—_—-‘0, O!Q-Fﬁg—}-')’g:(), ete.

11 est facile d’écrire les autres.

‘Nous ne nous arréterons pas a faire voir qu’'elles se réduisent, en réalité,
_ & dix relations linéaires.

~ Par une méthode dont nous ferons encore usage plus has, on en peut
~déduire les valeurs 8., Ba, ..., B 715 725 vons 75, €D fonction de ,, ay, o, tyy e
On trouve ainsi :

26y = — oy — g + a5 — oy + ay,
2{52=‘-'°¢:'—0‘5—0¢a+“;+“m
Wy == oy — ey — ety - oy — g,
2By == oy g g — % — o,
W= mrm—m—a—e, | (31)
Dy = — oy - oy — o5 -+ oty — iz,
Qyy= oy — oty - oty — 0t — 22,
Dy == e oty b gy — O — dig b= Xy,

2y = oy~ Gy — g =g b Oy,

Doy = —— oy — &g + o5 + oy — @

Il nous reste a chercher la liaison qui existe entre les «; pour cela,
transformons les variables de la sextique, par une substitution unimodulaire,
et telles qu'aux valeurs #,, «,, correspondent les valeurs oo, O.

Les quantités «,, o, «;, a,, a5, D'auront pas varié par la substitution et
nous sommes conduits aux équations :

) o .o . Bl — Xl — XXy Tydg ==y,

By . o L L — B o By =g,
R L T, (52)
d) . oL gl - W =y,

- U RS S 30 g

La combinaison de b) et d), donne

{®ae)* — (oq —Vo—ra‘)m.wﬁ+mgu,;== Ty + &g » - - « . .+ . {33)
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On a de méme
{m525)" 4 (o5 - o) Ta%y -+ &0y = Ly Lype -+ - - . . L {34)

Enfin, la combinaison des cing équations (32) conduit

Qg — 2wy =m0ty . . . . L L . (38)

Posons
TEe==1Y, Lly=2 ag==A, o+ o,=0P,
—~9
astg==A, a3+ oay=B, 2 ai-—-—-S.

Nous aurons

2 +Bx + A —ay=0,

Y=Byal—ay=0, . . . . . . . (38

y—ax=8;
ou
(B—S)x + A=0,
(8 —B)x — (B'S —$* — A) =0,
Le résultant de ces deux équations est done nul, et'on a
(B—S)(BS—S8 — A+ A(S—B)=0. . . . . . . (37
Soient, par exemple,
i, =2, x=3, x,=4&, wz=05, Xy=6

On en conclut

=4k, wm=*§&, =27, o,=16, @y=—35.

A= —135, B=22, A'=64, B'=20, S=19.
En substituant dans (37), on obtient

3{20.19—19" — 64) +- 135 = —5.45 4+ 135 =0.

En remplacant, dans (37), A, B, A’, B/, 8 par leurs valeurs et dévelop-
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pant, on voit que ceite identité devient :

9
e} -k of 4+ of -+ of + o — ot} oty - o+ @y - ) — af (@) = o5 4+ oy - o)
P
— o (o + oy - oy - o) — g {on —+ o 4wy 4 o) — ooy oy oo o)
-+ 2 (alugac5+ Cylgtly 4= o0 Oigihy “= Kyolgiy -+ ologotg b o0 o0ty - Coltztly — tloflatly —+ Olgtlytiy = ccao:,lots) = 0,

~ou encore
: 23 — Za’Ea + QBuyeaats ==10. . . . . . . . . {38)

Les relations (31) et (38) permettent, comme I'on voit, de ramener les

“ quinze fonclions , 8, y, & quatre d’entre elles, e les deux cent dix rapports
- anharmoniques aux trois rapports

7] 25} £33

— —y —

oy oy o

Il est visible que toute fonction symétrique, 0, de ces quantités «, 5, y,
reste invariable par les substitutions, opérées sur les racines de I sextique,,
qui laissent invariable la racine carrée du diseriminant de cette forme.

Nous savons done, par un théoréme de LAcrance, que ces fonctions pour-
ront s'exprimer rationnellement au moyen des coefficients de la sextique, en
s'adjoignant la racine carrée du discriminant (™).

En conséquence; si A représente le discriminant de t;, les quantités o, 3, 4
seront racines d’une équation qui peut s'écrire :

z% + 02 gz 4 o VA 4 2 4 oo +ayVA=0 . . . (3%)

Nous pourrions, en nous fondani sur les propriéiés des racines de cette
équation, en calculer les coefficients.

En effet, si I'on remplace les variables =, ¥, de la sextique, par des
variables nouvelles X, Y, liées aux premicres par les relations

& =mX + nY,

y=mX 4 n'Y,

(*) Lacrance, ORavres, t. 11, p. 374, V. aussi C, Jowoan, Traité deg substitutions, p. 263.

Tomr XLIIL b
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et si 'on représente par J, le déterminant

Par suite , Péquation transformée

2 - L% 4 a2 4+ GV ATY + o+ VA =0,

a pour racines
6\521 ) a‘azg g aaane

on en déduit

ay == d%ay, 3=y, 5= a; el

En conséquence , les coefficients a,, a,, @, sont des invariants de la sex-

tique, respeclivement du second, du quatriéme , du sixiéme ordre.

Cependant, il nous a semblé plus rapide de nous servir des résultats
obtenus par le P, Jousert, dans son beau travail Sur I'dquation du siwiéme

degré (7).
Dans ce-Mémoire, I'auteur représente par

Uy gy Uay Ugy Uy Uoy Uy veo Ygs Woy Wiy o0 Wi

des fonctions telles que
a,[(12) (34){56) — (14)(36)(52)],
et forme , & aide de ces quantités, des fonctions nouvelles,

Un Uo: UU Uh US: UU
racines de I'équation

0%+ 2.5. BAUS 4- 2% 5% 5(3A% — 25B)U + VAU + 925.5°.5(250C + 2848 — A%) = 0.

{*) Comptes rendus de I’ Académie des sciences de Paris, 1867.

(40)
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Dans cette équation

A={(ab), B==(il, C= (W}E"P ("),
i étant égal &
(ab)ta2t2.

Or, il résulte du travail de ce savant géoméire que les sommes des racines
prises deux & deux, de Péquation en U, sont précisément les fonctions que
nous avons eu A considdérer,

En employant la méthode de LacraneE, on calcule aisémént les coefficients
de I'équation (39),

Nous posons, pour abréger :

2.3.5A = A,
2%.5%5 (3A° — 25B) = B,
2%, 5% 5(250C + 2BAB — A%) = (",

En désignant par S, les sommes des puissances p™* des racines de Péqua-
tion (40), par 3, les sommes des puissances p™* des racines de I'équation
(39), et conservant A a,, a,, a,, ete. » la méme signification que tantét, nous
trouvons :

8, =0,
Sy = — 24’

S; =0,

S, = 2A"* — 4B,

8y =BV'A,

Ss— — 24" 4+ 6A'B’ — 6C,
S, —=—TAVA,

Sy = 2A" — SA"B' + 4B 4 8A'C/,

Sy = 9A" VA — 9B VA,

Sip== — 24" + 10A"B’ — 10A'B” — 104°C’ + 10B'C’ +- BA,
Su=—1A"VA + 22 ABVA—11CVE,

Sjp == 24" ~ 12A"B' -+ 18A"B" 4 1240 — YUAB'C — 124°A -~ 4" 4 607,
S5 = (154" — 59A”E + 26A'C’ + 158 /A,

Si=— 24" + 14A"B' — 28A"B*— 14A"T + A2A7B"C’ - IA"A 4 14A7R5

— 14A'C" — 14B°C" — 14B'A.
S=(— 15A" + 60A"B’ — 45A"C’ — 4BA'B" -+ 50B'C' - BAV/A.
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On en déduit les valeurssuivantes de 2,; nous les avons calculées jusqu’a
p =14, ces valeurs étant les seules qui deivent servir 4 la détermination

des a.

3, =0, 3 ——8A", ¥=0, X =8A" 8B,

= — BOV'A, o= —8A" —56A'B -+ 156C".

3= 1964 VA, 3= 8A" 4 80A”B' — 040A'C’ + 72B,

Sy = — (486A" + 270BYVA,

S0 — 8A — 140AB’ — FL0A'B? + 1820A”C’ ~— 20B'C’ + 620A.
3 ==(968A7 4 1694A'D -+ 2B038C) VA,

Zpy == 8A" — B74LA"B + 996AB’ — A T6AC + 1416A'B°C" — 5876A'A
-+ 248B + 45800

== {— 132 109A" 5 13.1908A"°B' +- 15.47916A'C' — 13.4219B") VA,

i o= — BA7 — 1400AB — 14 4TATB? 4+ 4. 594A7C + 14.656AB'C
+ 14 4033AA — 14 . 126A'B®— 14, 2188A'C"® + 14.178B"C" +-14,1036B°A.

Nous avone cru utile de reproduire ces deux séries de valeurs, qui seront
peui-éire de nature A étre employées dans d'autres recherches,

A T'aide de ces quaniités, on forme les coefficients a,, «,, ele.

On trouve ainsi :

=0, dy==4&d, a;=0, ;= 6A"" — 2B, @y==10,

4 — 4A" — 2A'B' — 26C!, @ — — 124', a;— A’ + 2A”B' — 2A'C' — TB?,
ty == QA" —— 108!, @y = 2A7B’ — BA'B™ — 18A”C + 54B'C — 12A,

(= — 2A'B 1 2838C".

Gy == — Q0GAMB + A”B"? 4 48AC — 218A'B'CY — BA'A — 4B — 27C",

s = — 13.99A" 4 237647 -+ 26540A’C’ — 1089B",

= — APA — TI2BA,

tys = — &11A.

Il resterait & former 'équation qui a pour racines les rapports anharmo-
niques du troisi¢éme ordre que 'on peut former en combinant les six racines
de lasextique de toutes les maniéres possibles.

Soit, pour un instant,
F(z)=0,
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Péquation (39), et représentons par z,, %y, .+ 2, les racines de cette
équation.

= 11 est visible que I’équation

Flzx) =0

wra pour racines les rapports Zf, gf, %‘ » parmi lesquels le rapport 1.
~ Par suite
F{zx)F(zw) ... Flzpx)

(x - 1) =

I

sera I'équation qui anra pour racines les rapports anharmoniques des six
points,
On voit que celte équation est du deux cent dixiéme ordre ; On s’apercoit
aussi, par le mode de formation, qu'elle est réciproque.
Symboliquement, elle peut s'écrire

R {F(z), I (z,x)} _
ETE =0

L'équation (41) a des racines telles que

(12)(54)  (13)(24)  (14)(23

) . :
(IS)(M)_ s (14)(23) , Wat leurs inverses,

Elle est donc divisible par le facteur
21—z + 2P — B — 2 (2 — a1 — ),
o { et j représentent le quadrinvariant et le cubinvariant de

(ffcn thy oy Oy Ogy g, o § X, y)°

(@ys — 2oy} (ys — a5y}

(D)

et par tous les antres facteurs analogues répondant aux combinaisons 1 » 23
3, 4, etc., au nombre de quinze.

Le produit de ces quinze facteurs est évidemment un polynéme du quatre-
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vingt-dixiéme ordre, dont tous les coefficients sont des fonctions syméiriques
des racines de I'équation

al =0,

et par conséquent exprimables en fonction des coefficients de la sextique.

Il en résulte que le premier membre de I'équation (41) est décomposable
en deux facteurs, respeclivement du cent vingtiéme ordre et du quatre-
vingt-dixiéme, dont le premier, égalé & zéro, a pour racines les cent vingt
rapporis anharmoniques du troisiéme ordre.

Revenons 4 Péquation (39), que nous écrirons

Viz)=fl2) +VAp(a)=0, . . . . . . . . . (42

et voyons quelle pourrait étre la signification géoméirique du discriminant
de la forme V,(2). _
Les différences des racines de 'équation (42) sont de la forme suivante :

(o — ag), {a; — o3), el

Parmi ces différences, il en existe quinze qui sont les facteurs de P'inva-
riant gauche E de la sextique.

Ces facteurs, d’aprés une remarque da P. JouBert, ne sont autre chose
que les différences des racines de I'équation en U,

Or, ces racines peuvent g'écrire, en changeant un peu la notation,

8U, = 23,

88U, = 8uy, — 23,

80; = By — 23,

8U; = 8oz — 23e,

8Uy = Be, — 25,

8U; == 8oy — 234,
Les différences sont done

8y — by, 8oy — A2z, ..... 8, — &Se,

et les différences des .
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Les premiéres sont

4.(051——052"—%—%—::5}, 4(a2——a,——a3—a‘—aﬁ), 4(ma—a,—ag‘—ﬂa‘——g5),
Ao — oy — g — o5 — ), b (g — oty — g — g — 2y )y ‘
oun
2(?2'—“5}, 9(‘)’5“—‘15), ‘2(‘}’2—‘“1}: 2(71*“2); Q(pl-ﬂas)-
Mais on a

V:—“s:ﬁs—“eﬂ?’z— '13=[35—fxu
yo—B=ts — @ =[5 — %1 =% — Vs,
et ainsi de suite.

Par conséquent, chaque facteur de Pinvariant gauche entre quatre fois
dans le produit des différences des racines de (42), et huit fois dans le dis-
criminant.

On a done

A(V,) == ELP.
P contient le produit des carrés des quarante-cing autres différences.
Parmi celles-ci figure ' '

wy— Py, @ — Y1, By — %1, @ — Pa, we— s, cle,

~ au nombre de quinze.
Puis
oy — By 01— P, Bi— Bs» ele

Le produit des quinze premiers contient done

(12 (A3 (4P (1Y (16)5. ..,
puis
(25)°(24)(25) (26)%, ele.
Par suite
A(V,) = E'A°P'.

11 reste encore & chercher la signification géométrique de P'.
Or, par exemple,
a— == (46) {{12)(35) + (15)(28}].
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La partie entre crochets s’annule lorsque quatre des points représentés par
la sextique sont conjugués harmoniques du second ordre.
Par conséquent P’ = O indique que quatre des six points représentés par
la sextique sont conjugués harmoniques.
Dans ce cas, 'un des facteurs j des équations (D) s’annuale.
D'ou
P = Ui.?% "Jlni)%-
D’aprés le mode de formation, il est visible que le produil des j est une
fonction symeétrique des racines de & et an invariant de ceite forme.
L’équation
Vo(z)e=flz) = VAp(z) . . . . . . . . . . (43)
a les mémes racines que I'équation (42), prises en signe contraire.
Formons encore 'équation
V=/)—Ad*(z) . .« . « « . . . .. (44)
D’aprés un théoréme connu

A(V) = A(VIA(V) RYY,, Va).

Il est visible que
A(V) = A (V).

Il reste encore 4 examiner la forme des facteurs de

R(V,, Vy).
Les racines de (42) étant

Cyy Ggeee Py,

celles de (43 ) seront
— Gy ey, .. — P

Par conséquent

R(V,, V5 = ey, .'}/5[(«, “+ By (e + Ba).o {9y + rys)]“.

Or, parmi ces facteurs,

@A Pi=—py, @Y=y, @ V= —
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En conséquence, R est divisible par 4], et de méme par o7, Bi, etc.
~ Des cent cing facteurs de la quantité entre crochets, il en reste soixante
correspondants aux facteurs de E.
Nous avons, par exemple,

ap + g, 99+ By, Bat+ vy, ¥+ v

Lorsque «, + a, = 0, les six points sont en évolution.
De méme, lorsque

Y2 + fu== (15)(23) (46) -+ (13) (26)(45) — 0.

Done

R(Vy, Vo)== 2% (... y,) 1T
Or

g .. vg= 411V AA.

Par suite

A{V) = AZ(V,)2%, 411 4AH T,
Or

A{V)) = EBAP",

On a enfin

AVY=m BSAYPORY L (4

Nous avons désigné, dans un auire travail, par fonction anharmonique, la
somme que Pon obtient en multipliant chacun des invariants tels que a, B, v,
par une constante et ajoutantentre eux ces différents produits, en ayant soin
de choisir ces constantes de telle sorte que la somme soit nulle.

Reprenons cette notion,

Séparons, pour cela, les variables z,, x,, 2, %,, %,, x,, en denx groupes,
par exemple de la maniére suivante :

(CL'“ 'Tﬁa “‘li); (‘T‘Aa Tyy Tﬁ)s

et formons les fonctions
(12) (3!") (bﬁ) = lwn
{14) (36) (52) = 4,
et atnsi de suite.

Tone XLIH. 6
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La fonction anharmonique est

Hggglagg + Mgl + - =0,

Nous pouvons observer que, pour le second ordre, les quaire points repré-
sentés par une quartique

wt =0,
seront conjugués harmoniques, si

gy == Iy,

Nous avons étendu cette définition aux ordres supérieurs.
Nous dirons done, dans le cas actuel, que six points sont conjugués har-
moniques lorsque

Myge == Mygg == +++ -+

Mais alors Ia fonction anharmonique ne différe que par un facteur numé-
rique de

400535 — 5 (0205 1 Ly - Wpy) (g 4 Ty 5 2g) - H(W) + 2g -+ 2g) (209065 - T + Xpa}— Xyl
On peut encore considérer la fonetion anharmonique particuliére
Moploss -1 Mylisy + Moa Loy = 0,

que vous appellerons cycligue, parce qu'elle ne contient que les invariants
b1.4.0,> & Permutations cycliques des éléments g¢,, ¢,, ¢..
Lorsque

Mo == Mg = Mgy,

les six points sont conjugués harmoniques. -
Nous rappellerons encore la condition nécessaire et suffisante pour que six
poinls représentés par la sextique

3
a:l:?

soient conjugués harmoniques du (roisiéme ordre.
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Comme nous Favons fait voir, celte condition s'exprime par la réduction &
zéro, d’un invariant du dixiéme ordre de la sextique.
Les facteurs de cet invariant, au nombre-de dix , sont de Ia forme

(12)(54) (56) + (14)(36)(52) -+ (16)(32)(54).

Or, il est bien facile de faire voir que ces facteurs ne sont autre chose que
les sommes des racines de Péquation (40), prises trois & irois.

En nous appuyant sur cetie remarque, nous avons calculé linvariant @,
lié aux invariants A, B, C, A, par "équation

B — A -+ (250C + 25AB — A%) | 5.6%. A — 4.5% 65.(5A°— 25B)| (). . . (46)

{*) Voir C. Le Paee, Sur un tnveriant du diziéme ordre d’une sextique binaire, Meu. pE
L4 Soc. nov. pEs sciences pe Lingee, 2™ série, 1. IX,



