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RifsumE. — On expose d’abord la formulation de Herrmann, étendue par une méthode
nouvelle au cas anisotrope. Notre présentation a 1’avantage de se préter 4 une automati-
sation compléte du calcul des matrices caractéristiques du matérian. On examine ensuite
la question de l’existence de la solution, pour le probléme exact et pour le probléme
discrétisé. Quatre critéres sont obtenus, dont trois nécessaires et suffisants, le dernier
n’étant qu’une condition nécessaire, mais ayant 1’avantage d’une trés grande simplicité,
Ces considérations sont illustrées par des exemples. -

ABSTRACT. — An exposition of Herrmann’s formulation is given first, and its extension
to the anisotropic case is presented following a new way. Using this method, the matrix
of material coefficients can be computed in a fully automated manner. The existence
of the solution is discussed next. . Four criteria are obtained. Three of these are neces-
sary and sufficient, and the fourth, only necessary but of fairly simple use. Some
applications are presented to illustrate theé theoretical results.

1. Introduction

En 1965, Herrmann [17] a proposé une formulation mixte, basée sur un
principe ol apparaissent 4 la fois les déplacements et la pression, pour
résoudre le probléme des structures-aussi bien compressibles qu’incompres-
sibles. Dans cet article, la formulation est développée dans le cas des
structures isotropes. Son extension aux cas orthotropes a été faite par
Taylor, Pister et Herrmann [2] et, peu aprés, Key [3] en a donné une
formulation trés voisine pour les’ corps anisotropes.

Nous présentons ici 1a formulation de Herrmann dans le cas amsotrope
par une voie originale [8].
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5327 ° " 1’ F. DEBONGNIE

A la différence de Key, qui utilise comme variables le déviateur des

déformations et la pression moyenne, nous utilisons les déformations

elles-mémes et 1a pression. Partant d’une matrice de relations déformations-
tensions, la construction du noyau de la fonctionnelle selon notre méthode
peut &tre rendue entiérement automatique, et ce fait n’est pas & négliger.

Mais contrairement & ce que pourrait faire croire un examen hétif de la

‘formulation, le passage au cas strictement incompressible peut s’accompagner

d’une discontinuité, en ce sens que Pexistence et 1’umicité de la solution
peuvent ne plus &tre garanties [10]. C’est pourquoi une étude théorique
sérieuse s’impose. Une telle étude est donnée et elle fait ressortir un certain
nombre de limitations qui, si elles s’expliquent aisément, n’avaient rien de
trivial a priori.

2. Formulatmn variationnelle pour les corps elasthues amsotropes compres-
snbles ou mcompressnbles o
2.1. ExPression de l’zncompressibilité

Dans le principe de Reissner :. }
J\ ~’L'ij(D,-uj+Djui)-—(I)('t)-—Fiu“i dV"‘J‘ tiuidS,
A 2 . Sz
les tertes céntenant les tensions 1;; peuvent s’écrire :

J [T:8;—® ()] 4V,
v

soit, sous forme -matricielle,

o J[t"e-!tTBt}dV,
' ‘ v 2

ou
. T . =
@ { ' =[T115 T225 Tazs T2 T13> T23 >
T .
e = [811, €225 B335 V125 Y13» 'Yza]

avec Yii =2 g B étant la matrice de flexibilité locale.

ij»
La variation des tensions conduit alors a 1’équation
®  e=Bu
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SOLIDES . INCOMPRESSIBLES - 533

Pour uﬁe structure incompressible, on a la condition
Te=0, 1=[1,1,1,0,0,0],

dont on déduit Que, pour tout vecteur ¢ :

@ o , roBt =0,

soit B r = 0. |

La matrice de flexibilité locale d’une structure mcompresmble est donc
singuliére, et admet le vecteur r comme zéro.

2.2. La matrice D

Un vecteur quelconque p peut &tre décomposé en un déviateur c’est-a-
dire un vecteur p tel que r™p = 0, et un multiple de r; on peut en effet
écrire :

| 1.
p=p— g(er)rJr g(’TP)“

si ’on pose p = p—(rT p) r/3, on a visiblement rTp = rTp—(Tp) rT #/3
et, comme rTr =3, rTp=10. ‘

On notera que
U . S 1 r
&) p=p— mrp= I—grr p=Dp,
ce qui introduit la matrice
1 1
6) D=]I- grr .

Cette matrice est symétrique et sa propnete essentlelle est de filtrer la
dilatation isotrope

Q) © Dr=0.

En outre, elle est idempotente
® DD=D(I—%rrT)=D-—-§DrrT=D
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534 " . 3. F. DEBONGNIE: '

2.3. La matrice A

Dans le cas d’une structure 1ncompre331ble, la singularité de la matrice B
rend Dinversion de la relation (3) impossible, ce qui signifie qu’il n’existe
pas de matrice de Hooke. En outre, si la structure est quasi incompressible,
c’est-a-dire si I’énergie complémentaire. du vecteur r est trés faible, la
matrice de Hooke risque d’étre mal condmomlee L’inverse de B, si elle
existe, vérifie B™! B = L 1l en résulte que B™* BD = D.

Or, c’est cette derniére relation qui nous intéresse en premier chef.
Montrons que si la matrice B. admet comme seule szngularzte éventuelle Ie
vecteur r, il existe une matrice symétrique A telle que

©) ABD =D

et telle que A soit inversible et bien conditionnée.
“En effet, considérons la matrice

(10) ]~3=B+§1;fT,‘ o> 0,

On peut toujours choisir o pour qué B rv # 0, carsi Br =0,
an o §r=§;rTr=ar.

D’autre part, pour tout déviateur, on a

(12) BDp=BDp+ %,‘rrTDp = BDp.

Dés lors, si B n’admet pas de zéro autre que r, la matrice B est inversible.
On pose alors :

(13) " A=B"1,
La matrice A est évidemment inversible. En outre,
AB = A(B+ grrT) =1,
d’ot o
D = ABD = ABD + %‘ArrTD = ABD;
ce qui démontre la relation !(9_)'.” ‘
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SOLIDES INCOMPRYESSIBLES 535

Quant au conditionnement, il est déterminé par le choix du scalaire o.
Nous utiliserons comme mesure du conditionnement d’une matrice le
rapport Apae/Amin Si 1’on mtrodult le quotient de’ Raylelgh d’un vecteur x
non nul

p(x)"' s
x x

on a -
)\‘min = lllfp (JC), xmﬂx = Sup p (JC).
x x

Un choix logique du paramétre a consiste donc & imposer que p (#) soit
intermédiaire entre Am;, €t Agx, Ce qui signifie que le conditionnement
n’est pas dicté par le vecteur ». On arrive 3 ce résultat d’une maniére partl-

culiérement simple en égalant p (r) & la moyenne des valeurs propres de B
qui n’est autre que le sixiéme de la trace de B : nous écrirons donc :

By 3t® 1t(B)

tr (ﬁ) représentant la trace de B.
Or, de toute évidence,

tr (E) =tr(B)+a

et
Br=r"Br+ %‘(rTr)2 =r"Br+3o.
Il vient donc :
FBr+3a="Ltr@+,
: 2 2

ce qui donne finalement :
(14) S5a=tr(B)—2r"Br.
Considérons par exemple le cas isotrope : la matrice Bala forme

(15) B= 1tV Vot
E E
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ol E représente le module de Young et v, le coefficient de Poisson. On a
successwement

14+v 3v 6+6v——3v_6+3v

rB)=6— —~"— = = ,
( )= E E E E
27" Br=2 1+v T (T P = 6+6v—18v=6-—12v,
E E E
6+3v—-6+12v 15v
50L=_—.__.._.= N
E = E
3v
16 - . . w="—,
E
d’ou
an B LPVE Yy VT I+vy
: E: E E E

On est donc conduit 4 un multiple de la matnce unité. On vérifie d’ailleurs
aisément que, dans ce cas,

A=_E 1
1+v
ABD =_F 1 1+VI p = B vy D.
iv| B B it+v E

La matrice A jouit de quelques propriétés trés particuliéres qui nous
seront utiles dans la suite.

(@) Pour toute matrice symétrique A telle que ABD = D, il existe un
nombre | tel que

(18) BAr = pur.

En effet, si BAr =35, DBAr =Ds, soit Ds=Dr =0, donc s = pre
() Lorsqu’il s’agit de la matrice A = (B+(o/3) rrH)™! la valeur du
scalaire [ défini par (18) peut étre aisément calculée : on a en effet

<B+ %ocrrT)Ar =1Tr,
ce qui entraine

BAr= r-(l— %drTAr),

VOLUME 17 — 1978 — n° 4



SOLIDES INCOMPRESSIBLES 537
soit
(19) u=1—-31-ochAr.
{¢) Dans le cas incompressible, on a

20 Ar= 1 r.
‘ o

En effet, on a par définition A (B-+(o/3) rr™) = I, d’otr I’on déduit
o T o T
AB+§Arr = ], ABr+§Arr F=7.

De la relation B r = 0, on déduit alors : a A r = r.
(d) Comme corollaire de (¢), on obtient p = 0 dans le cas incompressible.
(e) La matrice A = (B+(a/3) rr™)~ ! vérifie I’équation )

1) (AB—T) = — %‘A T,

En effet, de 1a relation A (B+(a/3) rr™) = I, on déduit AB+(a/3) A.rrT =1,
et (AB—I) =—(a/3) A rr™. '

(f) En corollaire de (e), on a ies relations

22) (AB-—I)r:—chr,
23) (AB-DD =ABD-D =0,

4 (BA—D)BD = BABD—BD = B(ABD-D) = 0.

2.4. Transformation du principe de Reissner

La relation (3) peut s’écrire : _
e=BDt+ %Brth;
prémultipliant par A, on obtient donc :

(25) Ae=Dt+%ABrr?t.

Or, en chaque point, le vecteur D ¢ appartient & un sous-espace de dimen-
sion 5, orthogonal au vecteur r. -
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On peut donc choisir indépendamment un vecteur D f et une pression
7 =—(1/3) r™ ¢, & condition d’imposer par ailleurs la relation r™D ¢ = 0.
L’équation (25) peut donc s’écrire :

(26) Dt =Ae+nABr,

d’ou

@7 t=Di-nr=Aetn(AB—I)r.

Il vient alors | = | : ‘
(@) .. te=c"Aetnr'(BA-De,

(b) ltTBt=leTABt+}1trT,-(BA—I)Bt;
2 27 2

1 TABDt——-l- T‘ABrvt'—'l—lan(BA—-I)BDt' :
. 2 2 2
- én " (BA-D)Brr.
Or, le premier terme de cette derniére e’xpres‘éio’_n vaut -
Lraspi=lepi=leract Leinany
2 2 2 2

tandis que le troisiéme est nul en vertu de (24).
Regroupant tous les termes, on obtient alors :

(28) é TAe-l—nr"'"(BA—-I)e+%r.T(BA‘—-I)Brﬂ:2 = ¢ (e, T).
Vérifions que la fonctionnelle correspondante,
J [o(Du, m)—F,u;] dV-—J tu;dS
v ) Sz
est bien stationnaire i la solution du probléme élastique. En effet,
(29) %9=Ae+(AB—1)m=t,
e

ce qui conduira donc aux équations d’équilibre
DjTﬁ’i‘F,‘ =0 dans V,

anji = {i sur Sz.
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Quant a la variation de =, elle fournit la condition

(30) rT(BA=De+r"(BA—)Brn =0
ce qui, par (22) entraine .
(31) . ~-ocArT(Ae+ABrn)==0.

Vu la relation (26), cette équation revient précisément & assurer que D ¢
soit bien un déviateur, condition d’indépendance de la pression. On peut
encore donner une-autre interprétation de cette relation. En effet,

arTABrx = 3aum,
en vertu de (18). Tenant compte de (19), on a alors :
_ rTAe
31 —(3)arTAR’

relation qui lie la pression aux déformations. Dans le cas isotrope, on a

(32) : T =

A:_:_E_.L rTAr=£’ (x—__—_?’_y’
‘ 1+v 1+v E
et
1—-arfAr 1—~—3—Y- = 1—-2v.
1+v  14v _
La relation (31) prend alors la forme simple de I’équation de compressibilité :
= — -—E— rTe.
3(1—2v)
Daus le cas général, la fonction @ peut étre mise sous la forme matricielle
(33) (e, m)=1(mH| °|
hE ‘P ) - 5 T ?
o A (AB—-Dr
G4 H "[rT(BA~I) rT(BA—I)Br:|’
= A —aAr |
33) H—I:—-ochA ——cerABr]'
On remarquera d’ailleurs que —o r™ AB r =—3 op. Lorsque la structure
est incompressible, on a, par (20) et (21), la matrice '
= A -r
(36) s H(inc) - I:___r 0 ]
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Calculons enfin la matrice H dans le cas d’une structure isotrope, avec
la valeur de o définie en (16). Il vient successivement :

A= B I, —-ochA-——-'o’—v ——E—rT =3y T,
14v E 1+v 1+v
—or ABr———?ﬂ i T—E—Br
E 14+v 1+v
=——2~rTBr==—- 3y‘ 3(1—2v)’
1+v 14+v E
= +v . +v
37 H = :
.( ) 3v T _3v 3(1=2v)
l+v 1+v E

Ev1demment cette matrice peut tre obtenue plus snnplement en falsant
directement l’hypothese d’isotropie dans le principe de Reissner. Mais les
développements plus compliqués que nous avons fait nous permettent en
revanche de traiter une matrice de Hooke quelconque; bien plus, chacune
des opérations décrites ci-dessus peut étre effectuée de maniére entiérement
automatique, et cet avantage mérite d’étre souligné.

2.5. Précisions sur les conditions d’applicabilité de la méthode -

Revenons un instant sur la condition d’existence de la matrice A. Une
singularité s de la matrice B est un mode tel que, pour tout ¢,

(%) SRR s'Bt=0.

1l s’agit donc d’un champ de tensions tel que les déformations correspon-
dantes soient nulles. Un cas connu est celui de ’état plan de déformation,
ol Ies vecteurs h

(39) s1=(0,0,1,0,0, 0) 52 =(0,0,0,0,1,0), s3=(0,0,0,0,0, 1),
sont singuliers, puisque

(40) _ sie = g3, 53€="Y13 'S'ge = Y23

Mais au lieu d’exprimeér I’état plan de déformation a priori dans I’expression
de la matrice B, on peut d’abord construire la matrice A, puis exprimer les

conditions &3, &3, £33 = 0, ce qui revient simplement & exprimer des
fixations, soit dans ce cas simple, & supprimer 3 lignes et 3 colonnes de la
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SOLIDES INCOMPRESSIBLES 541

matrice H. Dans le cas général, une singularité de la matrice B est toujours
équivalente & une condition sur les déformations, et celle-ci peut théorique-

ment toujours €tre exprimée a posteriori dans la matrice H.

2.6. Introduction d’effets thermiques

Si, en un point donné, la température différe de 6 de la température de
téférence, il y a lieu d’ajouter 4 1’énergie complémentaire le terme 0 xT ¢,
ol x est le vecteur des coefficients de dilatation thermique.

L’intégrale (1) se transforme alors en

A1 J [tT(e—x 0)— ! t'B t] dv,
v 2

ce qui montre que tous les développements antérieurs restent valables, 4
condition de remplacer partout e par (e—x 0).

2.1. Conditions d’existence de la fonctionnelle

Pour garantir I’existence de la fonctionnelle, il faut d’abord que les
dérivées des déplacements aient leurs carrés intégrables, ce qui est certaine-
ment satisfait si les déplacements sont des polyndmes par morceaux,
continus sur les interfaces. Quant a la pression, elle doit seulement étre de
carré sommable. En particulier, un polynéme par morceaux, discontinu
aux interfaces, est suffisant. '
. 3. Existence et unicité de la solution

3.1. Dans tout ce paragraphe, nous écrirons. :

a(u, v) =J e’ (W) Ae(v)dx
: e

[cette forme quadratique est elliptique sur ’espace’ V. des déplacements
admissibles, qui est un sous-espace fermé de I’espace de Sobolev (H* (Q))*],

¢(p, p) =J a(r" AB7) p* dx
Q

[cette forme quadratique est continue sur I’espace P des pressions admis-
sibles, qui est un sous-espace fermé de L? (Q)],

b(p, u) = ——J‘ aArfe(u).pdx,
ﬂ X .
et f (1) pour le travail des charges.
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.- Moyennant ces conventions, le probléme peut &tre mis sous la forme
suivante : chercher ueV et p € P qui rendent la fonctionnelle ' '

(42) Ea(u, w)+b(p, u)— 5¢ (. p-f )
stationnaire A

Nous utlhserons aussi les notatlons de duahte sulvantes D

a(u,v)=CAu, ), b(p,v)=<(Bpv), b= <p, B v>,
c(q)=<{Cp,q> f@W=Lfiud, -
ol apparaissent les opérateurs S
AeZ(V, V), BeZ (P, V),
B'(dual de B)e Z(V, P)), CeZ (P, P).

La notation & (%, x) désigne comme d’habitude I’ensemble des 6pér.atéurs
linéaires continus de ’espace v dans ’espace x, tandis que V' et P’ sont
les espaces duaux de V et P respectivement.

La solution (u, p) du probléme (42) est caractérisée par les relatlons

3 - { a(u, D+b(p, 1) = £ @),
quels que soient veV et geP.

Nous envisagerons d’abord le cas le plus simple, ou les formes b (p, v)
et ¢(p, p) sont identiquement nulles (pour les structures isotropes, cela
équivaut 4 dire que le coefficient de Poisson v est nul). Dans ce cas, la
pression disparait du probléme (43), qui se réduit 4 la recherche de 1’élément
ueV tel que pour tout » €'V, on ait

49 a(u, v) = f (v).
En vertu de Pellipticité de la forme bilinéaire a4, la solution existe et est
unique [4]. Nous ne nous occuperons plus de ce cas dans la suite.

3.2. Le cas compressible

Lorsque la structure est compressible, c’est-a-dire lorsque la forme c est
elliptique sur P, il est aisé de démontrer I’existence et 1’unicité de la solution.
Pour la plus grande simplicité, nous écrirons le systéme (43) en termes
d’opérateurs : .

45) { AutBp=/f,
B'u—Cp=0.
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L’opérateur C étant elliptique, on peut inverser la deuxiéme équation, ce
qui donne

(46) D= C"_1 B'u.

Introduisant cette valeur dans la premiére relation, on obtient :

Au+BC !B u=f,
soit

@7 (A+BC™'B)u=f.
L’opérateur
- A=A+BC'B
est la somme d’un opérateur elliptique et d’un opérateur semi-défini positif :
il est donc elliptique, ce qui entraine ’existence d’un déplacement unique u

vérifiant la condition (47). La relation (46) fournit alors la pressmn, ce qui
achéve la démonstration.

3.3. Unicité de la solution dans le cas incompressible

" Le cas incompressible se caractérise par b (p, u) # O et c(p,p) = 0. Le
probléme revient alors 4 chercher un couple (u, p) e VX P tel que .

{ a(u, v)+b(p, v) = f (v),
b (Q: u) =

pour tout veV et tout ge P

La seconde relation est I’expression variationnelle de 1’ 1ncompres51b1hte
Nous allons d’abord supposer que ce probléme admet une solution, et
chercher sous quelles conditions elle est unique. Supposons donc qu’il
existe deux solutions (u;, p;) et (#,, p,). En soustrayant les relations (48)
écrites pour chacune de ces solutions, on obtient :

(“48)

(49) a(ul Uz, U)+b(_p1 D2» U) 0
pour tout ve V.

(50) b(g, uy—uz)=0
pour tout g€ P. ‘ : :

Choisissons les éléments particuliers ¢ = p, —p, et v = 4, —u,, introduisons-
les dans (49) et (50) et soustrayons. Il vient :

1) Gy — iy, uy—uy) =0,
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ce qui entraine uy = u,. Le déplacement est donc unique. Ceci posé, les
relations (49) et (50) se réduisent a la seule condition

(52 b(pi—p2sv) =0,

pour tout v € V. Dé&s lors, pour assurer ’unicité des pressions, il faut que
la condition suivante soit vérifiée :

ConprtioN (C 1). ~ Pour toute pression pe P— {0}, il existe un dépla-
cement veV tel que b(p,v) # 0.

Cette condition, semblable a celle qu’a énoncé Thomas [5] pour les
éléments hybrides, n’est, rappelons-le, nécessaire que dans le cas incompres-
sible,

3.4. Existence de la solution dans le cas incompressible

Pour établir I’unicité de la solution, nous avons dd faire l’hypothése (C1).

Pour en démontrer I’existence, il faut introduire une condition plus forte,

établie par Brezzi dans sa théorie des points de selle [6] et que nous
donnerons ici sans démonstration. Elle s’écrit :

CONDITION (C2). — Il existe une constante P > 0 telle que pour tout
peP, on ait
wp 12@ 9]

=
3 Tl 2 Plelle:

olt |||}y et ||-||p sont des normes définissant les topologies de V et P. Pour
I’espace V, on peut utiliser la norme '

(53) |||} = au.

et pour l’espace P, on peut définir un produ1t scalaire ¢ (p, p) d’ol se
déduit la norme voulue : comme P est un sous-espace de L% (Q), on posera
naturellement

||P||2=J p*dx.
Q

3.5. Vérification de la condition (C2)

.. Comme dans le cas:incompressible on a toujours
(55) b(p, w) =J. pdivadyx,
P
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il convient de vérifier qu’il existe une constante f > 0 telle que pour tout
peP :
pdivadx
(56) sup *2 > p|
ueV—{0}- | u H .

En fait, cette inégalité est vérifiée moyennant la condition suivante :

Conprtion (K 1). — Si S, est la partie de la suiface o les déplacements
sont libres, il existe dans V un déplacement u tel que

(57) J. u.ndS #0,
. .

La démonstration comporte quatre étapes.
(@) Moyennant cette condition, 1’ image div (V) de V par I’ operateur
divergence est dense dans L2 (Q), c’est-a-dire que le critétre (C 1) est vérifié.

En effet, si pour tout ueV, | pdivadx =0, c’est en particulier vrai
Q

pour ue (9D (Q))° espace des déplacements indéfiniment continiiment
dérivables & support compact dans Q. Donc grad p = 0 au sens des distri-
butions, ce qui implique que p est la fonction constante, p = p,. Considérant
alors u quelconque dans V, on a donc

J p.divudx=poj divudx=p0J u.nds =0,
Q . Q 52 :

ce qui, par la condition (K 1), iniplique’ Po =0,
(&) Appelons I le sous-espace incompressible de V :
I={ueV | divu=0}.

C’est un fermé, comme noyau de ’opérateur borné div. Son complement
orthogonal sera appelé C.' C’est également un ferms.

Soit alors une fonctionnelle f € V’. Elle peut se mettre sous la forme
fw= J i (D u;+Djuydx, 8=, (sij)e(L’i,(Q))ﬁ.

Supposons qu’elle soit nulle sur I Dans le cas ol (s:7) e(.@ (Q))6 pour
tout déplacement de la forme

U= €y Dj ay; aie H? ), u(ayeV,
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e;j, étant.le symbole alternateur, on doit avoir :

J. SijeipgD;Dya,dx = —J g€, D, (D s;;)dx = 0,
Q Q
d’otr L ‘

eijpr(Djaij) == 0,

ce qui entraine ’existence d’une fonction © € C* (Q), définie & une constante
prés, telle que

' D ] Si i = Di .
11 vient donc :

——J Djsijuidx=~j D}ﬂﬁidx=J‘ nDiuidx—-J- 7t n;u;dx,
Q Q Q S2

S, étant la portion de surface ol les déplacements sont libres. Reprenant
u,- = eijk D_] ak, on ‘Obtient H

0 == ‘“J 'ﬂ:nieijijade =J nie,-jijTcade,
S2 ’

Sa

d’olt m A grad m = 0, c’est-a-dire que = est constante sur S.:Onipeut donc
lever ’indétermination sur ® en posant © = 0 sur S,, d’out

J SijE(Diuj—*-Djui)dx =J\ ﬂDiuidx,
Q 2 o

soit s;; = md;;. Cette conclusion s’étend au cas olt (s3;) € (L* ()° du fait
que 2 (Q) est dense dans L? (). Donc toute fonctionnelle nulle sur I est
de la forme

(58) f(u)xj pDyudx,  pel?(©).
. |

Cet €lément p est unique, car si deux éléments p, et p, € L? (Q) correspondent
a la méme fonctionnelle, on a pour tout ueV :

f (p1—p2) Dyuydx =0,
Q
donc py—p, = 0. ' ' ’

(0) A tout peL?(Q), on peut associer un élément unique u=RpeC
par la relation linéaire '

(59) . Rp, U)v_?f pD;v;dx
. : P ine
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pour tout v € V. Cette relation est bornée, car

IRl = [ patvpas ollll6vRolle <o plblxe
pulsque l’operateur divergence est borne dans V, donc :

IRp|lv=
En rassemblant ce résultat avec celui de r e_tape (b), on déduit que 1’opé-
rateur R est une bijection linéaire entre P et C, continue dans un sens.
C’est-donc un homéomorphisme, ce qui implique qu’il existe une constante
B > 0 telle que

I1R2(lvzBll2]l-

(d) Enfin, on conclut en remarquant que

J'pDividx
[Rp[lo= sup *2 e
veV~{0} ||U||

En effet, pour tout veV, on a

Ja7 P = (R0 i ) 3 IRelh

" Dans le cas ol la condition (57) n’est pas.vérifiée, Cest-a-dire si le flux
des déplacements est nul a priori dans V, il faut restremdre Ie sous-espace P
en imposant la condition supplémentaire :

CONDITION (K2). — SipeP, p= Cte entraine p = O

ce qui rend ’ensemble des divergences dense dans P. On peut alors reprendre
la démonstration au point (b), ce qui entraine ’existence et I'unicité de la
solution.

En résumé, on peut dire qu’en dehors du cas ot la nullité du flux sur Q
est vérifiée a priori, la formulation de Herrmann journit toujours une
solution unique.

Si le flux est nul pour tout u €V, il existe une solution si 1’on impose
la condition (K 2). Cette absence d’unicité s’interpréte aisément. Considé-
rons, pour fixer les idées, une sphére pleine incompressible et soumettons-la
4 une pression uniforme p, sur sa surface. La sphére ne peut se contracter,
donc les déplacements restent égaux a zéro, mais elle est le siége d’une
pression uniforme p,. Par conséquent, la seule donnée des déplacements
ne permet de définir 1’état de tension qu’a cette pression uniforme. prés.
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4. Ktude de Dexistence et de Iunicité d’ume solution du probléme
discrétisé -

La discrétisation par éléments finis consiste en fait & choisir deux sous-
espaces V, =V et P, = P, de dimensions respectives n et r finies. Le
probléme & résoudre a alors exactement la méme forme que (42), si ce n’est
que ’on cherche (1, py) € V), X Py, et que les relations (43) ne doivent plus
8tre vraies que pour tout v, € V,, et pour tout g, € P;. Par des raisonnements
analogues a ceux du paragraphe 2, on introduit les conditions (C 1") et (C 2'):

Conprtion (C 1'). — Pour toute. pression Py, # 0 de I'espace Py, il existe
un champ de déplacement v, € V,, tel que

b(pha 1)],) # 0.

ConprtioN (C2). — Il existe une constante By > 0 telle que

sup 'b\—p’”ﬂz_z..ﬁh”phn'
vp e Vi —{0} ” Uy H

Ici, le probléme exact et le probléme discrétisé différent de deux maniéres.
D’une part, aucune de ces deux relations n’est nécessairement vérifiée dans
le probleme discrétisé (en effet, on n’a pas, dans les discrétisations par
éléments finis (2 (Q))* < V,). D’autre part, les conditions (C 1) et (C 2")
devienment équivalentes. Comme 1’implication (C 2') = (C 1') est triviale,
il suffit de montrer que (C 1') = (C 2'). Pour cela, décomposons V; et P,
dans leurs bases respectives {u*, k =1,...,n}et {¢5 k=1,...,r}:
nous écrirons donc :

u= Y *u*(x), p= Y po* ()
k=1 k=1
Alors, posant

‘ By = b(¢", u),
la condition (C 1) revient a dire que pour tout vecteur p € R", il existe un
vecteur v € R” tel que ‘
' BT p#0.
Cette condition équivaut a :

ConpiTION (C 1), — r S n et B est de rang r.
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Montrons donc que (C1”) = (C2"). Pour cela, on remarquera que si
(C 1") est vérifiée, tout v € R” peut &tre décomposé en v = BT g+, avec
9* BT p = 0 pour tout p e R". Il en découle que
I pT l pT BBT q I

||vuzI = rpat ey @ OB P 2B 2l
g, v

car la matrice BBT est définie positive. La condition (C2) s’en déduit
directement, en vertu de 1’équivalence des différentes normes d’un espace
de dimension finie.

sup

Le probléme de I’existence et de 1'unicité se raméne donc & I’examen de
la condition (C1%). Soit 7, I’ensemble des éléments du maillage, £,
P’ensemble de leurs interfaces non situés sur la frontiére. On a évidemment

j pydive,dx = ) J pydivu,dx.
o ’ KedpJK
A ce stade, nous ferons I’hypothése suivante sur le champ p, :

HYPOTHESE. — Sur chaque élément X, la pression p, est de la forme

' 1 2
plx[K = p?l )+p;x )a

oi p1) est constant, tandis que tout p{? vérifie
J pPdivu,dx #0
K

pour au moins un w, vérifiant w, = 0 sur K (« mode bulle »). Cette condition,
assez compliquée en apparence, est souvent vérifiée en pratique. Elle permet
de ne s’occuper que des p{". On a alors :

Y, J pVdive,dS= Y j P w,.nds.
KeJhJK Kedn/K

Sur les interfaces I € £, on distinguera un c6té noté + et un c6té noté —,
ce qui permet d’écrire la derniére intégrale sous la forme

J = Z . _p,(,l)divu,,dS

KeJh KnQ
+ 2| @i¥=piD)w.n, dS.

1e #n
Tout revient donc a chercher les condltlons d’annulation de cette expression.
Pour cela, nous introduirons une condition sur le maillage :

ConpitioN (C 3"). — Aux éléments Ky, ..., K, e T ,,, On peut associer un

systéme S de (r—1) interfaces diﬁ"érentes I, ..., L., eF,, avant les
propriétés suivantes :
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(D) tout élément K, est lié a I’ensemble des (r—1) autres éléments par au
moins une de ces-interfaces; . . - .

(i) @ chaque 1, € S}, on peut associer une fonction v* différente de la base
des déplacements, de telle sorte que : :

j V.ndS #0, j V.nds =0.

1l est aisé de vérifier que si (C3') est vérifiée, J ne peut s annuler que
moyennant la double condition :

—p, est la fonction constante;
——J' u,.ndS = 0 pour tout uw, e Vy;
Q .

c’est-a-dire que I’on’se retrouve. dans les mémes conditions que pour le
probléme non discrétisé. Dés.lors, si (C 3°) est vérifiée, (C 1) le sera si tous
les deplacements normaux ne sont pas fixés ou dans le cas contraire, a
condition que I’on annule p{" dans un élément. On vérifie sans peine que
la réciproque est également vraie, c’est-d-dire (C1') < (C2") < (C 3’ ).

Un cas pratique ot (C 3') est toujours vérifiée est celui ol 2 4 chaque
interface I correspond une fonction de base s’annulant sur la frontiére de I,
ce qui a lieu dans le cas d’éléments de degré supérieur d 1 en les déplacements.

Au degré 1, il faut vérifier la condition (C3") pour chaque maillage.
Cette vérification est d’ailleurs assez simple. On notera cependant que cette
condition est certainement violée si n < r. Le critére :

ConpITION (C0). — 1 < r, n’est donc que nécessaire, mais en pratique,
il suffit & écarter la plupart des cas malheureux. Signalons que le critére de
Nagtegaal, Parks et Rice [9], consistant & caractériser un élément en
général en calculant
n—7r
n= lim —

n->0 RN

sur des maillages réguliers en est une application.

Nous terminerons par quelques mots sur l’interprétation du fait qu’il
faut annuler le terme constant de preyssion dans un élément, lorsque tous
les déplacements normaux de frontiére sont nuls. Nous nous limiterons au
cas ol la pression est ‘constante dans chaque élément. En un langage
intuitif, on peut dire que chaque pression est « responsable » de I’invariance
du volume d’un élément. Un assemblage d’éléments invariants en volume
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a évidemment son volume fixe. Or, le volume du dernier élément est la
différence entre le volume global et la somme des volumes de tous les autres
éléments. Dés lors, si ces deux volumes sont invariants, le dernier élément
est automatiquement de volume constant, ce qui signifie que la -derniére
pression n’a plus de raison: d’étre.

5. Exemple

Considérons la structure représentée a la figure 1. Il s’agit d’un cylindre
creux en matériau souple et incompressible prisonnier d’une coque métal-

R=400 >
R=100 > i
= -
s
> —3 10
p—s N
> 8
) ~§
P [
M
Fig. 1

JOURNAL DE MECANIQUE



552 " J. F. DEBONGNIE .

lique. L’ensemble est soumis a pression interne, et on fait ’hypothése de
Pétat plan de déformation. Pour représenter cette derniére condition, on
bloque les déplacements longitudinanx.

On remarqué que cette structure contient 12 éléments de tore axisymé-
trique incompressible et 11 neeuds. Au degré 1, on aura donc 11 degrés de
liberté et 12 liaisons, ce qui signifie que la solution ne peut exister. Cette
prédiction est d’ailleurs confirmée par un essai numérique (lors d’une
inversion par la méthode de Gauss on obtient, aprés un certain nombre
de p1votages un ensemble de pivots nuls).

Par contre, au deuxiéme degré, on a toujours 12 liaisons mais, en plus des
11 degrés de liberté aux nceuds, on dispose de 22 degrés de liberté d’inter-
faces [(n—r)/n = 21/33 = 0,636]; enfin, au troisiéme degré, on dispose
de 11+44 = 55 degrés de liberté pour 12 liaisons [(n—r )/n = 43/55 = 0,78]
On s’attend donc 2 obtenir des résultats convenables dans ces deux derniers
cas.

La solution analytique de ce probléme s’obtient aisément par la méthode
énergétique : dans le cylindre incompressible, les seules solutions vérifiant
a la fois I’équation de Navier et la condltlon d’incompressibilité sont de
la forme

A
U =_.
r
On en déduit aisément :
e _U_A e du A
60 r rz r dr 1‘2’
si bien que 1’énergie du cylindre s’écrit :
U, = 1K A?
1 2 1 H

avec
2 .

b b*—a
K1=hA2J 2nrG(eh+ep)dr=4nGh—;
: a

a

Pour la coque, on a simplement

1 Bt uz2 bh--K A%, K _2nEt h
21—V P 2 2
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Quant au travail de la pression, il s’écrit simplement :
| » =2nahpu=gA  avec g=2mhp.

La solution est donc donnée par
2],
A=—i—, T =gA, Ngq (coque) = Etz i
K;+K, 1-v* b

Dans notre cas, les données numériques sont : :
E = 21 000 hbar, ¢ = 10 mm, 1—v* = 0,91, 2 = 200 mm, b = 400 mm,
a = 100 mm, G = 7,962 hbar, p = 1 hbar.

Les résultats obtenus sont donc :

TaBrLEAU I
Exact Fléments finis
(troisiéme degré)
Energie............ 248,933 89,103 248,919 8,102
Ny (bb.mm)....... 285,7 . 285,7
TasLeau 11

Energie potentielle

Degré Elément =0,49 v = 0,499 v =0,4999 v = 0,49999 v=0,499999 v = 0,5
¢ | :

3,358223 © 2,560300 2,460611 2,450394  2,449370, - —
2,377885 0,647680 0,085141 0,008806  0,000884'  —

H
C
{ ~ H - 3,433747 2,601914 2,498709 2,488142 2,487 082 -
{ C . 3,352144 2,330433 1,714860 0,678 295 0,098 106 —
H
C

3,438266 2,604381 2,500965  2,490377 2,489316 2,48919
3,432883 2,582317 = 2,430949 2,286 522 1,534 954 -

.On constate que la correspondance est excellente. Poussant plus loin
I’analyse, on peut se demander si des résultats comparables n’auraient pas
pu étre obtenus au moyen d’éléments cinématiquement admissibles. Les
essais, dont les résultats sont repris aux tableaux II et III, montrent qu’aux
degrés 1 et 2, il n’en est rien; au troisiéme degré, par contre, il est possible
d’obtenir une solution convenablement approchée en posant v = 0,499.
Mais au-dela de cette valeur, 1’énergie décroit rapidement vers zéro. On
peut montrer ([11], [12]) que ce phénoméne est 1ié au fait que la discréti-
sation me contient aucun mode incompressible. Par contre, 1’élément de
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Herrmann donne d’excellents résultats, tant au premier degré qu’aux
degrés supérieurs, excepté pour la valeur v = 0,5 qui ne peut étre atteinte
par des éléments linéaires. Mais il est surprenant de constater que méme
pour v = 0,499 999, les éléments linéaires domment toujours d’excellents
résultats. Ces résultats sont reportés aux figures 2 et 3.

A energie potentielle
(x 105)
e3'5.
30 1
25
20 1
L
a H 3%degre
a H 2°degre
o H 12 degre
a C 32 degre
@ C 2% degre
o C 1° degre
5 d-
— . g = V-—=>05
0 0495 04993 049999  0,499999
0 z -3 4 5 6

8 > -log{05-V)
Fig. 2
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A
NBQ
300+
250+
2001
150 -
a H 3¢ degre
a H 2% degre
o H 1° degre
100+
a C 3% degre
a C 2% degre
e C 1% degre
50 -
T T T T T = ) v'-’ 0‘5
10 0,49 0,499 04999 049993 0499599
0 2 3 4 5 6 > -log(05-V)
Fig. 3
TasLeau 111

Effort Ngy dans la cogue
Degré Elément v=0,49 v=0,499 v=0,4999 v =0,49999 v=0,499999 v = 0,5

™
. { H 231,6 275,1 280,5 281,1 281,1 -
e - C 167,1 70,90 9,885 1,029 0,103 3 -
- { H 236,5 279,6 . 284,8 285,4 285,4 -
| e c 231,2 250,6 195,5 77,81 11,26 -
o, { H 236,8 279,3 285,1 285,6 285,7 285,7
e (o 236,5 236,5 = 277,1° 262,3  ° 176,2 -

| .

! (*) H, formulation de Herrmann; C, cinématiquement admissible.
\

|
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On constate d’autre part que pour v = 0,49, les résultats sont firés
différents de ceux de la structure incompressible : ’effort circonférentiel
dans la coque vaut 236,8 hbar pour v = 0,49 et 285,7 hbar pour v = 0,5
(valeurs calculées par la formulation de Herrmann au troisiéme degré).

DEFORMEE EN L'ABSENCE DE
FIXATIONS LONGITUDINALES

(V:Q,S)

Fig. 4

Cette grande sensibilité 4 la valeur du coefficient de contraction latérale
provient de ce que le probléme posé est trés particulier. Etant donné les
fixations, seuls les déplacements radiaux - sont possibles; or la solution
générale de 1’équation de Navier est dans ce cas

u2=ocr+E, o, BeR.
¥

De ces deux termes, seul B/r ést incompressible. Donc, lorsqu’on passe
dev = 0,540,49, il apparait subitement une nouvelle forme de déplacements
possibles, & savoir, o *. On congoit aisément que le passage d’un mode
possible & deux modes possibles s’accompagne d’une importante modi-
fication de la solution.

Le probléme se pose tout différemment si 1’on considére que la méme
portion de structure libre peut se dilater axialement, c’est-a-dire sans.
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fixations verticales. Dans ce cas, le nombre de modes incompressibles est
plus élevé, puisqu’une dilatation longitudinale est possible. Dés lors, le
passage du cas incompressible au cas compressible devrait se faire d’une
maniére beaucoup plus progressive. C’est ce que confirme un essai numé-
rique : on obtient les résultats suivants :

TaBLEAU IV
v Noo Energie
0,49 94,47 5,966.10°
0,50 91,60 i 5,950.105

L’examen de la figure 4 permet par ailleurs de constater que la déformée
est beaucoup plus torturée dans ce dernier cas. Elle différe peu d’un cas
a 'autre. Ceci semble confirmer ’hypothése souvent admise (bien que,
nous venons de la voir, non toujours vérifiée) selon laquelle la solution
pour v = 0,49 est généralement proche de la solution incompressible.
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