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Résumé. Ce survol introductif est basé sur une mini-conférence réalisée à la Société
Royale des Sciences de Liège en avril 2004 et sur un exposé réalisé à l’IUFM de
Reims en juin 2003 (Integrating Technologies into Mathematics Education). Nous y
présentons divers systèmes de numération du point de vue de la théorie des langages
formels. On s’attache dès lors à mettre en lumière les liens éventuels entre proprié-
tés arithmétiques des nombres et propriétés syntaxiques de leurs représentations. La
première partie de ce texte introduit en particulier la notion d’automate et quelques
unes de ses applications.

1. Introduction

Depuis des siècles, l’homme a appris à compter et à manipuler les nombres (conten-
tons-nous ici des nombres entiers). En particulier, il s’est donné les moyens pour per-
mettre l’écriture de ces nombres. En effet, pouvoir représenter les nombres de manière
symbolique sur un papyrus ou sur une feuille de parchemin revêt un intérêt pratique
évident : comptage de bétail, recensement d’individus, payement de taxes, etc... (Ces
quelques lignes introductives sont loin de constituer un réel aperçu historique des sys-
tèmes de numération, le lecteur intéressé pourra consulter l’excellent ouvrage [18] ou
encore [29].)

De nos jours, les enfants apprennent à compter sur leurs dix doigts à l’école élé-
mentaire. Mais sans contestation possible, au regard du nombre d’opérations réalisées
quotidiennement, c’est le système binaire des ordinateurs qui est le plus utilisé pour
représenter les nombres (du moins, pour des raisons de configuration physique, la base
choisie de manière interne au sein de la machine est une puissance de deux). L’avène-
ment de l’informatique a élargi ou consolidé de nombreux domaines de recherche en
mathématique. Citons par exemple l’analyse numérique, la logique, l’algorithmique, la
théorie de la complexité et de la calculabilité ou encore l’étude des langages formels.
Les interactions entre mathématique et informatique sont nombreuses, le mathémati-
cien s’inspirant ou généralisant des problèmes d’origine informatique et l’informaticien
utilisant et adaptant grandement les méthodes développées par son collègue.

Dans cet exposé, nous nous intéresserons à la théorie des langages formels. De façon
rapide, on peut dire qu’on y définit de manière rigoureuse les notions de mot et de
langage pour pouvoir ensuite en étudier les propriétés. Ainsi du point de vue de cette
théorie, on s’attachera principalement aux propriétés syntaxiques de mots.

Mais revenons aux nombres entiers et à leur représentation. Le mathématicien qui
s’intéresse aux propriétés des entiers sera très certainement enclin à l’étude de l’arith-
métique ou de la théorie des nombres. Nous pouvons cependant faire le constat suivant.
Si on représente un nombre, par exemple dans le système décimal usuel, ce que l’on
obtient est une suite de chiffres qui n’est autre qu’un mot sur l’alphabet {0, 1, . . . , 9}.
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Ainsi, l’utilisation d’un système de numération permet de passer d’une représentation
symbolique : “l’entité nombre entier”, à une représentation concrète : un mot écrit sur
un alphabet de chiffres. Dès lors, on pourra s’intéresser non seulement aux propriétés
arithmétiques des nombres mais aussi aux propriétés syntaxiques de leurs représenta-
tions. La question fondamentale étant clairement de déterminer s’il existe un lien entre
ces deux types de propriétés. Par exemple, en base 10, le fait pour un entier n d’être
divisible par dix se visualise trivialement sur la représentation décimale de n. En effet,
il suffit de regarder si le dernier chiffre est ou non zéro. Dans cette situation, il y a donc
un lien fort entre une propriété arithmétique des nombres — être divisible par dix —
et une propriété syntaxique de leurs représentations — se terminer par zéro. Dans ce
survol généraliste, nous allons dans un premier temps préciser le type de lien recherché.

2. Un peu de théorie des langages formels

Commençons par quelques définitions élémentaires. Un alphabet est un ensemble fini.
Par exemple {a, b}, {0, 1, 2} ou {↑, ↓,→,←} sont des alphabets. Un mot sur l’alphabet
Σ est une suite finie et ordonnée d’éléments de Σ ; le mot vide (le seul mot de longueur
nulle) se notera ε. Si u = u1 · · ·uk et v = v1 · · · v` sont deux mots sur l’alphabet Σ
(les ui et vi étant des éléments de Σ), la concaténation des mots u et v est le mot
w = w1 · · ·wk+` où wi = ui pour i = 1, . . . , k et wk+i = vi pour i = 1, . . . , `. En
général, on notera simplement uv la concaténation des mots u et v. Enfin, on dénote
par |u|, la longueur du mot u. Par exemple, la concaténation de “bon” et “jour” est le
mot “bonjour” qui est de longueur 7.

Un langage est tout simplement un ensemble de mots. L’ensemble de tous les mots
sur Σ est noté Σ∗. Un langage est donc une partie de Σ∗. Par exemple, A = {ε, ↑, ↓, ↑↑
, ↓↓, . . .} est un langage sur l’alphabet {↑, ↓,→,←} formé exclusivement des suites de
symboles ↑ ou ↓. De façon formelle, Σ∗ est le monöıde libre généré par Σ pour l’opération
de concaténation des mots et ε en est le neutre. Un langage étant un ensemble, on peut
appliquer aux langages les opérations booléennes habituelles et ainsi définir l’union ou
l’intersection de deux langages (idem pour le complémentaire ou encore la différence
symétrique). On peut aussi définir la concaténation de deux langages L et M comme
étant le langage

LM = {uv | u ∈ L, v ∈M}.
En particulier, la concaténation de L avec lui-même sera noté L2 et on pourra dé-
finir pour tout n > 0, le langage Ln constitué des mots obtenus en concaténant n
mots de L. A titre indicatif, si L = {ab, b}, alors L2 = {abab, abb, bab, bb} et L3 =
{ababab, ababb, abbab, abbb, babab, babb, bbab, bbb}. En particulier, si on pose L0 = {ε},
alors on définit l’étoile de Kleene d’un langage L comme

L∗ =
⋃
i≥0

Li.

Ainsi, par définition, L∗ contient exactement les mots obtenus en concaténant un
nombre arbitraire de mots de L. Par exemple, si L est le langage fini {ab, ba}, alors L∗

contient une infinité d’éléments dont

ε, ab, ba, abab, abba, baab, baba, ababab, ababba, abbaab, . . .

et le langage A présenté plus haut n’est autre que {↑}∗ ∪ {↓}∗.
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2.1. La hiérarchie de Chomsky. 1 Sans entrer dans les détails, on peut imaginer
que certains ensembles de mots sont plus “simples” que d’autres. Ainsi le langage L1

sur {a, b} des mots comprenant un nombre pair de a est sans doute plus “simple” à
reconnâıtre que le langage L2 des mots comprenant deux fois plus de a que de b. Et que
dire du langage L4 des mots comprenant un nombre premier de a. On pourrait, un peu
à la manière de Kolmogorov [23], définir le terme “simple” en décrivant “l’algorithme
à mettre en oeuvre” pour reconnâıtre exactement les mots d’un langage donné. Ainsi,
pour tester si un mot appartient au langage L1 il suffit de disposer d’une mémoire bornée
à deux états (testant la parité du nombre de a dans le mot fourni à l’algorithme). Par
contre pour le langage L2, une mémoire non bornée est nécessaire (car les mots à tester
peuvent être arbitrairement longs et il faut donc pouvoir mémoriser le nombre de a
et de b rencontrés par exemple à l’aide d’une pile). Enfin, tester l’appartenance d’un
mot à L4 requiert clairement des calculs plus compliqués que dans les deux premiers
exemples (tests de primalité). C’est à partir de ces constatations que l’on peut définir
rigoureusement un classement des langages suivant leur complexité (i.e., suivant la
complexité de l’algorithme reconnaissant exactement les mots du langage) :

(1) Les langages réguliers.

(2) Les langages algébriques (ou hors-contexte).

(3) Les langages “context-sensitive”.

(4) Les langages décidés par machine de Turing.

Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement aux langages les plus simples, à savoir
les langages réguliers. (Le lecteur intéressé par les autres classes pourra par exemple
consulter [37] ou [5]. Noter à titre indicatif que le langage Li introduit précédemment
appartient à la classe (i), pour i = 1, 2, 4.)

2.2. Deux caractérisations des langages réguliers. Notre but est ici de définir
précisément la notion de langage régulier. (Pour plus de détails, voir par exemple [12,
37, 40].) Pour aller au plus rapide, nous donnons ci-dessous une caractérisation des
langages réguliers sur un alphabet Σ.

Proposition : L’ensemble des langages réguliers sur un alphabet Σ est la plus petite
famille de langages contenant ∅, {ε}, {σ} pour tout σ ∈ Σ et qui est stable pour l’union,
la concaténation et l’étoile de Kleene.

Cette proposition montre que les langages réguliers sont obtenus à partir des langages
finis en appliquant un nombre fini de fois les opérations d’union, de concaténation et
d’étoile de Kleene. Par exemple, le langage {ab, b}∗{b, baa} ∪ {aaa}∗ est régulier. Ce
langage contient les mots commençant par un nombre arbitraire de copies de ab et/ou
de b et se terminant par b ou baa ainsi que les mots ne comprenant que des a en nombre
multiple de 3.

Nous avons dit plus haut que l’algorithme à mettre en oeuvre pour reconnâıtre
exactement les mots d’un langage régulier donné était particulièrement simple. Cet
algorithme qui ne nécessite qu’une mémoire finie se visualise en termes d’automate
fini. Commençons par donner un exemple d’une telle machine à la figure 1.

Le rôle d’un automate est d’accepter ou non les mots qu’on lui fournit. Il lit les
lettres du mot donné en entrée, une par une, de gauche à droite et en commençant par

1Noam Chomsky, linguiste et politologue américain né en 1928 est le premier a avoir formalisé le
concept de grammaire permettant de générer des langages [9].
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0 1 2

b a a,b

a
b

Fig. 1. Un automate fini déterministe.

la lettre la plus à gauche. La lecture d’un mot démarre dans l’état initial de l’automate
marqué d’une flèche entrante sans label (ici l’état 0). Ensuite, on se déplace dans le
graphe en tenant compte, à chaque étape, de la lettre lue. Par exemple, le mot abba
fournit le chemin suivant dans l’automate :

0
a−→ 1

b−→ 0
b−→ 0

a−→ 1

et pour le mot baab :

0
b−→ 0

a−→ 1
a−→ 2

b−→ 2.

Dans l’automate représenté sur la figure 1, on note que les états 0 et 1 sont marqués d’un
double cercle. On dira que ces états sont finals. Un mot est accepté par un automate
si la lecture de ce mot fournit un chemin qui se termine dans un tel état. Ainsi, le
mot abba est accepté (la lecture se termine en 1) alors que baab ne l’est pas (la lecture
se termine en 2). On peut se convaincre assez facilement que cet automate accepte
exactement les mots sur l’alphabet {a, b} ne comprenant pas deux a consécutifs.

De manière formelle, un automate fini déterministe sur un alphabet Σ est la donnée
d’un quintuple (Q, q0, F, Σ, δ) où Q est un ensemble fini d’états, q0 ∈ Q est l’état
initial, F ⊆ Q est l’ensemble des états finals et δ : Q × Σ → Q est la fonction de
transition. La fonction δ s’étend de manière naturelle à Q × Σ∗ par δ(q, ε) = q et
δ(q, σw) = δ(δ(q, σ), w), σ ∈ Σ, w ∈ Σ∗. Si A = (Q, q0, F, Σ, δ) est un automate,
l’ensemble des mots acceptés par A est

L(A) = {w ∈ Σ∗ | δ(q0, w) ∈ F},
c’est-à-dire, l’ensemble des labels des chemins menant de l’état initial q0 à un état final
de A. Comme le stipule le résultat fondamental suivant, les automates finis détermi-
nistes sont exactement les accepteurs des langages réguliers.

Théorème (de Kleene) : Un langage est régulier si et seulement si il est accepté par
un automate fini déterministe.

2.3. Applications. Les automates finis et les langages réguliers trouvent de nom-
breuses applications en informatique. Pour rechercher efficacement un mot dans un
texte, votre traitement de textes favori recourt plus que certainement à la construc-
tion préalable d’un automate : un état final étant atteint lorsque le mot recherché a
été trouvé dans le texte. Par exemple, l’automate représenté à la figure 2 permet de
rechercher le mot “ananas” (pour simplifier le schéma, les arcs non représentés sur la
figure mènent naturellement à l’état initial).

De même, les outils tels que grep ou regex permettant de rechercher des fichiers
dont les noms ont une forme prescrite sont aussi basés sur les langages réguliers [14].
Par exemple, l’expression régulière “my*.JPG” désigne l’ensemble des noms de fichiers
commençant par “my” et se terminant par “.JPG”. Enfin, soulignons que lors de la phase
de compilation d’un programme informatique, les mots clés du langage de program-
mation et les identificateurs sont répérés par le compilateur au moyen d’automates [1].
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sanana

a
a

n

Fig. 2. Recherche d’un mot dans un texte.

Notons aussi que la popularité des automates est certainement dûe au fait que la classe
de problèmes dont ils relèvent est complétement algorithmisée. En résumé, on peut
dire que les automates fournissent un moyen commode de recherche des motifs simples
(mais pas nécessairement triviaux !) au sein de mots et de textes. Ils trouvent donc aussi
leur place en bioinformatique [11] dans l’analyse de séquences génétiques. Par exemple,
l’automate de la figure 3 recherche l’agencement “agata” (a,c,g,t pour respectivement
adénine, cytosine, guanine et thymine) dans une séquence donnée. Signalons qu’on

a

a

a

a

c

g

g

g,c,t

c,t

g,c,t

c,t

a

g
t a

g,c,t

agata

Fig. 3. Un automate détectant un agencement “agata”.

utilise aussi des automates en théorie des codes de longueur variable [3], en imagerie
(compression et reconnaissance d’images) [19, 20], en physique (pavages, quasicristaux)
[4], en logique [8, 38], en dynamique symbolique [26], en théorie des nombres [2], . . .

2.4. Un peu d’épistémologie de la théorie des automates. Le lecteur ayant à
présent un aperçu de la notion d’automate, nous voudrions brosser à grands traits les
étapes marquantes de la génèse et du développement de ces idées. Cette courte section
est inspirée de l’excellent travail [30] de Dominique Perrin.

On peut dire que les fondements de la théorie remontent à Kurt Gödel (1931) et
son théorème d’incomplétude de l’arithmétique [16] et à Alan Turing (1936) avec son
modèle mathématique précurseur de l’ordinateur moderne [39]. Ensuite, Warren Mc-
Culloch et Walter Pitts (1943) publient un article sur les réseaux de neurones qui, de
par son formalisme, sera à l’origine des résultats de Kleene [28]. Notons qu’on retrouve
déjà chez Claude Shannon (1948) une notion d’automate lui permettant de modéli-
ser des canaux de communication [36]. John von Neumann (1948) sera le premier a
véritablement consacrer, lors d’une conférence à Pasadena, la terminologie “théorie
des automates”. Enfin, il faudra attendre 1951 pour que Stephen Kleene obtienne la
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caractérisation des langages réguliers en termes d’automates [21]. A partir de là, les
recherches dans le domaine n’ont cessé de se multiplier. On ne pourra pas passer sous
silence l’émergence au milieu des années 50 de deux grandes écoles, l’une française aux
connotations algébriques, initiée par Marcel-Paul Schützenberger, l’autre russe, initiée
par Yuri Medvedev.

3. Bases entières, critères de divisibilité

Introduisons à présent la notion de système de numération. Soit k ≥ 2. Pour repré-
senter les nombres entiers en base k, on utilise l’algorithme d’Euclide ou algorithme
glouton [13]. Cette manière de procéder fournit pour tout entier n, un mot unique ρk(n)
sur l’alphabet Σk = {0, . . . , k − 1} qui est la représentation de n en base k. On peut
donc dire qu’un système de numération définit une bijection entre N et les mots d’un
certain langage (ici les mots sur Σ∗

k \ {0}Σ∗
k). Ainsi, si n ∈ N \ {0}, alors il existe ` ≥ 0,

α0, . . . , α` ∈ Σk, α` > 0 tels que

n =
∑̀
i=0

αik
i et ρk : n 7→ α` · · ·α0.

Par exemple,
11 = 1.23 + 0.22 + 1.2 + 1.20, ρ2(11) = 1011

et
127 = 1.34 + 1.33 + 2.32 + 0.31 + 1.30, ρ3(127) = 11201.

Si X ⊂ N est un ensemble d’entiers, du point de vue de la théorie des langages
formels, il est naturel de s’intéresser au langage ρk(X) formé des représentations des
éléments de X. En particulier, on désire étudier les propriétés syntaxiques des mots
constituant le langage ρk(X). Nous espérons que la section précédente a convaincu le
lecteur que les langages les plus simples syntaxiquement sont les langages réguliers. Il
parâıt donc raisonnable de déterminer sous quelles conditions ρk(X) est un langage
régulier. Dans l’affirmative, on dira que X est k-reconnaissable ou reconnaissable en
base k. La motivation principale pour l’étude de ces ensembles reconnaissables étant
que les tests à mettre en oeuvre pour vérifier si un mot représente ou non un élément
de X sont particulièrement simples puisqu’ils pourront être réalisés par un automate
fini (c’est-à dire par un algorithme ne nécessitant qu’une mémoire finie et dont la com-
plexité est proportionnelle à la longueur du mot fourni en entrée, i.e., proportionnelle
au logarithme de l’entier représenté). Considérons quelques exemples.

(a) Les nombres pairs sont 2-reconnaissables. En effet, si un entier n peut s’ecrire sous

la forme
∑`

i=0 αi 2
i avec αi ∈ {0, 1} alors, puisque toutes les puissances de 2 sont

paires à l’exception de 20, il est clair qu’un nombre est pair si et seulement si α0 = 0.
En d’autres termes, on vérifie la parité d’un nombre écrit en base deux, en regardant
uniquement son dernier chiffre. L’automate donné en Figure 4 reconnâıt exactement
les représentations binaires des nombres pairs.

(b) Au vu de ce premier exemple, on peut se dire que les multiples de deux conviennent
particulièrement bien à la base deux. Comme nous allons le montrer, les nombres pairs
sont aussi 3-reconnaissables. En effet, si n est décomposé sous la forme

∑`
i=0 αi 3

i

avec des coefficients αi ∈ {0, 1, 2}, alors chaque apparition d’un coefficient égal à 0
ou 2 ne change pas la parité de n. Le facteur déterminant est en fait le nombre de
coefficients αi égaux à 1 apparaissant dans la décomposition. En effet, toute puissance
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1

0 01

Fig. 4. Automate acceptant le langage ρ2(2N).

de trois est toujours impaire. Donc n est pair si et seulement si sa représentation
ternaire ρ3(n) contient un nombre pair de 1. Un automate reconnaissant exactement les
représentations ternaires2 des nombres pairs est donné en Figure 5. Ainsi, les premiers
nombres pairs écrits en base trois sont

2, 11, 20, 22, 101, 110, 112, 121, 200, 202, 211, 220, 222, 1001, . . .

1

10,2 0,2

Fig. 5. Automate acceptant le langage ρ3(2N).

(c) Comme nous allons le voir (a) et (b) ne sont que des cas particuliers d’un résultat
général. Tout critère de divisibilité peut se traduire en termes de propriétés syntaxiques
simples (régularité) des représentations et ce, qu’elle que soit la base choisie. A titre
indicatif, nous allons présenter le critère de divisibilité par 3 pour le système décimal
usuel. L’obtention d’un automate associé à un critère de divisibilité suit toujours un
même schéma que nous décrivons ici sommairement.

Il est clair qu’il suffit de s’intéresser uniquement aux restes de la division par 3.
Nous construisons dès lors un automate possédant 3 états correspondant aux restes
possibles 0, 1, 2 de la division par 3. Observons qu’ajouter un chiffre d à la droite d’une
représentation décimale revient à multiplier l’entier représenté par la base, ici 10, et à
lui ajouter d. Par exemple, pour passer de “123” à “1234”, on effectue les opérations
123×10+4. Cette constation élémentaire permet de définir les transitions de l’automate.
Se trouvant dans un état a ∈ {0, 1, 2} et lisant un caractère b ∈ {0, . . . , 9}, l’automate
bascule dans l’état 10× a + b mod 3 (où, rappelons que x mod 3 signifie “reste de la
division de x par 3”). L’automate que nous venons de décrire est représenté à la figure
6, l’état initial correspondant au reste nul. A titre d’exemple, vérifions que 132 est bien
divisible par 3. Le premier chiffre lu est 1. Après multiplication par 10 et ajout de 3,
on obtient 13 dont le reste de la division par 3 est 1 (noter qu’après la lecture des deux

premiers chiffres, l’automate se trouve dans l’état 1 : 0
1−→ 1

3−→ 1). Ce dernier nombre
est multiplié par 10, puis on ajoute 2 pour obtenir 12 et le reste de la division par 3

est 0 (de l’état 1, lisant le dernier chiffre, l’automate bascule dans l’état 0 : 1
2−→ 0).

Ceci signifie que le nombre est bien divisible par 3.

2Le lecteur attentif remarquera que cet automate accepte également les représentations débutant
par un nombre arbitraire de 0. Autoriser des zéros de tête ne modifie pas la régularité des ensembles
de représentations. Par commodité, on autorise parfois de telles représentations.
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1,4,7
2,5,8

2,5,8

2,5,8

1,4,7

1,4,7

0,3,6,9

0,3,6,9

0,3,6,90 1

2

Fig. 6. Reconnâıtre les multiples de 3, ρ10(3N).

Les constructions décrites sont générales et reposent sur la notion même de système
de numération de position. Elles sont donc transposables à n’importe quelle base en-
tière. En particulier, on remarque que l’automate de la figure 6 permet non seulement
de déterminer si un nombre est ou non divisible par 3 mais plus précisément d’en
déterminer le reste après division par 3.

Pour aller plus loin, il serait tentant de croire que toute propriété arithmétique peut
se traduire par une propriété simple des représentations. Par exemple, pourrait-on dis-
tinguer si un nombre est ou non un carré parfait par simple lecture de sa représentation
en base 2 ? Si on observe les représentations des premiers carrés parfaits,

1, 100, 1001, 10000, 11001, 100100, 110001, 1000000, 1010001, . . .

il n’est pas clair d’y voir apparâıtre un motif. De même, existerait-il une base “mira-
culeuse” pour la cryptographie dans laquelle tester si un nombre est premier se ferait
simplement par un automate fini ? Dans les deux cas, la réponse est non. Les carrés
parfaits et les nombres premiers ne sont jamais reconnaissables et ce qu’elle que soit la
base choisie pour les représenter [12].

On a montré dans les exemples (a) et (b) que les nombres pairs sont 2-reconnaissables
et aussi 3-reconnaissables. Les puissances de 2 sont 2-reconnaissables (un mot sur l’al-
phabet {0, 1} représente une puissance de deux s’il est de la forme 10 · · · 0) ; par contre,
on peut montrer qu’elles ne sont pas 3-reconnaissables (mais pour cela, il faudrait étu-
dier d’un peu plus près les propriétés des langages réguliers [32]). Ce dernier exemple
est intriguant et semble donc montrer que la propriété d’être reconnaissable dépend de
la base choisie. On a en fait le résultat fondamental suivant qui explique complètement
que les critères de divisibilité, et eux seuls, ne dépendent pas de la base choisie.

3.1. Théorème de Cobham [10]. Deux entiers k et ` sont multiplicativement indé-
pendants si la seule solution entière de km = `n est m = n = 0. Si k et ` sont multi-
plicativement indépendants, les seuls ensembles simultanément k- et `-reconnaissables
sont exactement les unions finies de progressions arithmétiques.

Pour être complet, notons que si k et ` sont multiplicativement dépendants, alors
X ⊂ N est k-reconnaissable si et seulement si il est `-reconnaissable.

En particulier, nous avons déjà remarqué que tout caractère de divisibilité se traduit,
quelle que soit la base choisie, par une propriété syntaxique des représentations. Pour
tous p, q ∈ N, ρk(pN+ q) est k-reconnaissable.



AUTOMATES ET SYSTÈMES DE NUMÉRATION 9

Il est facile de vérifier que la dépendance multiplicative est une relation d’équivalence.
Le plus petit élément d’une classe d’équivalence est dit simple. Au vu de ce qui précède,
on peut donc dire qu’il existe trois types d’ensembles d’entiers :

– Les unions finies de progressions arithmétiques sont k-reconnaissables pour toute
base k.

– Il existe des ensembles qui sont uniquement km-reconnaissables, pour k entier
simple fixé, m ≥ 1. (Par exemple, l’ensemble des puissances de k.)

– Il existe des ensembles qui ne sont reconnaissables dans aucune base entière. (Par
exemple, l’ensemble des carrés parfaits [12].)

Dans la littérature, on trouve de nombreuses caractérisations des ensembles k-recon-
naissables. L’une d’elles concerne la logique du premier ordre. Si n > 0, Vk(n) désigne
la plus grande puissance de k qui divise n. On pose Vk(0) = 1.

Proposition [6] : Un ensemble X ⊂ N est k-reconnaissable si et seulement si il existe
une formule ϕ(n) de la logique du premier ordre 〈N, +, Vk〉 telle que

X = {n ∈ N | 〈N, +, Vk〉 |= ϕ(n)}.

4. Comment généraliser la base entière

On pourrait estimer que le théorème de Cobham clôt le débat sur les ensembles
reconnaissables. Bien au contraire, tout d’abord la question du caractère reconnaissable
peut être trâıtée dans une plus grande généralité en considérant d’autres méthodes
de représentation. Par exemple, on peut se demander s’il n’existerait pas un système
de numération suffisamment simple (mais différent des bases entières) dans lequel les
carrés parfaits seraient reconnaissables. Le problème de départ, d’origine purement
algorithmique, se généralisant dès lors à des situations mathématiques plus abstraites.
Cette généralisation permet d’une part de faire apparâıtre de nouveaux phénomènes
revêtant leur intérêt propre. D’autre part, elle peut entrâıner une meilleure compré-
hension des cas classiques a priori plus simples.

De plus, le praticien a lui aussi tout intérêt à étudier la façon dont les nombres
sont représentés. En effet, le coût des algorithmes dépend souvent de la manière dont
sont représentés les nombres. A titre d’exemple, l’addition de deux entiers en base 2
écrits sur l’alphabet {0, 1} requiert un temps proportionnel à la taille des données [22,
Chap. I]. Par contre, si on utilise une représentation au moyen des chiffres {−1, 0, 1}
alors l’addition peut être réalisée en parallèle en un temps indépendant de la taille des
données. Des tels exemples se rencontrent aussi en cryptographie ou l’emploi d’autres
représentations permet parfois d’obtenir des algorithmes plus efficaces. Ainsi, des re-
présentations non standards peuvent éviter ou minimiser les opérations coûteuses en
temps machine comme par exemple l’addition pour un cryptosystème basé sur une
courbe elliptique.

Dans cette section, on étudie le caractère reconnaissable des parties de N pour des
systèmes de numération généralisés. La généralisation envisagée consiste à ne plus uti-
liser les puissances d’un entier k donné pour décomposer tout nombre entier mais à
utiliser les termes d’une suite linéaire récurrente strictement croissante. Commençons
par un exemple introductif. La suite de Fibonacci est donnée par

{
U0 = 1, U1 = 2,
Un+2 = Un+1 + Un, n ≥ 0.
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Les premiers termes de cette suite sont 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . .. On peut aussi,
tout comme pour la base k, utiliser l’algorithme glouton pour représenter de manière
unique les entiers :

13 8 5 3 2 1
4 1 0 1
10 1 0 0 1 0
19 1 0 1 0 0 1
20 1 0 1 0 1 0

Ainsi, la représentation de 19 est le mot 101001 et on a donc toujours cette correspon-
dance entre entier et mot sur un alphabet fini. L’algorithme glouton stipule qu’il faut
à chaque étape considérer le plus grand terme possible de la suite (Un)n∈N. C’est pour
cette raison que “dix” se représente par “10010” et non pas “1110”. En d’autres termes,
c` · · · c0 est une représentation valide si et seulement si

j∑
i=0

ciUi < Uj+1, ∀j = 0, . . . , `

Ainsi, les représentations obtenues ne contiendront jamais deux “1” consécutifs puisque
par définition de la suite de Fibonacci, deux “1” consécutifs correspondant aux termes
Ui+1 et Ui (nous sommes en présence d’un système de position) peuvent être remplacés
par un seul “1” correspondant au terme Ui+2. On peut vérifier que l’ensemble des
représentations de tous les entiers dans le système de Fibonacci est exactement formé
des mots sur l’alphabet {0, 1} ne contenant pas deux “1” consécutifs. Nous pouvons
formaliser quelque peu cet exemple.

Définition : Un système de numération linéaire est la donnée d’une suite (Un)n∈N
strictement croissante d’entiers telle que

(1) U0 = 1,

(2) le rapport Un+1

Un
est borné,

(3) la suite (Un)n∈N satisfait une relation de récurrence linéaire à coefficients cons-
tants et entiers.

La condition (1) assure que tout entier possède au moins une représentation. La condi-
tion (2) conduit à un alphabet fini de “chiffres” pour les représentations calculées par
l’algorithme glouton. Pour employer une notation semblable au cas de la base entière,
on notera encore ρU(n) la représentation de n obtenue par l’algorithme glouton. La
numération en base k est en fait un système de numération linéaire donné par la suite
(Un)n∈N = (kn)n∈N.

Il y a une dizaine d’années, les chercheurs ont mis en évidence des systèmes de
numération linéaires jouissant de propriétés remarquables vis-à-vis du caractère recon-
naissable. Un nombre de Pisot est un entier algébrique θ > 1 tel que les autres racines
de son polynôme minimum ont toutes un module strictement inférieur à 1.

Les systèmes de numération linéaires tels que le polynôme caractéristique de la suite
Un soit le polynôme minimum d’un nombre de Pisot θ ont été largement étudiés. Une
propriété fondamentale de ces systèmes est que Un ∼ θn. Par exemple, les systèmes
à base entière sont de ce type (en effet, tout entier k > 1 est un nombre de Pisot
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ayant comme polynôme minimum X − k), le système de Fibonacci aussi. En effet, le
polynôme caractéristique de cette suite est X2 −X − 1 et ses racines sont

θ =
1 +
√

5

2
et θ′ =

1−√5

2

où θ > 1 et |θ′| < 1. En particulier, il existe des constantes A et B entièrement
déterminées par les conditions initiales telles que

Un = Aθn + B θ′n.

Dès lors, limn→∞ Un+1/Un = θ.
Pour de tels systèmes construits sur un nombre de Pisot, on dispose des propriétés

suivantes [7] :

(i) N est U -reconnaissable, i.e., ρU(N) est régulier.

(ii) L’addition préserve le caractère reconnaissable, i.e., si X et Y sont U -reconnais-
sables, alors X+Y l’est aussi. En particulier, la multiplication par une constante
préserve aussi ce caractère. Si X est U -reconnaissable, alors pour tout λ ∈ N,
λX est encore U -reconnaissable.

(iii) On dispose de plusieurs caractérisations des parties U -reconnaissables, en parti-
culier, on dispose toujours d’une caractérisation en termes de logique du premier
ordre (semblable à 〈N, +, Vk〉 pour la base entière k).

La propriété (i) est fort intéressante car elle signifie qu’on peut tester aisément (c’est-
à-dire par automate fini) si un mot écrit sur l’alphabet des chiffres est ou non une
représentation valide obtenue par algorithme glouton. Cette propriété est d’autant plus
remarquable, qu’en général, pour une suite arbitraire (Un)n∈N, le langage ρU(N) n’est
pas régulier [35, 17].

Pour terminer cette section, citons une conséquence immédiate de l’algorithme glou-
ton, pour tous x, y ∈ N,

(1) x < y ⇔ ρU(x) ≺ ρU(y)

où ≺ est l’ordre généalogique (parfois appelé ordre militaire) et est défini comme suit :
si u et v sont deux mots sur l’alphabet totalement ordonné (Σ, <), alors u ≺ v si
|u| < |v| ou si les deux mots sont de même longueur et il existe σ, τ ∈ Σ, u′, v′, x ∈ Σ∗

tels que u = xσu′, v = xτv′ et σ < τ . Autrement dit, les mots sont ordonnés par
longueur croissante et, pour des mots de même longueur, l’ordre généalogique cöıncide
avec l’ordre usuel du dictionnaire.

5. Généraliser encore plus

Au vu de la section précédente, on peut faire le constat suivant. Il est souhaitable
(pour faciliter d’éventuels tests) que, pour un système de numération donné, l’ensemble
des représentations de tous les entiers soit un langage régulier. De plus, il parâıt clair
d’imposer une condition analogue à (1). Partant de là, on définit assez naturellement
un système de numération abstrait par un triplet S = (L, Σ, <) où L est un langage
régulier infini sur un alphabet totalement ordonné (Σ, <). Enumérer les mots de L
par ordre généalogique croissant fournit une bijection croissante ρS entre N et L. On
note πS, l’application réciproque, qui à un mot de L associe sa position (comptée à
partir de 0). On dit que ρS(n) est la représentation de l’entier n et que πS(w) est la
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valeur numérique de w ∈ L. Ces systèmes ont été introduits récemment dans [25] et
généralisent notamment les systèmes construits sur un nombre de Pisot.

Comme exemple, prenons S = (a∗b∗, {a, b}, a < b). On considère donc les mots
commençant par un nombre arbitraire de a suivi par un nombre arbitraire de b. Par
ordre généalogique, les premiers mots du langage sont

ε, a, b, aa, ab, bb, aaa, aab, abb, bbb, . . .

Ainsi, dans ce système, ρS(3) = aa, ρS(7) = aab et πS(bbb) = 9. Par rapport aux
systèmes construits sur une suite d’entiers, on remarquera qu’ici les lettres n’ont plus
réellement de poids. On ne dispose plus d’un système de position. La valeur d’un mot
est uniquement déterminée par la position de ce mot dans le langage ordonné. En
particulier, pour la numération construite sur a∗b∗, on voit facilement que

πS(apbq) =
1

2
(p + q)(p + q + 1) + q.

Dans la suite de ce papier, nous n’allons qu’effleurer quelques propriétés de ces
systèmes généralisés. (Les preuves et d’autres résultats se trouvent notamment dans
[25, 33].)

5.1. Une formule de comptage. Notre but est de montrer comment on peut déter-
miner la position d’un mot (donc sa valeur) à partir d’un automate fini déterministe.
Soit S = (L, Σ, <) un système abstrait et A = (Q, q0, F, Σ, δ) un automate fini déter-
ministe tel que L(A) = L. Pour tout q ∈ Q, on définit le langage régulier Lq des mots
acceptés dans A depuis l’état q,

Lq = {w ∈ Σ∗ | δ(q, w) ∈ F}.
Pour chaque q, on peut donc définir un système de numération Sq = (Lq, Σ, <). Si Lq

est fini, alors le domaine de définition de ρSq est réduit à {0, . . . , #Lq − 1}. Pour plus
de facilité, on notera ρq et πq les fonctions relatives à Sq.

Notons encore uq(n) (resp. vq(n)) le nombre de mots de longueur n (resp. au plus
n) acceptés depuis q, i.e.,

uq(n) = Lq ∩ Σn, vq(n) = Lq ∩ Σ≤n.

On a le résultat suivant.

Proposition : Si σw appartient à Lq, σ ∈ Σ, w ∈ Σ∗ alors

πq(σw) = πδ(q,σ)(w) + vq(|w|)− vδ(q,σ)(|w| − 1) +
∑

σ′<σ

uδ(q,σ′)(|w|)

5.2. Reconnâıtre les polynômes. Il faut rappeler que dans une base entière, l’en-
semble des carrés parfaits n’est jamais reconnaissable [12]. Disposant de systèmes géné-
ralisés, nous pouvons à présent espérer reconnâıtre un plus grand nombre d’ensembles
d’entiers. Il est assez facile de trouver un langage régulier“reconnaissant” les carrés par-
faits : S = (a∗b∗ ∪ a∗c∗, {a, b, c}, a < b < c) convient. En effet, énumérons les premiers
mots du langage,

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .
ε a b c aa ab ac bb cc aaa aab . . .

On remarque que k2 est représenté par ak, k ≥ 0. On peut expliquer ce résultat en
observant que le langage a∗b∗∪a∗c∗ contient exactement (n+1)2−n2 mots de longueur n.
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Dans [34], on montre comment, étant donné un polynôme P ∈ Q[x] tel que P (N) ⊂ N,
on peut construire un langage régulier L reconnaissant P (N).

6. Quelques références

La bibliographie donnée plus bas est bien loin d’être exhaustive. Le lecteur intéressé
par les systèmes de numération de position pourra consulter le chapitre 7 de [27].
Un survol détaillé des parties reconnaissables pour les systèmes de numération en base
entière se trouve dans l’excellent [6] (en particulier, on y donne une preuve du théorème
de Cobham étendu aux parties de Nm). Concernant les systèmes construits sur un
nombre de Pisot, on pourra consulter [7] mais aussi [15]. Pour une mise en valeur des
applications de la théorie des automates, on pourra voir [31]. Pour d’autres mises en
perspective de la théorie des automates, on pourra consulter [5, 31, 24].
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[16] K. Gödel, Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und verwandte Systeme
I, Monatshefte für Mathematik und Physik 38 (1931), 173–198.

[17] M. Hollander, Greedy numeration systems and regularity, Theory Comput. Syst. 31 (1998), 111-
133.

[18] G. Ifrah , Histoire universelle des chiffres, “L’intelligence des hommes racontée par les nombres
et le calcul”, Robert Laffont, collection Bouquins, (1994).
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