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Ou télécharger les mises & jours de ce document ? (documents
disponibles sur E-campus, +notes de cours a la Centrale 5€)

Ou? Quand?
Le cours est organisé le mardi, de 10h30 & 12h30 (2eme quadri)
Visioconférence sur LifeSize pendant les 4 premiéres semaines

Me contacter ?
Bureau : B52/3, +1/422

Téléphone : 04/366.29.30
Mail : v.denoel@ulg.ac.be

Objectifs du cours et plan pédagogique ? Examen ?
http://progcours.ulg.ac.be/cocoon/cours/MATHO488-1.html
Cours 10h+20h, valorisation 2 ECTS

Evaluation sur base d’un rapport de projet de groupe

Support additionnel — Podcast des cours de janvier et février 2021.


mailto:v.denoel@ulg.ac.be
http://progcours.ulg.ac.be/cocoon/cours/MATH0488-1.html
https://www.youtube.com/watch?v=I1dKxlaTmBY&list=PLzKeRR-k4BMs_1XyFoZBd80NSQeRT2vER
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Pourquoi un cours de stats/probas/processus ?
1. Bachelier :

> Calcul des probabilités : bases logiques et mathématiques du
raisonnement en présence d’incertitudes

> Statistique : méthodes pour tirer des conclusions fiables a partir
de données d’observation

> Processus aléatoires : modélisation opérationnelle des
phénomenes spatio-temporels
2. Master : applications dans les différentes disciplines

[P. Sacré , Eléments du Calcul des Probabilités ]

Objet du cours :

Vous préparer a 'utilisation des concepts stochastiques en Master
— volonté de rendre les choses simples, appliquées, illustrées

— “savoir-faire” plutot que “savoir”



4' g CoURS THEORIQUE & PROJET

2022

V. Denoél

4/137

Cours théorique :

> limiter les démonstrations et développements mathématiques
> privilégier l'illustration et la mise en application dans Matlab
pour mieux vous préparer a un travail en autonomie

Projet :

> énoncé balisé avec un objectif a atteindre

> les étudiants choisissent le mode de travail pour y arriver

> évaluation basée sur les connaissances acquises et compétences
développées

> choix parmi 3 projets proposés (présentation des projets le
mardi 22/02/22)

Pré-requis :
MATHO0062-1 : Eléments du Calcul des Probabilités
MATHO0487-1 : Eléments de Statistiques
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STAT-PROBA-PRSTOC : OBJECTIFS

Objets de la mathématique déterministe :
e variables discrétes : chiffres (0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9),
résultats non-numéraux (a., b., c., d., ... pile/face)

e variables continues : nombres réels, nombres complexes

. 2 1
e matrices : A= { 1 0]

e fonctions : f (x) = sin(x), f (x,y) = x*> + y?

... et on réalise des opérations sur ces objets

Exemples :
Scalaires Fonctions Matrices
r=1 11 3 -1
=1 =
y =2 s A { 1 0 }
Tty =" f(x)? A-A=?
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Peut-on considérer que toutes les grandeurs (variables, matrices,
fonctions) rencontrées en pratique soient déterministes?
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Peut-on considérer que toutes les grandeurs (variables, matrices,
fonctions) rencontrées en pratique soient déterministes?

NON, LA VIE EST NON DETERMINISTE

Ex : addition de deux mesures de longueur prises avec une vieille latte
Ex : somme de deux variables aléatoires :  X=norm(0,1);
Y=norm(0,1); X+Y =7

NB : le cas déterministe est un cas particulier d'une variable aléatoire ... a
variance nulle
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Théorie des probabilités (nombres)
/ Scalaires — variable aléatoire

® un nombre entre 1 et 6
® la température a Liege le ler novembre de chaque année

Théorie des processus aléatoires (fonctions)
Fonctions — Fonction aléatoire, processus aléatoire, champ
aléatoire spatial, processus spatio-temporel

® le profil d’une vague en un instant donné (snapshot)

® J’accélération du sol pendant un tremblement de terre

® la concentration d’un polluant dans le sol

le cours de I'indice Down Jones

I’état d’un stock de pieces détachées
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Quantifier Modéliser Quantifier
unedonnée > unprobleme > un résultat
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Introduction

Caractérisation

R Quantifier Modéliser Quantifier
e une donnée un probleme un résultat
Statistiques
[m] [ = =
9/137
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Introduction

Caractérisation
T Quantifier Modeéliser Quantifier
- une donnée un probléme un résultat
Statistiques Probabilités
[m] =P = =
10/137
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Quantifier
un résultat

Quantifier Modéliser

> Unprobleme >

une donnée

Statistiques Probabilités

Dans une approche non déterministe :

> variables aléatoires : probabilités, statistiques
> fonctions aléatoires : (processus aléatoires)

> matrices aléatoires

Objectif du cours : fonctions aléatoires, séquences aléatoires

> définition, caractérisation
> opérations (4 - * /), mais surtout opérateurs différentiels

11/137
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On chauffe un barreau de longueur ¢, conductivité thermique A(W/mK), chaleur
spécifique ¢ (W/m®), masse volumique p (kg/m®) & une extrémité a 1’aide d’une
flamme. Le probléme est modélisé par la loi de Fourier, avec comme condition

limite une température imposée, égale a la température de la flamme.

A—=— =pc— sur (z,t) € [0; €] x [0, 0]

Condition initiale

T (x,0) =Ty (x)

Conditions limites

T (f, t) =1y (t)
9:T(0,t) = Qo (1)

Quid si Ty (t) est une fonction aléatoire ?



4' g ORGANISATION Du COURS

2022

V. Denoél

13/137

Table des matieres :

Introduction générale, chaines de Markov (2h) : variable &
processus aléatoire // opérations de base sur les variables, extension
intuitive aux processus aléatoires // exemples de processus aléatoires //
représentation duale de variables/processus aléatoires // chaines de
Markov, probléeme de 'ivrogne, marche aléatoire

Chaines de Markov (2h) : matrice de transition, distribution
initiale, récurrence et transience, réductibilité et périodicité, invariance
(stationnarité)

Description des processus (2h) : densité de probabilité de rang
1, de rang 2, autocorrélation, fonction moments, notion de stationnarité,
ergodicité, densité spectrale de puissance, processus de Markov

Description des processus au second ordre (2h) : moments
spectraux, opérations sur les processus stochastiques (4, -, intégration,
dérivation, solution d’'une ODE). Lien avec la théorie des systémes
Simulation de réalisations de processus : filtrage d’un bruit

blanc en bande limitée et décomposition fréquentielle - Relations
statistiques et probabilités
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08/02/2022 1 Intro générale, chaines de Markov

V. Denotl 15/02/2022 2 chaines de Markov
22/02/2022 3 processus stationnaire au second ordre
01/03/2022 — Mardi Gras
08/03/2022 4 systémes LTI & processus aléatoires
15/03/2022 5 Projet, séance 1
22/03/2022 6 Projet, séance 2
29/03/2022 7 Projet, séance 3
05/04/2022 8 Congé de printemps (Paques - rattrapage du mardi gras
12/04/2022 Congé de printemps (Paques)
19/04/2022 9 Projet, séance 5 (récupération du mardi gras) - non supervisé

26/04/2022 10 Projet, séance 6
03/05/2022 1

Projet, séance 7
10/05/2022 12 Projet, séance 8, Remise des rapports a 22:00
17/05/2022 13 (consultation de copie, sur RDV)

NB: étudiants travaillent seuls pendant la séance 4 (spring break)

Choix des projets pour le 2/03/2022
Remise des projets le 10 mai 2022 avant 22h00.
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Cours théorique : 202 (B7b, Galerie des Arts)

Projets, au batiment B6d Chimie Travaux Pratiques (A annoncer
apres le 03/03, composition des groupes)

(i) V. Denoél : 77

(ii) P. Geurts : 77

(iii) M. Arnst : 77

15/137
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V. Denogl Introduction

Introduction
Caractérisation
Opérations

Génération
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Introduction

PARTIE I : INTRODUCTION

ACQUIS D’APPRENTISSAGE :

® voir un processus aléatoire (une séquence aléatoire) comme un extension de
variables aléatoires conjointes

® faire la distinction entre statistiques et probabilités

® admettre ’équivalence des deux représentations d’un processus aléatoire

17/137
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Introduction
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Représentation d’une variable aléatoire

P

Fonction de probabilité

Fonction de répartition

1

«10° Densité de probabilité

0
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enos Variable discrete

Introduction

fonction de probabilité fonction de répartition

px(x;) = prob(X = x;) Fx(x) = p(X < x)

Z PX(Xi ) =1
Variable continue

densité de probabilité fonction de répartition

px(x) = % Fx(x) = p(X < x)

+o00o
/ px(x)dx =1

19/137
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Introduction

< Dans un lancer de dé, que est la
; probabilité d’obtenir un “6” ?
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u APPROCHES PROBABILISTE & STATISTIQUE

Introduction

Dans un lancer de dé, que est la
probabilité d’obtenir un “6” ?

How did

19
o they know !?
o€

o

Statistiques
.Vs.
Probabilités

21/137
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. APPROCHES PROBABILISTE & STATISTIQUE

2022 Approche Probabiliste (facile : 1/6)
V. Denoel Approche Statistique (Monte Carlo, par simulation)
simuler les résultats de ’expérience : 1, 2, 5,4, 3,6, 1, 2, 3,6, 5,4, 3, 2, 4,...
Introduction (& répéter un grand nombre de fois), puis ... faire des statistiques

> facile & mettre en oeuvre
> demande plus de temps et de capacités de calcul

> besoin de répéter les simulations un “grand” nombre de fois (en fonction de

ce que ’on observe*)

Probabilité d'obtenir &

S
0 200 400 GO0 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Nombre de lancés de dé

L’approche probabiliste est généralement plus efficace, mais ce
n’est pas toujours possible...

* ¢.g. imaginez de déterminer, par simulation, la probabilité de gagner au Lotto.

22/137
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zZ = X +Y Z= X1+ Xo + X3

e o @@ e

px (Ti)A pz(zi)
1/6
/8
1/36
1/216
123456 1234567890112 123456789101112131415161718 2
1
X Z =X +1 Z=1/X
pX(CC) A pZ(Z)A ;DZ(Z)A
1 1
1/2
0 1 ;:r 0 1 Z;Z 0 1 ;Z

[heureusement qu’il y a une approche statistique ? ? ?]

23/137



4. P REPRESENTATION D’UNE VARIABLE
ALEATOIRE

2022
Ajustement d’une loi

V. Denoél /—\

Introduction Représentation statistique u;{epresentatlon probabiliste

0.3

-0.0808,  -0.2913, 0.8616, 0.9470, 0.1365,

-0.1502, 0.7754, 2.2712, 0.0830, 0.4614, S0 02

-0.9314, -0.0613, 0.1232, 0.1924, 0.0679,

0.4258,  -1.0290, 0.1000,  -0.5919, 1.2051,

0.6757,  -0.7125, 0.0339,  -1.9477, -1.6986, 01

-1.6997,  -0.8314, 1.8033,  -0.4867, ...
0

Simulation de réalisations

e un ensemble infini de réalisations (approche statistique) ou

e une densité de probabilité (approche probabiliste).

Ces deux représentations sont équivalentes - modele fréquentiste des
probabilités

24/137
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V. Denoél Une variable aléatoire continue

Introduction

px (x) dx = prob (x < X < x + dx)
La fonction px contient trop d’information (7)

® ajuster une distribution théorique a quelques parametres : Gauss,
lognormale, uniforme, beta, Gumbel, Rayleigh, Frechet ...

e utiliser quelques moments statistiques

25/137
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Moments (bruts), raw moments

Introduction

+o0
e = / xKpx (x) dx

— o0

1 : moyenne; po : carré moyen

Moments centrés, centered moments

+o00

myg = / (x — p1)" px (x) dx

—o0

my =0; my = o? : variance = carré de 1'écart-type

26/137
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V. Denoél Pxy(X.y) R

Introduction
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——

pxy (x,y) dxdy =prob(x < X <x+dx et y<Y <y-+dy)
La densité de probabilité conjointe pxy (x,y) contient trop
d’information (?)
e ajuster une distribution théorique a quelques parametres : Gauss
2-D, autres?
e utiliser les quelques premiers moments statistiques
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Moments (bruts), raw moments

Introduction

+00 +00

uk/:/ /xkylva(x,y)dxdy

— 00 — 00

1o : moyenne de x; o1 : moyenne de y

Moments centrés, centered moments

+00 +oo

my = / / (x — 1110)* (y — po1)’ pxy (x,y) dxdy
—0o0 — 00

mi1 = oy, covariance (unités = unités de xx unités de y)

28/137
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+oo
Introduction my = / (z — p10) (y — po1) pxy (z,y) dedy
“o0
Yi A
.
. .
. .
o v ®
. . .
o
loe Y —por >0
A t
Ky —t
. o ]

@ .:.'.. y— o1 <0
S e

T — pu10 <0 «|=>2—p190>0

fha i

Y
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Notion de corrélation
Introduction > en statistiques descriptives
cov (x,y)
5¢Sy
p=1 p=0 p=-1
y . y
g "y
”" 0-“
R L)

o .

% .
S S o N
7 L 7
X X X
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Introduction
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RAPPELS DE STATISTIQUES-PROBABILITES

Densités de probabilité marginale et conditionnelle

Conditionnelle

_ pxy (xy)
Px/y (xy) = = 00

(coupe normalisée dans la ddp conjointe)

Marginale
+oo
px (x) = /PXY(X,)/) dy
(projection)
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Introduction

Caractérisation de processus stochastiques
Caractérisation
Généralités
Processus
discrets
Process

us

contin

Processus

Stationnaires
Processus/Chaines
de Markov

Opérations

Génération

=] =) = == Al
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Introduction

Caractérisation de processus stochastiques
Caractérisation L, .,
Céneraités Généralités

Processus

discrets

Processus

continus

Processus

Stationnaires

Processus/Chaines

de Markov
Opération

Génération

[m] =) =
33/137
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PARTIE IT : CARACTERISATION

Généralités

gt DE PROCESSUS STOCHASTIQUES

ACQUIS D’APPRENTISSAGE :

® pouvoir charactériser un processus aléatoire en termes de densités de
probabilités de tous rangs
® définir un processus stationnaire et le caractériser

comprendre équivalence entre les densités de probabilités de différents rangs
et les densités de probabilités conditionnelles

® pouvoir implémenter et illustrer les différents concepts de fagon numérique
dans Matlab

34/137
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“Un processus stochastique ou processus aléatoire ou
fonction aléatoire représente une évolution, discrete ou a
temps continu, d’une variable aléatoire.” -- wikipedia.org
Généralités

Processu Un processus stochastique est caractérisé par

e un ensemble infini de réalisations (approche statistique) ou

e ...& préciser... (approche probabiliste).

Comment passer de I'un a 'autre ? Point de vue de I’expérimentateur
(approche statistique) et du modélisateur (approche probabiliste)

(variables aléatoires : on collecte des variables, un histogramme normalisé donne
une estimation de la densité de probabilité)

35/137



. ,
' NOTION DE PROCESSUS ALEATOIRE

2022

V. Denoél

Généralités
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On peut commencer par observer des réalisations de processus
aléatoires (expérimentateur)

Les réalisations de processus aléatoires proviennent d’expériences
aléatoires (comme un lancé de dé pour une variable aléatoire)

a. Collecte expérimentale (on a des réalisations en main et on voudrait

les caractériser, ajuster un modele)

b. Fonctions aléatoires construites a partir de variables aléatoires
exemple : f (t) = interp (¢, x;)

c. Fonctions aléatoires construitres de fagon séquentielle (chaine de

Markov)

exemple : marche aléatoire

On peut également obtenir des réalisations de processus aléatoires

a partir d'un modele
d. Modele existant — génération de réalisations
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Généralités
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Continu
Hat n°1 - Sample 1 Hat n°2 - Sample 1 Hat n°3 - Sample 1
20 2
WWMM\M‘WWW 0 MMMWWW 0 WWWWNW
20 2
0 5 10 15 20 25 30 10 20 30 0 10 20 30 40
Hatn®1 - Sample 2 Hat n°2 - Sample 2 Hat n°3 - Sample 2
20 2

il oo

NWMM)AMWMM

 —

20
0 5 10 15 20 25 30 10 20 30 10 20 3 40
Hat n*1 - Sample 3 Hat n°2 - Sample 3 Hatn°3 - Sample 3
20 2
WMWNWWW 0 WMAMMMM{,MVMWW 0 MNWW”M'*
20 2
0 5 10 15 20 25 30 10 20 30 0 10 20 30 40
Hatn®1 - Sample 4 Hat n°2 - Sample 4 Hat n°3 - Sample 4
20 2
0 Pt A e A b i 0 WMWWMW
20 2
5 10 15 20 25 30 10 20 30 0 10 20 30 40
Hatn®1 - Sample 5 Hat n°2 - Sample 5 Hat n°3 - Sample 5
20 2

AT IR I NP

e

10 20 30

0 10 20 30 40
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Discret
: p=04 ——>
e Vo p=0.5 0
p=0.1 &—
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Introduction s . . .
o Caractérisation de processus stochastiques

Caractérisation
Généralité

Processus Processus discrets

discrets

Processus

continus

Processus

Stationnaires

Processus/Chaines

de Markov
Opération

Génération
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2022
V. Denosl Exemple de marche aléatoire (drunkard problem)
p=04 —>
s p=0.5 L]
Pt p=0.1 €—

Process: I

t inaire i o 0 0 —f—f—f—F——

X(1)=0;
for k=1:50
x = rand(1,1);
if x<0.1 incr = -1;
elseif x<0.5; incr = +1;
else incr = 0; end
X(k+1) = X(k) + incr;
end

Position a la fin de la nuit ?
Probabilité qu’il finisse par arriver chez lui?

40/137
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2022 : :
1. Approche par simulation
V. Denoél
Reéalisation de la trajectoire de I'ivrogne
@
@
&
< 1o
8
ténéralité 3 |
Processus o
discrets 0
I . 0 10 20 30 40 50 60
ntinus Temps [min]
I u y T P
t 1naire 7y
I L 4
F us/Chain & 10
le Markov 5
% 0
o
o
I I I I I
0 10 20 30 40 50 60
Temps [min]
Distribution en t=1 Distribution en t=4 Distribution en t=9
06 06 06
04 04 04
02 02 02
0 0 0

5 0 5

Position [pas]

41/137

5 0 5
Position [pas]

5 0 5
Position [pas]
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Processus
discrets
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MARCHE ALEATOIRE - RANDOM WALK

2. Approche par la théorie des probabilités

-1 0 +1 | pas 2
-1 0.01 0.05 0.04 0.1
0 0.05 0.25 0.20 0.5
+1 0.04 0.20 0.16 0.4
pas1 | 0.1 0.5 0.4 1

(Fet de) Probabilités conjointes entre les résultats
des deux premiers mouvements
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Processus
discrets

43/137

3. Approche par la théorie des processus aléatoires
Distribution initiale :

prob(Xo=0) =1,  prob(Xo =j) =0,Vj #0
Itérations :
prob(Xn =x) = 0.5prob(X,—1 =x)+ 0.1prob(X,—1 = x+1)
+0.4prob (Xp—1 = x — 1)

(description dynamique d’un processus)

x -3 -2 -1 0 1 2 3
n=0 0 0 0 1 0 0 0
n=1 0 0 0.1 0.5 0.4 0 0
n=2 0 0.01 0.1 0.33 0.4 0.16 0
n=3 | 0.001 0.015 0.087 0.245 0.348 0.240 0.064




4 ’ / / /
.' CHAINE DE MARKOV : GENERALITES |

2022 Définition d’une Chatne de Markov {X,} :

V. Denoél
prob (Xn+1 = in+1|Xn =lp,--, Xo = iO) = prob (Xn+1 = in+1‘Xn = in) = Qn (iny in+1]
Graphe

Processus
discrets

@m@m@)m@m@l)

Matrice de transition

Q= 0 0.5 0 05 0
0 0 04 O 0.6
0 0 0 0 1

Qn (7,j) : probabilité de passer de 1’état i a ’état j lors de la transition
de l'instant n a l'instant n+ 1

44/137
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La matrice Q est dite stochastique ssi
(i) tous ses éléments sont positifs et
(ii) la somme des éléments sur chaque ligne est unitaire.

Chaine de Markov homogéne ssi
Q"(iaj):QO(iaj),vnENO — Q(’a./)

Distribution de probabilité initiale : mo (i) = prob (Xo = i)
Distribution de probabilité courante : m, (i) = prob (X, = i)
[a préciser]

Une chaine de Markov est entierement caractérisée par sa densité
de probabilité conjointe prob (X, = ip, -+, Xo = fo).
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' CHAINE DE MARKOV : GENERALITES III

2022 Factorisation de la fonction de probabilité conjointe :
- entre 2 états

prob (X1 = i1, Xo = ip)

V. Denoél

prob (Xo = ip) prob (X1 = i1|Xo = io)
7o (io) @ (fo, 1)

- entre n états

Processus
discrets

prob (Xn = in, -, Xo = ip) = mo (i) H Q (ik—1, i)
k=1

Une chaine de Markov est entierement caractérisée par sa
densité de probabilité initiale my et sa matrice de
transition Q
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CHAINE DE MARKOV : GENERALITES

Matrice de transition en plusieurs étapes

Matrice de transition (homogene) : Q (/,/) = probabilité de passer
de I’état i a I’état j en une étape

Quelle serait Q® (i, j) = probabilité de passer de 1'état i a I'état j
en deux étapes? QU (i), en n étapes?

Q™ (i, in) = Q" (iv in)

0 1 0 0 0 0.4 0.2 0.4 0 0
04 02 04 0 0 0.08 0.64 0.08 0.2 0
Q= 0 0.5 0 0.5 0 Q= 0.2 0.1 0.4 0 0.3
0 0 0.4 0 0.6 0 0.2 0 0.2 0.6
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
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Distribution initiale (uniforme)

Processus
discrets
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(i)

Dlstrlbunon initiale (déterministe)

12345 12345 «2“5 12345

n=10

Distribution courante :

n
T, =M, Q

n-k
n, =T Q



u CHAINE DE MARKOV : INVARIANCE

o Exemple de chaines de Markov simples :

[initialisation systématique dans |'état A]

0.5
3 B
/05 05
S "‘5C® Q”‘” Q*<0.25 0.75> \ N \/\/ \/v
discrets K_/ !
0.25

V. Denoél

QW ee(4) T
O @O (i)

Distribution invariante 7 Comportement asymptotique ?
oo = liMps oo 1 =(37)

0 5 10 15 20
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m, = mgQ" — pour que la distribution se stabilise, il faut et suffit
que la matrice de transition en plusieurs étapes converge vers une
valeur limite lorsque n — +o0.

Exemple 1

6 (03335 06665\ . ., (1/3 2/3
Q _<0.3333 0.6667) @ _><1/3 2/3

Une distribution de probabilité 7s est dite tnvariante ou
stationnaire lorsque ms = 15 Q.

(si la chaine est initialisée selon une distribution stationnaire, la
distribution reste inchangée)
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2022

V. Denoél Réductibilité

Une chaine de Markov (ou sa matrice de transition) est dite
iwrréductible si la probabilité d’atteindre 1’état i, partant de iy est
non nulle, Viy, i

Processus
discrets

3 un acces a tous les états de la chaine de Markov (méme avec une
probabilité tres petite)

— tous les chemins du graphe représentant la matrice de
transition doivent offrir la possibilité d’aller de n’importe quel état
vers n’importe quel autre

On dit que les deux états iy et h communiquent si ’état i; est
accessible & partir de I'état i et inversement.
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Exemple :
,} 0.5 C @w @ 0.5 C @ . @
: :
AL ARSI 1
Chaine réductible Chaine irréductible
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Exemple :
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.' CHAINE DE MARKOV : REDUCTIBILITE
V. Denoél

OC@ QQos
Processus
discrets
C@\_// 05 05 0 0

05 05 0 0
Q=

02 02 04 0.2
0 0 0 1
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Exemple :

V. Denoél

OC@ ng
Processus
discrets
<::ji/ 0.5 0.5 0 0
0.5 05 0 0
04 Q= 0.2 02 04 0.2
0 0 0 1

3 classes irréductibles : {A, B}, C et D

La réductibilité est une propriété de classe
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.' CHAINE DE MARKOV : PERIODICITE

e La période d d’un état i d’'une chaine de Markov est définie

V. Penodl comme étant le plus grand commun diviseur de 1’ensemble des
nombres n € Ny tels que Q" (i,i) # 0.
Généralité 1
Processus
oRo
n 1
0 1] o [1 0] 45 JO 1 a
o [0 3] w-[3 )w[8 3] e

Si ce nombre est plus grand ou égal a 2, on dit que ’état est
périodique de période d ; I'état est apériodique sinon.

La périodicité est une propriété de classe (irréductible)

Une chaine de Markov a espace d’états fini, irréductible et
apériodique est dite ergodique.
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“C® OQM
— \ / Qj
@ \J@ 05 05 0 0
0.4 0.2 Q

Proc

05 05 O 0
02 02 04 02
0 0 0 1

Apres un certain temps, I’état C n’est plus visité

— état transient
les autres états sont récurrents : si on y passe une fois, la
probabilité d’y revenir est non nulle
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V. Denoél . . . . . . 7 . .
La distribution stationnaire 7 (/) d’un état i transient est

nécessairement nulle.
— un processus qui n’a que des états transients n’admet pas de
Processus distribution invariante
e — une chaine de Markov & espace d’états fini ne peut pas avoir
que des états transients
— une chaine de Markov a espace d’états fini possede au moins
une distribution de probabilité stationnaire

La distribution de probabilité stationnaire 7
e est unique si la chaine est irréductible ;

e correspond aux lignes (toutes identiques) de lim,_ o, Q" si la
chaine est ergodique (irréductible & apériodique)
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o @ 01 0 0.1 0 0 0 0.1 08

V. Denosl f;:f; O\ 06 0 02 0 0 0 02

enoc 01 r};\» 0 0.5 0 0.3 0 0 02

(::) N WY l'I'i Q=] o0 0 04 0 04 0 02

@ / 0 0 0 03 0 05 02

05? l“ s @ 05? lo, 06 0 0 0 02 0 02

02 q 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167 0

Généralité

discrets ) Distribution invariante:

Fe
N

e =[0.1822  0.1160 0.1097 0.1088 0.1097 0.1160 0.2577
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CHAINE DE MARKOV : ERGODICITE

2022 @
o5 o1 0 01 0 0 0 01 08
V. Denosl (//> O\ 06 0 02 0 0 0 02
enoc 01 F}>\> 0 0.5 0 0.3 0 0 02
@ N WY Q=] o0 0 04 0 04 0 02
@ / 0 0 0 03 0 05 02
05? l“ b @ 05? l“ 06 0 0 0 02 0 02
0z (s 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167 0
Généralité
discrets &l W Distribution invariante:
F 1
EIOES

e =[0.1822  0.1160 0.1097 0.1088 0.1097 0.1160 0.2577

PEOOTTO PEACTTO PEOOTTG HEOOTTG
[IONEERRNX!

§§
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os @ o 0 01 0 0 0 01 08
V. Denosl 4//> O\ 06 0 02 0 0 0 02
enee o1 k 0 05 0 03 0 0 02
@ N WY Q=1 o0 0 04 0 04 0 02
@ % 0 0 0 03 0 05 02
05? l“ e @ 05? lo, 06 0 0 0 02 0 02
o &5 0167 0167 0167 0167 0.167 0167 0
e ~ N
; og |ue . L .
discrets & Distribution invariante:
F 1
DN

©
i\

e =[0.1822  0.1160 0.1097 0.1088 0.1097 0.1160 0.2577

TAYAL 1T LY A0 AN A AT T N 0 N 1 oY
H"U‘ 'l ““"“H'\H‘ “ \VAS " “ A 1D I

Méme distribution /

@TmmoO0w>

/
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Juin 2016. Pierre a quatre parapluies; certains a la maison et les autres au
bureau. Lorsqu’il pleut, il prend un parapluie pour faire le chemin d’un
endroit & autre, pour autant qu’il y ait un parapluie disponible & cet endroit.
Lorsqu’il ne pleut pas, il ne pense évidemment plus a ses parapluies, qui
restent donc la ou ils sont. Il arrive donc que Pierre n’ait pas de parapluie
pour faire le chemin sous la pluie. On considére que la probabilité p qu’il
pleuve au moment ou Pierre doit faire son chemin est constante.

1. Représentez ce probleme a 1’aide d’une chaine de Markov dont la
variable est le nombre de parapluies disponibles au moment du départ.

2. Cette chaine est-elle irréductible ? Justifiez.

3. Quelle est la probabilité que Pierre quitte son domicile avec n parapluies

sachant qu’il était déja parti avec n parapluies la veille? ( Répondre
pour n € {0,1,2,3,4}).

4. Sur le long terme, quelle est la proportion de trajets ol Pierre est surpris
par la pluie sans parapluie ?
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Processus
discrets
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0
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4' g EXERCICES

2022 Juin 2018. Une communauté de singes paresseux se nourrit exclusivement de
bananes. Le calendrier de cette communauté de paresseux ne comporte que

V. D &l A . . . 4 .
enes des numéros de jours; pas de semaines, pas de mois, pas d’année. On sait que
® chaque jour un régime de bananes est consommé par la communauté
pour nourrir ses membres ;
Processus ® les paresseux partent en quéte de nourriture chaque jour pair, apres le
discrets dernier repas de la journée;

® Jorsqu’ils partent en quéte de nourriture, les paresseux se contentent a
priori de ne ramener que deux régimes de bananes. Juste de quoi
survivre. Si par hasard, ils trouvent un troisiéeme régime de bananes sur
le chemin du retour, ils le rapportent également. On peut considérer
qu’il y a une probabilité p € [0; 1] de rentrer de cueillette avec deux
régimes, et 1 — p de revenir avec trois régimes;

® Jorsque le stock de bananes au moment d’un départ (présumé) en
cueillette atteint 10 régimes, la paresse prend le dessus et les singes ne
partent & la cueillette qu’avec une probabilité p* € [0; 1]. Dans ce cas,
s’ils partent a le cueillette, ils reviennent avec deux régimes de bananes
exactement. Dans le cas contraire, ils vivent sur leurs réserves et
repartent a la cueillette deux jours plus tard;

® ces regles de consommation sont telles que la nourriture ne périme pas.
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Ll

ot

Représentez le niveau du stock de bananes les jours pairs (tout juste
apres le dernier repas de la journée) a I’aide d’une chaine de Markov.
Donnez-en le graphe et la matrice de transition.

Cette chaine est-elle irréductible ? Justifiez.
Cette chaine est-elle périodique ? Si oui, quelle est sa période ? Justifiez.
L’état “10 régimes” est-il réfléchissant ? Absorbant ? Justifiez.

Montrez qu’un régime (dans l'autre sens du mot) s’établit sur le long
terme. Calculez sa distribution.



4' g EXERCICES

2022 Juin 2019. On considére une marche aléatoire sur un cercle. Il y a quatre
stations sur le cercle, notées A, B, C et D. A chaque instant, on se déplace
vers une des deux stations voisines avec la méme probabilité.

A
L 2
o )
Processus
discrets [ ] [ ]
S
L ]
C

1. Représentez cette marche aléatoire & ’aide d’une chaine de Markov.
Donnez-en le graphe et la matrice de transition.

V. Denoél

2. Sachant que la chaine de Markov est initialisée dans son état A, quelle
est la probabilité de revenir a ’état A aprés un grand nombre de
déplacements ? Discutez s’il y a lieu.

3. Cette chaine est-elle périodique ? Si oui, quelle est sa période ? Justifiez.

4. Répondez & nouveau aux questions 1 & 3 sachant qu’il y a 5 stations au
lieu de 4 sur le cercle (ne décrivez que ce qui change par rapport a la
configuration précédente).
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Introduction

Caractérisation de processus stochastiques
Caractérisation

Généralité
Processus

discrets
Proceseus Processus continus
Processus

Stationnaires
Processus/Chaines
de Markov

Opération

Génération

[m] =) =
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Exemples

Hatn®1 - Sample 1

Hat n°2 - Sample 1

Hat n°3 - Sample 1

MMMMNW

N

0 W’VWWWMMW'\W«MWW 0 0
20 2
0 5 10 15 20 25 30 10 20 30 0 10 20 3 40
Hatn®1 - Sample 2 Hat n°2 - Sample 2 Hat n°3 - Sample 2
20 2
-20 -2
0 5 10 15 20 25 30 10 20 30 0 10 20 30 40
Hatn®1 - Sample 3 Hat n°2 - Sample 3 Hat n°3 - Sample 3
20 2

okt oy

MMMAMMM

s ———

4 20
0 5 10 15 20 25 30 10 20 30 10 20 30 20
Hatn®1 - Sample 4 Hat n°2 - Sample 4 Hat n°3 - Sample 4
1 20 2
o 0 o Mo e et A Ao A b oJWMMN%N@MMWMwu«N-~“,,A;AAA,
-1 -20 -2
0 5 10 15 20 25 30 10 20 30 0 10 20 30 20
Hatn®1 - Sample 5 Hat n°2 - Sample 5 Hat n°3 - Sample 5
1 20 2
0 MWWWWWWWAWMW 0 MM»MAMWMMM»« 0 J’MMWWWW——*
4 20 2
0 5 10 15 20 25 30 10 20 30 0 10 20 30 20
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REPRESENTATION DE RANG 1

Densité de probabilité de rang 1

Px (x; 11) = px; (x)

e densité de probabilité de la variable X; = x (t1)

® px(x,t1) dx : probabilité que x < x (t1) < x + dx, c’est-a-dire que la
fonction prenne une valeur dans 'intervalle [x; x + dx] & Uinstant t;

La fonction px (x, t1) contient trop d’information ?
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REPRESENTATION DE RANG 1

2022 Du point de vue de ’expérimentateur

V. Denoél
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Définition des moments statistiques (de rang 1) :

+oo
i (t1) = /kaX(X,tl)dX

— o0

u1 (t1) : évolution de la moyenne au cours du temps
[ idem pour les moments centrés |



;' REPRESENTATION DE RANG 1

2022

V. Denosl Définition des moments statistiques (de rang 1) :
+o0o
pi(t) = [ < (1) e

— o0

u1 (t1) : évolution de la moyenne au cours du temps
Proceseu [ idem pour les moments centrés |
o N Simplification : processus stationnaire (8/0t; — 0)
o pe(x,t1) = pe(x)
o e (tr) = pk
...les caractéristiques statistiques ne dépendent pas du temps

note : la distribution de rang-1 ne contient pas d’information relative &
la distribution fréquentielle
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Une condition suffisante pour qu’un processus aléatoire soit
non-stationnaire est que sa densité de probabilité de rang 1 dépende
explicitement du temps.

Opx« (

X, t . . .
) #0 = processus instationnaire

Une condition nécessaire pour qu’un processus aléatoire soit
stationnaire est que sa densité de probabilité de rang 1 ne dépende
pas explicitement du temps.

Ipx (x, t)

ot =0

processus stationnaire =
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2022

Densité de probabilité de rang 2

V. Denoél
Px (X1, t15 X2, t2) = px;x, (X1, X2)

o densité de probabilité conjointe des variables X1 = x (t1) et
Processus X2 =X (t2)7
— ® p(x1, t1; X2, t) dxidxo= probabilité que x; < x (t1) < x1 + dx et
que x2 < x () < x + dxo .

La fonction px (x1, t1; X2, t2) contient trop d’information ?

Notamment :
+oo

Px (X17t1)=/ px (x1, t1; x2, t2) dxa.

— 00
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4000 1000
2022 2000 500
V. Denoél q DD 5

M(IWD

Processus
continus

05 05%5 05
'Dxﬁns) *10.8 Ot 5
2000
1000

i

ns 05 3 05
10.55) ) o z5)
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V. Denosl Définition des moments statistiques (de rang 2)
+00 +o0
iyt (t1, t2) = / / XE5x3px (X1, t1; x2, t2) dxy dxo
— 00 — 00

Processus p11 (t1, t2) est la fonction d’auto-corrélation
continus
De plus, p1,1 (t1, t1) = p2 (t1) représente I’évolution du carré moyen au

cours du temps
[idem pour les moments centrés | — auto-covariance
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V. Denosl Définition des moments statistiques (de rang 2)
+0o0 +oo
iyt (t1, t2) = / / XExhpx (x1, t1; x2, t2) dxy dxo
. —00 — 00
Processus p11 (t1, t2) est la fonction d’auto-corrélation

continus

De plus, p1,1 (t1, t1) = p2 (t1) représente I’évolution du carré moyen au
cours du temps

- [idem pour les moments centrés | — auto-covariance
Simplification : processus stationnaire, f (t,t) — ¢ (|t — t1])
° pX (X17 tl;X?? t2)*> pX (X17X27 At)
® i (1, 12) = s (At)

...les caractéristiques statistiques ne dépendent que du délai
At = |t — ty].
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V. Denogl Une condition suffisante pour qu'un processus aléatoire soit
non-stationnaire est que sa densité de probabilité de rang 2 ne puisse
pas s’exprimer explicitement en fonction de t, — t;.
Opx (x1, t1; x2, t1 + T . . .
P (X1, ot : ) #0 =  processus instationnaire
Processus 1

continus

Une condition nécessaire pour qu’un processus aléatoire soit
stationnaire est que sa densité de probabilité de rang 2 exprimée
explicitement en fonction de t; et t1 + 7 ne dépende pas de t;.

Opx (X1, t1; X2, t1 + T)

=0
ot1

processus stationnaire =
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REPRESENTATION DE RANG N

Densité de probabilité de rang 3

p3 (X1, t1; X2, t2; X3, 13) = Px; X3 (X1, X2, X3)

densité de probabilité conjointe des variables X1 = x (t1),X2 = x (t2),
X3 = x (t3)

Généralisation au rang n

Pn (X1, t1; ...} Xa, ta)

La densité de probabilité de rang n contient les informations se
trouvant dans les densités de rangs inférieurs.

nb : Difficulté de pouvoir déterminer les densités de probabilité d’ordres
élevés a partir de résultats expérimentaux.

— supposer une forme “simple”, p.ex. que les variables Xi,...Xy sont
conjointement gaussiennes
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REPRESENTATION DE RANG N

Propriétés de la densité de probabilité

Positivité — La densité de probabilité de rang n est une fonction
positive
Pn (X1, t1; .o; Xn, tn) > 0

Normalisation — L’intégrale de la densité de probabilité de rang n
est unitaire sur son support

// Pn (X17 t1; ... Xn, tn) dxy---dxp =1
Rn

Symétrie — La densité de probabilité de rang n possede des
conditions de symétrie vis-a-vis de ses arguments

P (X1, B3 o Xy ti oo X1y B o Xy tn) = P (X1, B3 00 X1, B3 oo Xk, B o Xny tn)

Compatibilité — On peut toujours retrouver une densité d’ordre
k < n a partir de la densité de probabilité d’ordre n

Pk(X17t1;-~~Xk7tk)=/'/ kPn(thl;..;mer,)ka+1---an
RA—
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-0.0808,
-0.1502,
-0.9314,
0.4258,
0.6757,

Généralité -1.6997,

P

liscret

Processus

continus

.2913,
7754,
L0613,
0290,
7125,
.8314,

rooonmo

8616,
2712,
1232,
1000,
0339,
8033,

.9470,
.0830,
.1924,
.5919,
9477,
.4867,

L erooo

1365,
4614,
0679,
2051,
6986,

s g

phmiesitimlorn] P i

e

i il A
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Réalisations (statistiques)

Modele (probabilités)
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discrets

Processus

continus

Processus Processus Stationnaires

Stationnaires

Processus/Chaine
de Markov
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Un processus aléatoire est dit stationnaire (au sens strict) lorsque ses
probabilités de différents ordres sont indépendantes d'un changement

d’origine de ’axe du temps.

Processu Les processus aléatoires x (t) et x (t + 7) ont donc les mémes
caractéristiques statistiques (V1)

Processus
Stationnaires

Processus/Chainc

ko Ceci se traduit donc par le fait que

Px (Xla t) Px (Xla t+ T)
P (x1,txe, ) = pe(x,ti+Tixe, 2+ 7T)
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Processus

Stationnaires

Proce
1
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us/Clt

Un processus aléatoire est dit stationnaire (au sens large) si (i) sa
moyenne est constante et (i) sa fonction d’autocorrélation ne dépend
que d’un décalage temporel 7

Si un processus est stationnaire au sens strict, alors il est également
stationnaire au sens large.

Un processus est dit stationnaire de rang n si ses densités de probabilité
de rangs n’ < n sont toutes indépendantes d’un changement de repére
de temps.
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2022 On a défini les moments statistiques (de rang 1) :
V. Denoél +o00
pexit) = ()= [ Xpc(x)dx
— 00

De fagon plus générale, on définit I’espérance mathématique de rang

n
Proc u
ntir E[f(x1,...,xn)] = // f X1,y Xn) Px (X1, t1; ov; Xn, tn) dX1 . . . dXp.
Sreriomaires “gr

Processus /( 1

wio Espérance mathématique de rang 1

+oo
p(t) = EIF Gl = [ 700 prln, )b,

— 00

Espérance mathématique de rang 2

+oo
@ (t1, ) = E[f (x1,x)] = // f(x1,x2) px(x1t1; X2, t2)dxy dxa,
—oo

(une moyenne a travers les échantillons)
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V. Denoél
¢ (1) = E[f ()] = / F (x1) pr(xt, t1) by = Zf (s (1))

La moyenne temporelle de f (x;), s’exprimerait pour la réalisation i par

Stationnaires

‘ T
nti 1
Processus Bi= 7/f(><i () dt,
‘ 0

Processus ergodique : ¢ (t1) = §;, Vi1, Vi.
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Processus
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Un processus aléatoire stationnaire est ergodique lorsque les
caructuzatbquca statistiques, déduites des valeurs moyennes
calculées a partir des valeurs a un méme instant d’un grand
nombre de réalisations différentes du processus considéré,
coincident avec celles qui sont déduites des valeurs successives
dans le temps d’une quelconque de ces réalisations. -- Larousse

Moyenne d’un processus

+oo

nw=E[x]= / x1 px(x1)dx1 = I|m —/X, (t) dt.

— 00

Fonction d’autocorrélation

RX(At) =E [X1X2]

—/ / x1x2 Px(x1; x2, At)dxidxo = ||m —/x,(t )xi(t + At)dt.

—oo



;I . LA FoNCcTION D’AUTOCORRELATION

2022
V. Denoél
(processus a moyenne nulle)
R, (1) Ry (7) Ry (7)
Proce U
ntir '
Processus >
Stationnaires T T -
Proce us/CL ne
€ larkov
9 . 202 sin (47) cos (Twi
R, (7) = o2~ ?I7] R, (1) =R, 6 (7) R, (7) = w
-

+o0 T

1

Re(At) = /Xlxgpx(xl;xg,At)dxlz lim —/X;(t)x,-(t—i—At)dt.
T—+4oco T

0

— o0
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' g LA FoNCcTION D’AUTOCORRELATION

2022

Propriétés
V. Denoél
Valeur a l’origine — La fonction d’autocorrléation a l'origine est
égale a la variance du processus
Ry (T
R«(0) = o2 = n(r)= X(2 )
o.X
Processus Valeur a linfini — La fonction d’autocorrléation tend vers 0

Stationnaires

Parité — La fonction d’autocorrléation est paire

Re(m) = Rc(—7)
Dérivées — Les fonctions d’autocorrélation des dérivées de x sont
estimées par
_ —d?*R(7) _ d*R(7)

R(N=—"Z2 5 Rin="%
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:' g LA FoNCcTION D’AUTOCORRELATION

2022

V. Denoél

Temps caractéristique
fj;) Ry (1) dT

o3

Tc
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V. Denoél

Processus
Stationnaires

Processus/Cha

le Markov

87/137

Théoreme de Wiener-Khintchine - Densité Spectrale de Puissance

1 +o0 i +o0 .
Siw) = o / R(r)e Tdr = Ry(r)= / ()& dw
— 00 — o0
Ry (7) Ry (7) R, (7)
g g s
AT .
R () = o2 BIT] (1) =R, 8(7) Ry (r) = 202 sm( A7)—cos (Two)
o2 B Wil <l N
o) = T 5@ =S  S.w)= {;f” pour % <l <
Sz (w) Sp(w) o S (w) R
5 <>
So
o . o e




:' g PROCESSUS ERGODIQUES

2022

V. Denoél

Estimation de la fonction d’autocorrélation

.
R(A8) = lim % /x,-(t)x,-(t + Ab)dt.
0

Processus
Stationnaires

s Estimation de la densité spectrale de puissance
Su(w) = Jim 25 [ Xi(w, T)P
X - T—ooo T ! ’

ou X; ( =5 f+TT//22 xi (t) e I dt.
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.' LA DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE

2022 Théoréme de Parseval : f:: X (t) dt = = f:rooj X (w)]* dw

(1) X (w)f?
t ! w
X (@)[* dow S

Distribution fréquentielle —L’intégrale de la DSP est égale a la variance

V. Denoél

\ 4

Processus
Stationnaires

400
/ Sx(w)dw = o2

— 00

Parité — La densité spectrale de puissance est une fonction paire
Sx(w) = Sx(—w)

Dérivées — La densité spectrale de puissance d’un processus dérivé

Sw)=w?Sc(w) i Sy(w) =wSc(w)
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¥ DESCRIPTION D’UN PROCESSUS ALEATOIRE
STATIONNAIRE

2022

V. Denoél

Processus
Stationnaires

Proce
le Mar

90/137

us/Chaine

-0
-0
-0

-1

.0808,  -0.2913, 0.8616, 0.9470, 0.1365,
1502, 0.7754, 2.2712, 0.0830, 0.4614,
.9314,  -0.0613, 0.1232, 0.1924, 0.0679,
.4258,  -1.0290, 0.1000,  -0.5919, 1.2051,
L6757,  -0.7125, 0.0339, -1.9477,  -1.6986,
.6997,  -0.8314, 1.8033,  -0.4867, ...

|
it inhiflatian
Dtk ponlnie]. et i
e
el

Réalisations (statistiques)

Pn (Ilv t1;5 .5 Zn, tn)

rang 1 00,...

rang 2

R, (1) Sz (w
A

I T w

Modele (probabilités)
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V. Denoél

Caractérisation de processus stochastiques

discrets

Processu:

continus

Processus

Stationnaire

Processus/Chaines

Processus/ Processus/Chaines de Markov
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.' PROBABILITE CONDITIONNELLE

2022

V. Denoél
Représentation séquentielle d’une séquence aléatoire 7

Intérét de la densité de probabilité conditionnelle :

I ) PH(XI‘HtI'I Xn—17tn71;"';xlytl)

R (probabilité que la variable aléatoire X (t,) du processus en Uinstant t,
soit comprise dans |xa, X, + dxs], sachant qu’aux instants antérieurs

ti < tp < ...< tp_1, les valeurs de X (t;) étaient respectivement x;,

i=1,---n—1)

Processus/Chaines
de Markov

Exemple :

P2 (x1, t1; X2, t2)

p2 (%2, to|x1, t1) =
’ ’ p(xi,t1)
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2022

V. Denoél

Processus/Chaines
de Markov

93/137

> si on connait les p, (Xa, tn; -+ -5 X1, t1),Vn, alors on connait les
. . /
Pn’ (Xn’y n’|Xn’717tn’flv”’,letl)y Vn S n

> si on connait les pn (Xn, ta|Xa—1, th—1; -+ ; X1, t1), VN , on peut établir les
Pt (Xor s tr -+ -5 X1, 1), Vn' < n.
Notamment

P2 (x1, t1; x2, t2) = p1 (x1, t1) p2 (X2, t2|x1, t1)

p3 (x1, t1i X2, t2; X3, t3) = p2 (x1, t1; X2, t2) P3 (X3, t3]x2, to; x1, t1)
(pour autant que la densité de probabilité de rang 1, p; (x1, t1), soit connue)

— équivalence des représentations (en principe)
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V. Denoél

94/137

aines

DENSITE DE PROBABILITE TRANSITIONNELLE

La densité conditionnelle p; (x2, ta|x1, t1) joue un réle particulier.
On lappelle densité de probabilité transitionnelle et la note
parfois q (v, t2], 1),
Propriété 1

t;@tl q (xo, to|x1, t1) = & (x20 — x1)
cad

p2 (x1, t1; X2, t2) = p1 (x1, t1) q (X2, ta|x1, t1) — p1 (X1, t1) d (x2 — x1)

Propriété 2

lim g (x2, t2|x1, t1) = p1 (X2, t2)
ty—t;—>+oo

cad

p2 (X1, t1; X2, t2) = p1 (x1, t1) g (x2, t2|x1, t1) = p1 (x1, t1) p1 (X2, t2)



-
' g PROCESSUS DE MARKOV

2022

V. Denoél

Processus/Chaines
de Markov

95/137

Un processus de Markov est un processus dont la densité de probabilité
conditionnelle pn (Xn, ta|Xn—1, th—1; - +; X1, t1) ne dépend explicitement
que de 'instant le plus proche t,—; et non pas des valeurs prises aux
instants précédents, soit

Pn (Xm tn‘anly th—1,- " X1, tl) = q(Xny tn|Xn717 tnfl)

Donc

Pn (X1, t15 -3 Xny tn) = q (X, talXn—1, th—1) - -~ g (X2, ta|x1, t1) p1 (1, t1)
(de sorte que 'on puisse effectivement reconstruire toutes les p, & partir
de la seule connaissance de g )



4' g EXEMPLES

2022

V. Denoél
Exemple : Processus a incréments indépendants
Soient Y;, i = 1,---,n des variables aléatoires mutuellement
indépendantes et xg un état initial connu. Soit la séquence
m
Xm:xo—i-ZY,- m=1,--- n
i=1
Processus/Chaines  [nb : les incréments X, — Xpm—1 = Y}, sont mutuellement indépendants (d’ou le

de Markov nom)]

Puisque ses densités de probabilités conjointes se factorisent, ce
processus est markovien.

Application au jeu de pile ou face (gain cumulé)
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Introduction

Caractérisation

Opérations

Systémes sans

mémoire

Systemes avec

mémoire (LTI)
Autres

Systemes

Génération

Opérations sur les processus aléatoires
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V. Denoél

Opérations

PARTIE III : OPERATIONS SUR

LES PROCESSUS ALEATOIRES

ACQUIS D’APPRENTISSAGE :

® faire des opérations simples avec les processus aléatoires : addition,
dérivation, intégration, solution d’équation différentielle

98/137
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Introduction

Caractérisation

Opérations Quantifier

Systemes

Modéliser
un probléme

sans

une donnée

mémoire

Quantifier

Systémes avec

mémoire (LTI)

un résultat

Autres

Statistiques Probabilités
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b EXEMPLE DE PROBLEME

2022 On chauffe un barreau de longueur ¢, conductivité thermique A(W/mK), chaleur
V. Denosl spécifique ¢ (W/m®), masse volumique p (kg/m®) & une extrémité a 1’aide d’une
flamme. Le probléme est modélisé par la loi de Fourier, avec comme condition
limite une température imposée, égale a la température de la flamme.

Opérations o9%T oT
Systémes san A== =pc— sur (z,t) € [0; 4] x [0, 400]

Condition initiale

T (x,0) =Ty (x)

Conditions limites

T (f, t) =1y (t)
9:T(0,t) = Qo (1)

Quid si Ty (t) est une fonction aléatoire ?

100/137



4, ¥ OPERATIONS SUR LES PROCESSUS
t ALEATOIRES : CONCEPTS

2022

V. Denoél

Opérations
tomes sar z(t) y(t)
o Mm&w | VEOS | e

y (8) = N[x(¢),p]

[on se limite aux systémes déterministes, p est un parameétre connu]

101/137



4, ¥ OPERATIONS SUR LES PROCESSUS
& ALEATOIRES : CONCEPTS

2022

V. Denoél

Exemple :

dx
Opérations y (t)

:E:x(t)

Fonction d’autocorrélation d’un processus dérivé

—d?Ry(7) d*R(7)

R)'((T) - dr2 R (r) = dr*

La densité spectrale de puissance d’un processus dérivé
S, (w) = w?Sk (w) ; S, (w) = w*Sy(w)

102/137




4, ¥ OPERATIONS SUR LES PROCESSUS
t ALEATOIRES : CONCEPTS

2022

Systéemes deterministes

-
V) = g[X(0) EON D Yo,

Systémes sans mémoire Systémes avec mémoire

V. Denoél

Opérations

Lqvariant Linéy;
oo 30VAr NCaireg

-

X(t)

+eo
Y(t) :/ h(r) X(t —7)dr

o J

103/137
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Systemes sans
mémoire

Systémes avec

mémoire (LTT)

Autre;

Systemes

Opérations sur les processus aléatoires
Systémes sans mémoire

104/137



<« ¥ . ,
.' SYSTEMES SANS MEMOIRE (FONCTIONS)

2022

V. Denoél

y (t) = gx ()]

Exemples

Pression dans un écoulement de vitesse v (t) : p(t) = %pCv2 (1)
0 six(t)<0

1 six(t)>0

Somme de deux processus z (t) = x (t) + y (t)

Décodeur binaire : y (t) = {

Probléme

Admettons que nous connaissions py, (X1, ti; ...; X, tn), la
représentation de rang n de x (t).

Comment exprimer py, (y1, t1;...; ¥n, tn), la distribution de rang n

de y (t) = g[x(t)]?

105/137
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' SYSTEMES SANS MEMOIRE

2022
Rappel de variables aléatoires (fonction d’UNE variable)

V. Denoél

Pour une fonction g (-) monotonément croissante, la densité de
probabilité de la variable aléatoire Y = g (X) s’exprime par

! D) px (871 (¥))

py (y) = m

En particulier, pour une transformation linéaire, g (X) = aX + b, avec
a > 0, la densité de probabilité de la variable Y = g (X) s’écrit

PY(Y):EPX (yib)

a

106/137



t

2022

V. Denoél

106/137

SYSTEMES SANS MEMOIRE

Rappel de variables aléatoires (fonction d’UNE variable)

Pour une fonction g (-) monotonément croissante, la densité de
probabilité de la variable aléatoire Y = g (X) s’exprime par

! D) px (871 (¥))

py (y) = m

En particulier, pour une transformation linéaire, g (X) = aX + b, avec
a > 0, la densité de probabilité de la variable Y = g (X) s’écrit

PY(Y):EPX (yib)

a

Plus généralement, pour une fonction g (-) quelconque présentant les k
racines distinctes xi, ...xx telles que y = g (x1) = ... = g (x«), la densité
de probabilité de la variable Y = g (X) s’exprime par

px [x1 ()] px [xk (v)]
le’ a7 g’ b )]

py (y) =
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' SYSTEMES SANS MEMOIRE, RANG 1

2022

V. Denoél
Densité de probabilité de rang 1
Soit y (t) = g [x (t)], alors
o -1
) = —————< Px ,t
O = e P (57 0.

Et donc, par exemple,

Ely(0)] = / ¥ by (v, t)dy = / g (x) e (x, 1) dx

107/137
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Systémes sans

mémoire
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SYSTEMES SANS MEMOIRE

Rappel de variables aléatoires (fonction de 2 variables)

La densité de probabilité conjointe de deux variables aléatoires
Yl = 81 (Xl, Xz) et Y2 = 8 (Xl,Xz) S’éCI‘it

s (0 A8) e ()

Pyiy, (v1,y2) = W ot W

ou les (Xf ), (1)) . ( (k) (k)) sont les k racines du systeme

(i) (’) _ g1 g1
() ( ) ' etot  J (xf),xé')) = det ( Su  Ox >
82 | X175, X5 =y2 Bx1 Oxp
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' SYSTEMES SANS MEMOIRE, RANG 2

2022

V. Denotl Densité de probabilité de rang 2

Soit y (t) = g [x (t)], alors

( ) Pxix (Xfl)v ty; X2(1)7 t2) Pxix; (ka)7 t1; Xék)7 t2)
Pyiy, (Y1, t1; Y2, t2) = + ...+
2 J (X1<1)7X2<1)) J (Xl(k)7x2(k))‘
Et donc, par exemple,
+oo
Eb ey (@] = [feta)gte) pla, i, ) ducke.
—oo

109/137
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2022

V. Denoél

Soit la transformation y (t) = x2(t), du processus stationnaire
gaussien x (t)

Systémes sans

mémoire _ Px [\/}7’ t] Px [_ \/yv t]
L py(y,t) = +
S 2y 2y
et
R, (1) = ox+2R:(7)

»

®

N—
I

o5 (W) + 2 / S (8) S (w — 3) d

110/137
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Systemes avec
mémoire (LTT)

Autre;

Systemes

Opérations sur les processus aléatoires

Systemes avec mémoire (LTT)
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.' SYSTEME LINEAR TIME-INVARIANT

2022

V. Denoél
> un systeme représenté par un opérateur L est dit linéaire ssi,

Vai,a € R,

L [31X1 (t) =+ arxa (t)] =a l [X1 (t)] + a Ll [X2 (t)]

Systémes avec
mémoire (LTI)

> un systéme caractérisé par un opérateur L[] est dit
temps-invariant ssi, Vi € R,

y () =L[x()] = y(t - t) = L[x(t - to)]

(un décalage de top dans I’entrée résulte en un décalage identique dans la sortie)

— systémes LTI (linear time-invariant)

112/137
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.' RAPPELS DE LA SOLUTION DETERMINISTE

2022 Un systeme LTT est completement représenté par sa fonction de

V. Denogl réponse impulsionnelle, obtenue par la réponse du systeme a
une fonction de Dirac en entrée.

Exemple : 6 (t) 4 (g/£) 0 (t) = m(t)

0 0 sit <0
\/ﬁsin\/g/ft sit>0

5(b) h(t)
—_— h(t) —_—

% Pendule simple
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V. Denoél

Systémes avec
mémoire (LTI)

114/137

Réponse (déterministe) & un systeme LTI, y (t) = L[x ()] :

oo +o0o
vt = /X(T)h(t‘T)dT:/h(T)x(t—r)dT

Solution dans le domaine de Fourier :

Y (w) = H(w) X (w)

ol
1 +o00o 1 +oo
- —jwt - = —jwt
X(@) =5 [ x(ear Y@ =5 [ yie)e e
et
+o0
H(w):/h(t)e*f“fdt

représente la fonction de réponse fréquentielle.
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Systémes avec
mémoire (LTI)

115/137

SOLUTION STOCHASTIQUE

Pour une réalisation x; de ’entrée

+oo +o0

0= [ xne-ndr= [ n)x(-rar

—o0 —o0

La moyenne de y (t) = £ [x (t)] s’exprime donc par

E[y(t)]:uy(t):/E[X(T)]h(m)d_ /MX(T),,(H)dT

(Si x (t) est stationnaire au sens large, alors sa moyenne ne dépend pas du
temps, px (7) = px et py (t) = cst)



4' g SOLUTION STOCHASTIQUE

2022 De méme, la fonction d’autocorrélation de y (t) = L [x (t)] est

V. Denoél

Ry(tl,fz) = // 7'1,7'2 tlf‘l'l)h(tg*‘l'z)d’rld’rz

// ti — 11,2 — 72) h(m1) h(m2) dridm

Systémes avec
mémoire (LTI)

Evolution de la variance :

oy (t) = //RX(AT)h(t—ﬁ)h(t—ﬁ—AT)dTldAT

—o0

Solution stationnaire :

R, (At) = // R« (A7) h(m) h(m1 + At — A7) dnidAT

116/137



:' g EXEMPLE

2022 Exemple : Oscillateur simple soumis a un bruit blanc
V. Denoél Ry (T) = Rp5 (T) = 27506 (7')

0 pour t <0
h(t) = 1 .
— L~ hwtgjy ( 1—&w t) our t > 0.
P e V1I=&ut) p
maire (1) 5
£=0.05
4+ |
al
O G
w3 —
ol §&1=0.1 |
1t £=0.2
o]
0 10 20 30 40
Temps [s]
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2022
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&
cos (Qwgt) + ————
Systimes avec ag k2 11— 1-¢& (2wat) e

mémoire (LTI)

ystemes san R 1 2
oo ()= B |y e | L& sin (2wat)

A
\utre

w1

o—Atew £
4&1k? Vi—¢

R, (At) =275y sin (Atwg) + cos (Atwd))

118/137
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' SOLUTION DANS LE DOMAINE FREQUENTIEL

2022 . N . . . N

Une alternative a la solution dans le domaine temporel consiste a

V. Denosl utiliser la transformée de Fourier de la réponse sous entrée arbitraire
Y (w) = H(w) X (w)

Pour un processus ergodique, on obtient donc :

. 21 > 5 . 2 P
Systemes avec Sy(w) lim - 1Y (w, T)| = |H (w)] _,_IE;nOO - [X(w, T)|

mémoire (LTI) T—ooo

|H ()] Sx ().

De fagon plus générale, la densité spectrale de puissance de la solution
stationnaire est obtenue par la transformée de Fourier de la fonction
d’autocorrélation, soit

+o00
1
S, (w) EEAVRAAﬂhﬁﬂhﬁy+r—AﬂeﬂWHWMdAr
— 00

o= |H (w)]? Sk ().
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.' SOLUTION DANS LE DOMAINE FREQUENTIEL

2022 Exemple 1 : Oscillateur simple soumis & un bruit blanc, S, (w) = So

V. Denoél

x|

Hw)= ——*——
1- % +2 56

nes sar a
iﬁiﬂf Peghes 3 //\x/
Autre £=02
o |H ()] ? fa
! —— §=07
\
—
oﬂ 1 w 2 3
o1
+oo So [T 1 7TSow1
0',3:/ Sx(w)dwzj/ 5 dw >
o k2 J_o W2 gy 2 2 IS
-%) +(az)
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' SOLUTION DANS LE DOMAINE FREQUENTIEL

2022
V. Denoel Exemple 2 : Circuit RL série
Ur P
o » O
R,
r -
L U;
Systémes avec o o
mémoire (LTT)
di(t . U(w
u(t)y=1L ()JrRl(t) — l(w):#
dt Ljiw+ R
u la tension aux bornes du montage, en V; i l'intensité du courant électrique en

A; L I'inductance de la bobine en H; R la résistance totale du circuit en Q
Si u (t) est un bruit blanc d’intensité S,, alors

+oo

2 / Su Sum
o; = ——dw=
(Lw)* + R2 LR
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V. Denoél
rang 1

rang 1

rang 2

> >

rang 2

Autres
Systemes
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Introduction
Caractérisation
Opération

Génération

Génération de réalisations de processus stochastiques
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V. Denoél

PARTIE IV : GENERATION DE REALISATIONS
DE PROCESSUS STOCHASTIQUES
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' DIFFERENTS CONTEXTES

2022
V. Denoél
e processus aléatoires construits a partir de variables aléatoires ;

dans ce cas, la génération se limite essentiellement a de la
génération de variables aléatoires ;

x(t) = fle(t),p]

Génération

e processus de Markov, ou représentés par une densité de
probabilité transitionnelle ;

e processus représentés par leur densités de probabilités de tous
rangs. Plus précisément, nous nous intéresserons
essentiellement a la simulation de réalisations d’échantillons
de processus stationnaires.
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Génération
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PROCESSUS CONSTRUITS A PARTIR DE
VARIABLES ALEATOIRES

x(t)=f[{w1(t), - en(t)}. t,p]
— simulation de réalisations de variables aléatoires p

Exemple : x (t) = Pisin(Pat + P3)

MATLAB -

figure
N=12; clr = {’r’,’k’,’b’,’m’,’c’,’y’,’g’};
t = 0:0.01:5;
for i=1:N
A =1+ rand(1);
w = 2*pi + randn(1);
phi = 2*%pi * rand(1);
f = A * sin(w*t+phi);
plot(t,f, char(clr(mod(i,7)+1)), ’marker’,’.’); hold on
end



:' g PROCESSUS DE MARKOV

o On connait une densité de probabilité initiale p(xp) et une densité

V. Denozl de probabilité transitionnelle g (Xpi1, tnt1|Xn, tn)-

1. Initialiser I’échantillon — X (tp)
2. Itérer pour déterminer les X (t,), avec n >0

Génération

L L L L L L L L L
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Gain cumulé au jeu de pile ou face (mise = 1).
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2022 . ’ o1 ’ . N .
Densité de probabilité du gain, apres n parties
V. Denoél
n=10 n=20
2000 2000 2000
1500 1500 1500
1000 1000
Génération
500 500

0
-40 -20 0 20 40

Gain
n=200
2000 2000 2000
1500 1500 1500
1000 1000 1000

(nb : il existe des méthodes pour déterminer ces densités de probabilités
explicitemenent)
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¥ PROCESSUS STATIONNAIRE AU SECOND

l ORDRE

2022 Objectif
V. Denosl Soit un processus aléatoire x (t) stationnaire déterminé par sa
densité spectrale de puissance S (w). Mettre au point une
réalisation de ce processus aléatoire.

Génération

Pourquoi parle-t-on de génération / simulation ?

Densités spectrales
de puissance

Réalisations
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V. Denoél

Génération
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PROCESSUS STATIONNAIRE AU SECOND
ORDRE

1. Simulation d’un bruit blanc

R(At) = R (At) = 27508 (At) & S(w) =S

Variance d’un bruit blanc???
— utilité comme entrée d’un systéme qui filtre ’énergie (infinie)
du bruit blanc
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V. Denoél

Génération
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Théoreme de Shannon :

Echantillonner un signal avec un pas de temps dt ne permet pas

d’apprécier le contenu fréquentiel supérieur a la fréquence de Nyquist
_

f; o ﬁ ) . . .

— Bruit blanc en bande limitée

+oo +27fs s
o2 = / S(w)dw = / 5(w)dw:47r50f5:27rd—‘;.
—oo —27fs

Génération d’un bruit blanc en bande limitée :

x0 = randn(N,1);
x =sqrt(2xpixS0/dt)*x0;
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V. Denoél

Génération
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2. Filtrage d’un bruit blanc

Sy (w) = |H (@) Sx (w) = |H (@) So
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& ORDRE

2022

V. Denoél
Processus autrorégressif / moyenne mobile (ARMA) :
P a8 S dix() ) [Zr0 81U |
Génération Zai dti = ZB’ dti - S}’ ( ) 5
i=0 i=0 ‘Z, o @i (jw)' ‘

Exemple :

a1y’ (t) + aoy (t) = Box (t)
(ajw + ap) Y (w) = BoX (w)

5 () = —8 s,
(a1w)? + ol
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2022

V. Denoél
3. Décomposition fréquentielle
Pour un processus aléatoire ergodique :
Génération . 2r 2 2m 2
Sx(w) = _lim — | Xi(w; T)| — Sx(w) = — | Xi(w; T)|
T—oo T T

X T = ) 5= )

— choisir Xj(w; T) = y/ 5= Sx (w)e/*«)

27 OX

avec ¢ (w) un déphasage aléatoire
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2022

V. Denoél

Appendice

Lectures com-
plémentaires
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u Lectures complémentaires I

2022

V. Denoél

Lectures com-
plémentaires

ﬁ A. Papoulis, Probability, Random Variables, and Stochastic
Processes, McGraw Hill, New York, 1965.

@ A. Preumont, Vibrations aléatoires et analyse spectrale,
Kluwer Academic Publishers, 1994.

@ R. L. Stratonovich, Topics in the Theory of Random Noise :
Volume 1, Gordon and Breach, Science Publishers, Inc.,
New-York, 1963.
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