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AVERTTISSEMENT

Dans ce rapport, nous utiliserons les notations intrinseques
suivantes pour les vecteurs:

a désigne un vecteur;

¢

o b egt le produit scalaire de a par bj

a x b est leur produit vectoriel;

¢
b4

~N v

(ay, by ¢) est le produit mixte (a3 x b) . c .

Du reste, la notatien tensorielle avec indices supérieurs et

inférieurs est utilisde constamment dans le texte.

La dérivation courante sera notée par une virgule:

2
£ . =;b-":§-:" H £ .. =~'-b_.f_—'? H €tCoooo
ot axt st x dxd

Il sera également fait usage des dérivées covariantes, définies dans

le texte,

Les discussions d'ordres de grandeur sont fréquentes dans ce
rapport. On ne s'étonnera donc pas de rencontrer des entrelacs de
formules et d'évaluations d'ordres de grandeur, ces derniéres étant
toujours précédées du symbole "0.G,"signifiant Qrdre de Grandeur .

On pourrait écrire, par exemple,

A = B + C + D
0. G 1 £ g2
+ B + F + G
0.Ge £ g2/3 g="

ce qui signifierait
=B+C+D+E+TF
= 0(1)

o(€)

= 0( €9

- o( ¢

o( £2/3)

¢=0(g Yy .

H YU aQ w =
]

=
]

Les références bibliographiques sont indiquées par leur numéro

entre deux signes "/" , par exemple: /18/.



INTRODUCTION

Le présent rapport se propose d'analyser un certain nombre

de formulations de la théorie des coques en vue de l'application
aux éléments finis. A ce titre, l'attention a été portée essentielle-

ment sur les points sulvants:

a) Expression de 1'énergie de déformation.
- b) Variables A& connecter d'un élément & 1'autre,
¢) Représentation des modes rigides,
Par contre, 1'établissement des équations locales d'équilibre et de
compatibilitéd n'a pas été abordé, non que nous n'y attachions pas d'inm-
portance, mais parce qu'elles ne jouent gudre de r8le dans les éléments
finis et que, méme en focalisant 1'étude de la sorte, on est rapidement

conduit & un volume considérable de matidre,

Le point de vue adopté est général et fait appel 2 la descrip-
tion tensorielle des surfaces et des coques. Pour faciliter la lectu-
re et fixer clairement les notations, nous avons counsacré deux sections
de ce rapport & rappeler les notions fondamentales de la théorie géo-

métrique des surfaces et des coques.,

Leg équations sont systématiquement dérivées dans le cadre

non linéaire des petites déformations, mais grands déplacements, Nousg

portons néanmoins une attention particulidre aux simplifications résul-

tant de 1'hypothése des rotations modérées, consistant & admettre que

tous les gradients de déplacements sont au plus d'ordre b’% s Xétant
1fordre de grandeur des déformations., Comme il nous arrive, dans main-
tes discussions d'ordre de grandeur, de faire appel i certaines rela-
tions générales de 1'élasticité non linéaire, nous avons adjoint in
fine une annexe permettant aux lecteurs peu familiers de cette dis-

cipline d'acquérir les notions nécessaires.

La section 3, consacrde aux fondements de la théorie des
coqUes, s'inspire en bonne partie d'un remarquable rapport de KOITER/1/.
Nous nous en écartons cependant en faisant usage du principe de
HELLINGER-REISSNER qui permet, & notre sens, d'un peu clarifier les

choges,

La section 4 est consacrée au développement des expressions
des déformations des coques de KIRCHHOFF~LOVE en coordonnées curvi=-

lignes, Elle suit d'assez prés l'exposé de KOITER /3./ et est destinde



.

esgentiellement & servir de base de discussion.

L'applicabilité des édquations précédentes aux éléments finis
est discutde dans la section 5. I1 apparailt d'abord que la connexion

des éléments s'exprime par des conditions non lindaires, ce gqul com-

plique le probléme d'une maniére inacceptable, & moins que 1l'on choi-
gisse volontairement des excés de conformité, ce qui risque de ralen-
tir la convergence et ne rend d'ailleurs pas le probléme beaucoup
plus simple. On ne peut se débarrasser de cette difficulté que dans
le cadre des rotations modérées ou alors, en abandonnant 1l'hypothese
de KIRCHHOFPF-LOVE. La seconde conclusion,classique d'ailleurs, esg
qu'il n'est généralement pas possible de représenter exactement les
déplacements rigides dans le cadre d'éléments finis utilisant les

compogsantes curvilignes des déplacements,

En réponse & cette deuxidéme difficulté, la section 56 expose
la théorie générale des coques de Kirchhoff-Love & partir des dépla-

cements en composantes cartdsiennes. Cette formulation est susceptible

d'une application sous forme d'éléments de type paraméirique,

Les sections 7 et 8 sont consacrées aux simplifications
résultant de 1l*hypothése des rotations moddédrées, qui suffit & 1'étude
de la bifurcation et du raidissement di & une pression interne. Bien
entendu, les expressions de la théorie linédaire des coques peuvent
en €tre déduites par simple omission des termes non linédaires. La
discussion est mende systématiquement par comparaison des ordres de

grandeur,

La section 9 est consacrée aux simplifications du type "shallow

shell". La distinction est nettement faite entre coques quasi-planes

(théorie de Marguerre) et cogues presque planes (théorie de Donnell).

Mention est faite des "quasi-shallow shells" de Koiter. L'ordre de
grandeur des erreurs consenties dans ces théories est étudié. On obtient,
pour la théorie de Marguerre, une erreur O(PZ)9 ou P est la pente

de la coque par rapport au plan de référence. Pour la théorie de

Donnell, l'erreur est O(L2/R2), L étant la longueur d'aonde de la
déformation et R, celul du plus petit rayon de courbure, Comme 1l'a
souligné IDELSOHN /15/, la théorie de Marguerre converge pour P —» O,

ce qui a lieu lorsque 1l'on raffine le maillage par éléments finis,

Dans les coques a double courbure, il subsiste néanmoins une diffi-

culté lide A la connexion géomdétrigue des éldments voigins,




La section 10 expose une théorie générale des coques avec
déformations dues & l'effort tranchant, en coordonnées cartésiennes.
Aprés détermination d'une approximation cohérente de 1l'énergie de dé=-
formation, on constate que les déplacements rigides ne sont pas néces-
sairement représentds. On peut porter reméde a cette difficulté en
approchant la normale par une interpolation, ce qui définit ce que

nous appelons des pseudo=cogues.

La section 11 donne la théorie des coques avec déformations
dues & 1l'effort tranchant, en coordonnées curvilignes, Une telle théo-
rie reste en effet utile pour certaines géométries particuliéres,
comme les coques de révolution. DLa formulation obtenue est assez nettement
plus simple que celle de FRAEIJS de VEUBEKE /16/, bien qu'adoptant le

méme point de départ.

Les simplifications qufapporte 3 la théorie précédente 1'hy-
pothése des rotations modérdées sont examindes en section 12, Le rac=-

cord avec la théorie de Kirchhoff-Love est examind.

Dans la section 13, on reprend la théorie de Marguerre i par-—
tir des dquations des pseudo-coques définies dans la section 10. Les
déformations dues aux efforts tranchants sont prises en compte. Une
généralisation de cette théorie, permettant la connexion géométrique
correcte des éléments dans le cas d'une coque a double courbure est
alors prdésentde. Ses résultats sont comparés, dans le cas restreint
des coques de Kirchhoff-Love, aux équations de la section 6, ce qui
permet d'évaluer 1l'erreur, qui se trouve &tre O(Pz). On y présente
également l'interprétation des approximations a la Marguerre & lfaide

deg déplacements fictifs initiaux au sens de /17/.

Les coques de révolution, d'une grande importance pratique,
font 1'objet des trois derniéres sections. La section 14 étudie les
coques troncconiques en coordonnées curvilignes. L'importance accor=-
dée aux coques troncconiques provient du fait que ce sont les seules
a4 permettre une représentation exacte des déplacements rigides par
léments finis,., L'approximation consigtant & modéliser une coque &
double courbure par des twoncs de cdnes, inaugurde par GRAFPTON et
STROME /21/, est devenue classique. Par analogie avec la théorie des
coques quasi-planes, on peut songer a améliorer la solution & 1'aide
du concept de déplacement fictif initial, ce qui comnduit & la théo-

rie des cogques guasi-coniques, exposée en section 15. La version




lindaire de cette théorie avait déja été présentée dans /17/; la forme
présentée ici est, dans ce cas, un peu plus simple, quoique équivalen-
te au sens de Koiter, Une autre possibilité, exacte cette fois, consis-
te & développer une théorie des coques ol les déplacements sont expri-

més en composantes cylindriques. Cette approche a été explorde par

DELPAK /22/ pour les déformations axisymétriques lindaires des coques

de Kirchhoff-Love. Nous présentons en section 16 une approche géndérale
des coques A& gdométrie de révolution avec déplacements exprimés en com-
posantes cylindriques, incluant les déformations dues aux efforts tran-

chantsg.

Lors des manipulations algébriques parfois lourdes qu'implique
la théorie des coques, les risques d'erreurs ne sont jamais absents.
dans le but de les minimiser, nous nous sommes efforcé de chercher de
nombreux recoupements., Tout d'abord, lorsque plusieurs théories ont des
points de convergence, les expressions qui en résultent ont été com-
parées., D'autres recoupements ont été obtenus par comparaison direste
avec deg résultats de la littérature. A défaut de telles possibilitiés,
deg tests simples ont &té réalisés, comme la vérification de la nullité

des déformations lors de déplacements rigides,



1. GEOMIETRIE DES SURFACES

Noug commencerons par exposer les quelques notions de la

théorie tensorielle des surfaces dont la connaissance est nécessaire

pour pouvoir procéder i une étude générale desg coques,

1,1 = Tenseur métrigue de surface

3

Une surface est une varidté a deux dimensions dans R”. Le vec—
teur-position’x\; d'un point quelconque de la surface (fig.1.1) dé-
pend donc de deux coordonnées x1 et XZ., En utilisant des lettres
grecques pour les indices pouvant prendre les valeurs 1 et 2, on a donc

ro= oz (x,x) = r &%) (1.1)

a4
On définit, & partir de ce systéme de coordonnées, les vec=—

teurs de base ay _de la surface au point r par
~ ~

a, = 'a’g‘::/axo‘=£' (1.2)

Lo

-

Une petite modification (dx1, dxz) des coordonnées fait passer

der &4 r+dr , avec
~ o~ ~
' « o«
d£= ,\I),ocdx =(a;ddx o
La distance parcourue lors de cette modification est donnde par
ol
dr? = dr e dr = a_ dx . de = a  ax®axP s (1.3),
~ ~ NO( ~P O‘P
en définissant le tenseur métrigue adp de la surface par
a, = a s & ° (104)
ap &P
Son inverse aP-"Zf s, solution du systéeme
.4
adP aPY - Sd 5 (1.5)
14

S

- étant le symbole de Kronecker, permet de définir les vecteurs de

base duaux

o (1.6)

©

21
L]
&

=p iﬁ'o%:: a agp= 5/@ (1.7)

et



L . § = aolng= adﬁ . (1.8)

a a
~ o~ NX °~
Nous ubiliserons par ailleurs les notations

a=atm (s ) 1/a = atm ( &) . (1.9)

P

1.2 = Normale et élédment de surface

Définissant la normale unitaire m i la surface par (%)

a, x a,
n= S , (1.10)
-

2y * 25l

congiddrons la grandeur indicée

E =(a,xas Jon . 1.11
Visiblement antisymétrique par rapport aux indices o et f3 s, elle
a une seule composante indépendante 512 = - %N° En vertu de la dé-

finition (1.10), 612 est positif.

Les produits mixtes de trois vecteurs possédent la propriété

fondamentale suivante:

a.d a.e a.t
O la e 4 L i 4

((ax blec ) ((dxe)f ) = |Db.d  Dboe bt (1.129%
Efg- Co.@ c.t

qu'il est facile de vérifier dans un systéme cartésien. I1 en découle

visiblement
811 2 0
8:2 = a a ] = a
12 21 22 *
0 0 1
ce qui entraine
612 = e 821 = v a, ° (1013)

(*) Le sens du produit vectoriel peut ici &tre défini arbitrairement,

puisque 1l'on n'a pas encore défini d'orientation de référence (voir
§ 2.2). Nous suggérons de suivre la régle du tire-bouchon de Maxwell,

selon laquelle le triédre{'31, 25, n} est droitier,






Définissant
o
€ ¥ xaf)n (1.14)

on obtient par le méme raisonnement
11 22

12 21 1
£ =€ =O, &€ ="£=.v-a—'| ° (1"15)
T1 est du reste &vident que
PN A _ 2P
E'=a a gi% x ff“) sn=2a a Exr_ .
Par ailleurs, la formule (1.12) implique
e - (¥ xaP) . n)((a xaw) . n)
o o
5 6
& o
0 0
solt
op o 6ﬁ o 6P
LW NS SOy (1.16)
En particulier,
of o P P
e{sedx = &, ‘55-555«=5a' (1.16")
o o P o
EPEdP=6d 6P-—6P8“=2 o (1016“)
Notant que
%Xip=((%x%)°3)3— EdPEs
on a encore
op of
£ a xd,=¢"' E n=2n
& TP o~ ’
soit
o ‘
n=7=%E& Pfi? xag - (1.17)
L'é1ément de surface orienté est donné par (fig. 1.2)
1 2 1.2 1..2
ds=i1dx xi?dx = 812r’£dxdx = V-;dedx ’

ce qui implique

ds = Va dx1dx2°

1.3 = Tenseur de courbure

La courbure d'une surface se marque par le fait que la direc-
tion de la normale varie d'un point & 1l'autre. Il est donc naturel
de mesurer la courbure par le taux de variation de la normale. Comme

n.n=1, on a édvidemment
~

o



" n o N = O’
9 ok ~
~

clest-3~-dire que les dérivées de la normale n'ont de composantes que
suivant les vecteurs de base de la surface. On peut donc écrire (fig.

1.3)

P
Zg:-bd 2g - (1.19)

L

Cette expression est connue sous le nom de relation de WEINTGARTEN,

Le tenseur Qs porte le nom de tenseur de courbure. Sa forme cova-
riante
¥
b = a b=a,.n
cl’& «5 P ’_\E A,’ol

est symétrique., En effet, 1l'orthogonalité des vecteurs de basze avec

la normale s'exprime par

a, « =0 |,
P

2

relation qui donne, aprés dérivation,

rI\l,"?\Ebd:“a;Err:ld
goit

b = &a, . 1 = = 1 o & = =1 , I 1n1v
BT It T TR BT TR T e

qui est visiblement symétrique.

On appelle directions principales de courbure les directions

définies par les vecteurs unitaires de la forme

vérifiant
EX %6 = A Cor o

Ce systéme homogéne n'admet de solution que =i
dtm(bﬁ—k&f) =K - 2)AH + A = 0,

aveg
2H=b1+b§ T2

2
1 by . (1.20)

La résolution de cette équation méne aux deux valeurs

AN, =——-5-¥Yu°-x , N =+—-H+V¥u -K ,

1 R1 2 R2

appelées courbures principales, dont la somme est 2 H et le produit K.

On donne & H le nom de courbure moyemne et K s'appelle courbure gaus-

gsienne., R1 et R2 sont les rayons de courbure principaux.




Les directions principales de courbure )3 et ¢ , sont
orthogonaleg. Bn effet, si

p () (1) P (2) _ (2)

(5 ..)\ et bo( CP = 7\2 ol )

la symétrie de b entralne

ol (1) X (2)

°(2)%p O(1) = M1 % O(2) T Aot (1)
goit

(1)

ce qui entraine 1l'orthogonalité si }1# )2 . 3i X1 = Xz , toutes les

directiond tangentes & la surface sont principales de courbure et,
parmi elles, on peut en choisir arbitrairement deux qui soient ortho-

gonales (cas de la sphdre).

1.4 = Dérivées dés vecteurs de base

Noug savons déjia que

n . a =D °
~ g op
On compléte L'expression de la dérivée des vecteurs de base en édcrivant

(]
¥
e,

(1.21)

a + b o
‘\éﬂd O(P o
C'est la relation de GAUSS. Cpsont appelés symboles de CHRISTOFFEL

de surface, Il est clair que

I"”P =i o ap,d = ;aj . 1“9P= r{;Kd (1.22)

Définigsant les symboles de Christoffel de deuxiéme espéce
l—?. If-.)\ 2
= & = g e 4 =
Ay = gy A pT 2 Zap T pyd

on remarquera que

“apy (id" i[—")sx Ty T Bt fpy T /;pd”}dP
(1.23)

Par permutation des indices, on obtient les trois relations
(-]

acx(s,y - 5"‘/3+ ype
*pg = lapy* g
aX""P= '—/152f°‘+ 17;4,0(2{

qui, compte tenu de la symétrie des r par rapport & leurs in-

d/bx

dices extrémes, entraine

oy = % Oidp,x +eaP69d - aX“’P) > (1.24)
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relation permettant le calcul des symboles de Christoffel & partir

du tenseur métrique,

Leg dérivées de la base duale se déduisent aisdment de (1.21)

gi 1'on remarque que l'identité

2% L a, = 85
R

implique
o 2 o
a o Bp= = ad o a =0

N’b, ﬁP - —~ ,\,Pﬂf 6’/3 ’

tandis que l'identité

ad.11=o

~ o~
entralne

ol

ao( nn="'adun =bb’ °

~ o o~ ~ ol
On a donce

2«
oI r" ol
a Kf"a,\. + ba’ﬁ . (1.25)

1.5 = Dérivées covariantes de surface

Ttant donné deux vecteurs de surface

u=u"a Vv = v ap

~ & o~ p ~ 7
leur produit scalaire s'écrit

U, V = ud v

o~ ° ~/ - ol °

Les dérivédes de ce produit scalaire peuvent 8tre calculédes de deux

manidres, La premidre consiste & dcrire

(}\1/ . x),[_:, = udgpvd + X Yy " (1.26)

et falt apparaitre les dérivées des composantes, Dans la seconde, on

dcrit
u. v = u Vi+u. v
(~ ’ ~)9P ~9{5 * o~ ~ t\-sp
= U A2 ad + u a8 v
- o ]
~’F, X o ~ N’P

i

o=
-

<

+

>

en définissant les dérivées covariantes de surface

c ol
u !(5 =2 . ,‘i,P R VO(IF' = a, °19P (1.27)

(o "4

Calculons ces grandeurs. On a
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o of o A A o =CAP
u = (u® a, ) = a .(u ay + U a ) = u + 1 au
lp ~ ~>‘ 9{3 ~ 9Pr~3\ f\Z\’P 9P p
(1.28)
" ( Ay o ( Ay v ah ) = v - '_3,; v
lep = a;g‘ ° VX?:J 9{5 = ie‘ ° V>\9P a + N ?; 9P = dsP @0( A °

(1.29)

De la méme fagon,les dérivédes d'une expression du type

o X . . .
s P Uy VP , Taisant intervenir un tenseur contravariant d'ordre deux

peuvent &tre calculées par

(sdpudvp)sb,:supgxudvp +Sup 0‘925 vﬁ+sdpudvpsx
ou par
aPu VP sde’uva+s°‘Pud|xvﬁ+sPu vp)b, s

3 condition de définir SdP’b’ de maniére que ces deux expressions

cofncident. I1 faut pour cela que

sdpfxudv{j:sdp v‘&-»sfa'uMvp+se‘lauo(v‘ésgx
- sdp P + S Pr',,uhvp s“P u,, VP»X+ P udf;; N

gsoit

o _ 2ol ) =T
s P[b’ud VP = (sdP9X+|—;)\ g P +|~;>‘s°“ ) u, vP .

quels que solent, bien sfir, les vecteurs u, et s - On aura donc

(-] d o x
S T S R AP (1.30)
Y sY' YU\ Y X
Pour un tenseur mixte, on trouverait, par un raisonnement analogue,
o %) o
s =% 4 l'" - £ (1.37)
Plx gs¥ ¥ P re A

et, pour un tenseur covariant,
o A ° )

So({blx - Sotp sy _[’;d S)\F, - r;/s

Plus généralement, la dérivée covariante d'un temseur quelconque

So‘x ° (1°32)

s'obtient en ajoutant a4 la dérivée classique autant de termes con-

tenant un symbole de Christoffel affecté du signe + qu'il y a d'in-
dices supérieurs & ce tenseur et autant de termes contenant un sym-
bole de Christoffel affecté du signe - que le tenseur posséde d'in-
dices inférieurs. On peut vérifier que les réges ci-dessus assurent
la distributivité de la dérivation covariante, c'est-ia-dire, par

exemple,
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(s Fup)|x s |K up+ s uPIY

Congidérant la relation

= = J = ux

uo"P - i? o ,u\"pP ada i o 1;1\3{3 adx |P 9

on a donc également
g ¥ ¥
u =(a,_u ) =a u +a, u
a(l{b oy (P olﬂ(_a dy lp K
ce qui n'est possible que si
5 (1.33)

a"‘h"Pz 0

relation connue sous le nom de Lemme de RICCT et que 1l'on peut

d'ailleurs déduire directement de (1.23). On a de la méme fagon

ad”P =0 , 6§[P= o . (1.33")

>’ » L3 d ’
La méme propriété est encore vrale pour Eo( et € {3 . Démontronsg-la

éﬁ@
= ((ad x:

G(@bb’ & ?‘-@ ~TY

pour : on a

€ ) o n) =(i9wxi‘?),£+(ayxa ) o n

,f’sb’ ~

4 N d 8 p A
- (is‘ x ap )e b; 2
O) O')
ce qui implique
20N r°ﬁ')‘
= - E - = .

1.6 = Condition de commutativité des dérivées covariantes

de surface

Peut=on intervertir l'ordre des dérivations covariantes? Il

suffit en fait de se demander si, pour un vecteur quelconque u , on

o
a bien

udlp?f:udlwﬁ ’

car cette relation entraine la commutativité pour tous les autres

tenseurs. Ainsi, pour un vecteur contravariant,

o(| d\ aX o) al
u = (2% u_ ) = g u. + a u + a u
PY N IM !(52{ ) IP My dx‘x Mp
+ a2 u
o "lPX
= a

uMpy ’
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par le lemme de Ricci. Pour un tenseur contravariant, on a, en posant

la relation

u® a) o) o\
e = 0Ty = Tl Tl Oy
=qu \Z +sdw v, -+sml V. +sdkv 9
Py A p My Y )I/.a Al/é,y
gsoit
ol ) _8 Lo o\ o
s | . v) = IPU’ s IP V&'X g {X VXVB s VSDGJ .

le second membre étant symétrique par rapport aux indices f3et ¥y chaque
fois qgile les dérivées secondes des vecteurs le sont. Notons au passage

gue pour un scalaire, on a

LIy
‘f”olp = (fga(l/_& - Lf,d/b - r;q ) ’

expression qui est toujours symétrique par rapport a o et g e

Pour un vecteur u% , On a

- /* - r'/“ u (1.35)

uxlpf l/s o rlo ™ yp el

- Fou, - N TV Nl T
gy FPM r r(;> Sy T e T proE ¥p "2l
I II I1T Iv v VI

Dans cette expression, les termes I et VI sont symétriques par rapport
a x’et p ; de plus, les termes III et IV ont une somme symétrique par

rapport & ces indices., Il vient donec

0/‘ _ ,‘.
r;e) Yu R,AM ol

(1.36)

ot apparalt le tenseur RF&FX appelé tenseur de courbure de RIEMANN

3
u?\l/ﬁx ) quWg = Yop ey ¥ A

(&4 ne pas confondre avec le tenseur de courbure bs de la surface).

Par conséquent, on ne pourra permuter l'ordre des dérivations cova-
riantes que si le tenseur de courbure de Riemann est nul. Les condi-
4. 16. BEn fait, elles ne
sont pas toutes indépendantes. Pour mettre ceci en &vidence, considérons

le temnseur quatre fois covariant

tions semblent a priori &tre au nombre de 2

&
R = a R °
pApy e TARY
On peut le calculer & partir de (1.36). Mais on en obtient une forme

plus simple en notant que
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- = »o,
uMPX u)‘l?f/} R/"‘)‘Plf u

et en remplacgant (1.35) par l'expression équivalente

- (a o a
%I@x"(/\’/s)nf " lu"@ Bl

ce qui, comme

u

“Mp“'“x,p p/.d\u g

donne
[-]

= - uﬂ-- = ufh - f" r - r, f; uf °
u)JPX “ %,Px ﬁ#),x &;uk A p
On en déduit directement
° °6 © o

"oy JQ(/‘*W ) rP/‘*W ! Pé*r;/* e ';/*

Tenant compte de la relation (1.24) entre les symboles de Christoffel

. (1.37)

et le tenseur métrique, on obtient aisément
- 3( - - ) e > e
YT R I ey T P gapp T T ey T ey [
(1.38)

I1 est ailsé de déduire de cette expression les relations de symétrie

suivantes:

R = - R (antisymétrie par rapport aux deum
o R Y
premiers indices)
R N = =R, (antisymétrie par rapport aux deux ;Sj%39)
MY Il fi¢

derniers indices)

R =R (symétrie par rapport aux deux -
Pee T PR .
couples d'indices)

On n'aura donc 3#) # 0 que si (/L,} ) = (1,2) ou (2,1) et si, de
plus, (/39X Y = (1, 2) ou (2, 1). Ce qui raméne les composantes
non nulles au tableau

Rin12 Ryopq

R2112 R2121

dont toutes les composantes sont égales au signe prés. La seule com-

posante indépendante est donc R

1212 °

1.7 = Interprétation géométrique de la nullité du tenseur de

courbure de Riemann

Rappelons qu'une surface est développable si 1'on peut 1l'appli-

quer sur uun plan sans déchirure ni recouvrement, c'est-h-dire en modi-
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fiant son tenseur de courbure mais non son tenseur métrique, Cette
propriété joue un rdle important dans maintes applications technolo=
giques (coupe des vétements, chaudronnerie, oe.)o.

Lorsque la surface est développée, on peut Y trouver un

réseau cartésien orthogonal, pour lequel tous les c:;'sont nuls,

Revenant & la surface de déyart, ce réseau garde les mémes a,m,/3

par conséquent, les mémes cag . Dés lors, une surface est développa-

et,

ble si et seulement si 1'on peut y construire un systéme de coordonnées

O(' =) 3. )
x— tel gue r;.P = 0
Pour exprimer analytiquement ce critére, il nous faut d'abord

déterminer la loi de transformation des symboles de Christoffel,

On a
L '
o I
a, = I = I X = X
of $0{

a
~ (\,9“‘ sk sol ~X ’

dfol '
(]
adP = Xd,o( XP’P ad,F'
et, par simple invergion,
adP = Xu ' XP uad'P' °
s ’

P

Ia base duale vérifie donc

R T R T

I1 en découle

A U S o N e -

o« p 2 ia,a X,b,.i . (*cpip)’d ng,.(x bdp%+xepxsdfs°‘

soit
o
i 1 4 1 © !
r-' =xf.(xv + xP x4 l"x,)
dP 3y 90(P op sol J'P
La surface sera développable chaque go%s que l'on peut trouver
Eas= 0 . On déduit de (1.40)

que ce systéme sera 1ié aux coordonnées de ddpart _x“ par les re-—

. (1.40)

un systéme de coordonndes Xa. pour lequel

lations
AT LN ¢
Xsd[}-—xﬂb'r‘:ﬁn

Ces équations fixant les dérivdes de xy

(1.41)

o B seront compatibles que
9

si
1

5
(x 9dp )9) -

s ) . (1.42)

Or, on a

Kl
(Xeap)d - mxgp TR

|
qc-
o
g
q~
_]
%
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]

et, en remplagant x A par sa valeur tirée de (1.41), soit
3
(-]
L8 e
* ab’x_ x s € b’)‘ ’
on obtient
i
(x g ), = %8 . I
90(/.'0 ' X dPs

La condition de developpabilité (1,42) gs'écrit donc

b,. De bbv _ x E
© s & (Pars, r‘de r, _r;/ér;k >"x,.s Rw{){}“

Comme la matrice Jacobienne xX : ne peut &tre singulidre, la sur-
9

i

face sera développable si et seulement si le tenseur de courbure de

Riemann est nul.

1.8 = Intégrabilité des vecteurs de base

Imaginons que 1l'on se donne arbitrairement les lois de

variation
xdf—badp = A"’F’ (x*) % T bF-”'b' = B@b' x*).

Peut-on trouver une surface qul réponde & ces conditions? Il

s'agit, en l'occurence, de trouver la loi
o
x> r(x¥),
L]

pour autant que ce soit possible. Observons d'abord que

r =3
~yd T 2
et que si 1'on a pu déterminer les vecteurs de base ay et les nor-

“~

males n, ona automatiquement
2%
r = a = r a, + b, n
N,o(p Nd’@ Pd ~A olfd ~ 4
si bien que la symétrie des dérivées secondes sera acquise. Le probléme

se raméne donc 3 intégrer ay et n a partir des relations de Gauss et
r~

de Weintegarten.

a) Intégration de la normale

Les équations de Weintgarten

n = b b
s ST P &

ne seront compatibles que si

(rl;l’d 9P B (j.loﬂ )9"( :
Comme o
_ LI o A P A
%9"[ )9P N b"()‘ 9F' 2 bo(x 3 9,@ B bo() sp E + bo()r‘P/'- fav bc()« bp
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et vu la symétrie par rapport écletla du terme en n , la condition

s'éerit
q/‘ e

- -

IDdX,P 4> bﬂu

ou encore,

[ © 24 o
- _rr b I A Y /A
bo()\,P AN bo(/v.. P A [N &N e “p ,\/w’
clfegt-a-dire
=b o 10
C'est la condition de MAINARDI - CODAZZI.
b) Intégration des vecteurs de base a,
Les equatlons de Gauss
r"* b
a a. + n
ne seront compatibles que si
(a?‘"{)(-’?=(i)‘9{3)9°( .
On calcule
° )
= r/“ —1/‘. n b
(i‘),o‘),/s o()\,/_,,%/,.'F aki/w,(a .,()\P,,,'P %,\,,p
. (o4 SO b BE
dh,@ﬂu* o(k /5/,. Zg p,:.33+ AN B~ H P
] e :
- (3 ,P“‘r:a Ay banby ) 2
e e
+(bd>‘|p +/b>» bdﬁ-»r:n‘ bﬁfh)f\l- o
Le coefficient de n est visiblement symétrique par rapport &4 o et 3

vu la relation de Mainardi-Codazzi. Il reste donc & vérifier que

2, &

A dofp

f%é

,@)\90( *

0/"—"2 -—l/* -2 € E £
A ‘/3/* I/“ “p " %0 P = Dp) Pa

soit, en tenant compte de la définition (1.36) du tenseur de cour-

bure de Riemann,

RE. = b B -b. bE
Dpa T @ oy P
Elevant 1'indice A , on obtient
£A A £
R = Db, .
cop P d

En vertu des symétries du tenseur de Riemann, ces conditions sont

toutes équivalentes

12
R”'IZ

4 la suivante:
1 .2 2 .1
= b, bg - by by, =K (1.44)
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C'est la condition de GAUSS. Elle entraine en particulier qu'une

surface est développable si et seulement si sa courbure gaussienne

est nulle. Plus génédralement, elle exprime que la courbure gaussienne

dépend de la métrique. Du reste, on vérifie aisément que

o ap
Rfﬁ =& £ K ; ded) = E«P oy K (1.45)

1.9 = Dérivde d'un vecteur tridimensionnel sur la surface

Considérons un vecteur général de la forme

o
u = u ?\P-*-WE'.

[a ")
Sa dérivation donne
- e
TR it 2o TN g 2T 2
2
- uf el é Wb
usd?[-*+u "([éi)-"u de£+w9d£ wbd’%)‘ ’
soit
u = (uPl - bP w) a, + (w , + b up ) n o (1.46)
! o T P T Op o T Ve = °

Si 1l'on adopte le développement dual

u = u a{s+Wn N
~a L ~

on obtient de méme

Efd = (up,d - bdp w)’% + (w9°< + b, Uy, ) n . (1.47)



19

2. GEOMETRIE DES COQUES

2.1 =~ Généralités et tenseur métrigue

On appelle cogue le volume engendré par une surface et sa nor-
male, celle-ci s'étendant d'une longueur t/2 de chaque c8té de la
surface., La longueur t est 1'épaisseur de la coque. Elle peut va-
rier d'un point & l'amtre de la surface; cependant, nous supposerons
toujours la coque mince. Plus précisément, si R est 1l'ordre de gran=-
deur des rayons de courbure de la coque et L, une dimension caracté-
ristique de la coque choisie pour représenter approximativement la

longueur d'onde des phénomenes étudids, il faudra que

2
£ %
= K1 . 7 K1 . (2.1)

La définition méme de la coque implique que tout point y

admet un vecteur-position de la forme
E(xa R x3) = £(x°' ) + x> Lx(x“) . (2.2)

Ia base de la coque est formée des vecteurs

P B
§.o("’£,d=£,o(+x3£,o(=i°"x3 2 28 = Mo % » (2.3
avec
p_P_ 3 P
My = §u x” b, (2.4)
et
3 =8,3°2 (2.5)

Une petite perturbation dx™ des coordonndes fait passer de s

en s + ds , avec

o~ [avd
i
ds _,§i ax— .
La distance ainsi parcourue est donnde par
as® = g, ax" . g ax? = g, . axt axd » (2.6)

~ ~ iJ
ol1 83 est le tenseur métrique de la coque. Plus précisdment, on a

2 3

ds de+£ dx”. n ax> = gdp ax de+ (de)z,

(2.61)

= g dxd
Eu %7 - Bp

c'est-a~dire que

= 1 ;

€33

A £ » 3 A 3 3 €
gdp=’g\?‘.§@=,kdaberpié=(8d-x by, )(%—x bﬁ')a)\

soit

£
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g =a,_ =2 b+ (xB)2 c (2.8)

ap ~ op oA o’
ol 1L'on a introduit la troigidme forme fondamentale de la surface,

A
Cyp = b, b}‘P (2.9)
entidrement dépendante des courbures,
Nous noterons g le déterminant du tenseur métrique. Sa valeur

est
2

dtm(gdp ) = dtm (ﬂ:/néau ) = /L a R (2.10)

(0]
i

avec

1l

/M.

Te dernier déterminant obtenu se calcule aisément & partir de 1l'équa-

atm(Sh - 2 o) = 72 atmoh -k £y .
X

tion caractéristique des courbures ( § 1.3)

352 g2 3 3,2
/.L:(x) (K - 2 3 +(x3) ) =1 ~2Hx" + K (x7)% (2.11)

Le tenseur métrique inverse g P est donné par

9

2P - (,«&'1 ):‘ (/&"1);5 o€

é
avec
J gt - R G2
- (2 -6—x3b“6°;+x3b>\)=
- -ﬁ_—« ((1-2 € x°) 6%+ %> b";) . (2.14)
On a done
§d=gd‘&§[5= (/w'”): (p )P 7‘)‘;@ Bg¢ = ,u.”):fef (2.15)

2,2 = Expressgion du prodult vectoriel

Le produit mixte (a, b, c)de trois vecteurs a, b et ¢ est un
~r )

nombre défini comme suit:
- sa grandeur est égale au volume du parallélipipéde cons-
truit sur les trois vechkeurs en question.
- son gigne est positif si le triédre{i, R, 3} a la méme
orientation (dextrorsum ou sinistrorsum) que le triddre

{g,l, 8s9 8 } , négatif dans le cas contraire
~ ~ -\.3

I1 va de soi que cette définition n'est pas totalement indé-
pendante du systéme d'axes, puisque le produit change de signe si
lton change l'orientation de 1'un des vecteurs de base., C'est pourquoi

on dit que le produit mixte est un pseudo-scalaire.

Le produit mixte jouit de la propriété suivante:
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(a, ‘Pg 2) (—v9 29 g) = f:e.g; %as %oé
bod  b.g bef (2.16)
gd geg i

qu'il est facile de vérifier dans un systéme d'axes cartésiens, ol
a, b1 Cy
(as bs c) = 32 b (o}
~ ~ A
b ¢
123 3 3

Introduisant alors le pseudo-tenseur de LEVY-CIVITTA

e' 'k = (§i9

13 &50 &) (2.17)

N

on remarquera qu'il est totalement antisymétrique et ne possede de

ce fait qu'une seule composante indépendante,
5123 = (519 %29 §3) > O °

La propriété (2.16) entraine alors

2
€103 = £1°81 8108 84083
£2°81  82°82  Bxefy = 8

Eq08 g,08 g,08
Bd B2 B3
solit

E = Vg (2.18)

On définit alors le produit vectoriel x b de deux vecteurs

a
~

iet 2 par

k
axbs= (i’ b, g.) & (2.19)

~

Développant a et b dans la base des fﬁ’ on obtient alors

i g kK _ (¢ i Jjy k
ixﬁ“ab(E:‘L’Ej'ik)g‘(kijab)%
soit, pour ¢ =a x b,
] 13
cp = Ekij a~ b . (2.20)
De la méme fagon, en posant
ik i i k il jm kn
€9 =(g,8% ) =6 "¢ € m . (2.21)
~ ~ -~ 9
on trouve
g23 _ (2,22)
Vg
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i ijk 0"

¢ =§ 2y b, . (2.207)
Ta: propriété (2.16) implique 51 61 51
13k i § ok 1 m n
€ €y = (g5 875 £)(8)s 8y 8 = §3 &3 &3
1 m n
k k k
61 6m 6n

i3 rk 3 2k g1 i ¢j sk i gj &k i¢d <k
=CSl <5mcs'n +616m‘6n+6m 51161 —6n 811161 -éléném

- 5; 551'. 511§ (2.23)

En particulier,

s . ok ok ek e et
g, =383685 . 885 4676 -6568) ~380 8 -8

imn

=83 85 - gk o3 (2.24)
)’;‘ijk Eijn = 3 6112 - 63; = 2 61; (2.25)
g €1k = (2.26)

2.3 = Dérivées covariantes de volume

On définit les dérivées covariantes de volume par

i i
u . = s U . ° 2027
”J £° 2. (2.27)
Comme
u . = (uk g.) . = uk L8+ uog . R
~sd el sd K pL.TR
on a
i i i k
u “ j = u g r; ! . (2.28)
avec
i r*i i
. = s = a . a 292
r; k k j §. fygg ( 9)

Pour les vecteurd covariants, on trouve de méme
k
U.i"j = U.igj - r;‘ j uk ° (2030)

Pour les tenseurs, les régles sont identiques & celles de la déri-
vation covariante de surface. On obtient par la m8me voie que pour les

surfaces

[

_ 1 = 1
15k = 851 ri o = F(Byg 0 By s * By ) (2.31)

ainsi que le lemme de Riccil



gij"k = O ° (2032)
De plus, on a
Eijk,l = (gl 1 9 g39 gk) + (g 9 ’\3919 gk) + (gl9 ~j Ekgl)

-1 (ays 850 8 + rlmj (g &1 &) + M (8o 850 &)

=J p
m m ™ m
11i mgk + r1 1mk I 1k Eijm s
ce qui équivaut a i
Eijkul =0 . (2.33)

Enfin, la question de la commutativité des dérivées covarian-
teg de volume se raméne 3 1l'étude du tenseur de courbure de Riemann

de volume:

p

illse = %y = Rk % o
avec
Iy _ P - P P - Y
Roijk - r; i3 r} i,k ri J 1 kq °
Comme on a
. P
Br,i T [y o
Nt
et
p P D q p
s . = . + = . .+ . .
iksla k 193 & rk sz (j ki,J l—‘k i ,—'3 q) gp
~
on obtient dir¥ctement
p
s . ™ .« . = R . o
fk,lg ,%3,1k .1k fp
Or, il est clair que
L. =P L =T L. =g,
fy,lg ~skij ~,Jik ,53,1k ?

ce qui entraine la nullité du tenseur de Riemann., I1 en découle que

les dérivées covariantes de volume commutent toujours

2.4 = Calcul explicite des symboles de Christoffel de volume

On a d'abord

Y Y -1\ _¢ A
(ip =8 Bpa = (M7 2 e (Mo, )

=-1.f A by

(}M- )£ ;af . (/u.p’d i)\J’/“'/sf:)\,o()
-1X £ BUNS D W1

= (w7 /AP9°‘+(’U‘ )E/u.pro'm .

Comme



E (£ 3
/U-Pso‘=(5p-xp)9d=-xb[39d ,

on obtient

rf € 33[fE 3 €
a(P-(/’- )E (r:‘ﬁ Xbpr: wa() .
On a par ailleurs
¥ s =17 €& £ -1 P
Uy =87 by = 7] 2 ae) = - (T )
Pour G; , 11 vient

3 _ 3 i} > x SN
r;p =8 Bpa T L (}*P,ai)\”’)"'/s By ) =M Pre
On a enfin
30 - . 3 _ .3 ~
@3"%"%3#“0 ’ r33"§°§3,3"

o o
s =88 3=0

0
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(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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3, FONDEMENTS DE LA THEORIE DES COQUES MINCES

3.1 -~ Des hypothdses de la théorie des cogques et de leur validité

Nous noterons respectivement uy les déplacementd, B'ij les

déformations de Green, sfLj les tensions de Kirchhoff-Trefftz, fi les
forces de volume, ti les tractions de surface imposées sur une par-
tie 82 de la frontidre, toutes ces charges étant supposées mortes,

Aijkl le tdnseur deg modules apparalssant dang 1°'expression de 17'é-

nergie complémentaire
_ a4 ij ki
N4 _f _qfdv-af Ay 08 v,
v A

Le principe de Hellinger-Reissner stipule le caractére stationnaire

de la fonctionnelle

. 1 . .
R - fv (70 3yl 5+ uglgr wlliwly) - % Aijklslaskl" £uy)av

- f tiu.i ds (301)
S2

La théorie des coques ne s'applique que dans les cas res-

treints ou le tenseur A. .
1ijkl

vérifie les conditions d'orthotropie

Adp)‘3=0 .

Notant alors

BO(P = 2 AO‘BpB 9 (302)
on peut encore écrire
1 ij k1 _ 4 ap \lu- o«f 33, 33,2
é (8) =% Ay S S L Adeﬂ.S s/ + Af*PBBS P33, ! A3333(s )
r3 8, s P, (3.3)

o
Nous allons montrer qu'en falit, les tensions dans le

feuillet moyen sdp s les tensions de cisaillement transversal .s"‘3

33

et lew tensions transversales s ont des ordres de grandeur

trés dissemblables. En se reétreignant au cadre des petites dé-
formations, on peut identifier les tensions de Kirchhoff-Trefftsm

et les tensions vraies dans les coordonnées convectdes (voir annexe).
Limitant la discussion au cas de forces de volume négligeables,les

tensions vraies vérifient les édquations d'équilibre
1 33))
o
d

L'expression détaillée de ceg équations nécessite le calcul des
symboles de Christoffel de la coque déformée. Partant de Lllexpression

générale
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) = (., +

v o 1 N 9 o ~
M5 = 2(gf & g ige * Wi * 8,1 = Tax, )

9
ij ij,k Jk,1i ik, J

nous supposerons les coordonndes ainsi choisies que 85 = 0(1),
c'est-a~-dire que les vecteurs de base soient .sensiblement de norme

unitaire. On obtient directement

r;f;;; - f:('py *apy * Cppat " qu,p B f:epg"‘ 0 (y/1) =0 (/1) .
Pour [ ¢ , on note que, sur le Tfeuillet moyen,

ap3
=) .
Caps = %an o3 = 2an (2 = 230 ) = = @ B = 00/R)

Apres déformation, on aura donc, en appelant R' l'ordre de grandeur des

rayons déformés,
o

r§p3 = = alg) by = 0(1/R') = l""'u,[53 .
De la méme fagon,
Cazp = 0C/RY) .
On a d'autre part
r"ov(33 = ro(33 + 2{0(3,3 + zf3390( - Xo(393 =0+ 0(¥/1L) = o(y /L)
303 = Bas * 2 ¥a3,3 " §33,0 =0+ 0C¥sE)
333 = a3+ ¥33,3 =0+ 0Cy/o).

On peut alors calculer les symboles de Christoffel de premiére

espéce par

0d  _ gedl
Fi x = € rj::lk

P )
=8 le,

puigque les déformations sont petites., Il vient, comme g p3 = 0,

r"l?‘z = gp). r;)\x = 0(1/L)

ol
rufy x &P My, = oti/r")
Ci’s = & IZ3p = 00/R)
Fa? = e 3y, = oy /m)
M3y = e Gy = 0y /o)
l"§33 g’ 535 = 0¥ /t) .

Examinons d'abord 1lféquation d'équilibre en translation

tangente au feuillet moyen,

o'l a2 ;0 ()
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On a, d'une part,

ot = v ol - v & DY I v o vBP - Y T2 N NC goi3
o,v P “ {'5 g (5 9{5 ﬁ A\ g F r-‘p 3 e rP A\ o FP 30’
0. G. o /L o'oP/L 2P re g oP/L o /re

et, d'autre part,

a3 (" o3 « 23
g . = g - ot M o033 i3 sdh a3 a3

0. G o3/t g *3 /R g2yt g P ¥/ a'%? ¥/t

En ne retenant que les termes les plus grands, 1l'équation (a) im-

plique la relation d'ordres de grandeur

0 a;"‘f’) . o GJ'G°’3)+ L o(g33) -0

] : (b)
L'équation d*équilibre en translation perpendiculaire au feuillet
moyen s'écrit
73"‘«1 : - 0O - ’
g “u ¥ Qg 0" . (e)
On calcule d'abord
3ot _ 3ol - 3 Lol 3 30 _ o] 3A o 33
O.ﬂ “& - O—? 9d rdv )\0-\7 r‘? O'V r‘? O'V rﬂo( 30-0
0. G @ g, ¥ o®n ARt
puis
¥
0.933”93 = 0.03393 -2 r-q3 GQXB -2 r‘ 3 0-7.33
0.Ge 0"33/L c'°'3 ¥/L '33 ¥/t R
ce qui méne a la relation d'ordres de grandeur
o 3 33
0 ’ (‘5 0 o 0 ’
(qu) R (% ) gcg ) _ o . ()
On déduit de (4)
o g??) =L 0(a®) + &5 o(gP) (e)

RV
et, en intoduisant ce résultat dans (b), il vient

o(a*P) . o( g ¥ , X

- . - 0(g%°) + L5 o(groP) -
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soit, en ne conservant que les plus grands fkermes (¥),

0(g'*) =L o(grP) (3.4)

ce qui, réintroduit dans (e), donne
0(a'??) = (+2/1%) o(o **P) + (t/R") o(g**F) . (3.5)

En vertu de 1'équivalence susmentionnée des tensions eu-
lériennes en coordonnées convectées et des tensions de Kirchhoff-Treffta,

on aura donc

0(s®?) = (/1) 0(s*P)
O(s33) max(t/R, tz/Lz) 0(s%f),

Dég lors, les différents termes de 1'énergie complémentaire auront
9

it

les ordres de grandeur suivants, en notant A 1l'ordre de grandeur des

A s A et B 1l'ordre de grandeur des B :
NPJX «p 33 B

Adm P s = a(0(s%P )2

) dﬂ 455 672 = max(s/m, $2/1%) (0(s%P))?
Aizgy (007 = 4 max(s?/R%, £4/1%) (0(s°P))?
B % PP - 31t2/1% (0(s%P))2

o
De plus, en notant pour la concision Uaj(u) les déformations

exprimdes en termes des déplacements, les termes du type tensions x dé=

formaktions de 1la fonctionnelletj{ ont les ordres de grandeur suivants:
S“PX s - o(s*®). oly)
- Xom‘”) = (4/1) o(sP) o(y)
533(1;) = max(t/R, $°/1°) o(s*P ) o(y) .

De ces relations, il découle que, pour autant que Bx A, ce qui
a lieu dans la plupart des cas, excepté pour certains matériaux mul~
ticouches ("sandwiches"), on ne commet pas d¥erreur relative su-

périeure & max(t/R, tZ/LZ) en se limitant & la fonctionnelle

= fv(sdpz(dp(u) + 2 su3xd3(u) - °‘{-”J>‘ s Ps - % u, - f3u ) av

(suite p. 29)

(*) Ceci suppose yg (R'/L), c'est-a~dire gue le rayon déformé n'est
pags négligeable devant la longueur d'onde L, condition normalement

vérifide en pratique.
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- j" (td u, + t3u3) as . (3.6)
52
La variation des tensions dans ce principe fournit, comme on
sait, les équations de compatibilité sous la forme de relations tensions-

déformations, Ce sont:

ap _ A
§s . Ko{((sU) = AO/P&"\ s R (3.7)

expressions identiques & celles de 1'état plan de tensioh.

§73 &yéu) =0 (3.8)

conditions dites de KIRCHHOFF-LOVE, qui expriment que les normales
3 la surface non-déformée restent normales au feuillet moyen au

cours de la déformation.

33

La tension s ayant disparu du principe, 1l'équation de

compatibilité relative a est perdue., On n'est nullement obli-

833

gé de calculer 653 de manidre i satisfaire exactement 3 la condi~

tion d'état plan de tension, c'est-a=-dire,

3 1 2
53=-U-( 2{1+2f2) .
Cette réintroduction, visant & restituer son caractére exact a la

théorie, peut d'ailleurs mener a de graves restrictions (), 11
est préférable de poser simplement

Y33 = O (3.9)

ce qui simplifie la description géométrique, tout en n'entralnant
que des erreurs d'ordre ¥ sur la description de la géométrie défor-

mée .

La théorie des coques construite sur les hypothdses
(3.7) & (3.9) implique donc, dans ses fondements méme, des erreurs

relatives d'ordre
2,2
'fl = max(t/Rg t /L )u (3::109

Comme 1l'a fait remarguer KOITER /1/, cette propriété implique que
toute simplification supplémentaire, portant sur des termes dont

1l'ordre de grandeur n'excede pas 7 , est justifide et méne & une

(*) De la méme fagon, pour des corps plan en état plan de tension, la
solution n'est exacte au sens de la théorie tridimensionnelle que si
la fonctio& d'Airy vérifie

V,.P =o(1+o(2x+o(3y ’ 0(1,0(2, o(3=ctes,
au lieu de la condition classique §74? = 0, qui nfexprime qu'une
compatibilité restreinte. -
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théorie dquivalente en ce sens que les résultats qui en procéderont

ne seront pas sensiblements altérés. Au contraire, il est vain de
retenir des termes qui n'apportent quune correction dfordre de grandeur
relatif inférieur a M car, excepté peut-&tre dans quelques cas parti=-
culiers heureux, 1l'influence de ces termes est masquée par les erreurs
fondamentales: de la théorie. En d'autres termes, une approximation
d'ordre plus élevé nécessite la remise en cause des hypothéses (3.7)

a (3.9).

Ce point de vue fructueux a permis a KOITER /1/ de remettre
un peu d'ordre dans les nombreuses théories de coques présentées

auparavant et de les classer, en schématisant un peu, en:

- Théorieg déficientes, auxquelles manquent des termes impor-

tants.

- Théorieg constituant une premiére approximation cohérente,

- ne différant entre elles que par des termes négligeables

et, par comséquent, équivalentes entre elles.

- Théoriesg inutilement raffindes, qui conservent des termes

ne pouvant pas apporter d'amélioration dans le cas général.

3.2 = Structure générale des déformations

Les relations (3.8) et (3.9) reviennent & dire que, lors de
la déformation, la coque, qui avait initialement les tenseurs fon-
damentaux a“P et bdp . Se transforme en une autre coque de méme
épaisseur et de tenseurs fondamentaux a! et b&F o La métrique

P

déformée est donc de la forme

g&P = a&P -2 XB b&P + (X3)2 b&)‘ bv?} 9 (3.11)

si bien que les déformations de Green, définies par

?fdp = %(g;P - g“P )
admettent 1l'expression
_ v _ 3 352
UO(P - Jo(p x E{P + (x7) \K‘P ’ (3.12)

avec

L}

%(a&p - adP )
Pap = Pap (3.13)

g 0 »
%(boc)\ b ?) LN bp )

fap

i}

e
¥, -

Dans le cadre des petites déformations, et en supposant

comme ci-dessus adP== 0(1), on a en général



B = 0(F) << 1
ce qui implique en particulier

ixp - o(g)
thP =0(y) , d'ol fﬁp: o(y/t)
T1 en découle

2 \Polp =

D » . N Y
Park Pl = Py Pp = (bgy = By ) Pl + By (B = g )

) R, ' A A A
(BIy = Pyy ) (b g~ bp) + (byy = Py ) bp + By (bp = bp )

SR >
funfa = B R * Purfe
0. G /2 g/ re)  y/(Rt)

soit, en définititive,
2 :
t24LP = O(max( ¥ yE/R) (3.714)

ce qui signifie que le terme en *&ﬂ est toujours négligeable devant

les deux autres. C'est pourquoi nous écrirons dorénavant

v 3
xdpz Xo(p - x Fo(p . (3.15)

3.3 = Equations constitutives 1/

Les relations constitutives d'un matériau homogéne et isotrope

s'éerivent (voir annexe) 3

o —E - o A o
B = T3 ((1-u) ¥, +v5)\<5p)

2

B o £ £ ¥
e URTILC AL S A

ce qui entralne successivement

o >
P - .._E_.é. ((1 -2 )61\ g£P +u6: g“P ) ¥
1 =0
et N \ ng
ol E ar g EN o o
(3.16)
En vertu du lemme de Ricei, on a
aABNE .
coP “3 =0 , (3.17)

ce qui ne fait d'ailleurs qu'exprimer l'indépendance du matériau par

3

rapport & la coordonnde x”. La relation (3.17), sur laquelle nous

nous appuierons, reste donc vabable chaque fois que le matériau est

37
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indépendant de la coordonnée x3°

La densité d'énergie de déformation admet le développement

de Taylor
w(z¥ , x3) = w(x® , 0) + x> W (x%, 0) + (X3>2 W (xu,O) 4+ oso
93 933
(3.18)
que nous limiterons au second ordre., On a
-]

Tty 0 = s PG,

: d _ o()-é S AN
- WG, 0) = 3 0 (G, + T Tacly) (3.19)

w (Xa( ,0) =% Capke

.33 (2?53«9”3%&“ 3% Yapllazthe * Bup Miell33)

Ces expressions ont été obtenues en tenant compte de la relation (3.17).
Les indices (°) signifient que la grandeur indicée a été calculée en
x3 =0, .

Commengons par évaluer les différentes dérivées qui apparais-

sent dans (3.19). On a d’abord

Xo(p||3 = 50(993 de{)‘P (_A, Yk (3.20)

d'ou

° n e P

Juplls = = Po(p + by X"P * be uad
0, G, 5/t /R /R

Les deux derniers termes sont donc d'un ordre de grandeur /R fois
plus petit que fz et, de plus, s'annulent lors d'un déplacement de

corps rigide. Il est donc parfaitement licite d'écrire

fdpib = - Fap . (3.21%

Passons aux dérivées secondes: on a

)\ A
Yapllzs = Oaplls),3 - Tra Dl = 136 Yadls
et, en tenant compte de (3.20),
- i o ) r
fapliss = Yap ,33 = '3 ,378{5 T e e,3.7 3,300 7 P3p B,
..1) £
3ot?f>‘e 3 30( rﬁzfs Gp Uae
3(5 Tas,3 * 3(5 Gader+ 368 f;i Yoit -

En ce qui concerne les dérivées des symboles de Christoffel, on a
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A -1, g
(a3 == 7 g,
et, comme . e . e
-1 1
0=68, 5= (M g sfer (W70 fy 5

°_ g
(/v. 1)‘93 -6::6@105 = bft

et
S N B 2
Ba,3 =~ Pabw=-cy

ce qui donne

] (-] A e A o G >‘ o
b/o({b”33 = Yap 33 F Sl * bdeP,3 ot t Ve Y,

B ¥ b 5 by b)\ oy £y
ozb'xp,B ddep* ?{Aa * P ¥an,3 T % Tl t Cp¥ae

Dans cette expression, on a
z?ap 33 =Yy = Omax (Y282, 5 /(0)))
b . K’“/f o( y /8%)

“d*ﬂ': o(y /(rRL)) .
Le plus grand terme est donc ﬁ&p_.o(max( Y /t Y/(Rt))). Les dif-
férents termes intervenant dans 33( ,0) sont par conséquent
9

%"‘(5”3 Bell 3 = 0CF /D)
??dplbﬂfxa +h°’o<pb3>;,\133 = o §2/4%, ¥P/(rE))

et le second est visiblement négligeable devant le premier. En

définitive, on peut écrire sans grande erreur

wx¥, 0) = 4 coP ey ?fo(,e ¥re
- . o _ a E
W, 0 = - 2 (ﬁ(pb'xg*'xdpfu (3.22)
. d pAe
,BB(X » 0 =% Pdpfké

Nous sommes & présent en mesure de calculer l'énergie de

déformation par unité de surface, donnée par
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t/2
V(x%®) =f W ,x2)(1 - 2 B %0 + K(x2)?) ax’
=-t/2
3 3 , 3 5
7 7 o t t
— “ u - - u .
=w(x*, 0)(t + X 33 215 3(x s 0) +W’33(x °O>(12 + Kz=)
(3.23)
t3
Dans cette expression, il est clair que 1l'on peut négliger KX ey devant
5 3
t et X %6 devant %E , moyennant une erreur d'ordre tZ/RZ, bien in-

férieure 4 celle de la théorie méme. Nous allons montrer qu'en plus

de cela, le terme en W 3(x°', 0) est négligeable devant les deux
9

autres, BEn effet, la positive définition des modules permet d'utiliser

1'inégalité de Schwapz~Cauchy

<3°‘W&pf’ )® (€ Egap‘ﬁe

iz ,4° g «pAe P %
<3 TG ERLR, P ETER

ce qui, par l'indgalité

2ABSA2+B2 R

entraine encore

3 AE A °
ol 1 @ L OdP 00(@ €o
! W,B(X s 0) 1 £ % R 12 c @Pﬁ“‘ + % C b,o(PXA£)
X2 (v wi®, 0) + 2y =%, 0)
T2 ? 12 7,33 ? °
On a donc
3
t ol t of %
|2H—1—2-w (x ,o)l$2I—I-—W_,—-2~(’cW(x » 0) + T35 933(x 0))

et le coefficient du second membre est d'ordre /R .
Fimalement, on obtient 1'expression suivante pour 1'énergie

de déformation par unité de surface du feuillet moyen:
3
o o odP)‘g o o N c(p)u‘.' L
V(x* ) =% ¢ tfo«pvxﬁ 1 3 Pa,af’xa , (3.24)

moyennant des erreurs relatives d'ordre ¥y et t/R. Définissant alors

les résultantes 2P et les moments m™P par

]

dap o dp
P - a\l/agdp , m av/a@p (3.25)

on obtient directement

dp _ Japhe . ¢ coofp _ Rdfre .3 _
n c Y, , o C (t /12)&& (3.26)
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L'expression (3.24) de 1l'énergie de déformation a été introduite
par LOVE /2/. Sa justification & 1l'aide des dérivées covariantes des
déformations et de 1'inégalité de Schwarz-Cauchy est due i3 KOITER /1/.
Noug nous sommes cependant dcarté de sa démarche pour 1'évaluation
des termes fondamentaux dans la déformation, ol nous faisons usage
des évaluations de p et *& s au lieu de recourir, comme KOITER et,

o
avant lui, CHIEN /4/6 aux équations générales de compatihilité.
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4, EXPRESSION DES DEFORMATIONS A PARTIR DES COMPOSANTES CURVILIGNES
DES DEPLACEMENTS

Ltexpression des déplacements en composantes curvilignes est

la plus courante, parce que la plus parlante physiquement. Cependant,
cette formulation présente des désavantages certains dans les calculs
par éléments finig, ainsi que nous le verrons en section 5, Nous sui-~
vrons ici, dang ses grandes lignes, 1l'approche de KOITER /3/, qui a
l'avantage de ne faire apparaltre que les déplacements du feuillet
Mmoyen.

4,1 = Déformations de la surface moyenne

La déformation transportant le point de vecteur-position =r
en un point

ol
r*=r+u=r+u ay,+wn , (4.1)
lad -~/ ~ ~ ~ A

la base déformée est donnde par

P 4 g
T - ot = -
gy =I' y=2atn ld 2y + Uy b, &+ W,d n - w by, fP .
ce qui s'écrit encore
gl . 10‘ a + g‘ n 9 (4’02)
r\_O( ool ’\?‘ o ~
avec .
* G ] * o
17 =8 + 2 =6, +u [, -w o
ol o oed ol d of
- 3 (4.3)
¢d = ng + Dy U

Le vecteur é; est généralement appelé rotation de la normale. Il

convient de prendre garde au fait que les tenseurs 1o €t kmd ne sount

pas symétrigues.

La nouvelle métrique est donnée par

wp =24 w2 = W gt RO 5 D)
*
-.-100(1“/3”& 4y = <afd+xj‘d><a“#+x“p)+gg, A
"ad{s+>‘{3 P \od O‘P ¢P .
On en 4éduit directement
bo’dp-: 32"”“501*)‘0( + A o()\OG'G ) . (4.4)

La version lindariséde de ce tenseur est

D .
= = % - o °
Sp z-()\ )\ 5 (ug ld+u,‘lp ) bdpw (4.5)
I1 n'est pas sans 1ntér§t d'introduire le tenseur

W Cup -de= (wg lg = vglp ) (4.6)

=
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qui, antisymétrique, posséde une seule composante indépendante L2

telle que
-]
wdp= edp.a . (4.7)
On a P
ops _ ¢ )
£ wdp-_— E sdpn. =20 (4.8)

et, par conséquent,

ﬂ:—}&d/s(up g = Uy lp)=%£dpupld (4.9)

ce qui signifie que, pour de petites rotations, L1 représente la

rotation autour de la normale. On peub alors écrire

(] (]

’\dp"‘ e"‘P - Wap (4.10)
et o
] 6 KRE o .
Xdp = o(/:)"'%a' (99‘0(“ ng()( p 5{3)’*“2‘9‘“ d@ (4.11)
4,2 = Variation de la sﬁrface
Dans la surface déformée, on a
o . Ap
'=\/—;£Pa'd1ap1~gasp )\ap}& .
d'ou
(a?/a) = %g"(ﬁ Ap (a on T 23'0()‘)(3‘/4»* 2}([5/,.
1 PP op I o A ap A\pe o
=+E&' g TN aP/’_+£ € b'o(k aP/"+ & ao()}[ﬁ“ + 2E' £ Xa&b'/a/u.
On calcule successivement
dP )\/ua a =£'(55}.' =6\A5{5—ap)‘a =4'~5X\=2
dF’ /u. F/k \),. op o()\él" o{/ipk o , oo oo °
£ XA#’/“'—E/‘E Yur = (a > 6/‘)b'o(>\=2b'o(_ab'o(/&=x°/ ’
ce gui donne
-2—'— =1+ 2§+ 250{)5#&(4%/» =1+ 2§74 00g%) (4.12)

4,3 - Normale & la surface déformée

La normale & la surface déformée emt donnde par

n' =% a'qp al xa'p —%(a/a)% dpa' x a}

"~ f\d r~n °{ f\.p

6% aanta® sy g wx@, e v 4 W L @)

P )

Pour pouvoir la calculer, il nous faut disposer de l'expression de

nxa » On a

~ '\)‘

nxa:"&dp(a X a )xa—%ﬁdp (a, (a ) - ( ))
~* 2 o % FEANT IR I S A

oy 20 - oy 20 ) = 26T a8, (18- 6,8
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P, ° e
f—4 -;L = E 4014‘
A Edp 3 iﬂ] %N om ( )
Rappelons par ailleurs que

2T "% B -

I1 vient donec
¥ “P o¢ A . %
n' = 2(a/at)® &0 (A l°f-” €l - 104}6; £% A7 .
P aM xk ol ofy v
= %(a/a')%((aﬁ P - 2% aPE )(15,6 B = Lo ¢F’ )3’1

 (reb-srbHa* 1t )

- 3(a/an)t(£PE (Lep B, - Loy dy Joy +€

IG
1 .
. 2 1VZ onm - P L i P
= +(a/a")*((1 szi(‘lepﬁf 1 8+l dp)g,,]
o _p g .o
1 - 1 1
\ + (100{ op Y- oP )E) P
i o ol o
= 1 1)2 M - " (¥ - .
t(a/a*)*((1 g, 1°d¢ )3,,,+2(1°°( 1°p . loﬁ5 ) n)
(4.15)
{)n peut encore exprimer ce résultat en termes des tenseurs
(- (-]
& et w : il silffit de remplacer, dans (4.15), l“e( par sa valeur
6 . 2 °
% "% % _ °ox
1,°¢“5d+7\,°('6d+e°¢ wed o

Commengons. par effectuer cette transformation sur le coefficient de

a,11 dans (4.15). Tenant compte du fait que
~e
o o Al o el ¥, 12 21
w t— = - o =
LN 2)‘0(_0. a®(a a“ ) {1 o ,

on obtient o
(2% 4 8 27y g - (8 8% ) g = gT 4 (BTN -8 ) 4, - (2 4+ 8%) 47

== (148 g (80T 4 . (4.16)

Quant au coefficient de n dans (4.15), il se transforme en

B85y + 810080 + 88y - (sf 4 8P - BP)(8y + 85 - 8%, ) -

P °f
34 + 4 é: +(Go:)2 - (5§+ 5{6 -c?)fp + 5: + %C 5; - 83:(/555 - (:)‘fo(
o O of 0{5 ° o
- w/?d Gp—r oum‘(»)ﬂ/5 ))

Dans cette expression, on notera que

o P

L\)o/b——* 0

G4 Bk ed,, P aga i a2 L

o p' o _5 o0 ap 2 _ gdsB (pod 2 2

@y = Reu® Gt - 8p8,- 88007 - - 207,
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ce qui la transforme en

o 2
%(4+455+(9)-(2+29°{+§ﬁ~2ﬂ.))=
32 + 285+ 837808+ 207 =1+ 804208528 5) +n 2

(4,17)

En introduisant les résultats (4.16) et (4.17) dans (4.15), on obtient

nt = (a/at)F(=((1+ 87 ) 47 - (8] - @37 ) #7) 2

w4 8 4 3832 - 8083 ) +0P) m) (4.18)

4.4 - Nouvelle courbure

La courbure de la surface non déformée est donnée par

bdp=£l;'i°‘9p °

Pour la surface déformée, on aura de méme

-b' = n' a a’ r
d(b ~ ﬁ..d 9(5
Partant de l'expression (4.2) de E’cy/ , on calcule

al = 1% a“_+1 +d, n+d n

Letop T Tectp T R T T s BT L

o A
=1°d9Pi“+1d{" a}‘+1°d p“n+¢d9 "Q{e(bpi'c\
Y. Zia %% 1%
_(1°d9P+f;%1°d bp¢°()a>‘+(¢{6 « Paoc ) B -

A ce stade, il est préférable de faire apparaltre les dérivées cova-
riantes. On a

.a(,p r‘) x "1‘. ' r

o

2,0
¢d,/& = 4 ls * r;el e
ce qui permet d‘écrire
ivf‘vﬁ-;(l?“‘ b{ﬁ¢ )a)‘+(¢d‘(b+l P)n+r‘ ,‘xa‘) ;éxil’)
A % 4
(1uo(lp'bp¢d)i7\+(¢o(’(s ««,e)fi*’;,(i« .
Comme les vecteurs a}, sont orthogonaux a}l" on obtient pour la
nouvelle courbure
b;//ﬁ = ((1 ‘P bp g, ) Ayt (8, IP i 9‘/@ )n (4.19)
Tenant alors compte de 1'express:i.on (4.18) de n', on trouve
. e SM yg - (8 ~ Mgt -
bd# =(a/a')®( ((1+9/, )¢ (8, -w. )¢ )(1)0(1/j b,\/_,»’do( )
Ojus ’ [ 2 - 0’7, ’l- 2 06
# (e ol 27 - 800) w07 (hyhy + 3L ))  (4.20)



Il est utile de faire apparaltre, dans cette expression, les tenseurs

[4 o
de et “kﬁ . On a .

Q o
1“'!-" = (a,, + em “’x« Mg = alp = Oralp (4.21)
Pour le calcul du tenseur w)\dl{! s on peut procéder de la maniére sui-

vante: en additionnant les trois relations
o4

Uy lx;s = Uyl = R.d)\P Ua
ux ‘pa N f‘xpd
Upha = up lak = PM ’

on obtient

(uy he =) lap Y+ (g oy +ua e ) = (e le) +upla) )

e
(Rad)P + Ra)Pd + R,de

soit, en se reportant aux définitions (4.5) et (4.6),

) u,

2 ‘:’)«d'p + 2 (SP,‘ + Bay My = 2 (G + Byp MYy =

®* . +8% +r* HYu, . (4.22)

o o()\P e/\Po{ op)\O( *®
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Faisant alors usage des:trois formes™ suivantes de la relation de Gauss:

)

% %
by bup = by By

.dkp
=brb, - b b
,}"50( f‘ 9 :(‘ )\P
R.p)«x = b bal,& - B Pa ’
on obtient
.73 * * . ot
R.e(kp + ded+ R " Z(bx wp " 2 Py Pag )

ce qui ramdne la relation (4.22) &

(:))‘dlp - °dp [y = Sax Iq * de Iy W - bm]dw+ bag ¥y " Vo) Vg
b g = B By ) iy (4.23)

Tenant compte de la relation de Mainardi-Codazzi

Paply = Ppa h = Pp la
et notant par ailleurs l'apparition, dans(4.23),des termes
et

%
bbh (w’d + by u, ) = bﬁk By s

on trouve finalement

o o ] '
‘th,p = edp Lk - Qp) o * bdp ¢k - bp) g, (4.24)
I1 vient donc, & partir de (4.21),
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lkd‘p - e)‘o( IF’ - eqp l). * Qﬁk }o{ - be(pgs,\ + bpx B

Comme
¢ ‘g o ° ' % o % o
bP L = Pp (Bgeet + St = Vg ) = Poa * Py Ot = Dp Voew s

on obtient finalement

- %‘ ; op A o}‘ - °.A "‘ g =4 - @ -

byp = (a/at)?C - (00 + 8u)d (6, ~wi")d )(Gxa?p + Oaly = Cqply = Pyphy)
o op, 2 on o p 2 %o _ %o
(1 w6, + 2((6)7 = 9,6,) +.0 )(bw5 + B0,y = Danut Byly))
(4.25)

Cette express:.on, bien que parfaltement correcte, laisse & désirer,
en ce qu'elle ne fait pas appara:.tre la symétrie attendue de la nou~
velle courbure par rapport aux indices o et ]3 s du moeins dans son

second terme. Montrons donc que cette symétrie est bien réelle. On

a success:.vement

“‘d'p“(‘”,«-* Y _(wqo(+bdu“)[ﬁ=wldp+b R u“+b“u,x]r>
b3°“d=%bp(ud§“+u“;d)«b@bw
_b:aa%d=%b;(um|d—ud1“) :

aroh

b+ [, + b o i

ap * ‘p 5 “dubrbwo‘d=bdp+wtdp+bd ’P +b Uy o
+bd u“}/b cPw . (4.26)

Dans cette expredsion, W‘d(b est symébrique, comme dérivée covariante
seconde dfun scalaire, b,O; 'P u, est symétrique en detp par 1'iden-
tité de Mainardi-Codazzi; les deux termes suivants forment un groupe-
ment symétrique; enfin, Cup est symétrique. Cette symétrie étant recon-
nue, il nous est permis de symétriser directement le dernier terme du
second membre de (4.25):

bd{z' + Bq fp + b': (éxxa - fo“d) = byp + 2(dy 1‘5 + ¢(5 for )

o % o )
+ Z(bp( -0, + bd(goclls -w,,,./@)) .
ce qui conduit & l'expression suivante de la courbure de la surface
déformde:

by = (a/at¥*(- (1 + 8Dd* - (@) - 8:Ma") (B}, + Grplu - ANER N

o op 2 o
+ (1 + 8L+ 3@ - efef,;) +0° )( P+ f(m# + ¢§,‘;¢,)

(4.27)
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En théorie 11nea1re, on a x @ 5dﬁ et
(a’/a)%aﬁ +29/k)%z1 +95: ;

en négligeant, aprés division, tous les termes du second ordre, on
obtient

"~ (4.28)
soit en core, par (4.26),

b;(F,ﬁbdp+W‘dp°°dpw+b “]P +b u“}d+b](5u“ . (4.28 bisg)
4.5 - Une expression éguivalente du tenseur de changement de

courbure /3/

L'expression (4.27) de la nouvelle courbure est encombrée par

la présence du rapport (a/a’)% . Or, on a
nE o ool . ol ° o % _ ° o 2
| (a/a®)® = (1 + 2y5,+ 2¢ £ﬁ#3&pxxu) =1 +y,+00(y") .
Qonsidérons alors le tenseur

* (a"/a) b?, = b . (4.29)
Fap = “p " Cep
Son expression est beaucoup plus simple que celle de s puisque
fu 4
cubique. La différence entre f;; et fLP est donnée par
pr =-p =0~ (a'/a)?) b = (1 = (a°/a)%)(b
ap  dp P
oCy /R) + o ¥2/%) ,

+ﬁ%& )

ce qui implique une erreur relative d'ordre
max(t/R, ¥ )
puisque f’k est d'ordre ‘X/t . On peut donc, avec profit, remplacer
F ﬂ( s Sans détériorer la qualité de la solution. L'express
sion génera e de f * est

P = (G %((e,h) - 880 +0%) vy
+ 301+ 804 %((eﬁ) = 88 + 0 Byl + Byl + BalEm Duy)
+ bz(éfxp" ;J“P))
- (0 808" - (6 - BN E + 1, - Sl

* Py Ppay = bypdy )
(4.30)
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5, APPLICABILITE DE LA THEORIE PRECEDENTE AUX ELEMENTS FINIS

L'application.de la théorie qui vient d'8&tre exposée A
une méthode d'éléments finis se heurte & un certain nombre de dif-
ficultés:

a) La condition de connexion de deux éléments doit garantir
le maintien de la continuité géométrique lors de la déformation.
Ceci nécessite 1'identité des déplacements du feuillet moyen ainsi

que du changement de normale . Ce dernier s'éecrit, & partir de (4.18),

nt == (a/a)¥( - ((1+84) ¢T- 8] - %) a

1
F (843 (8212 -8083) 40P )+ (a/an)® - 1) g .

Telle quelle, cette condition est non linéaire, ce qui rend la connexion

des éléments trés délicate et, en tout cas, en opposition avec la
philosophie traditionnelle des modéles "déplacementg"™ ou les de=-

grés de liberté servent simultanément de eonnecteurs. On peut ce-
pendant se demander si une continuité C1 de tous les déplacements

ne garantirait pas cette condition. Ce n'est malheureusement le cas

que dans l'hypothése assez restrictive ol le temseur de courbure IQP

est continu. En effet,

o A
Qo(p"%(uo('p*uf:’d)"bdpw ’ o = Wt B Uy

A cela, il faut ajouter que les connexions C1 ne sont pas particuliére

ment aisédes & réaliser et que, de plus, elles peuvent ralentir la

convergence par excés de conformité lorsque la mise en charge n'est

pas trés réguliére.

On notera que cette difficulté est liée aux conditions de

Kirchhoff-Love. Elle disparalt si l'on se limite aux rotations modé-

rées, comme nous le verrons plus loin. Pratiquement, ceci signifie

que pour 1'étude de grands déplacements, sans restriction (si ce n'est

la petitesse des déformations), il est préférable d'abahdonner les con-

ditions de Kirchhoff-Love.

b) Les éléments finis de coque utilisent généralement une
description polynomiale du champ de déplacements. Or, le plus sou-
vent, les composantes curvilignes des déplacements de corps rigide
ne sont pas des polyndmes des coordonnées curvilignes décrivant na-
turellement la géométrie. Ainsi, pour un fond sphérique, le déplace=-

ment vertical s'éerit (fig. 5.1)

UZ eZ = u9 aQ + W‘E
~

e



encastrement
déf. exacte

_ Fig 52
Quand /es . déplacements

rigides ne sont pas
représentés...

e
7%
| Yg
+UZ
Fig. 5.1
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et, comme

n. E? = gin © » i? o 2? = R cos @ °
on a

uy = UZ iz ° 29 = UZ R cos @

w o= UZ i? e = UZ gin & .

Bien entendu, pour des éléments de plus en plus petits, les dépla-
cements de corps rigide seront de mieuzm en mieux représentés et la
solution numérique finira par converger. Mais pour des maillages
"raisonnables", on risque de se trouver trés loin de la solution.
L'exemple représenté 3 la fig. 5.2 est trés parlant & ce sujet. Il
s'agit /7,8/ d'un cylindre & fond sphérique soumis & une pression emté-
rieure, Le fond supérieur, plat, est encastré sur 1l'axe; le fond
inférieur, sphérique, est libre de se mouvoir le long de 1l'axe, mais
non de quitter celui-ci. La solution exacte, obtenue & partir 4'é-
léments finis approprids (*), consiste en une déformation du fond
plat, qui se creuse en fond de bouteille & vin, accompagnée d'un
déplacement d'ensemble du reste du réservoir qui, pratiquement, ne
se déforme pas., Un calcul a été effectué & 1'aide d'éléments finis
ne représentant pas exactement les modes rigides. Le fond n'a pas
bougé comme il l'aurait dfi et la plaque supérieure s'est déformée
d'une maniére toute différente de la réalité. Le maillage, non
représenté sur la figure, était cependant tout-a-fait raidonnable,

ni trop grossier, ni trop fin.

Peut-on se libérer de cette lourde hypothéque? ILa réponse

est affirmative, mais pour cela, il faut exprimer les déplacements

en composantes cartésiennes et non plus en composantes curvilignes.

Le calecul des déformations et changements de courbure i partir des

composantes cartésiennes des déplacements fait l'objet de la section 6.

(*) I1 s'agit en fait d'éléments tremsoniques, dont la convergence
est actuellement garantie par une foule de calculs. Les éléments cour-
bes ne représentant pas les modes rigides dont il est question avaient,
au départ, été congus comme une amélioration des précédents!....Le
mieux fut 1'ennemi du bien.



6. EXPRESSION DES DEFORMATIONS A PARTIR DES COMPOSANTES CARTESIENNES

DAES DEPLACEMENTS

Assez paradoxalement, 1l'usage des composantes cartésiennes des

déplacements a plutdt pour effet de simplifier les ealculs,

6.1 - Géométrie de la coque

Soit {e,, e,, e,} une base cartésienne orthogonale. Le
N AT A3

vecteur-position d*un point du feuillet moyen s'éerit
i i
r=r e, =Ir, € ® (6.1)
~ nl L ~
Les indices latins, qui se rapportent & la base cartésienne, peu-
vent indifféremment &tre placéds en position inférieure ou supérieu-~

i
re, car ¢ = T On a alors

L}

a r =T, e, , (6.2)
A& A i i

ce qui permet d'éerire

adP =T o ri’P . (6.3)
Lvélément de surface est a% » donné par la relation
8 = 8,4 855 = 84, 8y, . (6.4)
La normale se calcule par
- 2% _ =%
2T N TRT® 0 %k Ui, Tk,2 R (6.5)
et le tenseur de courbure a pour expression
- s o
bdp =n., Zop " 2% &4y Ty.q Ti,o ri§ﬁ3 . (6.6)

Dans tout ceei, il faut entendre par eijk le produit mixte

sk = (840 840 8y) -

6.2 = Déformation du feuillet moyen

Aprés déformation, on a

a' = (r +u = . s .
Bq (z, w (rg o * Y o ) 25 ’

(ri,o( Ml )(ri,P + ui,p )

= ri,d riq@ + ui,d ri'P + ri,a ui’P + ui’d uioP ’

45

K&P =% (a&P - aup ) = %(ri,u ui’P + ri’P U gt Uy g ui’P ) (6.7)
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G . .
Définissant alors g Pde manidre classique, on a, comme en section 4,

a' = a% EdPa'cm a'pz = % aﬁdpa)‘f* a;{)‘ a

?
Pr
ce qui donne

(at/a) =1+ 2§% + zed)‘epf‘fdﬁj’fw (6.8)

6.3 - Normale & la surface déformée

La normale & la surface déformée s'obtient en remplagant dans

(6.5) r par (r + u) et a par a' :
_(aryh
nt =(a")"F ey (ry g oruy Iy o vy o) e (6.9)

6.4 = Courbure de la surface déformée

La courbure de la surface déformée est donnée par

i

bo'(p =21 . (r + 1)

ol

(@7 oy ge(Py,q + U3, Pz * ¥,2) T gp + % 0 )

Il est partisuliérement attrayant, dans ce contexte, d'utiliser le

tenseur modifié
1
* = (a'/a)® b! - b
Pdp op ap s

qui vaut iei

.-
Py, == Cacop Tyt T T2 T2 T R 2
* e (5%, YT 0,00 (6210

6.5 = Condition de représentation des déplacements rigides dans

un élément fini fondé sur les expressions précédentes

Dans l'application de la présente formulation, on se limi-
te & une représentation approchée de la géométrie par des polyndmes:

1 2 1,2 1.2 2.2
T, _o(i X + o, X +<>(i3(x) +o(i4xx + c(is(x)

+ o,
i i

+ 60 ?

0 1

a4 1'instar des éléments paramétriques au sens de Zienkiewicz(/9/; voir
aussi /7/ pour une présentation plus efficace, fondée sur les mondmes).
Les déplacements rigides seront représentés si leurs variations le sont
(i1 suffit alors d'intégrer sur les variations d'angles et de posi=

tions). Or, ces variations ont la forme générale

- wns g - — - L A - e

translation rotation



Le terme de translation sera présent si les déplacements constants
sont représentés, ce qui est toujours le eas. Pour représenter les
rotations, il faut que 1l'on puisse avoir des déplacements multiples
des coordonnées. En d'autres termes, les déplacements rigides seront

représentés si la base de fonetions représentant les déplacementd

eontient la base de fonctions représentant les coordonnées. (BEléments

mEmmrimaTIm I IS

hypo- et isoparamétriques).

6.6 - Formulation de DUPUIS et GOEL /31/

Dans le cas d'une gdométrie définie par les relations

=X, Ty=X 4, Ty= h(x1, xz) R

Dupuis et Go&l obtiennent, en théorie linéaire, les expressions

= U

X"‘P o, +up,d+h9d u3°P+h9P Uy o (6.11)

#

~% 1. - -
a (h,ap(h h AU h.X uB’U?/a haUqudp + u390P )

(6.12)
Les expressions obtenues en linédarisant (6.7) sont strictement iden~
tiques & (6.11). En ce qui concerne les changements de courbure, il

vient & partir de (6.10)

-%
i = Bop ™ T By o T Usap) (6:1)

Montrons que cette expression, du reste plus simple que celle de

Dupuis et Go&€l, lui est équivalente au sens de Koiter. On a

. 5 ( B B By TRy Y

Notant que
2 2 2 .2
= (1 + h°1)(1 + h92) - h51 h92 =1 4 h’x h’x R
on obtient
1 h h h
-1 -« 9/“ )SJ)‘ o¥ 9)‘ o8 u3,b’
p* -p =a°h ( LI
A ldp 0 a Ys a

A
Le coefficient de ux % peut aisément €tre identifié comme égal & ax
¢

Notant par ailleurs que

% ab’x (h

L
~~
~~
—
+
=g
=g
N

1
9N uB’X ¥ hoU u39>‘ ) = 2a oM s 2 h’x u3v\6

47



on obtient

- - -% XA °
:p Fofp-a h,dP(a Ty )

expression négligeable, car en Z'/R .

9
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7. THEORIE DES ROTATIONS MODEREES (COMPOSANTES CURVILIGNES)

7.1 = Définitions et ealcul des déformations du feuillet moyen

Nous appellerons dans la suite théorie des rotations modérées

1la théorie gimplifide que 1l'on obtient en supposant que tous les gra-

dients de déplacements sont au plus d'ordre K%'(Voir annexe), Comme
o of o

u = (u -byw)a,+(w _ +Db, u,)n

~yf ( !P g & ,P p oA P

cette hypothdse implique (en choisissant toujours, pour simplifier

la discussion, un systéme de coordonndes "gaussien" ol les vec-

teurs de base sont sensiblement de norme unitaire)

W ooy L 4 =0 (7.1)
et, comme
o o €
de = Cup )‘.o(?\'x 4 9% ’
on obtiegt
© %
% = Tug -x.dxxp— g % =0(3) . (7.2)
Il en découle
Tip™ Sup 2 4 Gy - Qo) (G = Ba) + % 4, 8,
0.G. ¥ ¥ 3% ¥ ;;% ]
-8 ¢t Dby v vy 4O 7%
= 5«@ + ¥ a'xeém( EEP—Q2 + % 950‘ fZ‘p + O(b’B/E)
= Sup b g g 00+ b A+ 0(g?)
golt
Fup = Sp + 307 ay + 14, 4+ 007D (7.3)

T.2 = Simplification des changements de courbure

La courbure de la surface déformée vaut, par (4.27),

. . o\ A ,o% o) 0 2 o
oy = (a/an) (=((1 + &I - B8 G 1y + Bgly - Splh - gty )

0.8, 1 b 5% 5 0 : 2}’12' §/L §/L ¥/L 5%/3
om o2 e M 2
+ (1 + % + ‘i((e/u) -9#90,) +0 )(bo,p + %(ﬁfdlp + P’d)
0.G. 1Y ¥ ¥ /R el
+ %ﬁ“

[-] © ? o (-]
p Cot =) + 8 0% (6, = 0y)))

0.G. i/R 5%/12 y/R ﬁ/&
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% % o % ©
= (a/a") (bd[5 + 2(4, ‘P + ¢@fd ) - % bp W~ bdwxp+ 0(§/Ry ¥/L))
0.8, 1/R ;;%/L 3%/3
ce qui permet de ecaleuler le changement de courbure par
%o o
P:l{b .t (¢dl[5 + 8]y - bdw“P— bpwm{) (7.4)

%y,

avee une erréur relative O( ¥

7.3 = Connexion des éléments finis en rotations modérées

Pour 1l'application de ee qui précede aux éléments finis,
on a besoin de la condition de eonnexion aux frontidres d'éléments,

Cette condition s'exprime par

- L'égalité des déplacements aux interfaces

- L'8galité de la variation de la normale aux interfaces

La premiére condition ne pose guéere de problémes. Pour exprimer la
seconde, choisissons localement a4 normal & l'interface et de lon-
™\

gueur unitaire et a, tangent & l'interface, de longueur unitaire

e %)
également. On a alors

n' = (a/a)® (=((1 + 82 )7 - (B -y") 6%) a

0. G 1 ¥ 35% ¥ ¢ g ~
s (1484382 =806 ) 0P n)
0.G. 1 ¥ §°
=5+¢ﬂ3 +0(y) (7.5)
0(3%)

.
I1 suffit done, si 1l'on se contente d'une expression approehée i 55
prés, ce qui est cohérent par rapport aux simplifications ei-dessus,

de conneeter les ¢4 . Or,

"

¢2=W = b

111
2 2

2
1" Py U,

1
w”2 + (n .. a)u

[}

+ (n .. aZ) u

™~

est connecté dés lors que n, w et u le sont., I1 ne reste donc plus

qu'a connecter
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et non pas simplement w PR car il se peut trés bien que b} et bf
?

varient brusquement d'un élément & 1'autre (fig. 7.71). Dans un systéme

d'axes quelconque, soit Y le vecteur unitaire normal & l'interface., Il
faut connecter

g, = (6, a +d,8°)p =g 0 46, F =g

soit
ol <4 _
g{u = U (ww( + b, u“) . (7.6)

7.4 - Remarque
On eonstate que

P =0 (ot .
o
Or, on doit avoir
*
= 0 ( t) °

[’dp ¥/
Ceeci suppose

5% = 0(t/L, t/R) .

En particulier, les gradients de déplacements sont 0(U/L, U/R), U étant

l'ordre de grandeur des déplacements. On en déduit que la théorie des

rotatiofis modérées correspond 3 des déplacements sensiblement de 1%or=-

dre de grandeur de 1l'épaisseur de la coqué°




Fig. 71

bf peut &tre discontinu !
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8, THEORIE DES ROTATIONS MODEREES (COMPOSANTES CARTESIENNES)

8.1 - Expressions simplifides des déformations

En ecoordonnées cartdsiennes, la condition de rotations modé-

rées s'derit

%
ui’dgo(g ) (8.1)
Dans un systéme de eoordonnées tel que T,y = 0(1), on a alors
?
o .
= %(r u, + r u, + u, u 8.2
Xap 2ry 4 1,8 7 Ti,p Mi,a i i,p) ’ (8.2)
sans amélioration possible, On a par contre
*=aF . LT + T, ,u +u, .7 +u, .u_ )
[z(# °5 5™ ,c(p T5 T2 Y Ty, Y2 T, 2 o Yy, 2
J_ “4
04 Go 5%/1, 1 Z%/L 32 (4
* TiLap (rg e o * Uy 4Ty 5 + Uy g% o))
0.6, 1/R ¥ 5t ¥
goit

-3 A
o ;
E%g = a 1jk 1,06 Ty T, riedﬁ (rj,1uk,2 + uj’1rk’2)) s (8.3)

avee une erreur relative O( 5%

8.2 = Pentes & connecter aux interfaces d'éléments

Examinons & présent comment s'exprime en composantes car-

DY

tésiennes la rotation ¢ a4 connecter pour obtenir la conformité
a4 o( X%) prés. Prenant 1'axe 1 normal & l'interface et l%axe 2

selon 1l'interface, normés tous les deux, on a

w u

i1 B

i

il

1= (2-°v2)»1 +ugny o=y

o
n, = . .
i,1 71 Uy b1 rl,d

¢'est-a-dire que

I1 en déeoule que la rotation i conneeter s'éecrit simplement
g, = (ou /ov) . n = ng ou, /ow R (8.4)

LY

U étant le veeteur normal & 1'interface.

“~
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9, COQUES QUASI-PLANES ET COQUES PRESQUE PLANES

Dans cecette seetion, nous étudierons les approximations

connues dans la littérature anglo-saxenne sous le nom de shallow
shells., Il en existe deux types, que nous distinguerons nettement,

car -glles reposent sur des hypothéses $trés différentes.

9.1 - Coques quasi-planes: théorie de MARGUERRE /5,6/
En utilisant un plan de référence, on peut derire (voir
Tigs 9.1)
ol

_ - (-
r =X R ry = h(x®) .

La théorie des coques en composantes eartésiennes donne alors, dans

le eadre des rotations modérées,

o

K&g: %(r%,d uA’F * T3y u3'P Uy rk,p + u3¢x rB’F

oy uX’P + Uy u3,{-‘-‘ )

ol + h

= %(udpF * uppd + hop w? 90( WQP + u/\gd uAgP * Wyd WQP ) 9(9.1)

en notant u, les déplacements dans le plan de référence et w le dé-

plaecement perpendiculaire & ece pban. On a par ailleurs

px - 2™ (u )

b 1,dp (ry 473 5 = T3 1%
Y20 (r3 479,27 T9,173,2)
“3,0p (rq 175 2= Tp 177 o)
t Ty ap (r2’1u3’2 =Ty Uy o Uy Ty, - u3,1r2’2)
rZ,dP (r3,1“1,2 T Ty,%3,2 Y U3 9T o T U Ty )

+ Ty op €r1’1u2’2 =Ty Uyt Wy qTp " u2’1r1’2)).

Comme r 2 =6P et rA, g = 0 , on obtient
..%
* - - an h
F a (u1, P ( h,1) + “z,ap ( h’z) + W,dp + ndP (u292 + u1’1))

(9.2)

Notant que

]
_ 2 2
611 =, g+ h’,]w91 + (u1’1) + (u2’1) + (W91)
0,Ge U U 6
° _ 2 2 2
Y2z = 112’2 + h92W92 + (u1’2) + (u2’2) + (W,Z)



on a

u +u =-h _ w, -h w2+0(3),

1,1 252 o1 o1 02 o
ce qui permet, moyennant une erreur relative o( 3%), d'utiliser

1'expression transformée

P = a"“f(w’d B

oI

ol (h”w,1 +h w _)) (9.3)

AR TR RV S ,2",2

Cela étant, la théorie des coques quasi-planes de Marguerre

s'applique chaque fois que les pentes h o vérifient
9

b, =0(p) avee P° g 1 . (9.4)
?

Cette hypothése permet un certain nombre de gimplifieations. Dans

l'expression de a% P** s le terme w est d'ordre U%/L., Les autres

P

” df
termes peuvent g'écrire

- h,)\ (u)"dp + h,o(p W’A )

Apparemment d'ordre P U%/L et P 5%/R, ces termes se compensent

pour donner une grandeur bien plus petite. En effet, on a

2 eolp= ubh@ ¥ uﬁe"( + hyo( va ¥ h’P w9°‘ = O(X) ;

en dérivant ecette expression, on obtient

2 edf"'x = u°‘»{3x + u[39°‘b’ + h»O‘X W’P + h,o( W’Px + h,F’U W,o( + h’P w,"’b’ o

Permutant les indiees O, f , g , il vient

2 GGPJ’O( = uPst + uﬁopd + h’pd ng + h’P W, o + h’xd va + hw?f W’Pd

et

2 gb'doP uUP‘P + ud,ZfP + haJP wsd + h»X W,o(p + h,o(p w’b, + h’d W’XP s

I1 en déeoule

[-] o

gdP’IS + gb"‘gP - QPL‘" = u“s??f + hs(?’X w”d + h,a W’KP ’

soit

Yotypy * Bpy Td S«P,x * Oap T OBy TP T yp

T v . — o - M - - -

0.G. ¥/ P x%/L

ece qui implique

54
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coqué
plan de réer

4

Fig. 9.4
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- h»)\ (uMO(P ¥ hcdl& pr ) = 0(p ¥/L, p? 5%/1') »

e'est-a-dire que

ﬁ;; -a"? W,dp + 0(P y/L, p? 5%/L )

et, ecomme

a%=(1+h21+h22 ¥ =1+ 0%
on a
P:{; = W’Q(P (905)

avec une erreur relative ne dépassant pas, d'une part P‘K%, valeur
négligeable en théorie des rotations modérées, d'autre part, Pz. Ainsi,

l'expression de la variation de courbure n'est en erreur que de O(PZ)°

9,2 = Bquations congtitutives des coques de lMarguerre

Les équatiions econstitutives peuvent &tre derites sans grande
erreur dans le plan de référence. Nous limiterons iei la diseussion
au eas isotrope, pour bien faire ressortir les erreurs. On-a,

par (3016),

6“’338 = —E——-—Z- ((1=-p) &Y a.{"”5+z)za.o(/:s ab"S ) .
1 =Y

Comme

a = &x +h h .

O(P p - ST

on vérifie aisément que

I o B B

+ O(P4) s
ce qui entrafne

gopss | TETZ' (1 -0)8%P2, L8P ) LoD, (9.6)

ol 1'on reeconnalt préecisément les lois constitutives de la plaque.

9,3 ~ Applieation aux méthodes d'éléments finis

Le fait que la théorie de Marguerre n'est en erreur que de
O(Pz) permet une application intéressante dans le cas des eoques & _

simple courbure /15f/. En prenant plusieurs plans de référence (fig.

9.4), on peut obtenir P aussi petit que 1'on veut. En effet, on a
e, = h e, - h e
b =n.a = 2 2 « (=nh e,) ==nh / ¥a
et/:} ~ ,,,O/,P \f——-‘a ,O‘P ~3 9O(P

(9.7)
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soit, si 1 est la dimension du plan de référence,

b = o( 24 ) = 0(P/1) .

s

Par conséquent,
P = 0(1/R) (9.8)

et on aura P — 0 pour 1 —» 0 ., Attachant un plan de référence a

chaque élément, il y aura done convergence de la théorie en O(PZ) =0 (12/R2).

Cependant, dans le cas des coques & double courbure, il subsis-
te une difficulté. En utilisant par exemple des références triangu-
laires planes, définies de fagon & coincider avec la coque en trois
points (fig. 9.2), la jonction de deux éléments laisse subsister
un bdillement (fig. 9.3). Nous verrons cependant dans la section 13
qu'il est possible de généraliser la théorie de Marguerre de maniére

Y

4 éliminer ce probléme.

Une remarque encore /15/. En négligeant les termes en h of dans
9

l'expression de 5& , on commet une erreur 0(P), qui tend également
vers zéro lorsque ge maillage se raffine. Or, la théorie ainsi ob-

tenue revient & identifier purement et simplement la coque avec son

plan directeur (éléments plans). Ainsi, les idéalisations par élé-

ments plans convergent vers la solution exacte, mais comme P et

non plus comme P2.

9.4 = Cogue presgue planes

La théorie des coque quasi-planes de Marguerre s'obtient en
négligeant des termes O(P2) dans les déformations des coques édcrites
4 partir des composantes cartésiennes. Une autre approximation, beau-
coup plus connue, se construit & partir des déformations exprimées dans

les composantes curvilignes, en y supposant
PR« 1, (9.9)

c’est-h-dire que la longueur d'onde de la déformation est petite
devant le rayon de courbure. C'est ce que nous appellerons, pour

bien marquer la distinction, la théorie des coques presque planes.

On 1'attibue généralement & DONNELL /19/, bien qu'elle remonte en
fait aux travaux d'ARON /20/, .@le soixante ans antérieurs. On notera
que la littérature anglo~-saxonne nomme indistinctement "shallow

shells" les coques gquasi~-planes et presque planes, ce qui crée une



confusion regrettable, car les hypothéses de ces deux théories sont

trés différentes.

L'expression du changement de courbure s'écrit, pour les
rotations modérées,
Ho ® o
* - - s
PO(P = % (?‘d‘p + ¢p'°[ ) % bd w’)‘P %‘ bpw,“u
Pour évaluer la contribution de la rotation autour de la normale

o
oodp, on supposera celle-ci nulle en un point au moins de la zone

. (9.10)

de dimension I considérée. On a alors, par (4.24),

w)o('p = olp'x - eﬁ»)\‘u + bo(p ’6)‘ - bp)\ ¢o( ’
ce qui entraine, comme ¢ = 0(y®) |,
&)d(f o(y, §L/R) . (9.11)
Comme les dérivées des g& sont O( 5%/L), on en déduit
* o 2(4 + Baly ) ’ (9.12)
P“F’ ol * Ppla

avec une erreur relative ne dépassant ni 0( 6%L/R) (négligeable),
ni 0(12/8%).

Par ailleurs, en notant W et U les ordres de grandeur

respectifs de w et u, , ona

©

“d!F - éﬂp - Wyp qﬂgw
0.G. U/L ¥ (5,%{;5%) W/R ’

ce qui implique
2 2 2
L L
U=0(LK,~§2§%,§W=~R =% 6%) (9.13)

Introduisant ce résultat dans 1'expression (4.3) de 4, , on ob-
tient

0. G, 5% 5% U/R

%( ~ W,d » (9.14)

57
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ce qui permet de transformer (9.12) en

P* x,w‘dp 5 (9.15)
o 2,2
moyennant une erreur O0(L“/R7).

Enfin, 1l'expregsion des déformations du feuillet moyen,
o 2
y =% (uy +“E,fo/)"bdpw+%ﬂ aap+%¢4¢p
0.6, ¥ (L2 /R%)y ¥
peut €tre simplifiéde en
-]
Zfd(f: %(udlp + u{b‘d ) - bo(‘& w o+ % ¢°( ¢(5 9 (9016)

avec une erreur pelative O(Lz/Rz).

9,5 = Coques presque planes avec plans de référence

En utilisant, comme pour les coque gquasi-planes, des plans
de référence distincks pour les différents dléments, on obtiendra
des pentes vérifiant

hyy = 0(P) ’ P=1/R ,

1 étant la taille de 1'élément, avec, naturellement, 1 < L si 1l%on
veut pouvoir représenter correctement la déformation. On a, dans

ce cas, par (9.7) (en utilisant les coordonnédes du plan x' et x)

b
"eot(b 2
b, == ==h (1 + o(P%)).
oA e vatp

Par ailleurs, les symboles de Christoffel valent

ft(ky N %(ao&,g+ N ao(;;,)\)
et, comme
ad@ = dp+ hed h’P 0
on a
f;xx SR ICUNE SRS P SRS TVE IV TN SIS SN S YOS Y\
= h,> hwxd
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-]

rr B = o (84 0e®)n , b
ol H

= =0PR°
R g = O@/R)
I1 en découle que
=N 1
o(]p-ud/ﬁ-c;(b?f ’
0. Ge U/L UP/R

ce qui permet d'écrire
uolfp X ud,p

avec une erreur de 1l'ordre de PL/R é’LZ/RZ. Au total, on peut donc,

sans modifier l'ordre de l'approximation, remplacer les expressions
(9.15) et (9.16) par

fd/bx %(ud,P t g o ) + hv°’P vt Ed, b (9.15 bis)
et
P* Y op (9.16 bis)
olp 4

Insistons cependant sur le fait que, contrairement & ce qui se pro-

duit avec la théorie de Marguerre, il n'y a pas, ici, de convergence

vers la solution exachke lorsque 1l —0, car il subsiste toujours des

erreurg d'énergie 0(1?/r%). Cette propriété a été clairement mise en
évidence par IDELSOHN /15,32/

9,6 = "Quasi-shallow shells® de KOITER

Il convient encore de signaler une théorie simplifide due
4 KOITER /3/, et appelée par cet auteur "quasi-shallow shell theory".
Elle suppose seulement

K1? « 1,

K étant la courbure gaussienne. Fondée sur les équations de compa=-
tibilité des coques et le fait que, pour les faibles courbures gaus-
siennes, les dérivées covariantes de surface commutent approxima-

tivement, elle fait apparaftre une fonction de courbure W, dont

dérivent les vapjations de courbure, par les relations

= Wi ’
f:((z, op
mais qu'il faut se garder de confondre aves le déplacement normal.

Nous renvoyons au rapport /3/ pour les détails.



10. COQUES AVEC DEFORMATIONS DUES AUX EFFORTS TRANCHANTS (COMPOSANTES

CARTESIENNES)

10.1 = Introduction

Nous avons vu que pour les grands déplacements, la théorie
de Kirchhoff-Love est pratiquement inapplicable aux éléments finis,
du fait de la non-linéarité de la connexion des pentes. Ce probléme,
1ié & la condition de nullité des déformations dues & 1l'effort tran-
chant, disparait d&s que 1l°'on abandonne cette hypothése. Le nombre

de degrés de liberté & traiter est cependant plus élevé.

10,2 = Degecription de la géométrie et déformations

La description géométrique est classique: un point quelcon-

que de la coque a la forme

S =1+ x3 n,
~ o~

-~

ce qui donne

€ =8y = % by 8,
et
Bup = a“P -2x° bdp + (x2)? b; bAP .
Aprés déformation, les positions sont
g' =r+u+ x3(2'+ 2) R (10.1)

ce gul donne

A
§_<:l=(,a\‘,°‘+gg°1)+x3(—b0‘i>\+£,°‘) o
On a donc
i = 'Y ° °
gdP ad/} * i"‘ :\J‘,np * '% 290‘ * }\1:901 Eaﬂ
A
+ X ( ZbP ,\,,ot°a ’3 d bo‘aA 2 bpax,u + pdoz' +E.
3,2 A a
+(x)@&w %b\$ %%ﬁw+awpp),
ou encore,
° 3 352
g' =g +2y =2x + 2 (x7) R (10.2)
wp " fupT P 2 TR, Vep
aves
2 e}
Uo(,& 1,0 M, [3 1,8 e T W 9
- b
2{;{5 sQIp 9(5 iop 1d+°(rls>‘ 1:P+b{3r YN 190‘ P 1,0 isP ( 9ﬁ 3;"'
10,3

2“&(_:, o( TihPip” i,)\pi,o(+pigclpi,p

op’

60

'\_9

o

)



61

On a par ailleurs

= H !'=n +
&3 =1 i 83 2 o

d'ol

g'lx3 = ’%& t~'3 = ((ao“"u,o‘ )+X ( b g>‘+p o())(n + p)

A
= 8yl + 8D +u.d23+gfxtg+x ("QQi)iE“b Aiffg,d°n+p d.p) .

~~

3 .
2¥a3= Ta Pot Py Yot Py Yyt X b Ty Pyt By Pyt Py Py )

g°33=(2+£)(2+£)=1+2£.2+2°3 s
c'est-a~-dire

2333= 2n; p; +P; Py (10.4)

10.3 ~ L'hypothése 653 = 0 et ses conséguences

Noug ferons, comme en théorie classique des coques, l'hy-

pothése = 0, soit explicitement

633
2n; py +py py =0 (10.5)
Dérivant cette condition par rapport a x* , on obtient

A
- 20, ri’x p; +2mn; LI +2py Py o = o , (10.6)

ce qui signifie que le terme de 6d3 dépendant de x3 est nul., Il

vient donc
2 W3 " Tin Pi P Yo TP Yy (10.7)

10.4 - Bquations constitutives

Supposant toujours l'orthotropie, on peut écribe la densité 4

d'énergie de déformation sous la forme

\ .
- 3 ,Lx X +C BFBXM ¥p3 ’

d
P M dtant la loi relative A4 1'état plan de tension, et CdBPB re~

présentant les modules de cisaillement. Nous admattrons que
odA
P Hls =0 ; ¢, =0 (10.8)

ce qui exprime 1l'homogénéité par rapport & x3. Nous utiliserons la
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notation
de -2 CquB

ce qui donne

A
W=13 Cdp ’LZ)'O(PKA,L + % Gdﬁde K@B . (10.9)

Développant W en série de Taylor jusqu'au second ordre en x3, on

obtient

W(x3) = w(o) + xBW’B(O) + 1 (222 W 550 +

avec

n) = ¥ MG F v 2 s g
5(0) = c"‘f”f“ ( Zfapllz b’;/w Zfdp D’WB) + 3 6% (Yl ?5(33 +¥a 3 ?fp3"3
W gq(0) = 3 CUFM ﬁdp\bﬁ»,ﬁ 22)%(@”3 b'k/u. 5+ Udp b:k/AHBB)
&P CBasllss 2?/53 + 2 sl ?}pgﬂg * fu3 bzps”za)

(10.11)

Des simplifications importantes peuvent &tre obtenues en tenant
compte des ordres de grandeur respectifs des différents termes., La dis-
cussion ne peut cependant €tre faite sur une base aussi simple qu'en
théorie de Kirchhoff-Love., Suivant une démarche due & CHIEN /4/, nous
partirons des équations de compatibilité (voir annexe). L'une de celles-

ci s'éerit (pour les petites déformations)
Juplhs + Bllap = Yasl g5 = Basllas
1m((6d1“(5 * Baplla - ﬁdplh“ Usall 3 * Fmslls = V33l
- Gaals * Yol = Yasl) CBpalls * Gaallp = Yol V) = ©

(10.12)

I1 nous faut donc déberminer les ordres de grandeur des différentes

dérivées covariantes sur le feuillet moyen (en supposant gﬁﬁ = 0(1)):
r3 _ > -3 -

50{{5”5 Jap,y pc?ﬁp I B3p {;P?fax s p Yax = 0¥/ B/R)

0. Ge /L 3/L 3/R /L Y/R
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A A
601(5“3 = 250(@,3 - r;o/b’,\{}" GBQ/ 253(5 - r3 Pb’ak - GBP Yoz = o( ¥/%)
040G 8/t 5/R 0 J/R 0

A A 3 "
Baslp = Bas,p = foa¥ns - 12833 7 T 5k = B3 ¥us = 00/ /D)

0.G. §/% 5/L 0 J/R 0

A 3 A 3 _
Yaslls = Yo3,3 - f; a¥ns = 3833 = 13 3%~ 1373 0u3 = 0G/R)
0.Ge 0 J/R 0 0 0

Les termes produits de (10.12) s'écrivent alors, comme

g)3=0,

g'\f& ( D’o(k\ys* Ekeud - XD!P“)\ )( 63/&&”3 + 5/A3”3 - 7533“/1 )

- - — . ] —— s o o s o o0t s sove ] .

0.G. ¥/1 5 ¥/R 3/% b/t 0

g 50(3“,5 * Bapla = Boglla)C U335 + G33lls = 833l 5

0. G 0 0 0

g ( Jarlls + B3alle = ozl )(5,6/&”3 ¥ _§zﬁl’€.2__§ez’_’r )

0. G 5/t 5/L , O/R g/t 0/L 5 O/R
& gslls * Basle = Bauslly¢ Bpalls + Baslly = Tpslls )

+

0

et ont un ordre de grandeur total 52/t2 . Les dérivées apparaifsant
dans (10,12) vérifient

633“dp= 0
A 3 A
‘6a3||{53 = Xol3”3p = (?5013“3),p - f; 2 On3ll3 - rf;o( 833l - rf‘b sdenll3

0.6. ' 5/ (RL) 3/ (RL) 0 5 /R?
- r3 25 - r)\ ‘ - r-3
p 3 a3ll3 o 3 Sa3lIn p 3 Sasll 3
0.G. 0 %: , f—z- 0

et ont donc pour ordre de grandeur (¥/(Lt), F/(Rt) ) . Au total, on

a donc, dans W,BB(O)’
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o

b,o(P" 43 = 0%/ BL), 8/R% , F/4°)
et

3up||33§xf~ = o g/, f/RE, 1)
tandis que

%up”3 53\/‘“3 = ol 5217 .

Dés lors, en négligeant les termes contenant K“F"” , on

commet une erreur d'ordre de grandeur relatif

2 L2
%i, , 2,,2_ ¥ , (10.13)
R

jamais supérieure & l'ordre des termes négligés a priori dans la
théorie. On notera que le résultat (10.13) est ' fondé sur la com-
patibilité, les hypothéses 553 =0 , 5&33 = 0 et la petitesse

générale des déformations, sans qu'aucune hypothése ne soit formulde

sur leursg ordres de grandeur relatifs . Comme, en pratique,

é
- M__l ° ;t.. O( )
60(3 O(G“P) L b,dp ¥

= 0
d%ﬂ (5) )
la conclusion (10.713) reste d'application tant que
ocf)y 5y o(cPré ) (10.14)

Pour les déformations d'extension et de flexion, on a donc

une énergie par unité de surface

t/2
VC = J/~ WC(1 -2 H x3 + K (x3)2) dx3
-t/2

et, en suivant la méme voie qu'en théorie de Kirchhoff-Love, on peut
se ramener, moyennant une erreur supplémentaire 0(t/R), & 1l'expres-

sion découplée
12 °c © aph t3 v v
v, = %(c A tb&PUx/A + PN 12 Jo(pua 501P”3)
3

Notant enfin que, pour x~ = 0 ,

“ _ _ r-x _ r>\ _ b)\ bN
b,olp 3" 6dp,3 3 dK)F 3 PX“)‘— 250(@,3 - o(?f;P" b{b Boh®
0.G. ¥/t g/R /R

il nous emt loisible de remplacer 8dP"3 par 8dp 3 =-—P , cette
9 o

substitution n'entrafnant qu'une erreur relative 0(t/R). Nous écri-
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rons donc

"‘/”‘/“tb/ ?f\ 3 COPA t (10.15)

&lp F/\/v-
Examinons & present les termes de cisaillement transversal, On
3

a, en x~ = 0 ,
»
Jolls = Baz,3 = T3 alhs - GB« 833 = 1 3501,\ 3 B3 = 5, a3
= 0( 5k3/R)
et
e ) 5 - 1 ¥ 3
baallss = COaalls),s = 5w Baslls = T5Pa 8aall5 - 5«)"3 33 Jasl3

i

\ ) A
§o3,33 ~ G o ,3?5X3 - G«x 25)«3,3 - Go« Zﬁs”a
A A 2
= Cy Unz * By Haalls = 0CY5/R%) &

On a donc

Yool 2?{53”3 = 0§ 5,5 /8

° > 2 2
Yo Ypallzz = Ous 7 R
d'ol
o ° 2
Wg(0) = ¢ e f o 5 = 0eggy)
oy ° ° ° o 2
We,5(0) = ¥ 6% (g T3l * Baslls p3) = € Hus/®)

‘o o o ° ° ° °
Wg,330) = % ¢ (fos)55 Jgz * 2 Boslls Ypsls * dus pallsy)
- 0 Y 5/22).
Intégrons sur l'épaisseur:

/2 3
J[ w.(0) (1 =2 Hx + K(x3)2) axo = wG(o) (t + %E) = 0(G 6133 +)

“t/2 @
./q t/%WG 3(0) (1-20x +K (x)%) 22 ax® = - 2 H W, (O) EE
-t/2 ’ 3
oty 2
.‘{/:/2 6,330 (- 282 + & P )2 ar’
=% Vg, 33(0) (';'G'g v K %g) - o(ay/, e 7 )

12 R
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A t°/R° prés, on peut donc éerire

° 4B © o
Vo =W,(0) t=1%6 PXo(B Jp3 (10.16)

En définitive, l'énergie de déformation par unité de surface du

feuillet moyen s'écrit

o o o o 3 -] : °© [
v -3 P bhpdip * GoP %PF"/‘ +3 8o 5, Yp3 (101D

avec une erreur relative ne dépassant pas

£2 12
max (5 ? s §.) , : (10.18)

10.5 = Prise en compte de la condition .533 = 0
Il est assez malaisé de prendre en compte la condition
§33 =13 Py + & Py By

de maniére directe. Mais est-il nécessaire de 1'assurer? Malheureusement
D —————— 9

oui, car une dilatation normale_uniforme ( 533“d = 0) sans

B3lls
autre déformation est nécessairement compatible et sans raideur. Le
plus simple semble &tre de pénaliser cette condition en ajoutant &

1'énergie V un terme de la forme

T Mt 533 . (10.19)

M étant "relativement grand". Pour une variation Bpi, on a alors

= - ¢ & u é
Srdﬂ_ (ri,d Uy ) 5pi°P - (ri’P g ) Spi, = 0( -% T —% )

U
28fy3 = (B + 2y g )0y = 0(ép, T P)
8533 = (n; + p,) épi = 0( ép, p ép)
et, pour autant que les gradients de déplacements nfexcédent pas 0(1),
6rd(; 0(§0/1) 5  Syyy = 0(bp) §)353 = 00(8p) .

La variation d'énergie de surface est alors

CaApp 3 cdp o
6v = cAPM (4 /12)%6&1@ + 6Py oy Sgs + M 5 s 833

0.Ge %C“P/‘% o(pdp),o(sp) GdPtO(zgdB).O(5p) Mt0( )55).0(8p)

En 1'absence de charge directement appliquée sur les P; » OB obtien-

dra done la relation



qﬂ”u 2 ,Wﬁ
c % @
¥33 = °C35 1 _if)d/g. s T Yay)

-

et le terme ajoutéd a 1l'énergie aura finalement pour ordre de grandeur

2 o(c¥P)2 g4 2 o(aPy2 2
Mt = e ~ M t 0(p ) . Mt o( )
B33 s 2 12 f’dp 2 Jo3
Py 3 o)y 42 o P
= 0f I deF)/u ). T ""’La , o(a ﬁthBZf@B)'O(T) .

L'erreur commise est donc du plus grand des deux ordres de grandeur
suivants:

a3 2
oLc P'ﬂ) ok Energie de flexion

12 M IJ2

QL§—~1 x Energie de cisaillement.

Elle est petite devant 1'énergie de flexion dés que M = O(C%Gyu), Elle
est petite devant 1°égergie de cisaillement dés que M est grand devant
de . Lorsque G%gz EE O(Cdpbn), l%énergie de cisaillement est au plus
de 1l'ordre de grande%r de 1l%énergie de flexion et on ne commet en fait

pas d'erreur sensible en énergie en imposant simplement la condition

M= o(cd@/‘),

Lorsque éﬁig (+2/1.2) O(Cdpxr), la condition M > O(CQP%N) garantit
également la petitesse relative de l'erreur par rapport & 1l'énergie
de cisaillement. Finalement, si les calculs arithmétiques sont menés
avec une précision d'ordre (1/N), il nous semble raisonnable de
poser
3

w=vn .oc®r (10.19,b)
limitant ainsi la grandeur de M d'une fagon systématique pour éviter
4 la fois des erreurs trep grandes et des effets trop néfastes sur le

conditionnement du systdme & résoudre.

10.6 = Représentation des déplacements rigides

Une variation de déplacement rigide est de 1ls forme
- 3 3
bvy = 6ci + eijkacoj((rk +x” m ) + (u, + x p)) s
soit

Bui + X 6pi = 6ci + eijkéuﬁj((rk + n ) + (uk + X0 pk))

ce qui donne
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it ®ijx

‘ 6ui Swj (rk + uk)

bp; = eijké“°j (my + py)

Les conditions de représentation des déplacements rigides sont donec,
d'une part, que les positions du feuillet moyen soient des déplace=~
ments du modéle, ce qui est assez classique, e?% dtautre part, .que le
champ des normales ait une forme représentable par les Py du modeé-~
le. Cette @ernidre condition n'est malheureusement pas vérifiée en

général, car

est une fonction compliquée, le plus souvent absente dans les dépla-

cements du modéle. La représentation exacte des déplacements rigides

n'egt donc pas garantie, ce qui constitue un grave défaut de cetie

formulation.,

10.7 = Pgeudo-coques

Pour porter remede au probléme de la représentation des dé-
placements rigides, on peut remplacer 1l'expression exacte de la nor-
male par une interpolation polynomiale du méme type que calle qui
régit les Py Des approximations de ce type ont déja été consen-
ties par AHMAD, IRONS et ZIENKIEWICZ /9 & 12/, bien que le point

de vue de ces auteurs soit trés différent de la présente analyse.

Soit Ef la pseudo-normale ainsi construite. Insistons sur
le fait qu'elle n'est normale et de norme unitaire qu'aux points
d'interpolation. (Nous considérerons méme plus loin des applica-
tions o n* s'écarte délibérément de la véritable normale). Le

vecteur-position de la pseudo-coque: non déformée s'écrit

s=r+ x n* (10.,20)
ce gqui donne
A f\»ﬂd ~g ,\3 ~
et
3
=r  or, +x (r  on*_ +1r o n* )+
gdp N’d ""é f\.gd ,\_9(5 ,“,P N’O{
+ (x3)2 n¥* , n*
- c\’D( (\JP
3 X (10.22)
= n ¥ *
Buy = T, 0 BF 4 X My o X
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Aprés déformation, on obtient les positions

s' =T +u+ XB(Q? + p) (10.23)
ce qui entraine

3
] = + 3*
8y (f'wl 2y ) + x (1'1».0‘ * Py ) 3

09
i
4
+
ICe]

(10.24)

i = o + o + u o
gdP g4:)(@ * (f.ad :»F i’(')’ Pt s Nsp )

3
+ x (r +r + U L .n¥ 4+ u_ .n¥ + 1 + u )
(e\.,ol°£,{3 Ay ‘-{)pd "—pdofu(g f»sP"\-sd «»»0"3: Ay 0}29"’

3.2
+ (x n* .p _+ n* .p _+ . )
(x7) (Nad 30/5 ~oP 390‘ 290" 35{3 i
soit
2 []
= r, u, + r, u, + u u,
Q*P igo 1,p 1,P i,d i, 1,@
2 = ni u

a0p 'ri,upi,P“ ri,ppi,a‘ 1,0, n?,p“i,a“ i,0i,e” Hi,0P1,0
2 op ng’dpiv6+ n§'ppi’d+ P3,0P5,0 (10.25)
On a ensuite
8'u3 = 83 * Ty gPy * Uy oM f Uy Py Y x3(n§,api * Py o™+ Py oP5)
clest-a-dire

, ‘
— +* 3 ¥
2¥d3 = Ti,aPi T Yy gt By gPy X (ni,dpi * Py ol t Pi,oePi)

(10.26)
et enfin,
833 = 833+ 210f Py + Py Py |
soit
233 =28 Py +Py Py oo (1.0.27)
Posant encore 633 =0 , on réduit (10.26) a
2 6d3 =Ty g Pyt Wy n} + U o Py (10.28)
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Pour le reste, on conserve l'essentiel de la théorie cli-dessus.

Cette 1légeére modification permet de représenter exactement les dépla-
cementg rigides au prix, il est vrai, d'une approxiambtion géométri-

que.,
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10,8 - Cas des rotations modérées

L'hypothése des rotations modérées sécrit ici, en suppo-
gant toujours pour simplifier la discussion, le systéme de coor-

données gaussien,

uw, = 0(5%) 3 Py = 0(5%) (10.29)

£
Les déformations admettent alors les expressions simplifides suivan-

tes:
ZISO{P = it t ri,{_&ui,o{ + “i,o:“i,p
2 " = TiaPi,6” Ti,pPia” A B A R
(10.30)

P 3*
283 = Ti,aPi t Yol Y Yol

2833 =

{
N
B
4
k<]
i
o

10.9 - Evaluation de 1'erreur introduite par la modification

de la normale

La normale étant supposée interpolée par un polyndme de
degré k, on aura, si 1 représente la taille d'un élément,

Ani =n, - n¥ = O(1k+1)

; - nf A ) = 0(1%) ,

1, 1,

ce qui entrafne
A|°d; Ani,o( “i,(; + Ani,(_l, Y0 DAyy3 = Dny Uy o 5Ab‘33 = Aoy py
On déduit alors de l'inégalité de Schwarz-Cauchy

% k 3
Y2 g 0o(1) (ui’d U o )?

%
1 Ar’dp! £ ( Ani,ol Ani’d Y2 (u,

1,0 M0

3 2 % k+1 %
Byt (Bmy B0 5 ug g 7€ 0™ g yuy 0T (g4 )

!AEBB! (AniAni)%(pi Pi)% < o(a*™7) (p, p.)%

1 "1

. k .
L'erreur est donc en général 0(17 ). Nous verrons que dans ceraines
géométries particulidres, on peut méme obtehir une meilleure con-

vergence de la théorie,

10,10 - Connexion des éléments de pseudo=cogues

La connexion géométrique exige que, sur les interfaces
entre éléments, les positions du feuillet moyen et les normales
soient identigques. La condition de conformité des déplacements

s'exprime par 1'égalité des déplacements du feuillet moyen et
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des rotations Py Cependant, ces derniéres sont lides entre elles par

la condition (10.27). Dés lors, en notant Y et T les vecteurs unitaires

-

normal et tangent a l'interface, et posant
a=1n; p;
Ty Py =Yy Py

P. = T, pi )

T i
on peut développer le vecteur p en
~
P=py + PRI +anm
ce qui entrafne
2 2 2
* = ¥ * * =
ni Py =P, Yy nf+p Lynfran o, PPy =P, tP.+4q
Utilisant (10.27), on peut alors calculer q par
2 2 2
H o o - - - +*
Q + 2 qn; nf P, p. - p u;n¥ p. Ty nf s

soit
2 2 2
= - n, n¥ * - - - , N¥ - *
1 i e ((qi nl) L, L pb”l oy pr Ty ®
c'est-h~dire que le vecteur p est entidrement détermind par ses deux
composantes %’ et P, » comme dans les éléments de coque plans du

type Hencky-Reissner /13,14/.
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11. COQUES AVEC DEFORMATIONS DUES AUX EFFORTS TRANCHANTS (COMPOSANTES
CURVILIGNES)

11.1 - Introduction

Bien qu'impropre & la représentation par éléments finis des
déplacements rigides, la théorie des coques en composantes curvili-
gnes reste trés utile pour 1l'étude de certaines géométries parti-
culiéres, comme les coques de révolution oll, du moips pour les co-
ques cylindriques et coniques, ces déplacements particuliers ne po-
sent pas de problémes.

La présentation qui suit s'inspire dans son principe de
celle de FRAEIJS de VEUBEKE /16/. Nous nous en écarterons cependant
en imposant la condition 333 = 0, ainsi que par l'usage des rela-
tions constitutives découplédes (10.17), ce qui allége substantielle=-

ment la formulation,

11.2 = Géométrie de la cogue, avant et aprés déformation

Les vecteurs-position étant au départ de la forme
3

S =r+x° n
[ad o~

le déplacement sera écrit comme suit:
of o .
Yy=u ay+wWan+ %> (p a,+4q E) . (11.1)

I1 en résultera les positions déformées suivantes:

s' = (r+ u® ay +Wn)+ x ((1+ q) n + > 8y ) (11.2)
ce qui entraine
N X 3 A A
¢ — -
gy = ((&d + A.o() 8, + qx‘g) +x7 (= (b +a§a“_)'§x + T n)
(11.3)
avec
by A
)‘od u'|, - w b,
g, =W _ + b u
RO R N (11.4)
A - + bx e
X® ol P ? a o,
nd=q’°(+bdp)\

Les quantités Xxd et éx définies ci-dessus coincident avec les

grandeurs de méme nom introduites en (4.3) pour les coques de Kirchhoff-
Love, ce qul permt une comparaison directe,

On a par ailleurs

gg =’§:3 = ﬁx a, + (1 + q)‘g (11.5)
o~ (™



117.3 = Expression générale des déformations

On a naturellement & partir de (11.3)

° 3 3,2
g' =g' . g!' =g +2 -2x + 2 (x7) (11.6)
dP ol ~P dp B;lp dP \|)°(P
avec /‘.
2 Zfdp’ )‘a/s + >‘po(+ >;‘ ¢>‘/‘f3+ 4 % M
§2p =ty B DA B N M FN, % % ‘-¢7t
2y =bolu +tba s (11.7)

’L
1] T = =
B3 = ) - &3 2 ¥u3 %(+)\/‘o{p + (1 +q) 4,
3 A )Y ,
(('bu“%,d)%*“*q)“d)
(11.8)
et
B! =gl . gl =142 =14+2q+q°+0 p (11.9)
33 % 83 ° &3 33 ol
Nous poserons encore 553 = 0 , soit
2 o
¥s3 =a+oa-+%P py =0 (11.10)

La dérivation covariante de cette relation donne

) A
533|d=q’d+qq9d+%p[dp)+%p Py =%t 20

3

+ A
o P p)\‘O(

de 1l'expression (11.8) s'écrit, & partir

9d

Or, le terme lindaire en x
de (11.4),

A N, A A »
"R *+tp P, =B AR +a,*aayF B R B ap = Y4,

et s'annule donec dés lors que 533 = 0 dans la coque. Il en résulte
2 Y3 = +>\/Mp + (1 +q) 4, . (11.11)

11.4 = Energie de déformation

Par le méme raisonnement qu'en section 10, on obtient 1l'ex-

pression suivante de l'énergie de déformation par unité de surface:

A o
P/}'t?f U}\/‘+ EZC Pxf"tBF [:;‘/u+%~ C—P&ﬁ 6@3 o (11.12)

Rappelons que la condition 533 =0 doit €tre prise en considération

séparément, par exemple par pénalisation.
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12. ROTATIONS MODEREES D'UNE COQUE AVEC DEFORMATIONS DUES A I°'EFFORT
TRANCHANT (COMPOSANTES CURVILIGNES)

12.1 = Ordres de grandeur résultant de 1*hypothése des rotations

modérées
L'hypothése des rotations modérées s'exprime, dans un sys-
téme de coordonnées gaussien, par les conditions
1
1
vill; € o(%) (12.1)

Etant donné que, par (11.3),

l'.,et:Afa{f}t“’’zélff“fx3 (axfo(ik+w°‘2) ’
on a
3.8 3 €
Vil =& Ya=V,u" (EP - x bpié ) =>\Pd= x (GCPO(+ bp)\w)
+ (::3)29~<£0(b:3 ’ (12.2)

ce qui méne aux conditions

¥y € 3 . & %2 ,
)\Pdso(zg) b bpl\wsc)(z; /%) %y % <0(g%/+%) (12.3)

Comme, d'autre part,

3
Villy =83 0 Y =l Xy s

on obtient les deux conditions supplémentaires
¥ \ 1 .
g, < 0(y") 5 T, < 0()y?/%) (12.4)
On a par ailleurs
_o
Z93 =P 8,+qn ,

ce qui entrafne

£
- 3 8
vo/“3=,§o(°x,3“(5o("x bol)pé
d'olt, comme t/R L1
t

p, € 0(§") (12.5)
Enfin,

- - %
v3”3 =8+ YV 3=4 <0o(x*®) . (12.6)

Telles sont les évaluations a priori. En raffinant l'analyse, on peut
montrer que certaines de ces variables sont plus petites encore. Tout
d'abord, on déduit de (11.10), (12.5) et (12.6) que

q=533-%q2-%p°‘pd=o(b’) . (12.7)

De plus, il découle de (11.4) que
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% to, =-p b, + a b:, = 0( 75%/14 » ¥/R) = of 52/1) (12.8)
De méme, \
Ty =a,+ 08P = o( y/L, z{%/R) = 0( 5%/12) . (12.9)

Le processus de simplification des déformations sera
grandement facilité par 1l'introduction du tenseur des déformations
lindarisdées de et du tenseur des rotations linéarisées w, , dé-

P

finis par

3 B
=%( % Md)=%(mw+xp)-x(%ﬁ +%&P fﬂw)
+ ()7 (bdocép+ bg,"‘w) (12.10)
et
! 1 3 £ £
Wy = ¥ SAME ,“vdup) =% (X d-xdp) - x (%pc(-%dp"' Bahy - bdeP )
v (x)? (; o bjacep) (12.11)
En particulier, sur le feuillet moyen,
Sup = & <Apd +de) VAR (Mg -%0(’3) ) (12.12)
conformément aux définitions de la section 4. On a évidemment
)\d/b = QO(P "‘“’o(p . (12.13)
La dérivée covariante de %ﬂ@ par rapport & x3 vautb
e -8

QdPMB - 901/5,3 3d afa 3 p e

goit, sur le feuillet moyen,

° £ £
xo(pz'ed(&’b 1 (%P +b(5)\£d+ bo()\[5 b O‘z/a +AP£ )
- Hﬁ (X -+Xd£))
-, bz)\f% - b;)\dg ) (12.14)
De la méme fagon, on a
° ° £ £
'“’o’lp"3 = wolf.'», rd £p 5'31 ﬁwole

et, sur le feuillet moyen,

o E
go(@= ‘“’aplb % (%p p* bpxzo( - b >\IS Py (>‘g,a">‘sp)
b (A =A_))
[ ( £ol ol E
=% (% bEN, - BN ) (12.15)

pd P @ ds ol "pe
Soustrayant (12.15) de (12.14), on obtient



+ B (6 -w, )

d/a Xdp a(p d(bz XdF, o((s o Tpe  pe (12.16)

Lordre de grandeur dest§¥ peut &tre obtenu & partir des
équations de compatibilité de Beltrami (voir annexe), On a en ef-
fet

_ 3 _ 3 3\
W golls = Eap3 @3 = fypy @ I5 - €ups €1 ®3M
Comme
E 3 3
e3>\”/u = QBX./L } f/:LB %n T f,: A 3¢ = 5'»,\ ®33
on obtient, sur le feuillet moyen, en tenant compte de la symétrie

des symboles de Christoffel par rapport A leurs indices extrémes,

X _3)\ ° E o

“’o{p]b - Eo(@3 ef (g, ¥ P Sy ) (12.17)
0.G. 3/L 3/R
soit

B 00y, g/R) . (12.18)

Notons en passant que la relation (12.17) implique qu'en
raisen de la courbure de la coque, la torsion transversaled%xpﬂ3
n'egt pas nulle en théorie lindaire de Kirchhoff-Love, contraire-

ment &4 ce qui se produit en théorie des plaques /16/.

12,2 = Simplificafion des déformations du feuillet moyen

0
L'ordre de grandeur des Gd se déduit directement de

1'équation (11.7) écrite sous la forme suivante:

[~ o
28 =235 = N\ g, = 0(x)
dp 54p ol pp” AR g
O.Gﬂ K 5 5’
Réécrivant alors g en termes de Qx et s on obtient

oap

© _ [ e}‘,- o M [~] -o
zydp-zed/ng(ed w;d)(e/;ulﬁ w/ZP)+¢£(¢P s
OoG‘c 6 ' 6 6 5 J 5‘
ce qui permet de se limiter & 1l'expression
25 5 + w/u. w + 8 + 0( 53/2 (12.19)
o/,s B ol p P o P

qui colncide avec celle de la théorie de Kirchhoff-Love.,
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12,3 - Simplification des changements de courbure(*)

Tenant compte de (12.16), on peut mettre les changements de

courbure obtenus en (11.17) sous la forme

‘ £ o Yt
zdpzzxdp+2bd Qp£+2bp ed£+(e -cu )(x{,j /‘P /M(p,E pe))
a)u‘_ o)k - - -
SRV .t b (B = Bue)) = 47y - 4,
(12.20)
En notant X l'ordre de grandeur de xd 'y 11 en découle
M QP‘_ o A O[""- o M A -
xﬂ)\ (28°(<Sp+ (¢, wG;)Sp-»(e{b ’g)éd)~
0.G. 1 5 ¥ b’ 3
5 o alt o aM o
=2F ¢=2bo‘ QPE—Z s d£+ (9 -wl ) (= /‘F /‘"(PE wpe))
x/’v /R 5/R 5 3 (3.5) ¥ /R
: ] o AL £ o o
* (eg- R T N A AV
0.6, ¥ 5% ('-E-, %. /R 5%/3 J/R y/R
ce qui permet de déduire 1l'ordre de grandeur des X H
s P2 3o p P2
X(1+52)=0(—9'§QT9 R ’L )-—-O(J/t),

On constate également que, moyennant une erreur relative O( 5%, t/R),

on peut écrire tout simplement

E;(P = Xo(p (12.21)

Bien plus, comme par (12.14),

bj,cé’ - ) =b- (e, -@,.))

pe T pe @ " de ol
0. G. ?5%/1» 5%/]; §/R 5/R (5%/12 o/R zj'%/R

Xd; (- Pl = Ppla * 29 Tys

on ne commet qu'une erreur supplémentaire O( 2 Q) en valeur relative
q i R

en éecrivant

= % (-p, |(b = Ply - b0 - B, (12.22)

(*) Ctest par commodité que nous continuons de donner le nom de
changements de courbure aux fys s bien qu'il s’agisse évidemment
d'un abus de langage, du fait gés déformations dues aux efforts
tranchants (les normales deviennent obliques dans la déformation)




12.4 = Simplification des déformations de cisaillement

transversal
L'expression (11.11) des déformations de cisaillement

transversal peut €tre transformée en

23 = B+ (& %Y D, * By v Ay
0.G. 25% ¥ 5% 6’;_ b% 53/2

En ne retenant que les termes d'un ordre de grandeur au moins

égal a y s on obtient

2250(3:(55";’{14”}‘*% (12.23)

12,5 = Remargue
Aucune des déformations précédentes ne contient plus la

variable q . Comme la condition 553 = 0 permet en principe d'éli-

miner q en termes des p , €lle peut &tre omise dans la formulation,

ce qui équivaut en quelque sorte 4 la remplacer par la condition q =

i2.6 - Passage & la théorie de Kirchhoff-Love

Montrons que les déformations ci-dessus se raménent aux ex=-
pregsions de la section 7 lorsque les conditions de Kirchhoff-Love

sont imposées. Ces conditions s'écrivent, par (12.17),

(& -8 5, - -4 (12.24)

On obtient par dérivation
(-] .
- M e _om o ,
Suafh P * (6, -w” ) Bl = g1 (12.25)
Or, par l'équation (4.24), qui reste valable ici car elle ne fait

appel qulaux déformations du feuillet moyen, on a

‘f’/mh - gd)\f/u )./u,o( LN /u b>\/“ g, = 0(25%/12, ¥/ , (12.26)

si bien que le premier terme du premier membre de (12.25) est

dtordre ( y/R, XB/Z/L), négligeable devant le second membre 0(;5%/L).

Notant que

(8 ~6) ™= 8 + DT, + olw?) =52+(Zsj‘P+o<z;>

on obtient alors

o (S8 3/2
pP]\ = (6p+ a)‘i‘P ) dyly + 00y /1) (12.27)
goit
pp])‘ = - %Ix + 0(y /L) . (12.28)
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[-]
Bien plus, sl la rotation &h sfannule en un point au moins de la

coque, il suit de (12.26) que

(de': o( Zf%% s ) s
d'ol

Poly = - By + OCy/R) . (12.28")
Au total, on obtient alors

RERCAREE AT bf(o‘éap- b;u‘iad) + 0(g/R) , (12.29)

clest-a~dire que 1l'on retrouve l'expression (7.14).



13. REINTERPRETATION ET GENERALISATION DE LA THEORIE DES COQUES
QUASI-PLANES DE MARGUERRE

13.17 = Introduction

Nous avons déjia développé la théorie de Marguerre dans le cas
des coques de Kirchhoff-Love en section 9. Le point de vue adopté
consistait & partir des équations exactes en composantes cartésiennes
et & simplifier les expressions obtenues & partir de la notion de
plan de référence. On peut donner deux autres interprétations de
cette théorie, que nous développerons ici en prenant en compte les

déformations dues aux efforts tranchants.

13.2 = Coques de Marguerre comme cas particuliers des pseudo=-

coques

Si dans les expressions (10.25) & (10.27) relatives aux

pseudo~coques, on pose d'une part

r=x Eﬁ + X, i? +h &g (13.1)
et, d'autre part,

n* = e, , (13.2)

~ ~3

approchant ainsi la normale & la coque par la normale au plan de

référence, on obtient

ZD’dP = uavp + up'd + h9°‘ W’P + h'P w,o( + ui,o( ui’P

N
[

olP - pdsp - ppsd - hsapavp - thp390( - uiao‘pispn uioﬁpiaa

= 13,
2fq3 =By *hg Pyt Vg U oDy (13.3)

22533'"‘93“‘1’1?1

Dans le c8dre des rotations modérées, tous les gradients de déplace-

¥

ments sont d'ordre ¥y au plus, c'est-a-dire que

ui,o(\<0( 5%) 3 py g Of 5;") ; w’o(\<0( 5%) .

Ve » > » o
J1 n'en découle aucune simplification dans J‘ . Par contre, en
ol

examinant 1l'expression de 533 s on obtient

p3 =O(5) o

A partir de l'expression de 5&3 s on obtient, si h = 0(P) «<1,
9

of

po(=-W’o(+0(25,PZ$)
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d'ol

pd’(b = - W'dF’ + 0(g/L , Py /L) (13.5)
et
Buyg * By = T 2 Vgt O T/ 2y/L) = o 5/1)  (13.6)

Introduisant ce résultat dans 1l'expression de , on obtient

FQP
= - - - u, . - u, = h = h

2%{5 PU’P Pp’d ulso‘ plsP uJ-s»P pisd §& p39p 9@ p39°’

0.6 5%/1: 6%/1‘ /L 3/L 3P/L §B/L

Il est donec licite de négliger les termem non linéaires et les termes

contenant les dérivées de h, ce qui donne
2 ==p -D (13.7)
g{p wsp P

L'expression de Yoz devient, quant & elle,

3/2, >P) (13.8)

2250(3=po( +w,d+up’°‘pp+0(5'
On remarquera que p3 n'apparalt plus dans ces expressions, ce qui
dispense de prendre en‘compte la condition 333 = 0O,

Le passage & la théorie de Kirchhoff est aisé: partant de

(13.5), on obtient, avec la méme approximation que ci-dessus, soit

o( 5%’ I’K%) en valeur relative,

Ejb =w9°(P (13.71)

13.3 - Généralisation de la théorie dé Marguerre & partir

de la théorie des pseudo-coques

L'idée émise en section 9 consistait & appliquer séparé-
ment la théorie de Marguerre i des éléments ayant chacin leur plan
de référence., On se heurtait alors & 1l'impossibilité de raccorder
correctement les feuillets moyens de deux éléments adjacents, Exa-
minons ce probléme en détail., Si W’est l'angle diedre que forment
deux éléments, le bdAillement a pour ordre de grandeur Ylh (fig. 13.1).
Par ailleurs, il est aisé de constater (fig. 13.2) que l'angle

et les pentes de la coque par rapport au plan de référence ont le
méme ordre de grandeur:

Y =o/m) , P=o0@/m) (13.9)

1 mesurant la taille des éléments. La grandeur du bAillement est donc



+fh = 0(Ph)
et, comme
h=0(12P),

on a
Yh = 0(r%1).

Pour combler ce vide, on peut ajouter aux variations de position

des termes selon e, et e, dans chaque élément, c'est-a-dire
[ard

hy &4 ~1
poser

2

r = (x1 + h1) e, + (x2 + hz).Ez + h3 ey - (13.10)
La variation relative de longueur dans le plan de référence devra

8tre d'ordre

}%ﬁ = 0(p?) , (13.11)

ce qui permet d'affirmer que la pseudo-déformation correspondante,

définie par

o
= h + h + h, h, 13.12
Xd{b 3 ( o * Pp * Pl By p ) (13.12)
vérifliera
o
Bup= 0% (13.13)
P
Nous supposerons du reste que le vecteur h a son gradient d'ordre P :
hiﬂéo(P) . (13.1 )

La définition précise de la géométrie se fera & partir d'un cer-
tain nombre de noeuds, de la m8me fagon que pour les éléments para-
métriques (fig. 13.3). Posant, comme plus haut, n* = &3 » on ob-

tient, & partir des équations des pseudo-coques,

[+]
260(‘[5 = ud,{.’: + uP’O( + hi,olui,p + hi,@ui,o( + ui,otui,(b

2 - - - h . o= h. . -, . - .
O(P pOf op pﬁsd b S Py P 19Pp1 oX % o Py o> ! ,/51)1 &

_ (13.15)
23 =By By gPy Pyt P

2 ¥33

2Py +p; py =0

Dans le cadre des rotations modérées, une simple inspection

de donne

833
py = 0(y) - (13.16)
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Examinons alors les ordres de grandeur des différents termes qui

composent KdB :

2 o3 = Pa * By ,o(pi W oa ot By aPy
%
0,Ge 5% P g ¥ )
Ceci entrafne

By By gPy = =W g+ o(y) (13.17)

Par dérivation, on obtient

pol,P hy o(P PR o =
On peut évaluer l'ordre de grandeur des dérivées secondes du vecteur h
de la manidre suivante: de (13.12) et (13.13), on déduit

- Wopt o( /L) (13.18)

—

2 2

e = %(h + h = O0(P H

O(P '5( agp pvd ) ( ) H
or, il est aisé de vérifier 1'identité

n 8 8 B

A e Nl p 22 oA X
qui entraine visiblement

) s = 0(p?/1) = 0(1/8%) = 0(2/R) (13.19)

Par ailleurs, les verteurs de base de la coque ont pour expressions

i

(T +hy ) e, +hy 48 +hy, e
(13.20)
+ (1 + h ) e,

2y =0y 5 8 hso 83

ce qui entraine

= (h h - -
fﬁ X,32 ( 2,1 P32 h391(1 + h2,2))~31 + (1'13,1 h192 h392(1 + h191))’32
+ (1 + h1’1)(1 + h2’2) - h1’2 h2’1) 23
ou encore,
a, xa. ==(, . +0(P)) e. - (b, . + 0(P%)) e
2
+ (1 + h1’1 + h2'2 + 0(p ))‘33

I1 vient donc

2
a® =|a, x a =1 +h + h + O(P

et
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M O(PZ))S1 - (h3,2

(13.20 bis)

Comme, d'autre part, (13.20) implique

rsgdp = h1,d# 21 7 h2,dp 32 + hB’dP 23 9

on a

b

2 2
” =n. Esdﬁ = - (h + 0(P%)) h1,dp - (h3,2 + 0(P%)) hszg

31
+ (1 + 0(P?)) hB,O’F‘ ,

et, par conséquent,
2 2 2
(1 + 0(P%)) hB,dP = bdp + (h3’1 + 0(P9)) h, B + (h + 0(P°)) n '

Comme (voir 13.19) les deux derniers termes du second membre sont
dfordre PZ/R § que bdF = 0(1/R), il vient

h 9P = 0(1/R) (13.21)

Introduisant les résultats (13.19) et (13.21) dans (13.18), on ob=

tient

+ h, . = -h = h + 0 L 13.22

Pp T PiaPi,p T T "ap T Bhop Py T P3ap Pyt 00T/ (13.22)
t %
0. G 3°/T P §°/T ¥/R
ce qui signifie que le premier membre est d'ordre 5%/L. La symétrie
du second membre de (13.22) par rapport aux indices o et P implique
que, é(J/R ’ 5/L) prés, le premier membre est symétrique par rapport
4 ¢es mémes indices. Dans l'expression de P , on a donc les ordres
o

de grandeur suivants:

QP&F = - pd’ﬁ - pp’d - hi,o(pi,p - hi,@pi,o( - ui,cxpi,p - ui’Ppi’o(

i -5 " — . " " >~ - ——_— — - =~ " e - Yo o S

0.¢, 55/ ¥/L ¥/L

1
ce qui permet d'écrire, & 0( §°) pres,

= e - - . . - . . e
2 ap pd’P P, ~ PiaPiLe hl,ppl,o( (13.23)

ou, plus simplement encore, comme p3 = 0(‘5),
= s Ld - h hd °
ZPdp pd,fa, pp,o( Ay p)\,(a h,\,P Py,of (13.24)

.
avec, cette fois, une erreur relative O( 5§, P 5%). L'expression

simplifide de est, quant & elle,

Vo3

= : 3/2
26d3—po(+hl\’°(p}\+w +u>\dp + 02y, ¥ (13.25)

+0(@%) g, + (14 0(%) e,

84
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13.4 - Passage & la théorie de Kirchhoff=-ILove

Le passage & la théorie de Kirchhoff-Love demande un peu
plus d’'attention si 1l'on veut que les déplacements rigides lindari-
sés soient représentés exactement et non pas & O(PZ) prés, ce qui

serait génant dans les applications. Posant Yoz = 0, on a

P

En négligeant le petit terme 0(5’), cette relation peut €tre mise sous

-+ hA’d p)\ = e W’a + O(K) (13026)

la forme

Tyt = Oyt By oo (13.28)
représente la matrice jadobienne dans le plan. On a donec
= = w 1 029)
P P (13

Dérivant (13.26), on obtient

+ h = - W + h w 0
po(,P Mol px,(s 20l A,oep e
L'expression (13.24) du changement de courbure devient alors
-1
=w ,, =h J w (13.30)
Pol{s solp  TA0p Tph T g
Vérifions que les déplacements rlgldes donnent blen P =:0 ., Pour ©

les translations d'ensemble,'c est ev1dent Une rotation llnearlsée
est de la forme

w=e3£nws(x¢+hm) ’
ce qui entrafne

w,ju = eqeq W (5 ,/u ) = 83211“)5‘77:/;.

et

Yop = C3em ¥ no(/s ’

d7ol

e ™

J-1

@3y (B op " hA,o(p 3 th/u) = C3em (hTC,a(B "’5@‘ h)\,dp ) =0

On objectera que l'expression (13.30) semble inutilement

lourde; que, comme

h),dﬁ = 0(P/R) ) {;1 = 6/A+ o(P) ,

on pourraib trés bien dcrire
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(13.31)

& Wgo"(5 B h)\’d/b Ws)\

I1 est bien évident que les déplacements rigides de translation restent
représentés. Mais qu'en est-il des rotations d'ensemble? La question

se raméne i drouver une solution aux équations Cﬁ = 0, pour la=-

quelle W y # 0 « I1 s*agit donc de résoudre
9

w

’up = hA,dP W,A 9 (13.32)

ce qui n'egt possible que si
W = (w )
( 9O(P ),b’ ( R3S np 9

lorsque l'on calcule ces grandeurs & partir du second membre de (13.32%.

Or,

(W’dP )’5 = hA,dPX vt hhéﬂﬁ LSV
et, en réintroduisant (13.30),
(W’O‘P )95 = h)\’dpxwi’) + h}\’dp h/"9>‘X WP/A_ .

Le premier terme du second membre est visiblement symétrique par

rapport aux indices p et ¥, ce qui donmne

(W,dp )QX - (W,O[K )’P = (hkgdP h/‘_’)‘x - hAgOlb' h/‘DAP ) W’/“_ (13033)

I1 n'y a aucune raison pour que la quantité entre parenthése du

second membre s'annule en général. Observons cependant que cette
grandeur est O(PZ/RZ) et tend donc vers zéro avéc P. Les déplacements
rigides sont donc asymptotiquement représentés. Mais il n'en reste

pas moins que pour des maillages raisonnables, ils ne sont pas dépour-
vus d'énergie, ce qui est génant poub les applications pratiques. IL

faut donec préférer 1l'expression (13.30) A 1l'expression (13.31).

13.5 = Comparaison avec la théorie des cogites de Kirchhoff-

Love en composantes cartésiennes

I1 est intéressant de comparer les expressions ci-dessus
avec celles qui résultent de la théorie des coques profondes en
composantes cartésiennes. Moyennant la définition (13.10) de la
géométrie, on obtient, & partir de (6.7) la méme expression de &x que
(13.15). Les déformations du feuillet moyen sont donc exactes. L'ex-
pression (8.3) dem changements de courbure pour les rotations modé-

rées prend dans notre cas la forme explicite que voici:
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* = -h. .(1 +nh
a Pol{b %1 0l (h, jhy 5 =hy (0 +0, )
+ u2,dF (h3,1h1’2 - (1 + h1’1)h3’2)
+ w,o:p (O + 0y DO +h, ) -h, by )
* h1,°‘{5 (h2,1w,2 B3 1¥a,2 T By ot 4 (1 + by S)w y)

- (1 +nh +h

+

hz,oz(a (hy guy 5 1,007 o + By oW 4 =By ouy o)

+ h3 °(P ((1 + 111”1)112’2 - h2’1u1’2 + (1 +nh

2,20% 1 = By pup 4

(13.34)

Pour simplifier cette expression, nous ferons appel aux faits sui-
vants. Nous avons vu en section 4 que, lors de la déformation, les

vecteurs de base se transforment suivant la loi

K
¢ -
ay =agt A g td 0,

ce qui revient & dire que

— 1} -
i = 2w By 7 2)

et, en coordonnées cartéskennes,

Ao
oo = Tige i °
On a alors

o

edP =% ()\d{s+>\pd) =% (ri,o( ui’P + ri’P Us o )

et

oodp=% (/\Pd-xdp) =

ce qui permet d'écrire

z (ri,P i P R K )

e (<]
75 o uiQP = 90(@ " Wyp - (13.35)

Dang le cas présent, cette relatiom s'explicite en

[ (=]
rA’d u’\”P + h3,ol W’P = de —de

ocu encore, en utilisant la matrice jacobienne (13.29),

o (-4

J. u + h w = 8 - .
Multipliant cette relation par J:;
_1 o o /u.

uf"/b = Jo(/w (edp -wdp- h39°{ me‘ ) . (13.36)

s 11 vient



[}
Dans cette expression, le terme 6,4, peut &tre négligé. Par ailleurs,

la matrice J"1 s'écrit explicitement

B . 1 + h292 - h1’2
J = Z (13937)
- h2,1 1 + h1’1
avec
A =0+ h, Y(1 + h292) - 112’1h1”2

i
-

2
+ h1’1 + h2’ + h1 1 2 5 = 2’1h192 =1+ 0(P°) (13.38)

Les différents termes de (13.34) admettent alors les transfor-

mations suivantes:

a) u, 0lp (hy by 5 =By (1 +hy5)) =~ (hy, + 0(2%)) ™ 0
b) 2,08 (hy 4y 5 = (14 by Ony o) = = (ny , 0(2?%)) Uy, op
c) ww({5 (¢ + h1a1)(1 + h2,2) 2 " 1 2) =Aw olp

a) h, P (hy 1%,2 = B3 q%,0 + By o8 4 = (14 by Hv ) =

it

-1 -1 -1, 0
h1 9O‘P ( "AJZ,IW’ bad AJ,‘,]W’,] + h3 1J>\2((D/\2+ h >‘ W,Z)

B2 xz(“’M*h 2 ¥e)

-1 -1 -1
= Rpap (AT By aT0p ¥ By pT50) gy
0.G. P/R 5% PU%
¥ f.\.g__é_%‘._filgzl‘fzg___}_lé.ag‘.vai.).)
0. G p? %

e) h -(1+h, ,J)w _ +h, w_ =h_ u .)

1,17 ,2 1,2 41 3,271,1

-1
p(AJ,\z x'(h3111+ 3221)‘012

2 o(p (h3 19,2

+ JM h39>‘ (h3’1W92 - h3g2w’1))

) By ap (14 By 0up 5 = By gty o+ (14, g g = By oty 4)
=1 -1 =1 ;0
"3, T S T T ot o Tepe (0¥ By e M0 )

88
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du fait que J;;“ J;;.L est symétrique par rapport & X\ et &£ . Notant que
-1 =1
d J = o(P

on obtient

* = =1 -
ﬁx# "‘X(W,ap " Busap Tap ) =By s * Baas ¥, )
+ o2 y?) (13.38)

Par rapport & l'expression (13.30), on constate d'abord 1l'apparition

d'un facteur A, égal 3 1 & O(Pz) prés et, par conséquent, négligea-

ble. En outre, les termes

- h3,/\ (uA,uP + h39°{‘5 W,k )
n'ont pas leur équivalent dans (13.30), mais nous allons montrer

qu'ils sont trés petits. En effet,

o
2 GO(P = ua’#‘ uﬁsd

Dérivant, on obtient

+ + h +hA

}\’c‘lu)\’!5 ’Pu'\’d+ h3,0fu3,{3+ hB,PuB,O‘ =0(y)

0
? Cetpyy T Vopy T Upiy * Mgt A A T Pyt T st ey

+ h

+ hB,UUuB,P + h39°‘u3’Pb' + hB,PyuB,OI B,PuBst v

ce qui entraine

o o o
e“P’K + eb’dofa - QPJ»O‘ = u"("F'Zf + h/\,o(u/\,(bx + hk,}eadu/\,o{ + h39°‘w,{3~5‘ + hB,Z)’f’wsof ’

relation gui implique
udvﬁx + hB,PKW’d = 0( y/L) - By o uA’FX - hA’FJ Uy o " Byg Y By
0. G P K%/L P 5%/R P X%/L
Par congéquent, on a
= 2 % 2 %
= by ) <uksdp + hBde LN ) = o(P y/L, P 5*/L, P §%/R) .
et, finalement,

P*=W - h

-1 2 1 2 %
J o(p /Ly P /Ry §/Ry, Py /L
s rop e DpTA T D 5°/Rs G/Ry Py /D)

(13.39)
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Ce résultat signifie que la théorie de Marguerre généralisée ne commet,

outre 1l'erreur due & 1'hypothése des rotations modérées, gu'une erreur

O(Pz) sur les déformations.

13.6 = Evaluation générale de l'erreur de la théorie

Restant dans le cadre de la théorie de Kirchhoff-Love et des
rotations modérées, nous savons déja que les déformations du feuillet
moyen sont exactes, tandis que les changements de courbure sont en
erreur de O(Pz)° I1 reste 3 examiner les équations constitutives. En

ge limitant au cas isotrope et homogéne sur 1l'épaisseur, on a, par

(3.16),

8°’@‘/"=i—-§- ((1 -2) au)‘ aPt 4 0P ).
1 =

Comme

2
adf’ = 50({5+ hd’F’ + hp,d + hi,('x hi,p =8°(P+ o(p"),

on a

8PP o —E— (1 =08 S 4y ST ) 4 0%y
1 = VU

ce qui signifie que les lois constitutives de la plaque ne sont en

%

erreur que de O(Pzﬁ, De plus, le facteur a° qui intervient dans le
calcul de la surface vaut 1 + O(PZ) . L'erreur d'énergie est donc au

total O(Pz)o Ceci signifie que dans les applications par éléments finig,

on commet, outre la classique erreur de discrétisation qui décroit

- k 3 - rd I'd
selon une certaine puissance 1 de la dimension de 1'élément, une

erreur de formulation d'ordre P2 qui, comme P = Q0(1/R), décrolt comme 12.

Si 1%on tient compte de la déformation due & l'effort tranchant,

il apparailt dans Jo3 Une erreur O(PJ ) et les lois comstitutives de-
la plaque sont entachées d'une erreur 0(P), puisque g o3 = 0(P). Il est

cependant vraisemblable que cette erreur soit finalement infime, du fait
de la petitesse de la contribution des termes de cisaillement. On peut
en tout cas faire la remarque suivante: tant que l'on reste dans le
cadre des rotations modérées, les seuls termes de ¥o3 qui soient né=-

cessaires 4 la prise en compte approchée de la condition de Kirchhoff-

Love sont
60(3 = % (PD( + hA,O{ p>\ + W,O( ) 9 (13-40)

cl'est-a~dire que 1l'on peut négliger le terme non linéaire de (13.25).



Si 1'on considére - et c'est le cas chaque fois que la coque
est mince = que les termes ce cisaillement constituent en fait une
forme de pénalisation de la condition de Kirchhoff-Love, il devient

évident que 1l'on peut se limiter & l'expression
DdF o ~
G w3 5#3

sans affecter sensiblement la solution.,

13,7 = Connexion des é1éments établis suivant la théorie de

de Marguerre généraliséde

Si 1'on tient compte de la déformation due aux efforts tran-
chants, les variables & connecter sont les déplacements et les deux
composantes non normales de la rotation. Pour étudier le cas de la
théorie de Kirchhoff-Love, on pourra supposer que la coordonnée x2
est tangente & l'interface, x1 variant suivant la normale & celle=ci.,

Dés lors, la donnée de w sur l'interface fixe w .. En vertu de la re-
?

2
9
lation (13.26), on a
BRRETI S IR PRI
W= Jgp Pyt Jpg Py

On a donc, comme J2 =1 + h292 £ 0,

2
py = (1355 w 5 = (3,,/3,5) vy

9

et, par conséquent,

I J
W= (3 - _g%_lg),p1 + 321 Wo oo
) 22 22 °

On constate donc que la donnée de la seule rotation P, entrafne la
connaissance compléte du gradient de w ainsi que celle de Pye La

connexion devra donc se limiter & la rotation

w °

p, = = J°,
1 M o ]
Dans un systéme de coordonnées quelconques, c'est
P = =U J"1 w
v £ /“6 9/“

que 1%mn connectera.

(13.41)

13.8 - Notion de déplacement fictif initial

La formule (13.70) suggére que 1l'on peut considérer le

vecteur h comme un déplacement fictif qui, de la plaque de départ,

o~
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fait passer & la coque. Ce point de vue a l'avantage d'8re trés proche
de 1*intuition physique puisque, par exemple, c'est bien ainsi que les
choses se passent dans le processus d'emboutissage. Partant de la mé-

trique de la plaque, on arrive ainsi & la métrique de la coqme

85 = E’ij +2 ¥y (13.42)

ou Eij représente la déformation due aux déplacements fictifs initiaux.

La somme du déplacement fictif initial (que nous noterons pour la géné-
ralité Ei) et du déplacement élastique u, donne le déplacement total

uzct auquel correspond la déformation totale

K;gt = % ((E£ + ui),j + (Ej + uj),i + (Gg+ um)’i(aﬁ+ um),j) (13.43)

et la métrique finale

g:{j = éij + 26;;1‘; ° (13044)

Les déformations élastiques sont domc données par
tot —
= o e = -
2 Zf:i.j - gij gij 2 Uij 2 Zfij (13.45)

Ce point de vue, exposé dans [T/ et /17/, dépasse d'ailleurs
largement le cadre de la théorie des coques et constitue en fait une

véritable théorie des perturbations géomdtriques en dlasticité. I1

peut, par exemple, &tre appliqué pour construire une théorie des coques
quasi-coniques, coques & double courbure obtenues & partir des coques
coniques /7, 17, voir également §‘15/, une théorie des poutres fai-
blement vrillées /18/, etc....En ce qui concerne les coques quasi=-
planes, ce point de vue nous semble plus proche des vues de Mar-
guerre, telles qu'ezmposées en /6/, que la dérivation faite plus haut.
Voyons comment cette idée s'applique au probleme qui nous préoccupe.
Pour un champ de déplacements de la forme

3

Vv, = U, + X .
i i Pi »

les déformations d'une plaque s'écrivent

e _ .3 3,2
Zfo{p —50('6 x PQ’P + (x ) YO{P 9 (13o46)
avec
2 60‘#,— ud’P + up,d + ui,ol ui’P
- QPQ(P = - pd’P = p@od - ui,d PiQP - ui’P pi,d (13047)
2 P



et
2 fq3 = Py * LIV S T (13.48)

en tenant compte de la condition
2 Y33 =2 P35+ P3Py =0 (13.49)

Considérant des dédplacements fictifs initiaux hi constants sur

1'épaisseur, c'est-a-dire gans rotations, on obtient

2 Bopp = hol,P Fhoo t PPy

2 P = 0

- 9 (13.50)
2 Kdg = h,d
2 533 = 0

La déformation totale, correspondant aux déplacements
tot _ 3
vi = hi + ui + X pi N

est alors donnée par
tot
2
Cup B
tot -1 -
P dep ” Py
2 y¥t o in,  +w 4+ (b, +u )D (13.51)
Y3 = P ¥ P30 Y V.o 0 T Yo /Py .

tot
2 633 = 2 p3 + Py Py

o + (hi,o( + ui,ol )(hi,p + ui’P )

(ho(-;-uo()9 -+(h#+ up)

2

= by ) Pip ~ (hi,p" Y,p ) Ps

I1 est aisé de vérifier que la soustraction de (13.50) & (13.51) donne

effectivement les expressions (13.15).
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14, COQUES TRONCONIQUES -

14,1 = Déplacements rifides des corps de révolution

Leg déplacements rigides linéarisés d'une structure quelconque

sont de la forme
u=c+ WIXSs ,
~ “~o o~ "o

ot ¢ et w sont deux vecteurs constants et 8 le vecteur-position. ¢
o ~

peprésente la translation et @ est la rotation. En coordonnées cylin-

driques, la base physique (i.e. normée) est donnée par

e = cos @ e + sin @ e

~ ~X ~y
-( e, =~ gin 6 e_ + cos @ e

e = e

~Z ~%

et le vecteur-positionas’écrit

8 =re_ + 2 e =rcos @e_+rsinbe_ + 2 e °

Les composantes polaires (physiques) du déplacement rigide sont donc
W, T cos e cos ©

U = U » €
r ~

c_cos @ 4+ ¢ sin © + r sin € gin @
x ¥ Wy

Gy, Z 0

c, cos e + cy sin © -0z sin e +ooy % cos © (14.1)

w, T cos e - gin €
UG=E,39=—cxs:Ln9+cycose+ (_.)y r sin 6 cos &
C‘)I’Z z 0
=-c_sin @+ cy cos @ -éoxz cos & + w,T (14.2)
a)x r cos © 0
Uz=&°£z=°z+ a)y r sin © 0 =cz+wxrs1ne-cdyrcose
(oz Z 1 . (14.3)

Par conséquent, on a le tableau suivant:



Fig. 14.1
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Déplacement rigide Ur Ué UZ
c c_cos © = ¢c_ sin © 0
X B bid
c c._sin @ ¢c._cos © 0]
y N N : .
cZ O 6] cZ
oox -wxzsn.ne -wxzcose wxrsine
e - 7z sin © - 1 cog 6
wy wy,zcos my : v
loz 0o . W, T 0

On constate qu'en développant les déplacements en séries de

Pourier sous la fornme

1
X
U, = .:gé Z ﬂr;nm(r,z) cos (n© +m 5 )
1
. TC
=) Uy = Eé% gég Ue;nm(r,z) gin (n © +m 5 ) (14.3)
1 2
. T
U, = gé% %gg Uz;nm(r’z) cos (n & + m 3 )

les déplacements rigideg sont des harmoniques n = 0 y n = 1, fonc-

tions affines de r et w. .

Considérant & présent une coque tronconique (fig. 14.2), les
coordonnées de la section méridienne de la coque sont également des
fonctions affines de la coordonnée & du feuillet moyen et de la coor-
3

donnée normale x”. Par conséqient, les fonctions

An(E s ¥0) = U, (2(E,20), 2(5, x°))

B, (g, %) = Uemm(r(g,x3), 2(2, x0))

L}

Com(E s x°) Uzmm(r(‘% s,xB), z(€, x°))

sont également affines de § et x3

pour un déplacement rigide. Il en
résulte que les coques tronconiques gonstituent une des rares géo-
métries ol il est possible de représenter les déplacements rigides -
par éléments finis, malgré l'usage des composantes curvilignes. La

forme de 1'un de ces déplacements est représentée en fig. (14.1).

14.2 - Géométrie des coques tronconigues

L'élément de longueur du feuillet moyen est donné par (fig. 14.3)

dr? - a§2 + R% a6° (14.4)




Fig. 14.3

Fig. 144




On a donc

=R s ago=0. (14.5)

afg = 1 0 200

La normale a pour expression

n=cos e +singde
~ N ~

R z

ot ¢ est 1'angle du cOne. Lors d'une variation de @, la composante

selon e, ne varie pas. D'aprdés la fig. (14.4), on a donc
N~

Z

dn = cos ¢ QSR = cos ¢.Se de .

Comme le vecteur de base ag a pour longueur agg =R , il vient
cos g e
dn = R 29 de = - be EQ de ,

c'est-a-dire que la seule composante non nulle du tenseur de cour-

bure est
e cos ¢ 1
bg = ™ R = = R (1406)
2]
On en déduit
e ee 06 .8 coS
bGQ = agg be = - R cos ¢ ’ b = a bQ = = 2 (14.7)

14.3 = Dérivation covariante dans les cogues tronconigues

®

Les symboles de Christoffel se calculent aisément & partir
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du tenseur métrique, Comme R . = sin § , on a

legs = % (aggny + 200 ~2ggn ) =0 gi =0

fogg = ¥ oz * 25,0 " %epg ) "0 5 Lo I% -0

ﬁ,'e§@=4'5 (395,0 * B6g,0 = %oa;g ) = "R S F ff, = - R sin g
roe;ee =% (agg ¢ * 899,60 ~ 209,06 ) = 0 f;ge =0 (14.8)
’:g'ee = fzeg = (agg o * 5o~ Bgz,0) = R 510 6 ;;99 - ’Séeg . sin g

2 = a + a - a = ; 58
frog =¥ (300 + 2502 " 2g0c ) =0 5 [, =0

I1 en découle, pour un vecteur de la forme

£ e
u=un a8 + 1. a 9



o_g Dg
u =u -7 u - _u, =u
gl TV T e g g Tl 2 e TS
° u, sin ¢
- —f - —® - R N
ugfe Yz.6 r;e“g f;e"‘e et R
o i 14.9)
) £ ° g . ) ug sin ] (
uelg = Uge " f; o u.g - [; o Yo = Yo,z =
u =u - flg w, - EZG u, = u + Ru, sin ¢
ele = %, e g 608 e = Yo,0 £
14.4 - Théorie des cogques tronconiques avec déformations dues

aux efforts tranchants

Pour appliquer & la présente géométrie les résultats de la

section 11, il faut calculer les grandeurs éua’ ?%d 9 éx y T, o

Pour les premiéres, il vient
BT TR TR Y
Agg = ug}@ - bi@ w = g g " (ue sin 4)/R

- (14.10)

AG? = ug{g - beg w o= ue;g - (u6 sin 4)/R
Agg = ue&e - bgg W = g0 + R ug sin § + Rw cos ¢
Sur le méme moddle,
H,, = =D
7% %%
X = - + ( sin ¢)/R
-§Ee P50 " Pe (14.11)
MQ; = - pO;? + (p9 sin ¢)/R
= - - R gin 4§ = R g cos ¢
On a par ailleurs
Z e
g =w_ +b u_+ b u, =w
- —g 9? -g .; ; 9 ’g (14°12)
Z e
¢G = w99 = bQ ug + b@ ug = w99 - (cos ¢ /R) ug
et, d'une fagon similaire,
T, =¢q
Y , )
= - 14,13
Mg =ag = (cos ¢ /R) py
Pour les applications pratiques, il est plus commode d'expri-
mer ces différentes grandeurs en termes des composantes physiques

du déplacement, définies par
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+ e

= (u + x = ) a% a’ + (v + x P ) agg & *+ (w + x> q) n

et lides aux précédentes par

u = u’§ y O= P_g sy V= ug/R ) P= PQ/R (14.14)

I1 vient alors

A =u

£ X
) A?O = u’g - v sin ¢
Aeg = (Rv)».g - v singd =R v,? (14.15)
A = (Rv) ot Rusingd+Rvcosd=R (v ,+using+ w cos ¢g)

s ©

et, de méme,

= = o
%es ¥
K, = =& . + Bsin ¢
B e 0+ P (14.16)
Y5 =~ R pg
%o = = R ( B.o +osin 4 + q cos &)
Ensuite,
_g ¢‘§ =V ' (14.17)
do = W =V cos é
et enfin,
Tt =
s T s (14,18)
T[e = - pcos g

© o
Les déformations du feuillet moyen 5%59 ?;9 et Teo sont
liées aux composantes physiiques % ’ Ee,fge par les relations
< "] o 2
g = X s Enn™ /R 9 E, = /R °
s~ Uss ot~ Yo o = Joo
On obtient donc, & partir de (11.7),

N 41N L 1) ° 2
Eg*A;; %xch% %x.gkefrwg

goit
¥ >\2 N2y g2 (14.19)
55 Fle v e

puis

1 6 2
€ = 22 (Ago %)‘g.exge +3X g hge + B A

c'egt-a~-dire



Eg = (/8% (Ngg + ENZg+ 4 (/R AG, +145)  (14.20)
et enfin,
6
2 Ege = (1/R) ()\ge + )\eg + )\?gkge +}\°§ Xeg + ¢_§ dg )

soit encore

g0 * Nog +x§§ Ngo + (/R Agedgq + dg 85 )

(14.21)

2 € (1/R) (A

€

En ce qui concerne les changements de courbure, leurs composan-

tes physiques sont K§ » K ;9 s avec
-1
K_%=f7$; 3 e =R 'Dee H K§Q=R P“?G .
ce qui conduit aux expressions suivantes:
3\ [ e
K, =%,, + b +b/\ + A %, - BT
5 %50 T % hggt Pgleg t Mgt v Motor T

soit

g 9e ot A;g""gg* (1/r? ) Ag ; og ¢th§ (14.22)

On a ensuite

Ky = (1/8°) (s, + o)y + bg N gg *+ AP oy + A?Q Hgg = BT

e’ ge Gg@ 99)

clest-3~dire

2 cos ¢ 1
Kg = (1/R%) (8¢ oo = S5 A g ge g0 * "é'}‘ee“ee = By o)
et enfin,
2 X =-l(9€ + % +b€>\ +b}\ g)\ +b)\
fo = R%gg *Hog * B Agg + Do Agg + Dghsge oex * ; %50

s %00 +)\fg §§+>\?g o " %o =BTy ) (14.23)

=1 - cos ¢ i : .
2K§g —R(fo’cge+969§ R >\9§+ )\§59ch+ 2}\Q§9€QQ+}\§9%§§
l—)\ 26 - -
+ H2 ee Og “‘;1[9 ¢QT[§ ) (14.24)

n

Les déformations de cisaillement traSversal ont leurs compo-

%3
1

23 =03 7 fe3 TR %3 -

santes physiques ¢ et 293 liées a XgB et XGB -par les relations



Il vient donc, par (11.11),

e
26;3 =pg + )\%g p% + )\°§ Py + (1 + q) ¢5.§
= o + )\;;o(+ (‘I‘/R2) }\Gg (RP) + (1 +q) ¢_§
= o(+)\€go( + (1/R) )‘egP" (1 + q) afg (14.25)
et
2 £g5 = (/D) +A7gn + Ngpg + (1 + @) 4Q)

]

(1/RYRP + A gat+ (1/8%) Ayg BB+ (1 + ) 4,)
B+ (1/R) A

£oO+ (/R Agg p + (1 + 0) /R (14.26)

Enfin, on a
5’33=q+%q2+%p€p;+%p9p9=q+%q2+%(o(2+ﬁ2)
(14.27)

14,5 = Rotations modérdes des coques tronconigues

Le cas particulier des rotations modérées s'obtient 3 partie

de la section 12, On a

o

% Mg i Seemhas 5 %50 = F(Ago v Agg)

wﬁ =0 3 &)gg = 0 : wge 1( )\gg - )‘{9) .
Posant
_ﬂ =w‘§@ / R 9
on a
0 = %—(v’_g - (uge/R) + (v/R) sin ¢ ) (14.28)

De plus, on peut poser q = O dans l1l'expression de %99 H

gy == R (ﬁ’e-ro(sin# ) . (14.29)
Les déformations du feuillet moyen s'écrivent alors par (12.13)
2 2
E, =N,+30°+1 4
5 " g e’

2
€g = (/RN + $0% + 3 (1/82) £
2 89 = (1/R) (N +)

(14.30)

o + és ¢e) .
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En ce qui concerne les courbures, on tire de (12.16)

Kg =%,
S Ky = (/RD) (s + bg@gg) = (1/R) %gg
2 Kgg = (/R (g + X + bgas‘?Q) = (/R) (% +Xgq - %—écﬁge)
= (1/R)( Xgg + Xgq £ cos 4) (14.31)
I1 vient enfin, par (12.17)
i 2 8*;3 =0+ QB+ 95,5, (14.32)

2 £gq = p = Lo+ (1/R) de

La théorie de Kirchhoff-Love s?obtient en remplagant formellement

oL par (--f25g ) et P par (- -;-{';69) dans les expressions des courbures.

I1 vient
TR TR
9‘§9 - ¢$§’ 0" (9/R) ;zfg gin 4 = w”ge -% (W,G - v cos ¢g) sin ¢

1 sin ¢ B
Xog = RC 3 ¢e),g = "e,g "SR %" Voer T Vg ©0° ¢

-l(we-Vcos;d)sing}

R
Hgg = = R( (5”9 +o{sin 4) = d@,@, + R ¢§ sin 4 =
= w’ee - v”9 cos 4 + R W’§ sin ¢
(14.33)
et, en composantes physiques,
K, = w
%%
2. sin g
- Ky = (1/R 3(w’99 vV g cos 8) + =¢ v (14.34)
2 2 . 3 . 3
2K, . ==w - S=w gin g + = v gin f cos g = == v cos @
36 "R ;30 T ;2 1,0 2 2R '8
1
+——u . cos ¢
2R2 2 ©

On obtiendrait les mémes expresiions en partant directement de la
formule (12.29). Un trés grand nembre d'auteurs /9, 21, 23 &;26/

utilisent les changements de courbure de NOVOZHILOV /27 , qui ne
différent de (14.34) que par l'expression de la torsion, que Novo=-

zhilov donne égale &



102

2 E;e = (2/R) W’ge - (2/R2) W’e sin 4 + (2/R2) v sin &4 cos &

- (2/R) v, cos ¢ (14.35)

»5

On calcule aisément

~

2 K cos

. 1
%o -2 Kgg = = > o2 (“,e - v gin g + R v,.g ) = - E—ig (Agg +'A9§ )

- /Ry (F650)

valeur négligeable, car 0( a’/Re)9 qui s'annule en outre pour un

déplacement rigide. Les changements de courbure de Novozhilov sont
{

donc équ¥alents & pos expressions (14.34)., De méme, nous avions ob-

tenu précédemment /7/ la valeur suivante de la torsion:

o~ 2 2 . cos é
2 K = = W - =W sin + u + Vv gin = R v
§9 R ,;9 RZ N # R2 ( ] ¢ 5 )
1 1 o
= 2K, +— (=6, , (14.36)
;9 R "g§@
ZRQ

également équivalente & (14.34), pour les mémes raisons.
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15, COQUES QUASI-CONIQUES /17/

15,1 = Introduction

Si 1'on abandonne la géométrie conique pour considérer des
coques & double courbure, il devient impossible de représenter exac-
tement les déplacements rigides dans un modéle d'éléments finis poly-
nomiaux. Une telle approche est donc & rejeter, ce qui justifie le fait
que nous nous soyons limité, dans la section précédente, aux seu-
les coques tronconiques (qui englobent, bien entendu, le cas du

cylindre (4 = 0) et le cas de la plaque circulaire ( ¢ = TC/2) ).

On peut naturellement songer & modéliser la coque & double
courbure en approchant sa gdéométrie par une série de troncs de cbnes.
cette approche a été développée pour la premiére fois par GRAFTON

et STROME /21/ et donne dés résultats assez satisfaisants.

I1 est cependant possiple d'améliorer 1l'approximation &
l'aide du concept de déplacement fictif initisl défini en section
13, Btant donné un élément de coque de révolution, on définit un

cbne de référence, coupant la coque aux extrémités de 1'élément.

Un déplacement fictif h, normal au cOne de référence, exempt de
rotation, permet alors de se ramener sur la coque (fig. 15.1).
Si 1 est la longueur de 1'élément, les pentes de la coque par

rapport ail c8ne sont alors d'ordre

P = l/Rj (15.1)

ol R% est le rayon de courbure dans le plan méridien. Par consé-

quent, lorsque le maillage se raffine, P— 0 en méme temps que 1.
Une coque de révolution quelconque peut donc €tre traitde a 1'aide
de plusieurs cGnes‘de référence (fig. 15.2). Par analogie avec les

coques gquasi-planes, nous parlerons ici de cogques guasi-conigues.

15,2 = Expression des déformations

Posantﬁ=0,;=0,5=h('f), o =0, B:O,E:O,
on obtient, par les relations (14.14) & (14.18), les valeurs sui-

vantes pour les paramétres de déformation initiale:

|

Aii =0 3 %ge =0 3 xeg =0 3 )99 =R h cos &
- %g; =0 3 sc_gg =0 3 g = 0 3 "'99 =0 (15.2)
¢§ =h’.§; ¢Q=O; T[§=O;ne=0

En conséquence, les déformations initiales du feuillet moyen



sont donndes par (voir 14.19 & 14.22) :

% h

& 5
- g - (1/R°)(R h cos 4 + 1——5 (Rhcos 4)° ) (15.3)
2R
2€€e =0

Les changements de courbure initiaux valent (d'aprés 14.22 & 14.24)

‘I-{-,g = 0
S Fym /ED-2880 y - (1/87)(- 2 mnces §)  (15.4)
2 K'§@ = 0

On ¢ire d'ailleurs de (14.25) et (14.26)

w—
e,

28gq =B 5 2 €5y =0 (15.5)
et enfin,
533 = 0 (1 5»6)
Quant & la déformation totale, elle est caractérisée par les
paramétres
tot .y tot_ tot _ _ytot
A?‘; = >\§‘§ : )\‘;9 }\ }\ oy * ’\e; ; >\99 = Rhcos ¢ +)\ee
tot . ap0t . b0t
ot g 5 ¥go T¥%g0 P ¥op = %oy 3 %ae = e (15.7)
tot _ tot _ — tot _
On en déduid
tot _ P B
5€ g+ 3 )\g; + =3 )‘95 + %—(h + ¢§ )2
g;°t=; (Rhcos¢+>\ +%Rze+—‘(ﬁhcos¢+k )2 +12—¢fg)
2650 S L h w40 ~5 A, (Rhcos 4 +2A_.)
g0 TR Mo T flog Tlgtse ” of "ee
- + (hsi + ¢i ) 8 ) (15.8)
kPO s 4N + =)\ -, +d )T
1 5% 35785 32 eF 95 % £ 7S
tot 1 cos ¢
%o =12 (2,5 R (RReos 4 +2 o) +Aroieg

+ lE(Rhtzos 4 +?\ee):c 06 = g M

)
R e

104
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tot 1 cos ¢ meq
2 Kgg =g (% + %o, = 5= Mg + Agpeg + 2 '\e;“ee
1
Ageéci; + ;é'(Rhcos g +199)9geg + (h,§ + 4 )T
- ¢en§ )

‘ot A}
2 £ o<+%$;o(+ Aegp+(1+q)(h.§+d§)

i

=y IfD&

2 &tOt Ly o + = (Rhcos 4 +'\eg)p + (1 + q)

03 ~P* R ge 22

xggt q+%q2+%(o{2+pa)

Par daifférence, on obtient 1l'expression générale des déformations

des coques quasi-conigues: les déformations du feuillet moyen valent

€ =A_+h ¢+%>\2 +——>\2+%d2

T %t 5 % 3
Q&= 31;5((1 E‘i"—*"—é))\gng%A?g 2\§9+%¢§) (15.9)
1 . hecos ¢
2age_R()gg+(1+-—-—-R )%9§+ s? %}\;e
i
+—§)‘gg>‘gg+¢-§¢)

Les changements de courbure sont donnés par

K =% =h_T + A\ % + = ?\chg-ﬁf?t

£ 3] % % 55 %4 2 21 %
1 " h % 4 1
Ky = -1;-2’((1 + —-——-°°§ Y, = ________co; A + )‘ge 32;0 2 )ee %o
- ¢9T[e) (15.10)
2 Kgg = Jﬁ”‘;e + (1 + l"‘*—‘:—‘—’%-"5)94.65 -EQ%-QAGE - h;;T[e

1
" hgFe * 1Z og oo * Pyo %y

1
+;§7\Gg%e§-¢gﬂ 9‘7[;)

Voieci les déformations de cisaillement transversal:

1
2553 =0 + ¢*§ +h§ q+?\7§d+ Aeg'ﬁ-rqgfg

hcos¢ i X A e
2£e3=(1 B+ T B+ )\_§9CX+ 27\99p+q T

(15,119

Enfin, la condition de nullité de la déformation transversale s'dcrit’

§33 =a+ % a® + 30”4 @2) (15,12)



106

15.3 = Grandeurs intervenant dans 1l'étude des rotations modérdes

L'hypothése des rotations modérées se caractérise par le fait
%

que tous les gradients de déplacements sont au plus d'ordre ¥ o Dans

le systéme d'axes du cBne, ceci se traduit par

A, =00y 5 Ehg=0lyd 5 R0, =00 5L = 0xH)

i3] R %0 1 R
- 3,21 %y . %y, By .o o z
Q_‘g"O(X)QR?‘g:O(U)’ O“'O(b’) ﬁ=0(3),Q—0(U)
(15.13)
I1 découle directement de (15.12) que q = O(y ). On a par ailleurs
3
a¢ = = = O( /IJ)
7 g =
1 %
-G = - = 0 L
7 %os ?vi (y=/1)
- p (15014‘)
1 - -4 2 - 3 ¥
R%?Q" Ro(’9+Rsin¢-.O(b' /Ly ¥*/R)
1 R X o -4 - % %
Ra‘ee” RP,G Rs:m¢ Rcosyﬁ-o(b' /Ly §°/R)
et
K, =4 = 0(y /L)
{3 (15.15)
in =lq —Ecos¢=0( %/R) avec R, =
R e R % "R ¥ /el e~ Gcos &
On notera d'autre part que h = 0(Pl), ce qui entralne
R
hoosd | Bo@).opdl aor? . (15.16)
e 2] e e
Pour autant que Bg et R9 soient d'un ordre de grandeur comparable, on
a done
9—9—35‘-—14 = o(?) . (15.16°)
I1 convient cependant de ne pas négliger sans discernement tout
terme en _1_1_§_‘3_§__.é si 1'on ne veut pas détruire la représentation

des déplacements rigides linéarisés.

I1 ressorf des expressions (15.9) des déformations du feuillet

moyen que leurs formes linédarisées vérifient

B, =g ng % - 0r)

- ®9= -;—5(1 + lz?--=’%g-s---5é)7\eg=O(zf) (15.17)



Fig. 15.1

Fig. 15.2
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2@ = (/R Ngg + (14 22088y 0 i g - 00

La discussion sera facilitée par l'introduction de la rotation

linéariséde définie comme suit: si ag et aq représentent les vecteurs
.~ (2"

de base aprés la déformation initiale, et que za,,'g et aé soient les
Lo o
vecteurs de base aprés la déformation totale,oon a

Wog = 4GEge (ay -3, ) = 3. (8 - 3p) (15.18)

Comme, par (11.3),

+-;z{- n=a,+nh n
o

E£=(1+'X§)a +()\§a,g 2 g 2

(a4

- h cos ¢
29=\9i§+(1+l )ae+¢ n=(‘l+ = ),ﬁe

et que, par la méme formule,

£ )
2,‘§=(1+7\_g§)3, + '/\gg,% +(h,'§+¢§ )’1;1/
ié:.- 'gef, +(R +Rhcos¢+?\ )294-;6@3 .

on obtient

20 = (1 + B8 - -n g (15.19)

La composante physique correspondante est

@0
o . ____;_9 _ %ﬁ (1 + .Ll.g.?.g__é ) Aeg - ’\ge - h,g g,) (15.20)

Utilisant ces définitions, on peut écribe

Yo = @ - d

- %)‘ge B T (15.21)
Jﬁkg§=<1+l‘-9§§-é)‘1 (@gq +0) ‘
';'57\99'"‘(1 *hcgs ) @ g

15.4 - Déformations du feuillet moyen en rotations modérdes

La déformation 5; peut &tre dcrite

g = + %(@ h o g )2 4+ 3(1 +ll-%9§-—é)’2 (@3'9 + )% 4 3

et, en négligeant les termes 0(33/2) et 0(52)

=@ +301+n%) & 43 (1 B E2 n2
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Moyennant une erreur relative O(PZ), il vient encore

F:_t, =>‘—g§+hg e% + %_(12 + % d_i . (15.22)

La déformation 89 gse transforme en

b= @o+ HByg-n-n, 407+ 1+ B22EH)2 @ 24y g

e
et, en négligeant les termes O( 33/2) et 0(2;2),
£ =@ +30°-0n_ 4.+ 301 +n )% 4
e e of  © 3 e °

Moyennant une erreur relative O(Pe), on peut négliger h2§ devant
9

1'unité, et négliger le coefficient (1 + g--9%“‘:’-’--é) qui apparalt dans

l'expression de @9 o Il vient ainsi
2 2
g =Agg + ¥ - 0h o by + ¥ 4G (15.23)
En ce qui concerne le cisaillement du feuillet moyen, on a
2 €, =2 + -h_ g ) -Q-h_ dg.)
g0 = 2@go + (@ -1y 4 N @gg-0-1, 4

+ (4 g_c_g_g__g)-z(@?e + )@ g + 4

soit, en négligeant les termes O( 33/2) et O( 752) ’

2
2 sgg = 2®§9 +_rzh’g ¢§ + (1 + ) ‘% do -

On ne commet qu'une erreur O(Pz‘) en remplagant cette expression par

2 Ege - 2@_59 + _n_hsg ¢§ + “‘g szfe (15.24)

15.5 = Changements de courbure en rotathons modérées

Pour K? , comme 1['5 = 0( y¥/L), on a simplement
K, =% (15.25)
%58

avec une erreur relative O( 25%). En ce qui concerne KQ, on a

1 h cos & cos @ 1
Ky = RZ((1 F I Hgg - e A g T Z Age¥ee = Pdtg)
0.Ge X%/L zf/RG y/L J/L I/Rg

: - . % L 2
ce qui entrafne, aver une erreur relative 0O( s 0 R P°),

e
1
Ko = 5 %g0 - (15.26)

R
Venons-en au changement de torsion. On peut visiblement négliger
les termes non linédaires, d‘'ordre y/L, X/Rgo Les termes linéaires

s'dcrivent, comme T 0=~ ﬂcos g + O(Zf )
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h cos gf)u +.h%F3_c@spSl_cos¢$ A )

2 ng = (1/R)(9€§9 + (1 + o o R R of

(15.27)

On peut lui laisser cette forme ou encore écrire, par (15.21),

(%

g B

2 K =

h coséf h cos -1
” v aBooedy g gl henbl(g, n)

6

1
+§h;§p cos &

expression dans laquelle le terme contenant ®’§9 est dYordre D'/Rg

et peut donc étre négligé. Il vient alors

2K€G=J§(%ge+ (1 +_1’}_£§._S_é)9eeg ) _co§¢ (1 +hc;:s g )-1_ﬂ
'“1151“,2[5 cos 4, (15.27")

expression plus parlante que (15.27) d'un point de vue géométrique,
mais plus lourde & manipuler. Il n'esp pas possible de pousser la
gimplification plus loin sans détruire la représentation exacte des

déplacements rigides.

15.6 = Déformations de cisaillement transversal en rotations

modérées
On peut écrire

2 € o +4 +h q+(®—h,§¢,§)

33 7 TS 3
h cos § =1
+ (1 =) (®§9 +0)f +q¢§
3/2
= of + ¢§ +Np+ oy, ¥ 7). (15.28)
et
2593=(1+-}-1—-Rw—g)ﬁ+%¢9+(®_§9~_{)_-h9§¢9) +

+ (1 +ll._.9_§.§_é)‘1®ep +q¢9/R

(1 +ll-9-§§——é)ﬂ +-;;{'959-.{10(+O(P3, 3’3/2)

. (15.29)

Ces derniéres approximations sont plus crues. Cependant, suivant les
mémes raisonnements que plug haut, on peut probablement se limiter

aux expressions lindarisées

2’5\;3=o(+9% : 2E93=(1+-11—9§-S—-é)p +%¢9 ’ (15.30)
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qui suffisent & assurer correctement les conditions de Kirchhoff-ILove,

15,7 - Comparaison avec les expressions obtenues dans /17/

La théorie lindaire des coques quasi-coniques avait déja été
présentée dans /17/, mais par une voie différente. Par rapport aux

$e

expregsions ci-dessus des déformations, saul K difféere. L'expression

obtenue dans /17/ est
ZI‘E;G:%{-(— O g+ pSin¢+h,§P cos ¢ -Rp,_g (1 +11—9~%§-—é))

+ cos ¢ (u

R2 .§

ce qui s'écrit encore, en tenant compte des définitions (14.15) &
(14.17),

+h_w _ =~vsingdg-vecosgdh, + hcos gv )
99 ,lg 99 ¢ ¢ ¢ ﬁ‘g ?

~

2Kg=-11;{'(96,;9+(1+2==%9-§—-¢-)9t +h’§ﬁcos¢)

R ot
cos ¢ h cos ¢
R2 (’Ase + h.’g ¢e + R ’/\9; ) e

On calcule aisément

~ cos # h cos ¢
2( K39 - K;e) = —-;E'“ ( Agg + h,§ ¢9 + (1 + ‘“E*"“*') Aeg ) =
2
=Ry @ge ,

valeur O K/Rg) gqui s'annule pour un déplacement rigide. Les deux
expressioms sont donc équivalentes au sens de Koiter. A noter que

1l'expression (15.27) est plus simple que l'autre.



16. GOQUES DE REVOLUTION EN COORDONNEES CYLINDRIQUES

16,1 = Introduction

Nous avons jusqu'a présent envisagé deux maniéres approchées
de traiter les coques de révolution & double courbure, tout en gar-
dant la possibilité de représenter correctement les déplacements ri-
gides. Toutes deux reposent en fait sur la propriété des déplacements
rigides d'étre des fonctions affihes des coordonnées du c8ne. Elles
ont en commun d'utiliser les composantes coniques des déplacements -
dans les coques coniques, parce qu'il svagit des composantes na-
turelles du probleme et, dans les coques quasi-coniques, parce que
l'on se ramdne & un cOne de référence voigin de la coque., Mais tant
qu’s faire, pourquoi ne pas dissocier complétement le systéme d'axes
des déplacements de celui de la géométrie et, & l'instar de la théo-~
rie des coques en composantes cartésiennes, construire une théorie

des coques de révolution en composantes cylindriques? Un élément fini

de ce genre a été développé par DELPAK /22,9/ pour l'analyse linédi-
re des coques de Kirchhoff-Love en déformations axisymétriques. Nous
exposons ici une théorie générale des coques de révolution avec dé-
formations dues aux efforts tranchants, pour des déplacements dépen-
dant de 1l'azimut. La démarche suivie s'inspire du traitement des
coques en composantes cartésiennes (section 10)s il va de soi que
les résultats intrinséques. de .cette section, relatifs aux rela-

tions constitutives, restent valables.

16,2 = Description géométrique et déplacements

Le feuillet moyen est décrit comme aux sections précédentes par

une coordonnde & . Sa forme est définie par les lois
I —= R(%) et T —=1i(%) .

Nous supposerons que ¥ est l'abscisse curviligne au sens classique,
c'egt-a-dire que

2 2 - :
= 1 o
R, +72. | (16.1)

Dans les applicatiofs, R(¥ ) et Z(E) seront des polynbmes de
degré k , ce qui permet de définir la géométrie & 1l'aide de noeuds,
comme dans les éléments paramétriques. Un point quelconque de la coque

a alors pour coordonnées (fig., 16.1)

e + R ) ' (16.2)

3¢ e
3 RTUE T2
Les déplacements seront de la forme

111



Fig. 161
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3 4
x-uiB+vi9+wiZ+x<diB+ﬁi9+b’iZ) . (16.3)
U, vy, Wy ,P Y1 étant des fonctions de ¥ et 6 , polynomiales

par rapport &4 § , tandis que, selon la coordonnée 6, on fera un
développement en série de Fourier. Les déplacements rigides seront
représentés si u, v, w sont au moins des polyndmes de degré k en §
et o, B , ¥ au moins des polyndmes de degré (k - 1'.)+ en T .

Dans la structure déformée, les positions sont alors

§’=(R+u)iR+ve + (% +w) e

£ W/
3 ,
+x ((-==Z»_g +o ) iR + Pie + (R9~§ +y) f.Z) (16.4)

16.3 = Calcul des déformations

Avant déformatien, les vecteurs de base de la coque s'obtiennent

aigément & partir des relations

e = € H e = - e
R, " 8 ’ 9,0

établies plus haut. Il vient

R

a %

- 3(-
%S = R;S ep + Z9§ e, + X ( Zg-gg 'e\,R + R g, iz)

“ ~ 9
— 3 L3
- i@ =R i,@ + x7( Z’;g i?) (16.5)
i3=-ZB§ ’e‘B~;-R93 iiZJ 9
ce qui entrafne
3 3\2,.2 2
= 1 2 = .
gg-g + 2 x7°( R,'g Z,'gg + Z,-g Rp'f‘g ) + (x7) (R9g§ + Z,'g-g )
2,3 3y2 2
8go = R 2 x RZ;§+(X)Z;§
- (16.6)
€33 =1

La déformation méne aux nouveaux vecteurs de base

‘V -
S = Ca s )ty 0t Bt s )
3 ’ .
By v Jegr Pt By v YL ) ey)
' -
i@ (u99 v) zR+ (R+vgg+u)£§+wgg iz
- (16.7)

¥ x3((a99 pegr ((Tg 4 B owat) egr e
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83 = (-Z;g +0l )iR +Pi9 + (R;g +¥ )

£

Z

e
On peut en déduire les composantes de la métrique déformée
2
’ = + 2% -2 x3 + 2 x3
gdp gdp Bop P, (x7) %P

dont il nous suffira d'extraire ¥ et (:d » seules :grandeurs de

quelque intérét. On obtient aisément

° 2 2 2
Ugg = R,'g 119_g + Z;g W;g + % (u’.g + v,’f +W;g )

e = = ! 160
N S-g R;z dﬂ-g * Z9-§ K‘i;g Z’-gg uﬁ_g + Rﬁ.gg W;g ( 8>

tUg Xt Ve BtV ¥ or

puis
899 = R(vge +u) + 3% (u99 - v)2 + 3% (v99 + u)2 + % Wg
~P oo = R( P’e +ol ) = Z,-g (V,e +u) + (“,e - v)( o g -B)
(16.9)
+ (v99 + u)( ng +00) + Vol
et enfin,
2 ?53@ = R;g (u”e - v) + R v”_g + uv_g (uwQ - v) + v{g (v99 + u)
- + W"_g Wge

" 2Pgo =Ry (@ g =Pl 2 Fo*RBe 25 Vs

"ligp (Mg V) F R Worug (o g -p)

+V9_g (poe o) +w9'§ X,@ ¥ o‘a’g (uee -v)

+ v u) + w . 16,10
qu ( 3O + u) pr »© ( )
La normale conservant sa longueur, on aura
v - (o 2 2 2 _
g3y = ( z;§ +ol)° + [g‘ + (R’_g +y)° =1 (16.11)

gsoit encore

¥s3 = 25 + Ryp +30f 1 p% iy -0 (16.12)
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I1 nous reste a calculer les déformations de cisaillement transversal.
Om a dfune part
= g' = (R u =7 + + v + (2 + W R +
2hg3 =853 = Rg + g YD g +0) + Vgt (B 4wy YR +y)

+ x3((-=Z +ol ) (=%

€ e tOg ) Y Bp
PRy ) Rgg e g D)

3

Le coefficient de x” n'étant autre que g! = 0 , 11 vient simplement
33,3

2fg3 "R + Loy +RygWe =Zgug s otus + fv+yw,
: (16.13)

D'autre part,
- 9 - - .
2 %03 = 83 = (u,e v)( Z;g +ol) + (R + Vetu )P+ w’@(R;§ +%)

+ 22+ (g =)+ (2, +p o +)

+ (R,-g ""U) 599‘)

3 de cette expression s'écrit encore

Le coefficient de x
=7 = ! =
(Egrd) oo+ Bpot (Be+y)ye=633,0=0
ce qui donne finalement
2 5'93 = Rp+ R9_§ Wﬁ9 - Ze‘? (u.99 - V) + ot (u99 - V) -i-}?,(v”e + u)
+5 vv’9 (16014)

Les composantes physiques des déformations s'obtiennent aisé-

ment en notant que

ag_g:: 1 H 39923 9

ce qui entraine

T 1
s = Ugg o~ 2 Jeo 3 fze = RUse
- - . - . S
Kg'f;? P Kg = 2 Poo 3 Kgo =% Pso (16.15)
1
f3= 833 3 3= ® Jo3
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16.4 = Expressions simplifides pour le cas des robtations modérées

Le cas des rotations modérées se caractérise par les conditions

. L - . 1 - - %
Be 3 Ve 3 We 3 g v) R(v96 +u) R Ve " OFE )
o 3 p sy =0 5%)

qui permettent de se ramener aux expressions simplifiées suivantes

des déformations:

2 2 2
€§= Rs uw_g + Z;g w’_g + % u”_g + % vg_§ + % W,'g
1 1 2 2 2
Eg = R(v99 +u) + o2 ((u’@ -v)" + (V»e +u)” o+ Wne)
2E.=--‘-.-‘€'—v(‘171 ~v) + v -}E-”;g—w +u l( - v)
. ‘§@ R 9 v'g‘ R O 58 R uoe v
i 1
+ v;g 3 (vge +. u) + w’,g = w’9
_ ’ (16.17)
- K = R Y/ - 7 ] R
3 '3 O(a'g ¥ 33 b’s'g 953 ua'g * 938 Wg_g
1, "
-KG=§(P,9+0[) -—-ﬁ-—(vge+u)
R. ~ 7 7

5 ¥ —E

- RN XA - A, -
2 Kgo R (dg=P)+ Bx +% ¥ R V,%
Z R
] £%
- 3= (u”e - V) + == LS

Les déformations de cisaillement transversal (16.13) et (16.14)

n'admettent en principe pas de simplification. Leur forme linéarisée,
probablement suffisante, est

2 £

£3 R;go‘ + Z’,ng + R’_,é WS - Z;g u;s

- R 2 (16.18)

= s - —2%
2€3= P+ R "o~ R (Mg

- V)
Enfin, la conditio® 0’33 = 0 se raméne &

633 = - Z,.go( + Rxb’ =0 (16.19)



16,5 = Conditions de Kirchhoff-Love
Lorsque 1l'on pose 0’_§3 = 693 = 533 = 0 , on trouve d'abord -

par (16.14)
R Z

€
P:w—f{i—w’e+~3—ﬁ—(u’9»v) + 0( ) - (16.20)

et il est permis de négliger le terme 0( ¥ ). Par (16.13) et (16.12),

on obtient

Réd +z@5 =-=Rg_§wvg +Z£1%g+0(5)
(16.21)

T Ig¥ *Rey = 0ly)
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Négligeant les O(yx ) et tenant compte de la condition (16.1), on obtient

la solution suivante pou¥ ce systéme:

2
= - 2 u
O =Ry Vgt Ryletx
(16.22)
2
= - w A
L G R B
Le calcul des changements de courbure pourrait se faire en remplagant
directement o , P et y bpar leurs valeurs ci-dessus dans les expres-
sions (16..7). Mais un peu d'observation permet d'arriver_plus direc-
tement au résultat. Tout d'abord, (16.21) implique

- K = R .
£ e % Yl ¥t Roge Ve T Liee Vs

=T Regg® =Dy "Ry Vg +Z U o

or,
R = - . ;
g5 Y lgel = TR R R 0 o0 I Wt
* Z9_§ (Rv-g Rn-gg * Zv'g 29'3'5 ) u9'§

et

R_ R + 2 _ 7 = % (R2 + 22 ) . =0

s TS Y2 33 %1 % JS ’

ce qui donne

K -7 _u (16.23)

£ R»‘S Wo'?? s 98 E

En ce qui concerne Kgs on calcule aisément



1 e s

- = - el - (u -v )

R P, p2 T.e0 T T2 Mee T 70
et

o _Rs o Bs’s

R R by R 55 ?
d'ou

R A R 7

7 k3 B =
el [ A R - - R R Y

Ko = 2 Voot o2 e * R Ry we =2 ug ) + 2

(16.24)

Pour le calcul de Kfe , on déduit d'abord de (16.21)

+ 7 = = R w + Z u
;5 0,0 5 .50 T % Yxe

R
3 %0
puis, & partir dé (16.20), mis sous la forme

RP + Rg Z;ﬁ (uee -v) =0 |,

on déduit

R Psg * Ro?'g Wee - Zo'g'g (uoe -v) = - Ro'gP - R9'§ ws'g@ * Zp'? (unfe -

ce qui donne

1
- K = - 2 R 27 = 2 R - 2 7 v
2 Kgg =3 ( 55 g0 T ° Y Yge P AR
2
1 R ]
==(= 2 R w + 2 2 u 4 2 by
R( s ,E6 s 50 R 2O
- 2 —iz——*—— (W =v)=22_v_)
99 9-g 9-§
gsoit, en définitive,
R Z R
5 X 5 %3
X = =22 - —t - =—22—(R _ w - 7 - —tP
o= K "0 T TR Yz Tz R Vet ly (oY
(16.25)

16.6 = Connexion des éléments

Nous nous limiterons au cas des rotations modérées. Si 1'on
tient compte de la déformation due aux efforts tranchants, les va-
riables & connecter sont en principe u, v, w, & ,P s%¥ . Cependant,

les rotations ne sont pas indépendantes, du fait de 1la liaison

533 = - Z,'go( + R’_§6

qui peut s'interpréter comme la nullité de la composante du vecteur

s5
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o+ g+ B2

Lo

dans la direction de la normale. Il suffit donc de connecter Fiet la

composante tangentielle dudit vecteur, soit

R_ot + % o (16.26)
9

%3 655

Dans le cadre des conditions de Kirchhoff-Love, la condition
(16.20) implique que ﬁ est connectd dés que les déplacements le sont

sur un cercle nodal. La seule pente & connecter est alors, par {16.21),

- Rs_§ W;g + Z;; u;g o (16.27)

Signalons enfin que, dans le cas ol l'on prend en compte les
déformations dues aux efforts tranchants, la condition (16.19) peut

€tre imposée par pénalisation.



ANNEXE - INTRODUCTION A L*ELASTICITE EN COORDONNEES CURVILIGNES

A.1 = Coordonndes matérielles et coordonnédes convectées

Etaht donné une position de référence du corps étudié, un
point quelconque de celui-ci est repéré par son vecteur-position
de référence s . Ce vecteur dépend de trois coordonnédes curvilignes

1 .2 P | .
X 4 X X3@ Les lignes x~ = constante forment un réseau de coordonnées

permettant de repérer chaque point (fig. A.1). Ce sont les coordonnédes

matérielles. En un point, on définit la Dbase de référence

=8 . o (Ao1)
ii ~9l

La déformation a pour effet de déplacer les points de la structure:
le point situé en g dans la position de référence prend la nouvelle

position s8? que 1l'on peut mettre sous la forme

SV = ’Su"" E o (Aoz)

tad

Le vecteur u est appelé vecteur-déplacement. Lors de la déformation,

~
, i
le réseau x

te . . .
= ¢, supposé tracé préalablement sur le corps, se

déforme pour donner ce que l°'on appelle les coordonnées convectées,

qui ont toujours la méme valeur que les coordonndes matérielles,

mais représentent cette fois-ci les points déplacés. La base convectée

est donnée par

B S _ :
8 =51 51 %18 Y8y - (4.3)
On a évidemment
S N j 5 .
g =108 -8)gs=1(g -8 +u, .8 g
J J _
= (63 + vy g; (4.4)

Un vecteur quelconque a défini en un point de la structure défor-

mée peut €tre développé aussi bien en termes des g; gu'en termes des
~~

q o
Ei

i i
a=2aj g =28
avec
¥ 9 —
aj = 2. §i et 2 =2 8; o
On a directement
v - J J _ J J
al =a. (5i+u"i)§j—-(5i+u"i) a; - (4.5)

Les dérivées de ce vecteur s'écrivent également de deux maniZres:
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- I 1) g9
2:=(2; .88 ="(@;- -8y¢g"° -
On pose naturellement
= H "y o= ° v ° °
aylls =25 - 8 I FE NNy (4.6)

La relation entre ces deux types de dérivées covariantes est donnée par

aS"{ =2y (6 ? + uk”i) g, = (6 g + ukli) ak“i (A.7)

4.2 - Déplacements virtuels

Soient, dans la configuration déformée, £9% les forces de
volume et t“i les forces de surfice, pour un corps quelconque de
volume déformé V' et de surface déformée S'. Le corps est décrit
par les coordonnées concectées. Le principe des travaux virtuels
s'écriF

f Swe ave = f'léu:{ ave + f t“léu_j’_ ds?’ (A.8)
Al Ve S?

Admettant que, sur toute surface, on peut représenter les tractions

de surface sous la forme
ot o ng 0"3i 9 (4.9)

rd .i
ol ng est la normale extérieure au corps déformé et g’ s les

tengions vraies en coordonndes convectdes , on a donc

o1 v ! v i di v | - jf Ji 1Y ¢ v
/;v t'"duf as fs° ni @ Sul ds V°(G éui)"j ave ,

ce qui raméne le principe des travaux virtuels &

f_n (Swe - 0"31”5. Sus - g gus ! - £1 Suy) 4Vt = 0 (A.10)
v

Ce principe est valable non seulement pour le corps entier, mais
aussi pour toute partie de celui-ci, La physique du orobléme meéne

4 imposer les conditions suivantes /28,30/

_§ (1) &we
(ii) éw?

0 lors d'une translation virtuelle d'ensemble

0 lors d’une rotation virtuelle d'ensemble

Pour exprimer la condition (i), notons qu'une translation d'ensemble

ge caractérise par

(Suv;j:O , soit 6u{"3’.=00

Il vient donc , pour tout 6u{ vérifiant cette condition et tout V7,
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0= (gv?jl“S. + %) §ug ave = (gvai”g s ) du . gl ave

'V'V
oo
= u . & v.. + £ .' dvq
6~ qu (o ; )§1
soit, comme 6}3 est arbitraire,
°ji| 1 4 £12) g1 gyt = 0
fva( o lj ) /%1
quel que soit V', ce qui implique

0

jS 9 ﬂi 1)
(o "a 117 g
soit encore

o’ji (A.11)

-

14 £ =0
d

Ce sont les équations d'équilibre de translation en coordonnédes convectées.,

Pasgons 3 la condition (ii). Une rotation virtuelle d'ensemble

est de la forme

Bgs 6a)x§_"’ .

~~

ce qui implique

u ., = ow x gt
6"‘93 ~ §J
et
. 1) . g = (g xg!) oW =
5393 . & (693 xgj) &l (53 x§.1) 6}3
K K
- ¢ ? o ¢ 9
= €l 8 0w = Elj dw'

Tenant compte de la relation (A.11), l'équation des travaux virtuels
se raméne a
i k . ji k
o=f 1 gt °c1v'=f 1o . gt ave
- €3ix O Sw v €351k 0 6,@ 3
soit

6w R gik 0..031 gvk dvﬁ = 0

~ V“

ce qui, vua 1l'arbitraire de 593 et de V', donne

] vji vk —
€33, 0" 8 =0
ou encore,
] 0—'31 = 0 0 (A°12)

jik
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relation exprimant 1'équilibre de rotation sous la forme de la symétrie

du tenseur ¢ °Jlo

Tenant compte de (A.11) et (A.12), on obtient encore

qu(éwv - crvji(‘iu{“‘zj) dve = 0

poud tout V', ce qui implique
Swi = ‘o”léuiv"g . (8.13)
Le travail intérieur de déformation est donc

SU =f Swe ave =
vv

ji
A

A.3 = Tensiong de Kirchhoff-Trefftz

On peut transformer 1'expression précédente en une intégrale

sur le volume de référence, de la maniére suivante: tout d'abord,

on a par (A.7)

6ui°_"5 = ((Si.c_ + uk“i) 6uk“j R

ce qui donmneg, vu la symétrie des gt 9

dwe = %O"ji(éf + uk”i) Su + % U"ij(élz.: + uk”i)(Su

ull; ells

et, en interchangeant les noms des indices muets i et j dans le pre-

mier terme,

dwe

il

TR REN IRty e BV |

oty (§uy; N ugly + “k“j Suy + il 6 [

ij
= 0" 6y ) (4.14)
en introduisant le tenseur

013 = g"(ui":i * uj”i ¥ uk”i uk:"j) (4.15)

appelé tenseur des déformations de GREEN et visiblement symétrique.

Par ailleurs, la conservation de la masse s'écrit localement

PdV = P' ave ’ (A.16)

ce qui implique



P JJi ' i
SU =fv IBT g’ 651;dv=fvsj‘sffijdv”

4 condition de poser

P

& o = gl . (4.17)
PV

Les nouvelles tensions slJ
Kirchhoff-Trefftz

aingi définies sont appelées fensions de

A.4 = Interprétation du tenseur de Green

La métrique non déformée est donnée par

i3 =& - & 7

La métrique déformée, par

(51; + uk”i)(c‘):; + ull

=g?ogq.

9
€ijg "8 ° &; ) B o &

J

(51; + uk”i)(gkj + ukl .)

.

k
Bij *+ uj”i + ui”j +u |i uk”j = g4 * ZZSij (a.18)
8onsidérant 1'évolution de la distance entre deux points, on a donc

dsi® - as? = g!

i J_ i J o i J
13 dx™ dx gijdx dx -Zgijdx dx

En particulier, on a

2 2
244 = MgII° = 11g, 11

soit
¥ ngin? - g, 12 (g, 11+ gt (gt - g, 1)
11 , & S0 £1 £1 £1 £
2 2 ” . 2
H§1H !l§11_l , I!§1H
(A.19)
et, si la déformation est faible,
5] ' tigitt - tig, 1t 4
1 ~1 =1
s 1 _ (A.19')

c'est~a~-dire que 1l'on retrouve & peu de chose prés la variation rela-

tive de longueur. QOn a d'autre part

2812 =81 8 " & - 5
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soit

2812 g - & £ - &

!!g1l! l!§211 !l§1ll lI§2!I l!§1!! !Igzll

gt tgpll g - & &8 ]
@ 9
lt§1!| !!5211 !l§1ll l!gzll l!§1l! I!§2!!

Notant 912 1'angle entre les directions g, et’g2 s on a donc
2¥42

= v 2 cos @Y. = cos © (A.20)
Tig, 11 Tig 11 V142, + 2500 12 12

et, pour de petites déformations,

2 %12
Tig, 11 Tig,lt

~ - ~ - 1 ? . . ?
X cos 8], - cos O,, X sin 912(@12 912) (A.207)

On voit donc que 5 4p mesure la variation de..l'angle entre les vecteurs

de base et o
ase g et &

A.5 = Equations de compatibilité

Peut-on se donner arbitrairement un champ de déformation 5 i

et trouver un champ de déplacements qui lui correspond par la rela-
tion (A.15) ? La ,répqnse est négative en général et ce n'es? que
moyennant certaines conditions restrictives qu'il sera possible

d'intégrer les déplacements & partir de (A.15).

Tout se raméne évidemment & trouver les positions g' aprés

déformation. Celles-ci peuvent &tre obtenues par intégration des

relations
E:i =g . (4.21)

si les vecteurs de base g{ sont connus. Les vecteurs de base eux-
; Pes 5 \

[

mémes peuvent Etre intégrés & partir des équations
9 = r’v_ vp
&i,y = 'ipg & (A.22)
qui, si elles admettent une solution, garantissent automatiquement
@fintégrabilité des positions, car

8. . =N'. g =119 gP=gr, .
~ol] ripa £ jpi & ~yJi
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Pour que les équations (A.22) admettent une solution, il faudra que
9 - ? 1
Ei, 5k = &i,xj (h.23)

quand on calcule les deux membres & partir du second membre de (A.22),

Comme
1
v o=, L o ne L R U a1 L
51,Jk ipj.k g ipj g oK ipj,k g ipj " k71 g
= (N - 2 rvvl)gap
ipj,k ~ 'ilj 'k p’ & ¢

on obtient
gl - ol = (M - 0 - rvvl + M3 pul)gnp
~i, 3k ol ki ipj,k ipk,J ilj kp ilk jp’' <

= MY o P ’

= Rijkg & ; ‘ (A.24)
R', . étant le tenseur de courbure de Riemann de la métrique déformée.

pikj

Les équations garantissant 1'intégrabilité du déplacement, appelées

dquations de compatibilité, sont donc

? - .
Rpikj =0 (A.25)-.

Développons ces conditions en termes des déformations. On a
d*abord

r! .
ipd

[}

(gl

.+ 8%, . = gt
{pe3 * 03,1 ~ Eij,p)

ij,p

1 , .
ey + &'yl = Blglp * Ty 8yt Gy &1t Ty Bl

1 | - 1 ¢ 1 ]
7581~ 5181y pjgilx)

e

Tenant compte du fait que
9 -
gip B gip + 2?.\’:i.p

ainsi que du lemme de Ricci, on obtient

1
¢ - 9
rqipa' = &1p i i gipj ’ (4.26)
avec {
Bipj = Bip 5% Bpji~ Bijp= Bjpi ° (a.27)

On peut donc calculer (en notant g"l

m .
1'inverse de gij et non
! i
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ip mq , 1
g 8" gy )
1m 1m mr,-q r q r
¢ 9 ¢ ¢ ¢ ¢ 9 ¢ -
g (M Mimp = i1y Cimp) = 8" &g 8" (5 7, =157y )
1m q q r
4 ? ¢ 9 ?
+e" e 0B gmp * G gllkr:j p " 8q"% 5Bkmp " Bmrbi1;Tk p)
! 1m i } i
]
t 8 (gllk .ggmp -gi]_:j .gkmp)

= gl q 1 = f‘q {-'1
elaMx e~ fils Ny
IIT II
m 1 m _— 1
* O gy Baane T ™ T d B~ B g
IV I
Im
) o
+ 8" (5 Esmp = 5113 gkmp) . (1.28)
On a d'autre part
1 1
rs: . = gl o + g L . + s s =
ipge = Blp,x 13 * Blp Mg,x * Dipyk
- 1 1 m 1 m 0 1
=28 s iy k1 Gy YT Tkp Blm Bl ik
II
| m _ m m
+ 5. J. + O L+ E.+ T E
lpJ"k k i°mpj ° _k p2imj = k j Zipm (A.29)
! I V 1
et, en permutant les indices,
* i i
1 1 m 1 m 1
. g = e - ] - 9 - ]
Fipie,g =" 28pfls e ™ e T2 8o~ Tk Ty p 81 = 8lp Mk,
III
m m m
“Baipely " 51 ompx T T pBame T [k Bign ¢ (4039
Iv v

Rassemblant ces différents termes et te ant compte dés compensations

marquées par des chiffres romains, on obtient

BRI

1
+gipj"k = -gipk"j + 8! m('filk"gjmp - -gilj '§kmp) +

000/000



ijib

m - -
* e B * Fgom ~ 2 mplls) T3 B * Fiepm ™ 2 Bimpad
' : i ‘ ot (237)

Or, il découle de (A.27) que
ZTimp * Fypm ~ 2 ¥mpll3 = Lsmfp * Fmplls T Bipfm * 830 |m

Spuflj = Tmiflp = 2 Smplls = O

n
i

D'autre part, la géométrie de référence vérifie de toute évidence

Si,5x T ik

et on a
< ([P - P, + Pt
&1,k (r i %p)gk i j.k & ij'kp &
1 . m

1
j,k+r?i.jrkm)§1”

I
e d

ce qui signifie que la premidre parenth®se de (A.31) est nulle. Les

conditions de compatibilité sont donc

L ,1m .
Risy = Sapilk = Ziprly * & (Bink Bjmp = Birg Bump) = O (4:32)

soit, explicitement,

§
Rlikj = Bixl[ps * ¥pillix ~ ZSinkp = b’kp“ij

+ &l * Budls = Ba ) Yialo * Sunls = ol
"ty * w5l = Bag) Bunflp * Bpmx ~ Bplla = ©

(£033)

Cette forme des dquations de compatibilité est due 3 KOITER /1/. Par
rapport aux équations de compatibilité de GREEN et ZERNA /29/, elles
présentent 1'avantage d'&tre entidrement formées de dérivées covarian-
tes, c'est-a~dire que tous les termes de (A.33) sont des tenseurs. .
Dans le cadre des petites déformations, on peut remplacer g“lm par_

glmg ce qul simplifie fortement les choses.

Quel est le nombre exact d'équations de compatibilité indépen-~
dantes? Le tenseur de courbure de Riemann vérifie les relations de

symétrie
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fpik 17 Mipk

Boixs = = Fpiju

Foiks = Fegip

Il existe donc trois valeurs fondamentalement distinctes pour chacun
des couples pi et kj ; formant une matrice symétrique 3 x 3, en termes

de ces deux couples, on trouve que le tenseur de courbure a six cpmpo-

santes indépendantes, & savoir:

Riorz + Ra39p s Ryqqp

R2323 * R3123
3131 -
Les équations de compatibilité sont donc au nombre de six.
Supposons & présent que le tenseur vUij soit donné et qu'il

vérifie les équations de compatibilité. On pourra donc intégrer les

dquations (A.22) le long d'une courbe quelconque 5;@ 3

gi(P) = gi(P ) + f F{pj g’ axd
~ ~ p— ~

PP
o

a condition de se donner a priori des vecteurs g{(Po) o Vérifiant
? 9 - ?
el(®) . §j(1=o) = &]5(2;) -

Ces derniéres conditions fixent les orientations relatives et les

longueurs des vecteurs de bese, mais non 1'orientation du triédre:
9

il subsiste donc une indétermination correspondant & une rotation

d%ensemble du corps, sans déformation.

La base{g{} étant obtenue en tout point, on calcule les positions
par
8 . - ] .[ ? i .
s'(P) = s (Po) + & ax .
Py
PP
o
1'indétermination matérialisée par gV(PO) correspond & une translation

d'ensemble du corps.

En conclusion, & un champ de déformations compatibles correspond

un champ de déplacements unique & un mouvement de corps rigide preés.
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A.6 =~ Variation de 1'élément de volume

L'équation de conservation de la masse peut &tre écrite sous la
forme
pve = pver (A.16%)
ce qui permet de transformer la relation (A.17) en
d”ij

wai
2 . (A.177)

Calculons donc 1°'élément de volume déformé. On a

. ijk ? 9 ¢ - ijk ] 9 ]
g' = e s 835 83 = Vg E 811 825 &3

et, en permutant les colonnes,

VP 1jk 9 ¢ ?
eprs g =8¢ gpl gra ok °©
'Il vient donc
prsS

v - - prs ijk _, 9 v
€ E,pg 8 =08 =g €77 g, 8l 8y
goit

g' 1 .prs ijk
= =% € € (gpi + 2 5pi)(grj + 2 Urj)(gsk + 2 %) s

1 cprs pijk
6 € € (gpi grj Esk

+ 2( Upigrjgsk + Urjgpigsk + 5skgpigrj)
+ 4( Opi ¥riBsk * Orj BsxBpi ¥ Jpi Eskgrj)
* 8. ¥pi Brj Bsk )

1 i3k
=gl €4 €

. ) ijk ijk s
+2(€ojk5 5 +E

LAk
€ Krj * gijo £ ZSsk)

ie E

+ 4( €378 giik + 5P°

CoLijk
rjzsk Kplask aok € 5pi Urj)

prs ~ijk
+BETT E Ypi Brj Bex )

K 3 rs ~Ajk
6€6+1251+12(5 By~ 858D v 8 P £ Bp1 Brj Yarc)

c'est=a=dire

g i i g i/jJ 4 ,.prs pijk .
sm 2y 2085855 330 3 E € 8,y By (A.38)
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En particulier, dans le cadre des petites déformations, on a

/ g— =1 + 5i+o( 5% (4.35)

La variation relative de volume est donc égale a4 la trace du tenseur
des déformations, tant que 1l'on peut négliger le carré des déformations.,

On en déduit que
sd = g1+ o(y ), (A.36)

ce quli permet de confondre les tensions de Kirchhoff-Trefftz et les

tengsions vraies en coordonnées convectées, tant que les déformations

restent petites., Dans le cas des déformations incompressibles (g° = g),

on a toujours gotd = 'Y,

A.7 = Equations congtitutives des corps hyperélastiques isotropes

Un corps est dit hyperélastique s?il existe une densité d'éner-

gie de déformation W telle que
_ gt
=5 Ay s o (4+37)

Pour un comportement lindaire, on aura

slg =' ijkl

6k1 ’ (A.38)
soit
~ ijk1l
W=2%C¢C ¥ij B ° (A.38)
Si le corps est isotrope, cette expression ne peut dépendre que des
invariants du tenseur des déformations, Ceux-ci sont donnés par
1'équation caractéristique

1 ijk clmn - - -
g =het =g €777 E700 05y = 1) Oy = M egn) (e = Mgy

= =2+ N1 —7\IZ+I

T 3°
avec
_ 1 ik Jdmm . _ L i
Iy =g €7 € (¥ 41858n *+ 817 ¥ 5mBin * 81183m Oxn) = 83
1 gigk lmm
I, =5 & & (81 Bsm¥ien * $1183m¥in * 811 85mBkn)

2558l - o5l

_ 3 Ajk £lm
Iy =% €7 € 8 Yym Bn -
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Seuls, 12

1 et 12 peuvent &tre utilisés pour construire une forme quadra-

A

tique. A la place de 12, il est préférable d'utiliser 1l'invariant 12

correspondant au déviateur des déformations
A 1.1
By T O3 7301 Bay o

qui est donné par

~

i 1¢i Tl gdyy o &l &
I, = - 3055 - 35785 - 357800 = -1 5] 5,

i

- - #oj el - §ar el + $uteD) - - #oi el - uya

I1 s'agit visiblement dune combinaison de 12 et I,, toujours négative.

29

1
On vérifie aisément que les conditioys I,= 0, iz = 0 impliquent Jij = O,

Posant donc

2
W=«22§ I + 2 I1 9

on devra donc avoir G > 0 et K > O pour que W soit définie positive,

c'est-a-dire pour assiirer la stabilité locale. Explicitement,

_ ik jl ,-ﬂ ij k1 . ij k1l
W= (e(g g 38°87) + e g7) ¥s4 ¥ (£.40)
et
ij oW ik j1 % ij k1 :1.;1 k1
= e =(2G -
dJ
soit
s -2egtl s -2yl (4.41)
Cette relation s'inverse aisément: on a en effet
’ ij 1 ij _ 3K =26 .k ij
b' = 2GS 66 Bkg 9 (Ao4~2)
ce qui entrafne en particulier
i 1_ i 3K -2G_k
a1 G 54 2G ZSk ®
goit
kK . 3K =26 _1_ i
B (V=35 ) =25 5
ou encore, 4
8
NS - (4.43)
k 3

Réintroduisant ce résultat dans (A.42), on obtient
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570 ket - E2ER T ) (4.44)

Les inhgénieurs écrivent {raditionnellement

59 = 2 w08t - el &), (A045)

ee qui revient A poser

oYt S (E> 0)
3K + 26 (K.46)
_ 3 - 2(G/K) 12 D
Y= %% 2(a/K) ¢ -1 <%) -
Les coefficients définis ci-dessus sont connus sous les noms
suivants:
E : module de Young

o0

) coefficient de Poissin
K : module de compression uniforme (Bulk modulus)
G

s+ module de Coulomb.
G et K sont donnés en fonction de E et v par les relations suivantes:

E B

G =201 +2) ; K =301 =-2)

(K.47)

A.8 = Théorie des rotations modérdées

On parle de rotations modérées lorsque tous les gradients de

déplacements vérifient

aly < o( %), (A.48)

¥ étant 1'ordre de grandeur des déformatioRs, par ailleurs supposées

tres petites. Posant alors

eij = %—(ui”j + uj"i) . OJij = %(uj”i - ui”j)’ (A.49)

l%antisymétrie du tenseur des rotations linéarisdes auij s®exprime
par

W,. = E;

d%olr i1l suit d'ailleurs

pij _ Pbij k _ D .
£ Wiy = E Ejqp® =2 0o (A.57)
Nous supposerons les coordonnées choisies de telle fagon que gij = 0(1).

Alors, de l'expression



Fag = B0ully +ols Tl

on déduit que

035 = §1g - %y wf; =0z . (a.52)

On peut donc écrire les déformations sous la forme

k k
Bij = Oy + 30 - w )0 - @)
k .k k k
=0+ F 0 0 T W Gy~ E OO0 0,
2 2 3/2
0. G ¥ ¥ 5 ] i}
soit
¥ij = Qij + % a3ficukj + 0f 33/2)0 (A.53)
£,9 = Relations de compatibilité de Beltrami
Etant donné que
1
ui";j =05 = Wyy = 6y - €319 s (A.54)
on a

uy g = Ousle = Espwx

et les déplacements ne seront intégrables A partir de (A.54) que si

0= gPIk uy jx = gPde 91;1"1: - e Eia'lwluk
o - 8165 614D u],
O RN PUHEICY (h.55)

En particulier, en contractant les indices p et i, on obtient

g 9 4]k = “’k"k J

ﬁ}}

et le premier membre de cette relation s'annule du fait de la symétrie

des 6, .. O9n a done
1]

wy =0

ce qui ramdne la relation (A,55) &
jk
w? ; = g?? eij"k o (1.56)

Ce sont les relations de compatibilité de Beltrami.

Rabat et Liége, été 1984,
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