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METHODES: DIREBECTES DE RESOLUTION

DES SYSTEMES LINEAIRES

1., Le probléme qui nous intéresse dans ce chapifre consiste 2
résoudre le systeme matriciel
Ax = b
oll A est une matrice, x et b, des vecteurs. Dans tout ce chapitre, nous
noug tiendrons aux conventions de notation suivantes: les matrices sont

notées par une lettre latine majuscule, les vecteurs par une minuscule,

lorsqu'ils sont disposés verticalement (un vecteur disposé horizontale-
rd 3 » T T
ment sera noté avec le signe de transposition , par exemple, X ) ; pour

les scalaires, nous utiliserons des lettres grecques.

Nous nous intéresserons aussi & l'inversion des matrices, ainsi qu'au

calcul de leur déterminant. Une place particuliére sera donnde aux ma=

trices symétrigques définies positives qui jouent un grand r8le dans de nom-

breuses branches de la physique.

2. I1 convient d'abord de remarquer que la repgle de CRAMER, si
utile pour établir l'existence des solutions, est tout-a-fait impropre
aux calculs numériques dés que la dimension de la matrice dépasse 3,
en raison du grand nombre d'opérations qu'elle implique. Elle s'écrit
en effet

. - dtm(C(,I)gooo, c(i“1>’ b, C(i+1)9 coag C(n)> ,
* dtm A

en notant c(i§ les vecteurs=colonnes de la matrice A. Or, le calcul

deg déterminants par la régle des mineurs nécessite n! multiplications.

En effet, un déterminant de dimension 2 en nécessite bien 2 = 21 ; si
cette vrégle est vraie i 1l'ordre (n-1), un déterminant d'ordre n néces-
site n produits par des déterminants d'ordre (n-1) tous différents,

ce qui fait n(n-1)! = n! multiplications,

Voici le décompte complet des opérafions significatives (*) du calciil:

(*) Sur ordinateur, les multiplications et divisions sont beaucoup plus
lentes que les additions et soustractions. Aussi se limite=t-on souvent
4 ne démombyer que‘l@é;multiﬁlications et divisions, que l'on appelle

alors opérations significatives. Ceci vaut pour l'algdébre lindaire.

Dans des calculs plus complexes, introduisant des calculs de fonctions

transcendantes, ces derniéres s'évaluent encore beaucoup plus lentement.



-Calcul de dth-G.OOO.D...‘IDI.....O'.O...O.‘n!
= Calcul des numérateurs : n déterminantscecs.. neni

-DiViSionS QO H TS 50O OO O8O0 O ST EN O8O 00 0000 *QO O n
soit au total, (n+1) n! + n = (n+1)! + n = (n+1)! .

Or, faut-il le rappeler, la fonction factorielle croit trés rapi-
dement: ainsi, par exemple, si le systéme compte 10 équations, ce qui
egt loin d‘'&tre énorme, on obtient 111 = 3,99.107 opérations signifi-

catives., A titre de comparaison, d'autres méthodes, que nous allons

3

étudier, impliquent environ n”, soit ici, 1000 opérations significatives:

*

cela revient & dire 39900 fois moins de temps en machine. S'il faut une

seconde pour réaliser les mille opérations de la méthode de Gauss, il
faudra la bagatelle de 11 heures pour mener & bien celleg de la métlode

de Cramer!

3., Les méthodes de résolution des systémes matriciels peuvent &tre

divisées en deux grandes classes: les méthodes direchtes, dans lesquelles

la solution s'obtient en un nombre fini d'opérations, et les méthodes
itératives, qui consistent & construire une suite convergeant vers la
solution du systéme. Signalons encore une troisiéme classe de méthodes,
fondées sur des considérations statistiques, que 1'on appelle méthodes

de MONTE=CARLO, * "/ L. vy - 7l L 07 Lo 7 s e

Le présent chapitre est consacré aux méthodes directes, Les métho-
itératives seront étudides & part. En ce qui concerne les méthodes de

Monte Carlo, le lecteur pourra se référer aux ouvrages spécialisés [ 7,83 .

4, SYSTEMES A MATRICE DIAGONALE

Le cas le plus simple que l'on puisse imaginer est le systéme dia-

gonal, naturellement scindé en n équations & une variable chacune:

X, = b

a 1 1

11

o 50300060800

a X =D,
nn “n n

dont la solution s'derit trivialement

x F-3 R ° x aam VST
1 a ? %0 9 My T g ?
11 nn

pour autant que ces rapports aient un sens. (n opérations significatives)

5. SYSTEMES A MATRICE PRIANGULAIRE SUPERIEURE

Ce sont des systémes de la forme




Bpq By By peecer gy x, o,
a22 a23 evess e a2n x2 b2
a33 sossso a3 x3 - b3
0 ° e
2 a x b
nn ,nJ n

Leur résolution est presque aussi simple que celle des systémes diagonauxs
il suffit de résoudre successivement les équations de la derniére & la

premiére:

b
n
X = =
n  a
X, 4 = ;;—————— (bpq = @9 0 %) ( x est déja connu t )
ne=1,0=1 ?
goit en général, pour k # n ,
: >
="—"(b"’ a.x.)
e T g kT Gy Tk

C'est ce que l'on appelle l'algorithme de remontée.

Nombre d'opérations significatives

= Calcul de x t 1
iéh

- Calcul de x , k £1n : (n-k) multiplications et une division,

soit (n-k+1) 0.S. (opérations significatives)

’ . Ne=1
Total: 1 + > (n=k+1) =1 + (n*zg(n-1) - n(2+1)
k=1

Le nombre d'opérations croft donc sensiblement comme le carré de la dimen-

sion du systéme.

6. METHODE DE SIMPLE ELIMINATION DE GAUSS

6.1 ~Cette méthode consiste & transformer un systéme plein en un sys=-

téme & matrice triangulaire (triangularisation), puis & résoudre ce der-

nier par l'algorithme de remontée,

Soit le systéme

§
(=2

X + G e e + a X

B9 F1 F B2 B2 m *n T "1
a21 x1 + a22 x2 + seo0 + a2n xn = b2
an1 x1 + a 2 x2 + eoe + ann xn = bn



Le principe de la méthode consiste & éliminer X, de toutes les

édquations a partir de la deuxiéme, en leur soustrayant un multiple
approprié de la premiére. Supposant 241 # O , on passe, pour la ligne i,

de

it ™M 22 in “n i
a a a a
(a —il a ) X + (a hd ﬁ a ) X + oo0e -+ (a - i1 a, ) X =

i1 a i1 1 2 a 12 2 in a 1n
11 . 11 "

e —————————— ai1 )

= O = (b. b b 9

i a11 1

clest-a-dire que l'on arrive au systéme équivalent

(1) _(1) (1) 7 o 97 G
a4 81  esesces By T X, b1
RO
O I 322 ® © & 00 006 a2n x2 b2
NGD] 1)
0 e 0 e o = b
0 | a32 a3n x3 3
: o . ° .
) WL |
0 | a a X b
b nz2 m | J'nl | n]
avec
(1) . (1)
aTj = a1j 9 J =15 aeey 1 R b1 = b1
: a. a, .,
a-j(-‘].) = (a]_j n al1 a1 ) ’“51 = 29 eaagy n} 9 b]s.") = b. - EJ':'J' b1 9
J 11 ' G =1, eeey 1 11

i=2, .u.,n

Cette opération nous a permis d'annuler tous les termes sous la diagonale
de la premiére colonne, Tomme nous n'avons fait que retrancher un mul-

tiple de la premiére ligne & chacune des autres, le déterminant n's pas

varié au cours de la transformation. On a donec

(1) (1)
3.22 D0 s 0 a2n
dtm A = aqq s dtm . ° o
1) 1)
a a,
n2 nn

Pour continuer, il nous suffira d%appliquer la méme procédure au

gous-systéme devenu indépendant

(1) (1) ] 1T L]

Ea22 savoe a2n (xz ‘ b2
21) 21) ‘ ’(1)

~an2 %nn | _xn_ 3%1 i




ce qui donnera

(2) _(2) (2) 7 7 (2)7
[;22 a?3m,°""° a2n Exz sz
ECOEEEERS) (2)
0 | a33 cecnse aBn x3 b3
A . R
| (2) (2) (2)
] 0 | an3 cesess B _Xn; _bn |

et ainsi de suite, cé qui ménera finalement au systéme triangulaire

[ (n=1)  (n-1) -7 7 [L@=1)]
a11 a12 cesscs A1n , x1 b1

(n-1) csveos a§§-1) ?2 - bén—1)

C) N o 2n—1) ) b2n~1)

B 8nn ] 531_ Ln ]

dont la résolution est aisde. 11 est intéressant de noter que le déter=-

minant de la matrice n's pas changé au cours des transformations, si

bien que
(n-1) (n=1) (1) (n=1)
dtm A = a11 P ann = 8aq e a22 e oso o ann
=n1onzoooooonn 9
oli 1'on note
no. =1
i T %45

les nombres qui ont servi de diviseurs dans les éliminations et que

1l'on appelle pivots.

En résumé, les opérations a effectuer a 1'étape i sont les suivantes:

_(1-1)
cﬂ i = aii
[ Pourj=i+1g uoosn et k=i+1, onc’n H

a(l)-: 0 .

3 (:=1)

S G- 2 (ie1)

) = . o fa a.
jk jk "5(1‘1) ik
ii

o Pour J = i+1, oceey n’(i-1)

RE TN R U ral o
J J ag%'1) 1
ii



6.2 = Pivotage non diagonal partiel

On objectera & juste titre que 1l'on poumrait, & une certaine étape

i, tomber sur un pivot aéi-1) nul. A ce stade, on obtiendrgit donc la
matrice -
i L(1-1)
311..0....'..0“‘,0»‘7.‘.‘0.0‘.00"‘0 1n
(1) . , (i-1)
a22 600000 P 90V 0000000000000600 a-zn
T G (1)
O 0] o ai’i-*.,’ 0000 in
a(%‘."])"‘.‘oooo-od'ooof-o‘ouo a(l‘-1)
ni - n

dont le déterminant, égal & celui de A, vaut également

atm & = atn @31y 2 M, e T, dtm 31 avec
[ (i=1) (i-1)]
ii @0 0000 in
B(l“1) = ° °
(i=1) (i-1)
a . o006
| ni nn |
Le déterminant de 3(1-1) ne peut donc &tre nul sans entrainer la nul-

1ité de dtm A . Supposant A inversible, un terme au moins de la pre-

miére ligne de B(1"1) dot &tre différent de zéro. Soit ce terme non

nul a§iw1)a TI1 suffit alors de considérer le systéme équivalent obtenu
en permutant les colonnes i et k de la matrice et les variables X, et
X, pour ramener ce terme a§;'1) sur la diagonale:
- : “
(i-1) (i-1) (i-1) (i-1) - -
8.11 ssoee a1l e o0 a,Ik oo a1n X1
x5 '
(i=1) (i-1) (i=1) _
aii 00w aik xR aIIi N =
k
a(i"1) e a(i-°1) e (i=1) %
ni nk nn nj
- (i-1) (i-1) (i=1) (i-1)1 -
311 Queoe a1k XX a.ii ves o (111 rx1
"
(i=1) (i=1) (i-1)
a. evs0 8, eoe a,
ik ii in
*5
(i=1) (i:,1) (i=-1)
J- ank RER ani oo e ann J _an

Ceci permet de continfier les calculs., Mais aprés résolution, il faudra



&

permuter X et X, pour obtenir le vral vecteur-solution,

Bien entendu, il se peut que l'on soit obligé d'effectuer plusieurs p
permutations de colonnes. Alors, on devra faire subir, aprés résolution,

les mémes permutations au vexteur x, mais dans l'ordre inverse, c'est-a=-

dire en commengant par la derniére pour terminer par la premiére, de ma-
nidre & revenir pas i pas -aun. vecteur originel,

Pour organiser ces permutations, il convient de réserver en mémoire
un vecteur, que nous noterons ICOL, a4 n composantes, de telle fagon que
ICOL(i) soit le numéro de la colomne ol 1lfon a trouvé le pivot sur la ligne
L'on‘a'togjanrs ICOL(i) > i , et ICOL(n) = n . Pour revenir au vecteur x
dans le bon ordre, il suffit de balayer le vecteur ICOL de la composante n

4 la composante 1 et, chaque fois que ICOL(i) # i , il faut permuter x; et
*1C0L(4) °
Enfin, le déterminant de A vaut
=ﬂ n -]’ p
dtm .A. 1 2 -3 -] rl n o ( 1) 9

oll p est le nombre de permutations effectudes ou, ce qui revient au méme,

le nombre de composantes ICOL(i) difféfentes de i.

6.3 - Stratégie de recherche des pivoks

N

Au lieu de éeblim%ter aJchercherxuﬁwinOt non—diagonalfsi'la;
terme diagonal est nul, il est préférable de choisir systématiquement
(32 droite de 1la diagonale;‘delle-ci comprise) le plus grand terme de la
ligne. Le test éventuel de nullité sera fait & meilleur escient et, en
outre, on soustfaira des lignes suivanteé un plus petit multiple de
la ligne du pivot, ce qui offre un double avantage:
- - Les erreurs d'arrondi seront moindres

- L'indépendance des lignes sera mieux préservée.

- !



6.4 - Nombre d'opdérations significatives
P

our diminuer le nombre d'opérations, il est judicieux de trans-
former 1'algorithme comme suit: & 1lfétape i, aprés permutation des

colonnes, on calcule, dans lfordre:

(i=1)
- My =ai;.
1) .
T
o ag%) = == o J = i41y, eeey n (n=-1) 0.S.
1] n.
('11)
ln
(1) P |
b = —-—-——-ﬂi 1 0.S.
L) =1 | G- ()

o 8 Kl T g 11 11y eeey n‘ (n-i)? 0.5.

I41; ceey 1

-
PR,
Ll Y
g u

(1) L (1=1) _ _(1-1) (1), .
o bk = bk - aki bi [y k = l"“‘), ewoyg n (n l) OOSO
© als:;:) = O k = i+19 coe g n

Cette procédure permet de travailler dans la matrice méhme. La seule diffé-
rence par rapport & ce qui a été exposé plus haut consiste en la division

de la ligne i par le pivot. On obtient ainsi, & 1'étape i,

- pour la matrice: (n—i)2 + (n=i) 0.S.

- pour le second membre: (n-i+1) 0.S.

La triangularisation de la matrice demande donc

n-=1 5 n-1 n=1 > n=1
> (u=i) ¢ T (n-i) = T I+ = §=
i=1 i=1 j=1 j::"l
B (n=1)n(2n=1) n(n=-1 ~ 32
= 6 + 2 ~ 3 OnSe
- Celle du second membre,
n=1 n 2
. . _ (a=1)(+2) ~ n°
E (n=i+1) = ;éz j = > 2 3 0.8.

s - . c . 2

&4 quoi il faut ajouter une remontéde, soit encore n~/2 0.8.

Pour trouver simultanément 1les solutions correspondant & p seconds
membres, il faut donc environ

3
g— + P n2 0.5.

6.5 = Calcul du déterminant

I1 convient de prendre garde au fait que le déterminant, produit des

PCVafIS,



peut &tre trés grand ou trés petit. Ainsi, si tous les pivots sont de
l'ordre de 10, dans une matrice 100 x 100, le déterminant sera de 1l'ordre
de 10100, I1 est donc prudent de calculer, plutdt que le déterminant lui=-
méme, les grandeurs

log ldtm Al = }; log 1 ni!

i
sign ldtm Al = rj sign M. . (-1)?
i

ol p est le nombre de permutations de colonnes effectuées.,

6,6 = Test de singularité

En principe, la singularité se manifeste par la nullité de tous les
(i=1)
1]

sont moins simples, caron a affaire & des zéros calculés et donc entachés

termes a s J =15 seey n & une étape donnée, En réalité, les choses

dferreurs d'arrondis. Il faut donc effectuer un test du type
I pivot | <& 9 € petit.

Mais on court un double risque:

- S5i € est ﬁrop grand, on croira avoir affaire & un matrice singu-
ligre, alors qu'elle est inversible,

- 8i € est trop petit, on risque de ne pas détecter une véritable

singularité, L'effet est en général désastreux, car & un certain moment,

tous les termes a§§—1) sont des faux zéros, sans signification. On écrira
alors (i-1)
L) _ G=1) __-1) Bi
k1l k1l ki .
o (i-1)
ii

et le quotient du second membre prendra des valeurs quasi-aléatoires,

Lorsque les termes de la matrice A sont d'un ordre de grandeur

comparable, il est raisonnable de poser, par exemple,
1.

. g ?

2 ?: P85
n ij

,2p/3 ’

£ =

p étant le nombre de chiffres binaires de la représentation des nombres

en machine,

Le cas des matrices aux termes disproportionnés est plus délicat.
Bien que ces matrices soient en général mal conditionnées, on peut sou-

vent améliorer la situation en posant le test

-2
r1i < 2 /3 . s?p i aij! R

mais ceci suppose la mémorisation des termes maximaux de chaque ligne
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avant triangularisation.

I1 faut d'ailleurs noter que dans de telles matrices, le choix du pivot
est perturbé par la disproportion des termes de la matrice. Une maniére

A by

de port?r;remﬁde 4 cette pituation consiste & effectuer une mise & échelle

des colonnes : étant donné la matrice écrite sous la forme de vecteurs—

colonnes, \

A = [0(1), eoosagyg c(n)} 9
le systéme & résoudre est

0(1) X1 + coee + C(n) Xn =b .

En effemtuant le changement de variables

X1 = !10(1)l! y1 g ooee o Xn = l'c(n)!! yn ?
on obti‘eht le s‘yétéme

Ay=>b,
avec

PP <) BN ORI

S Etem MO )

matrice dont les colonnes ont toutes la norme 1.

7. METHODE D'ELIMINATION COMPLETE DE GAUSS-JORDAN

7.1= Ltinversion d'une matrice peut &tre présentée comme suit: partant

du systéme
1

4o o o 4
-

X
°
Al® =
°
pio
n

on désire trouver la matrice 2”7 telle que

o T ‘ -

I %,

A—1 ® = ° e
yn J . xn

Proposons-nous de travailler par étapes, en essayant de construire

successivement les matrices A<1), casy A(n) telles que

[ 91] B vl [*] v, ] [=]
RCOIN I I 7 B Y IR 20 R 4 I 0] P I
: : Bl o

| *n | In | *n | | In ] In| | ¥l




(n)

La matrice A sera alors A°1

. Nous édcrirons également A

(0)

pour A.

Le probléme fondamental qui se pose est donc, en termes imagés, d'inter=-

vertir x, et y, dans le systéme,

Soit donc le systéme

(] [¥4]
B | *i| = |71 ,
. i . i
x v
L 7] |7

ol 1'on veut intervertir % et Yi e La ligne i de ce systeme s'écrit

iy X v 2 by xm =Y,
kfi

dont on tire,{?i bii% 0,

'b ot
1 ik
y. - 2 =X, o

bes TR d Py T

Le probléme est donc déja résolu pur la ligne i, Pour les autreg, on a

b.,, x. + E: b, X =Y
Ji i k#i,: ik Tk k

1o 1

et, en réintroduisant la valeur trouvée pour X5 s

b.. b.

Ji ik Z:

yi = 2: b.,, =™ x_+ b = ¥,
by Ay OBy Tk 3K " Tk
soit

b.. b.. b.

ii > ji “ik _
5. it (b o. ) X =¥ o

ii k#i

Dans le cas qui nous intéresse, le passage de A

par les opérations suivantes:

Terme ii agi) = = ?
s ii a(1--1)
ii

Ligne i, sauf a.. :
ii

(i=1)
(1) i (1-1) (1)
855 =~ ;T%:TT =T 8y 844
ii

Termes non situés sur la ligne ou la colonne i :

(0 _ G- _ e e
i i-1 i ik i1
85k = %5k T L =1 =85ty

ii

JE-1) (1)

ik

se fait donc

1 0.S5.

(n'=1 ) 0.5,

(n—1)2 0aSe
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Colonne i, sauf a.. :

ii
@ i (i-1) (1)
i ki i=1 i
aki = ;TE:Ty = ag ag; (n=-1) 0.S.
i

Dans cet ordre, les opérations peuvent &tre effectudes dans la matrice elle=
méme, sans détruire les termes dont on a encore besoin. Une procédure de ce
type s'appelle pivotage , et le terme aéiuT) est appelé pivot. Un pivo=-

I 2 . 3 rd .
tage nécessite n~ 0.S.., L'inversion se réalise donc en n3 0.Ses

7.2 = Il est & remarquer que tous les termes situés en-dessous et 2

droite du pivot subissent la méme transformation que dans la triangulari-

sation de Gauss. Aussi les pivots sont-ils égaux dans les deux méthodes,

et on a encore

dth':-'r-l e o eo r‘ ]
1 n

De la méme fagon, on peut, et clest fortement conseillé, utiliser
une stratégie de recherche du pivot maximun sur la ligne (& droite de
la diagonale)., Les permutations faites sur les colonnes de A se retrou-

veront dans le vecteur x & la fin des calculs, c'est~a-dire que lfon

obtiendra
=1
X = A yo
perm perm
Pour revenir & la vraie matrice A’1; il faut donc faire subir & A;;rm la

transformation qui raméne les éléments du vecteur x & leur place, clest-

a=dire permuter ses lignes: il faut donc, en fin de calcul, refaire

sur les lignes de A'"1 toutes les permubtations de colonnes, et en sens inver-

se. Ici aussi, le déterminant de la matrice A est donné par

atm A =M, oo T, 1P,

p étant le nombre de permutations effectudes. Tout ce qui a été dit sur les

tests de singularité pour la triangularisation s'spplique ensore ici.

8. PIVOTAGE NON DIAGONAL COMPLET

A 1'étape i, on peut également, au lieu de chercher le plus grand

terme en valeur absolue parmi les a§1’1)

13 s 4 =1y sesy n , chercher

(i~1)‘ 9 k = i, eoo g n $ 1 = ig 20e 3 n 9 c'est“é‘

le plus grand des lak

dire dans toute la sous-matrice B(1-1) représentée ci-dessous:
L= _
B -—3
g(i=1) (




Soit a

£i~1) ce terme, On permuta alors la ligne i avec la ligne r et

. Y N i""1
la colonne i avec la colonne s, de maniére a amener le fterme ais ) en

position (i,i) :

B 7
b o g}_q) agi—1) 3 - aflh1) a51“1)
il is perm. is id
lonnes
(1-1) (i-1) co (1-1) (i-1)
T Bpi gy , T 8 Bri
- 4 -
i g o i 4
i s
perms, ’////’
lignes
i e a,(i--dI ) a(?'q )
s i
T ot agi“1) ag?"1)
is ii
i s
Ce faisant, on transforme le systéme
q T *1 ] Yy %]
Vi1 1) i1 i1 *1-1
i .ia‘;db - . » -
=1 = A . yit‘ en *p A(l 1) Is
. perm
*r Vs Xy Iy
-xn - - —yn - }Cn L xn p

Aprés inversion, si c'est la seule permutation, on obtiendra donc

<1 ] ¥
i=1 . I3
-1
,?r = perm ?s
Xi yi
o T
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Pour revenir A la véritable inverse, il faudra donc permuter les lignes
1

i et s et les colonnes i et r de A o
perm

Dans le cas général, il faut mémoriser dans deux vecteurs, ICOL et

ILIGN, les permubtations de lignes et de colonnes: si le pivot n° i est la

£2"1), on aura ICOL(i) = s et ILIGN(i) = r. Aprés inversion,

composante a
il faut balayer ces deux vecteurs dans le sens inverse et effectuer, dans
cet ordre, sur les colounes, les permutations indiquées par ILIGN et

sur les lignes, les permutations indiquées par ICOL.
Le déterminant vaut alors
atm A = Moo M (-1)P (-0,

oll q est le nombre de permutations de lignes, et p, le nombre de permuta=-

tions de colonnes,

Dans cette méthode, la singularité de la matrice se détecte par une

(i-1)

matfice B entiérement peuplde de zéros.

9, METHODE DE GAYSS#JORDAN PAR BLOCS

Au lieu d'intervertir x, et Tgs X et Ios etc..o 5 on peut également

1 2
en intervertir plusieurs & la fois. Ecrivons le systéme sous forme

partitionnée:

App  App| [* Yp
App Apr *R Ir

avec APP et ARR carrées, de dimensions n? et,nR s no=n,+ 0y o

1

On en tire aisément
App Xp + hpp Xp = Jp »
gsoit, si APP est inversible,
= =1
Xp = App Yp = App Apr ¥g -
En réintroduisant cet résultat dans la seconde équation,
App ¥p * Apg *g = I

on obtient
App App Tp + (hpp = App Ay Apg) Xg = ¥p s
ce qui méne &
- B
*R IR

avec



15

-1 -1
App ’ = App App Bpp Bor
B= = '
A =1 ) A=A ATV g B B
rp “pp RR ~ “RP “PP “PR RP RR

I1 va sans dire que cette matrice ne différe en rien de celle que 1l'on

aurait obtenue en intervertissant tour a tour X, et y1, ecey X et ynP s
c'est-a-dire que 1l'on a
(n))
B'—:.A.nPo

La condition a§;°1) # 0 est ici remplacée par dtm App #0 .

A cebstade, notons que de la décomposition évidente

-1

App  Apmp| |Htep O T App ApR
= . | .
App  App Bgp 1 O Agg = App App App
on déduit immédiatement .
' 1
APP 0 ' I APP APR
dtm A = dtm o« dtm -1 H
Agp I 0 App = App dpp App
or,
APP 0
dtm = (PN
i ARP I
- —
A N
PP
0 0|00
10 ouees0l0]0 | _ .
atm » 01 seuesf0]af0d = dtm Ay,
SN kat
¥ 0 .-. 010,
X Qe -0 O 1lo
X O‘“cooooo O\1
par la régle des mineurs, De méme,
-1
T Bpp App »
dtm 0 a = dtm (App = App App App)
RR RP PP "PR
on obtient donc la formule
-
dtm A = dtm Ay, . dtm (ARR = A App APR) .

C'est lardgle de FROBENIUS-SCHUR, qui vaut chaque fois que dtm App # O

Dans le cas ou la matricevAPP peut &tre inversée par pivotage diagonal,



elle se raméne &

dtm A = F11 ceeo Fln dtm B

formule que nous avons obtenue dans la section 6.2,

* 10, RECHERCHE DES SINGULARITES D'UNE MATRICE RECTANGULAIRE

Rappelons que le rang d'une matrice (rectangulaire) A est la
dimension de la plus grande matrice carrée non singuliéere que 1l'on
peut en extraire par suppression de lignes et de colonnes. La matrice
carrde en question (ou l'une de ses réalisations) sera appelée noyau
dur de A.

Supposons qu'aprés certaines permutations de lignes et de colonnes
et r pivotages de Gauss-Jordan, on obtienne la matrice (les accents

circonflexes rappellent le fait que des . permutations ont été effectuées)

PN
2 £—1 LN
App " App Ppr
B = = -] =
App App | “pg = App 4pp AP;J

Les permutations ont, certes, été effectuées en cours de route. Mais il
est aisé de se rendre compte qu'il efit été équivalent de les faire avant

de commencer,

A

Montrons que la condition nécessaire et guffisante pour que APP soit,,
le noyan dur de A est que B.. soit nulle.
Cette condition est nécessaire . En effet, dans la mabtrice
~ A A
A o= | P2 PR|
App Agr
les (m-r) dernidres lignes doivent &tre combinaisons lindaires des r
premiéres, En notant 1?1) 1a i° ligne, ceci s'écrit
"'0 - - A Py y
il m T - " .AT e
1 o200
(r+1) .Xr+191 1(1) + + >\I'+1,r l(r).1 1r+1’1 -oo}r_ﬁ..]’r 1(1)
| » L O\T A A
-l(m) i i )‘m,1 1(1) Foeee )\m,r 1(1:-) )‘m;1 eee >‘m,r l(r)
- L.\ Y o -
R

16



relation qui se scinde en

A

App = R Ay , A

i
j=¢}
>
L]

RR PR &

I1 en résulte

A N ~ ~ ~ ~ A ~ ~
-y )

-~ 1 ~ 1 ~
Bar = App = App App Apr = B Apg = R App App App = R (App = App) =

La suffisance de cette condition est évidente, car si

~

Bep = Agp = Agp App

on a évidemment

" ~ I\G,‘ ~

Apr = App App App

et, de toute fagon,

N A - Ao
1

Agp = App App Bpp o

A h-’.‘ N

A 0,

PR ©

donc

~ ~ A~ ~ ~ ~

~ Som]
App Arr = “mp “pp  App  Apr = R fpp Apr o
ce qui exprime une relarion linéaire entre les (m-r) dernidres lignes

et les r premiéres,

0

Bien plus, il est possible de déterminer i ce stade les singulari- -

tés de la matrice A (solutions de A x = 0 ), gui ne sont autres que les

colonnes de la matrice

A~ An1 A
BPR _ - App APR
I I

Pour démontrer cette assertion, notons d'abord que ces colonnes sont
linéairement indépendantes, gréce & la présence di la sous=-matrice I,
Dés lors, si l'on peut montrer que le produit de A par cette matrice
est bien nul, ce sont les seules singularités indépendantes, car leur
nombre (n - rang(A)) est précisément le nombre de singularités imdé-

pendantes de A,

De fait,
~, PP PR _ PP APR PP APR
A T - ~ - -
ARP ARR I
- X §’1 X + K - X + A
PP PP "PR PR PR APR
o = O ®
) .Y 1 L) N

°

17



Pour repasser aux singularités de A, notons que

~

Af=0 &< ax=0 ,
ol x est le vecteur f%auquel on a appliqué , dans l'ordre inverse, les

permutations de colonnes subies par A, Il suffit donc d'effectuer,

sur les lignes de la matrice

BPR
I

les permutations subies par les colonnes de A, dans 1'ordre inverse,

* 11, RESOLUTION D'UN SYSTEME SINGULIER., PSEUDO-INVERSE

Soit & résoudre le probléme
Ax=Y,
dans le cas ou A est une matrice carrée singuliére. Il ne peut exister de
solution & ce probléme que moyennant certaines conditions sur le second
membre., Effectuons en effet les permutations de lignes et de colonnes

amenant le noyau dur de A en téte., On obtient ainsi le systéme permuté
AR=%F,

avec

ol 'APP est le noyau dur. Le systéme se partitionne en

App Zp + App % = Jp

App *p *+ App X

On déduit de la premigre équation

IR

~ ~

“14\

A "'1 A ”
Xp = = App App Xp + App Jp s

ce qui donne pour la seconde

~ A A‘-.] "~

(App = App App App

~ 4\‘1

)er-yR-A A F. .

Comme la matrice du premier membre est nulle, on obtient la condition

de compatibilité

~ A
“"14\

I = App App Ip

18



quli signifie tout simplement que les combinaisons linédaires existant entre
~

les lignes de A doivent se retrouver dans le second membre,

Si cette condition est satisfaite, on trouve aisément une golution
particulitre du systéme en posant ﬁR =0 o I1 vient alors
A A""I ~
*po = App ¥
et la seconde équation devient
~ A ” A"'1
I = Agp *p_ = “rp hpp Fp s

en conformité avec la condition de compatibilité. Cette solution parti=-

culiére s'derit encore

~ ~“1 | A
X?O App O [Yp
*Rr 0 0 IR

o

I1 existe en fait de nombreuses solutions du systéme considéré. Soient

deux d'entre elles: on a donc

1) °% £(2)
bRy =7 ARy =7

et, par différence,

A. (ﬁ(,') had }‘2(2)) = O )

Deux solutions peuvent donc différer d'une solution de A ® = 0, c'est-a~-

dire d'une singularitd de A, En déautres termes, la solubion générale

de 1'équation A ® = § se présente comme la somme d'une solution par-
"

ticuliére et d'une combinaison des singularités de A . Nous savons que

celles-ci sont les colonnes de la mabtrice
A-.,I )
= App App
I

ce qui permet d'écrire la solution générale sous la forme

A ~ A"‘l ~
*p ‘xPo - APP APR' ‘)r+1
= + ° °
e ® I o
*Rr R, N
n
ou apparalt le vecteur

-~ A r+1
1R = .

An

dont les composantes sont arbitraires. Explicitant notre solution

particuliére, on a encore

19
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+

ou encore, en tenant compte de la présence des zéros,

" A""‘I A ?"1 ~ A
5 I S S B N 0 hpp App| | ¥p
X 0 0 ‘1R 0 I lR
soit, finalement,
A A“'1 . 6‘1 'A
*p Rpp = App[ | Ip
2p 0 I 1R
w/—-v;"‘\_‘
Cc

Pour calculer cette matrice C,'il suffit dfappliquer 3 A 17glgorithme
de Gauss=Jordan avec pivotage complet. Il tombe en défaut lorsque 1l'on

obtient la matrice

‘ K"" : 'zli'_n“fg‘“;‘l‘ X_

s PP - PpR “PR

B = ~ 4\_1 ?
App App 4 O

N

dont C se déduit par annulation du bloc inféfieur gauche et remplacement
du bloc inférieur droit par la matrice unité., On vérifie l'admissibilité
du second membre juste avant cette substitution: il suffit de calculer

le vecteur
§. - A _ Al g
Jp = fpp fpp Ip 0

qui doit &tre nul.

On peut encore procéder différemment., En effet, on a

~ o) 4\-‘1 l\c.] a3

~ A App  Apr App = App Apg| 1 0

A. C = A ~ = -~ A_1 ’
App App 0 T App Ay 0

~

si bien que,. si le second membre y est admissible,

A A A S\I 5’\-

Ag=ac [F]= P -5,
1 ” A""ln
R App App Ip

ce que l'on peut vérifier a posteriori. _8galité ci-dessus &tant vraie
A~

pour tout 1R s on peut en particulier choisir = 1R = ?R s ce qui donne
AC§ =%

~

chaque fois que § est admissible. Le fait, pour la matrice C, de se com=



~

porter comme une inverse & droite de A chaque fois que le second membre
~

est admissible permet de la qualifier de pseudo=inverse de A.

¥ 12, SYSTEMES A MATRICE RECTANGULATIRE COUCHEE

La méthode de la pseudo-inverse s'applique également aux systémes

a4 matrice rectangulaire "couchde", c'est-a~-dire comportant plus de co-

lonnes dque de lignes. Au systéme rectangulaire

R P
m A X?
pp Ppr = 3 ,
= - xR P
n

on peut en effet. substituer le systéme carré singulier

hep Per|[*| _ |
0 0 Xp 0
ce qui raméne au probléme de la section 11,
Il arrive assez fréquemment que 1l°'on ne s'intéresse & la solution
que si lg matrice EAPP APR ~ est de rang maximal, le cas contraire étant
3 considérer comme une erreur de construction de la matrice. On peut dans

ce cas se limiter a un pivotage partiel. En effet, si la matrice est ef-

fectivement de rang maximal -m, on trouvera toujours, sur les premiéres
lignes, un pivot non nul, et ces m pivotages laisseront les (n-m)

derniéres lignes égales a zéro, car si je>m , 1 < m,

(1) _ (=1, (i)
L o =(O )
. i-1 i=1
(1) (i-1) 241 & _
ajk =ajk A (i"’1) —O“O:O 'y
854

n

O
. I d ~ e 3 IS o
Arrivé & la (m+1)°” ligne, on truvera de toute maniére une matrice Bop

peuplée de zéros, sans qu'il soit nécessaire de le vérifier. (Si 1fon
obtient une ligne de zéros amant la (m+1)e ligne, il faut, en vertu de

nos hypothéses, conclure que la matrice est erronde). On remplace alors

BRR = 0 par la matrice unité, ce qui donne
oo | e = App App
1
0 I

et nous savons que la solution générale du systéme est

*p -~ |’P
A = C " ¢

*R 1

R

21



Comme on n'a effectué que des permutations de colonnes , seul l'ordre

des composantes de % a changé, mais non celui du vecteur

Ip
®

lR

ce qul signifie que
Ip Jp
= &

1R IR
et .-
Ip

x = C

]

33. METHODES DE GAUSS=JORDAN POUR LES MATRICES SYMETRIQUES DEFINIES
POSITIVES

13.1 = Pour introduire les matrices gymétriques définie positives
(en-abrégé: s.d.p.), considérons le probléme courant consistant & cher-
cher un minimum d'une fonction 4(x). Pour que cette fonction soit sta-
tionnaire en x = y, il faut que

grad 4(y) =0 .
Si, de plus, ¥y est un point minimal, il existe: une certaine boule B(0)
telle que pour tout z £ B(0), d(y+z) = 4(y) , 1'égalité n'ayant lieu

que si z = 0 . Pour autant que ¢4 £ Cz(B(y)), on peut écrire

g(y+z) = g(y) + zTgrad g(y) + % 2TH z + o(11z112) R

H étant la matrice hessienne de ¢4 , définie par

[ ® 4
Hij T ox, Ox x=y °
1775
Cette matrice est visiblement symétrique. Comme grad ¢(y) = O, on a
2)

g(y+z) = d(y) + % 2TH 7+ o(tiz1!

9

si bien que pour les faibles valeurs de lizil, le signe de (g(y+z) - 4(y))
est déterminé par celui de ZTHZe On aura donc un minimum si pour tout z
tel que f1z11<M, la forme quadratique 2 Hz vérifie

ZTHZ >0 si z £0

I1 est elair que cette indgalité subsite aprés multiplication de z par
tout scalaire A>0 , si bien que la condition ci-dessus dquivaut & dire
que pour kout =z non nul,

zTHz > 0

22
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Ceci justifie 1'intérét de la définition suivante: Une matrice symétrigue A

est dite définie positive si, pour tout vecteur x # 0, on a xTAx >0 4

13,2 = Les propriétés des matrices s.d.p. sont nombreuses:

a) Une matrice s.d.p., ne peut &tre singulidre

i
o

Si elle 1'était, il existerait un vecteur x # 0 tel que Ax »

ce qui entrafnerait xTAx = 0.

b) Les valeurs propres d'une matrice s.d.p. sont positives

A, étant symétrique, admet n vecteurs propres 2{1)’ cees Z(yy

orthonormés, auxquels correspondent les valeurs propres )1, esay }n‘e

On a
T T
0 < Z(k)AZ(k) = >\k Z(k) Z(k) = }\k °

¢c) Inversement, une matrice symétrique dont toutes les valeurs

propres sont positives est S.dePe..-

I1 suffit en effet de développer x # O dans la base des vecteurs
propres:

X =

M-

%y 2(i)
pour obténir

ZZO(O( (k)AZ(l)"Zaaka =Zo(2)‘>o°

k 1 k k1 K k k

d) Une matrice s.d.p. a son déterminant positif
En effet,
dtm A =)1 Xzoou’k

n

e) Les termes diagonaux d'une matrice s.d.p. sont positifs

En effet, en notant
T

e(i) = (O, ecooyg (D, 19 09 @00y O) 9
4
i
on a visiblement
T g
aii = e(i) A e(i) > 0 °

f) Llinverse d'une matrice s.d.p. est s.d.p.

En effet,

= A~ x = (xT A"T) A (A"1 x) > 0.

g) Quelle que soit la partition d'une matrice s.dwp. de la:

A A
A = RR RC ,

AR Poe
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avec ARR et ACC carrées, ces derniéres sous-matrices sont s.d.p.
En effet, pour Xp £0
X Aoy X = [x o] a [XR] > 0
0

et pour X £0

0
T T
XC ACC xC= [O XC] A xC > 0 .

h) On appelle gous-déterminants principaux d'une matrice A les

déterminants
a , 841 84 811 292 343
11 ’ a a a. 9 oo e @ d.tm .A.
a21 a22 21 22 23
831 83p %33

Cela étant, une matrice s.d.p. a ses sous=déterminants principaux positifs.

Ce sont en effet les déterminants de matrices du type A ci-dessus.

RR

i) La réciproque de cette propridté constitue le théordme de SYLVESTER:

Une matrice symétrigue dont les sous~déterminants principaux sont

positifs est s.d.Doo

C'est le critére de positive définition le plus connu, encore qu'il ne
solt pas le plus maniable,

Nous démontrerons ce théoréme par récurrence sur la dimension de la

matrice:
= Pour n = 1, A= oL , dtm A = O(>0 entraine O(x2 0 .

- 9i le théordme est vrai pour la dimension (n-1), il 1l'est éga-

lement pour la dimension n

En effet, on peut décomposer A en

App | P i (n=-1)

A = T

o I I

et, comme le théoréme est vrai pour les matrices de dimension (n=-1),
ARR est définie'positivee De plus, la régle de Frobenius-Schur donne
T =1
0 < dtm..A = dtm ARR o (k=D ARR b)
soit, comme dtm ARR> 0,

o> bt ATl b,

RR
)
Soit alors un vecteur x = [g] e On a
T T T T 2
X Ax=xp A, Xp+ BD xp o+ x; PE 4o E

>XIT1ARRX'R+ 'ng XR"'XITl bE + szAﬁgzb§=



L

(xﬁ Agp) A;; (hpp x5) + ~ng AE; (App Xp) + (xﬁ App) Al'{; b3

T =1
+ Eb Apn bE

_m Ty =1
-(KRARR+§b)ARR(ARRxR+§b); 0

puisque An1 est s.d.p. comme A

RR RR °

13.3 = Relations avec 1l'élimination de Gauss=-Jordan

a) Si A est s.d.p. o, le pivotage diagonal ne peut tomber en défaut

et donne toujours des pivots positifs.

En effet, on a

My = ey,
a . 1y *1 P2
n?ﬂz”aﬂazz = .
859 22
a a a
M7, = a 810 (@) 1 12 13
1t 27 '3 11 “22 33 8,1 a5 a23

31 %32 33

o e00eco

M, nn = dtm A,

car dans le pivotage diagonal, les transformations ne dépendent pas de

la taille des matrices.

b) Réciproquement, une matrice symétrique est définie positive si,

lors d'une élimination de Gauss ou Gauss=Jordan par pivotage DIAGONAL,

tous les pivots sont positifs.

La démonstration ci-~dessus ne comporte en effet que des égalités.

I1 s'agit du critére de positive définition dont l'application demande

le plus petit nombre d'opdrations.

13.4 = Remarque - Pour obtenir la meilleure stabilité numérique,
il convient de faire les pivotages dans un certain ordre, défini par
ce critdre, que le prochain pivot sera le plus grand des termes dia-

gonaux non pivotés,

* 14, MISE EN OBUVRE DE LA METHODE DE GAUSS-=-JORDAN SUR UNE MATRICE
STOCKEE SYMETRIQUE

Soit A une matrice symétrique & laquelle le pivotage diagonal peut
s?appliquer. C'est le cas des matricéds s.d.p., mais également de bien

d'autres matrices (voir, par exemple,exercice 1),

Observons qu'il n'est besoin, pour stocker une matize symétrique,

que de sa triangulaire inférieure { aij’ i=T5eces 1 3 J = 1y eoeyl }.
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On profite de cet état de choses en mettant la matrice en mémoire sous la

forme d'un vecteur s

T
8

= (a11, 8595 8509 B3qs B35y B339 845 eee )

& - L3 ’ b ’
La correspondance entre la matrice A et le vecteur s est aisée a déter=-

miner: pour j<£i |

aij = Sy s

ol ¥ est le nombre de termes de (i-1) lignes arrétées & la diagonale,

augmenté de j, ce qui donne

i(i=1
2

C’est ce que nous appellerons le gtockage symétrique. Il raméne la mémoire

k=14 2+ oo + (i=1) + J = + 3 .

nécessaire & n(n+1)/2 composantes, soit un peu plus que la moitié d‘une

matrice stockée de la maniére classique.

Ceci posé, dans le processus de Gauss-Jordan, on obtient, aprés

(i-1) pivotages diagonaux, la matrice

-1 S - (i=1) (i-1)T I ‘
RE App = App App _ | Pee = App -1
-1 -1 (i=1) (i=1) I .
ARP APP ARR = ARPAAPP APR ARP APP Nedi+T
(i-1)

La matrice A obtenue en cours de route n'est donc pas syméttique ,

mais il existd toujours des relations entre leg termes symétriquement

disposés:
(i-1) P (i=1) _ _(i=1) e .
° APP est symétrique, donc a1 = aq pour K & 1 i=1
(i-1) A (i=1) (i=-1) .
o ARR est symétrique, donc aq = a5 pour k & 1z i
(i-1) (i=-1)T (i-1) (i=1)
° APR = o= ARP 9 done a9 = = ag
pour kzi & 1 < i-1
1>i & k£ i-1

Grice & ces relations, il est possible d'effectuer tout le calcul en
ne conservant que la triangulaire inférieure. Reprenons en effet les

opérations classiques:

a) Pour k & 1 # i
(i-1) _(i-1)

(1) _ G- | Pui il
k1 — Tkl (i-1)
844

a.

On notera que
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R (i=1) i=1) . ..
Pour k<i 814 = = aj(_k , car k £ i=1 et 121 ,
. (i=1)
k>1i 34 est connu,
Pour l¢ci aﬁ“’” est connu
. _(i-1) (i=1) . C s
1>i ’a:?(.l = a5 g car 121 et dizi
I1 en résulte les trois casg suivants:
- (1o1) o (1=1) (1-1)
. i i=-1 ik Il
Pour k<« i , 1 <€k, a9’ = 3y + a(i‘ﬂ
ii
(i-1) _(i-1)
. . (1) (i-1) i 33
Pour k >i, 1< i, a1’ = gy a(i-”
ii
(1) ( ) a(JI.=»1) a(i-»?)
. . i i~ ki 1i
< = - 22
Pour k> i, i<1<k, aq 81 (iz1)
ii
b) Termes a..(l.‘) P
o E-n
(1) ij
a, = L
i3 (i=1)
a. .
i
¢) Termes a(.:.L) . 3> i
=228 844
(=1
(1) _ %
By % a%i-n
ii
d) Pivot
(1) 1
B, . = TN
i a.(:!'°1)
ii
On peut gagner quelques opérations en procédant comme suit (dans la
matrice elle-méme)
U ¢ B R
(1) Pivot : 81 = D) 1 0.S,
%41
(2) Pour k¥ i :
_(E-1) (1)
dk = aik ° aii 1 OoSo
(i) _ _(i-1) (i-1)
Pour 1 € k a9y = 2 + D(k a5y ‘ k 0.8,
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(3) Ligne i :

Pour j<i , agé) = - a§§—1) aii) (i-1) 0.S.
(4) Pour k i:
Pour 1< i , aéi) = aﬁi-1) + aéi"1) aéi) (i=1) 0.8,
By = a£§“1) a§i) 1 0.8.
Pour i<lsk, al(ci) = algq) - Py a:&q) (k=1) 0.S.
(5) Colonne i :
Pour j>i , agg“) = agiqv) 0 ag) (n~1) 0.S.

Le nombre d'opérations significatives vaut alors, pour le pivotage

numéro i,

(1) H 1 0.S.

(2) 1 24 3 4 aoe 412 G¥200G=1) L 4 d -2 o
2 2
{3) : (i=1) 0.S.
. . 2 . 2 .
(4’) H (i+1) + eee + N = (n‘l+;)(n“1) = a =1 tn-2 OoSn
(5) H (n"'i) OoSu
L 2 2 . .2 2
Somme : m 4+ 2= ; tn~-i 1 gi=2 . B+ gn - 2

Pour le.n n pivotages, cela donne

3 2
n” 4+ 3n" =-2n ~ n3/2

2

opérations significatives, soit environ la moitié de ce que demande une

matrice compléte., A ce gain, il faut ajouter que 1la place occupée en

mémoire est dgalement environ deux fois moindre,

¥15, MISE EN OEUVRE DE I.A TRIANGULARISATION DE GAUS3 SUR UNE MATRICE
STOCKEE SYMETRIQUE

(i-1)

Remarquons que, dans la matrice A obtenue aprés (i-1) pivotages.

diagonaux & partir de A symétrique,

Fa11, . i
~ T (i-2)
Ld-1)_




la matrice carrde

a.(:?_1 )ﬂ @ 60 a.(im1 )
11 in

a(]:-‘1 ) 0 @ o 9@ a(i—1 )
niL nn

est symétrique, car obtenue par des transformations du type

(3-1) ,(G-1)
S DINN 6 T D '~ I
k1 '} (3-1)
a.s
v JJ
qui ﬁéservent la symétrie pour k,1 > j - Il suffit donc de connaiftre la

a

triangulaire gupérieure, que 1l'bn stockera sous la forme d'un vecteur

s, tel que

i3 - Sk
avec
k = L;gllﬂ‘ + i ®

On écrit alors
(i=1) _(i-1)
S | G- | Pk %)
k1 ~ %x1 o (i=T)
ii

pOlll‘ kgl > i L] '

16, RESOLUTION D'UN SYSTEME PAR ORTHOGONALISATION

Si 1'on considére la matrice A sous la forme de vecteurs lignes,

T
1
(1)
A= o N
T
te)|
le systéme Ax = b peut &tre écrit sous la forme

T T
1(1) X = b1 9 eosoyg l(n) X = bn ®

On commence par normer la premiére équation:

A

1(1) = 1(1)/ '31(1)!! 9 b1 = b,]/ l!l(.l)‘l °

29

On orthogonalise alors las ligne k, k = 2,...,0 , & toutes les précédentes:

k=1 k=1

- - T - " e T
Ty =Ly = Z (o 1)) Ly o BE =B - gE%(%k> 1)) Py

J=1

puis on la norme;

3

1(k) = lfk)/lll?k)ll s b= b?k)/lll?k)ll .

A la fin de ce processus,oon obtient un systéme de la forme

Bx=c¢,



avec une matrice B orthogonale. La solution est donc donnée par
x=B84¢.,
En outre, le détédrminant est donné, au signe prés, par
1dtm AL = 1110300 o weve o HITETL

En effet, l'orthogonalisation gsans normation ne fait que soustraire

4 chaque ligne une combinaison des autres et ne modifie donc pas le

déterminant. La matrice
T

T

C = °

T

1tn)

@ donc le méme déterminant que A, ce qui entrafne encore

(atm 4)2 = atm (¢ ¢V,

Or, cot = diag( 1r1?1)r|2

produit des carrds des normes des l?i)o

) eeees 111?n)||2) , a pour déterminant le

Calculons le nombre dfopérations significatives que nécessite cette
méthode, Pour la ligne k, il faut effectuer:
- T.e calcul deg produits scalaires avec les k lignes

préCédenteSntonioon..l..c:uooao.ool.oncotb (k”1)n OOSG

0

-LﬂQrthOgonalisation G088 2000000 PO00GCEeENOCOGB000O0C0O0GO0 (k‘1)n O.So

La correction du second MEMDIre ceecescccosscsccccccsos (K=1) 0.5,

Le calcul du carré de la NOIME csccessscscscssccccanss n 0.S.

(La racine carréde)

La l’lOI‘matiO'ﬂ. © 009 eEQ2OAIOOOE OO IOCOCLO0GQE0IOLO0GCEIQDI 00 S (n+1) OQSO

ce qui donne (2n+1)k 0.S, + 1 racine carrée, Au total, pour traiter toutes
les lignes, il faut

23
> (2n+1)k = (2n+1) ﬁﬁgllé P~ n3 0eS. o
k+t

plus n racines carrédes., Cela fait trois foig plus d'opérations que
1'élimination de Gauss,

17, METHODE DE CHOLESKI

La méthode de Choleski consiste & chercher une décomposition d'une

matricd syméteique A, de la forme

A=110,

I étant une matrice triangulaire inférieure inversible.

17.1 = Réalité de la transformation

. rd . I d - 3 T
Montrons qu'une matrice symétrique A admet une décomposition A = LL

30



avec I, triangulaire inférieure inversible et REELLE si et seulement si

elle est définie positive,

a) La condition est nécessaire, car si A = LLT s, on a toujours

T Ax=x LI x= llLT %112 > 0 si x£0 &

b) La condition est suffisante. Raidonnons par récurrence sur la
dimension de la matrice. Pour n = 1, on a A =X ,50 , L = Yol N
et la propriété est triviale. Si elle est vraie pour toutes les matrices
de dimension (n-1), montrons qu'elle est encore vraie pour la dimension n.
Soit en effet une matrice A de dimension n, que l'on partitionne comme

suit:

La sous-matrice B étant @.d.p. (voir section 13), il existe une facto=
risation B = MMT ,» M triangulaire inférieure inversible réelle. Cherchons

L sous la forme

Mo
L = o
1T A

Les conditions pour que A = LLT sont

=0 Y0 N s

soit

m° = B, déjh vérifié

ML = b , soit 1 = M°1b (sans probléme)
lTl +->\2=O(.

C'est la dernidre relation qui préte a litige. En effet, il faut que

3 oo -1"1> 0 .
On a

: =]
o =0 = bTE b,

o= 171 =0 = b Ty"
et ce nombre est positif, car la regle de Frobenius-Schur donne
dtm A = dtm B . (X~ "B 'b) > 0 .

172 = Calcul de la mabtrice I

On a évidemment, pour i =]

:E: J
8, . = 1, 1 = 1. 1. °
i3 =1 ik T jk EE% ik “jk
a) Pour j = 1 (premiére colonne)

On a d'abord

2
a1 = 1494

3



soit

1 =V a

11 11

et, pour les autres termes,

1 A
i1 < zlik11k=l' 149

k=1 1
ce qui donne
a,
1. = =L
il 111

b) Pour la je colonne, en supposant les (j-1) précéddentes

(18

W

calculées

On a d'abord

3 4
a,. = 2.1, 1. = 12, 22 12 .
B v | S | - b K<y 95
soit —
z:: 2
1.. =\/ a.. = 1 H
Jd 3d k<3 Jk
puls, pour i ds
d
= 1., 1. 1 + 1., 1
al;] ;‘E,‘ ik ~jk ij ~3j K< ik “jk °?

soit
1
l,.. = = (a,. = z : .. 1. )
i 1.. i . Tik k 9
J Jd J k< J

les termes du second membre étant tous connus.

1T.3 = Exploitation de la factorisation

Partant de
Ax="D>,
on écrit
L LT x =5
et, posant
J = LT Xy

on raméne le systéme &
Ly=Dd,

systéme triangulaire facile & résoudre., Ayant obtenu y, on déduit x

du systeme

LT X =Y ,

lui aussi triangulaire. (Deux remontées aprés factorisation)
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17.4 = Nombre d'opérations significatives

a) Terme diagonal 1jj : (j=1) produits, 1 racine carrde

b) Autres termes 1kj ¢ (j=1) termes demandant chacun (j=-1) produits
et une division, soit j(j=1) 0.S.
Pour la ligne J, on a donc au total (j+1)(j=1) = j2 = 1 0.8, ,en

négligeant la racine carrde. Pour la matrice entiére, il faudra donc

n n
:E:<32 - > 2oy n(n+1%(2n+1) N
j=1 J=1 '

A cela, il faut ajouter, pour chaque second membre, deux remontées, soit
. 2 s s s .
environ n- 0.8, . Comme on le voit, c'est trés comparable & une triangu-

larisation de Gauss,

* 18, STABITITE D'UN SYSTEME MATRICIEL PAR RAPPORT AUX DONNEES

180 1-Dans ce paragraphe, nous utiliserons anticipativement les normes

matricielles du type

Jiaxtl

HIATD = sup =12

x#0
étudides en détail dans le chapitre relatif aux méthodes itératives de
résolution des systémes matriciels,

18.1 = Effet d'une perturbation du second membre

Supposons que, dans le systéme Ax = b, A solt une matrice connue
exactement, mais que b doit entaché d'une erreur Sb, La solution obtenue

sera donc perturbde d'un vecteur &x, défini par

A(x +86x%) = Db+ éb ,
soit
Aéx = abe
Dans quelle mesure l'erreur relative, mesurde par 11éxI1U/11x11,

sera~t-elle petite si {18 bll/I1bll est petit? On peut mesurkr 1%am-

plification de 1l'erreur relative par le rapport

11 éxi1 11bit )
1txt1 ° 11 8bit

(4, b) = sup
L éb#0 (

appelé conditionnement du systeme Ax=b, Ce nombre dépend a la fois

de la matrice A et du second membre b, Plus il est grand, plus la solu=-
tion sera sensible A une perturbation du second membre. Les systémes i

grand conditionnement sont dits mal conditionnés.

On peut donner des expressions plus simples du conditionnement,
car, comme
S5x = A~ 5b,

on a
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=1 -1
{1bl} 11A & bl 114 11 tiblt
§(A, B) = sup =
§b£0 IIxid 1t 8ot /l!xll
ou encore
=7
A b
B(Agb) R 1: 11bll .
1A bl
En termes de la solution x, on a encore
‘ -1
114 11 tiAxIl
¥y (4, D) = Hxtl °
Evidemment,
1éxit 11 Spit .
= Y P TR ;

bien plus, c'est la meilleure borne possible, car il existe toujours un
§b tel que 11A~18 It = 118”11 11 8b11

Lorsque l'on désire résoudre plusieurs systémes, on préféere une

borne enveloppant toutes les précédentes, On définit alors le condition-

nement de la matrice A par

(A) = sup (4, D).
] s ¥

I1 est facile de voir que

1A~y 1ini

¥ (8) = sup — = pEAT 11 sup l{%ﬁ{% =A™ .
. b0 tia ‘bt x#0

On a donc, quel que soit by

b xit 1161t

xrr - S8 e e

On notera que, comme A A"1 =TI

1= IC S A T =y ) .

18,2 = Stabilité de la solution par rapport & une perturbation

gimultande de la matrice ef.du second membre

Supposons a présent A et b perturbés . On résout donec
(A +68A)(x +6x) =b +6b ,
ce qui donne
Abdx = 6b « 84 x - 8Aéx
et
-1 ~1 ~1
6x = A" &b -2 6AaAx - 846x .

On en déduit immédiatement

1

PES =t < UIA™ n 10 8bit + 1ea™ Sart tixtt + 11ATTE AL 11 S xy
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goit

1éxtt

114

=7

A1

11§ DI + 11A™ 8 ALl

11x11

1 - 1A™V s At

(1)

35

La perturbation de la solution reste donc toujours finie si llA"15‘AI! <1 .

Cette condition garantit en fait que la matrice (A +8A) reste inversible,

En effet, une condition nécessaire de singularité de A + 84 est

11a~18 art >

(A +84) y =

on a égalemen

1

t

, car pour toute solution y de

0

-1
y==2A 6Ay9
ce qui entraine

iyt £

soit

1A~ At >

Pour passer aux erreurs relatives, divisons par [IxI] les deux mem-

bres de (1):

112”16 art iyt

1

°

on obtient, en supposant ITSUIRIEY PR .
118 bl -1
116 %11 1A~ NTCTTE + 1A 1L lléAll=
x| -
T = (1A 1L 11 éatt
= 116 blt 13Axt] 118AlL
PIA M ooy Toetr 8 ) i
11é&all
¥ (&) yary
X(a) ( 11 bt n&An)
M S ALL [1bit t1aty
- ¥ ==

TTALL

18.3 = Inégalité inverse

Dans le cas d'une perturbation de second membre seul, on a encore

1Al 116 x1

6b=

X =

Divisant
116 xt1

AbEx
A" 'y

1

L

?

done

donc

1tént1 <
.=‘|‘

I1A

{Lblt

Z2ll=xu

des deux résultats, on obtient
116 vt

1

Pix!It

la solution peut aussi bien &tre txds petite que trés grande par rapport

a celle sur 1e second membre° il n'y a presque plus de liaison entre

. e 1
t t

i l

y(a)

Itblt

{

On le constgte, dans le cas d'une matrice mal conditionnée ( X(A) grand),

selon le vecteur b et selon sa perturbation b, l'erreur relative sur

elles, Au contralre, dans un systeme 1dealement .conditionné, K(A) =1‘ét les



deux erreurs relatives sont égales.

18,4 = Critére des colonnes

Nous eséaieféns, dans;fes Eardgraphés qui suivent, dé dégager des

régles pratiques simples pour détfecter un mauvais conditionnement et,

dans une certaine mesure, pour y porter reméde. Tout d'abord, observons
gue la structure méme du conditionnement,
i 1 T
K(A)

CLIATE 11AT 0
entraine

F) =y,

ce dernier mesurant l'effet sur - b d’une perturbation de x.

Cela étant, appelons (1) ***s S(qn) les colonnes de la matrice A. On

b=AX= X1 C(,]) + X‘Z G(z)v 4+ ocee * xﬂ C(n) °
Quitte & réordonner les X;5 On peut supposer
‘10(1)"? l'C(2)1'>/ o ® e 0 >/ I‘C(n)II a

COHSidéI’OnS alOI‘S le cas XT = (09 sowe g 4 ) 9 ( X)T :F(:‘g O,ocog O) ©
On a donc

Mxt =1, . &I =1

et, commé °
‘1 - T
PECm 0 PEC) o
il vient .
48 bir ttxtr et
B2 [1bl} 1t éxrl “-ﬁc(‘n)u °

Ainsi, le conditionnement est AU MOINS EGAL au rapport:. de la plus grande

norme de colonne & la plus petife. Il est d'ailleurs exactement égal 2

ce rapport dans le cas d'une matrice & colonnes orthogonales., En effet,
dans ce cas particulier (en adoptant les normes euclidiennes), on .a
2 2 o 2 -
HAx112 = 21 x5 Moy,

forme quadratique dont le maximum et le minimum sur la sphére unité

correspondent A X = (1, 0y oeey0) et 2 = (0g e0ey 0y 1) &

De ceci, il découle qu'il est raisonnable d'effectuer une mise

.

3 échelle des colonnes.

18.5 = Critére des valeurs propres

Ce critére ne s'emploie pas comme tel; mals sert aux raisonnements
ultérieurs, Le voici:

Soit A une matrice diagohalisable, de valeurs propres ordonndes

par ordre décroissant des valeurs absolues:

')1!>’ .0‘..>’ !kn‘
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Son conditionnement est supérieur au rapport IX1I /1 an

En effet, en notant Z(5) le vecteur propre normé correspondant 2

la valeur propre Xi s On a

A (i) = Ai Z(3) °

Si donc on pose x =z y et §x = Z(q) s Onaura b= )n Z(n) ©F
§b = R1 Zeq) » o€ qui entrafne
12,1
116 it tixtl 1
¥ W2 108k = ThT

18,6 = Conditionnement d'une matrice triangulaire

Soit A une matrice triangulaire dont tous les termes diagonaux

gsont différents. Son conditionnement est supérieur au rapport du plus

grand en valeur absolue au plus petit en-valeur absoclue de ces termes

diagonaux.
En effét, pour une telle matrice, les terxmes diagonaux sont les

valeurs propres.

Dés lors, une matrice triangulaire dont les termeg diagonaux

ont des valeurs absolues trés différentes est certainement mal con-

ditionnde,

18.7 = Application & la triangularisation de Gauss

On vérifie aisé¢ment .que.la triangularisation de Gauss, avec divi-
sion de la ligne du pivot pat celui;ci; équivaut 3 décomposer la matrice
A en deux matrices triangulaires:

A=BC,
avec C triangulaire supérieure de diagonale unitaire et B triangulaire

inférieure, produit des matrices élémentaires B(n)ncco B(1) .

B(T) =

soit

La triangularisation consiste & passer du systéme

Ax=BCx=D>»



au systéme équivalent

Cx=35hb.

Or, pour autant que tous les pivots soient différents, le conditionnement
de B est supérieur au rapport du plus grand au plus petit, en valeur

absolue, Dons, si les pivots sont trés différents en valeur absolue,

1l'erreur sur le second membre modifié peut &tre trés grande.
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Exercice 1 - On considére une matrice symétrique A de la forme

r
Y
App  App I r
A= m
App 0
m

N T
ou APP est s.d.p. et APR = ARP « On suppose que les colonnes de APR sont

lindairement indépendantes.

Montrer gque a) r_ > m-r
b) On peut inverser cette relation par la méthode

de Gauss-Jordan & pivotage diagonal, et r pivots seront positifs, les

(m-r) autres négapifs.

Solution
a) On ne peut avoir plus de r vecteurs indépendants & r dimensions,
donc on doit avoir

M= s Ie

b) La matrice APP étant définie positive, on aura r pivots positifs.

Aprés ces r pivotages, on obtiendra la matrice

-1 -1
App = App App

o
App App = App Bpp Aoy

BExaminons la matrice

-1
(= Bpp) = App App App

Pour x, # 0 , on doit avoir Aup %g

indépendantes, Dés lors,

T D -1 P -1
xp (=Bpgp) Xp = ¥ App App App ¥ = (App Xp)7 App (App xp) >0,

"1 ’ N . .
car APP egt définie positive. BRR

changée de signe, ce qui fournira au pivotage diagonal (m-r) pivots

# 0, car les colonnes de Ayp gsont

est donc une matrice définie positive

négatifs.

Exercice 2 - On veut résoudre 1'équation matricielle

Kx = My ,

avec K et M s.d.p., X = inconnue, v = donnde variable. Montrer que ce

probléme peut &tre résolu par un algorithme tenant compte de la symétrie

des matrices.

Solution: on décompose K en K = LLT par Choleski. Alors,
=y , o'x=1"wmT@ty) , 1t symétrique.

1, =T

ML T3

d) calculed L x e) en déduire x (systéme triangulaire).

I1 faut donc: a) calculer I ; b) calculer LTy; ¢) calculer L~
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METHODES ITERATIVES DE RESOLUTION

.

D.E S SYSTEMES LINEATIRES

1. Les méthodes itératives de résolution des systémes linéaires

(k)

consistent & construire une sulte x dé vecteurs tels que

(k) 1

X —_—— A b.
On peut distinguer deux classes importantes de méthodes itératives, a
savoir:

- Les méthodes itératives simples, consistant a transformer le

systéme Ax = b en un systéme équivalent x = B x + ¢ , et & chercher la
solutionncomme limite de la suite

x(k+1) = Bx(k) + C
(o)

9
avee un point de départ x arbitraire.

- Les méthodes de minimisation d'une forme quadratique, réservées aux

matrices symétriques définies positives.

2. NORME D'UNE MATRICE

2.1 = Nous aurons besoin de la notion de norme d'une matrice en

tant qu'opérateur,
Rappelons d'abord que dans Rn, de nombreuses normes sont possibles.

Les trois plus courantes sont

n
txtl, = ;Z 1x, 1
i=1
n
2y %

fxtl, = (2 Ixl )

i=1 .
IIx1l, = sup Iz 1.

i=19noo’n

Ces normes sont équivalentes, c'est-A-dire bornédes l'une par rapport a

l'autre: on vérifie aisément que

Hxtl, < tixtil, < Hxll1 £ n Hxtt,, °

2
Le choix d'une norme pour les vecteurs étant fait, on définit la
norme d'une matrice A comme le plus grand facteur d'amplification

qu'elle introduit:

11AXILI

11All = sup 1=l 1 .

x#£0

Cette définition implique les relations suivantes:

a) FIAALDL = 1At 11A11 pour tout AER



11 (AsB)xI1

b) 11A+BI! = sup
By WESL
cop -
x£0
c) LIABIl = sup —'-{%%—“—%—'— <
x#£0

2.2 = Calculons a présent les

trois normes vectorielles définies

a) Norme 1

Posant y = Ax, on a

i = %: %15 %3

donce
'lyil £ % laijl ile

T1 en découle

> y.1< 2 ta.ll 1x.d
i Ty 1d J

< su I TiAaxtl + [iBxtit |
= P TixI1

x#£0
supl%'%f{—i—:' = HIAIL + 1IBIT .
x#0

LIAVL 1iBxi1

sup T = 11ATL 11BI!
x#0

normes matricielles subordonnées aux

ci-dessus:

% (Zi laij!) l:x:jl

sup ( Z ay ;1) Zxxjt
J=lseee,yn 1 d
soit
Hiyll Z’
£ sup la, .l = sup Ite, .11 s
Mxlly “yy...m 1 M 3-1,...m (3"

oll c(i) est le vecteur=colonne n° i de la matrice A .

Pour prouver gqu'il s'agit bien de la meilleure borne supérieure,

montrons qu'elle peut &tre atteinte., Il suffit en effet de repérer

la colonne jo dont la norme 1 est la plus grande et de considérer le

vecteur x tel que xj =1
o

y; = aijo s Hyl!1 =

X, =
1

0 si i # j, o Pour ce vecteur,

:?: Iaijol °

Ainsi, nous pouvons affirmer que

T1All =

. sup

j=1gooe,n i

:E: la..l =

sup

1J
3=1’oon,n

Ilc(j)ll1

b) Norme 2

On a visiblement



llyllg = yT y o= xT AT Ax .

Or, la matrice ATA, symétrique, admet une base de vecteurs propres
orthonomes Z(‘I)’ eeog Z(n) correspondant gux valeurs propres >\1, osay )\ne
Développons x dans cette base:

e m |
x= >, O, 7,y .
= @)

I1 vient
n n
T T
AAx=ZociAAz(i)=_Zoci).iz(i)
=1 i=1
et
n n n
AT x= 3 S 2 Az, = Za?)\ .
im g W TIE@ o T

en tenant compte des relations d'orthogonalité des vecheurs propres. O

a donc

M=

2 3\ 2 o 2
< > X5 =
O(i >\i max i kmax ”XHZ ?

PtAxl lg =
1 i=1

(%3
it

ce qui entralfne directement

I1AxIE

o N

<\ max °
lel!2

Cette valeur peut &tre atteinte en choisissant pour x un vecteur propre

K3 Ve “ ’
associé a Par. conséquent
max ° a ?

Hatr, = V )\maX(ATA)

Le principal inconvénient de cette norme est la difficulté de calculer

les valeurs propres.

¢) Norme o
Comme
i = Z 813 %
dJ
on a pour tout i
Iy 1€ 2 1a

£ sup(z lai.!)e sup Ix.1 .

En particulier,



sup lyil <

i
soit

TTAXT 1,

xil,

<€ sup 2. la, .|
i J

sup ( 2 la’ij!)° s
i J

up Ix.1
j J

sup lllill
i

en notant 1%1), csay 1?n) les vecteurs-lignes

1

de A o

Cette borne peut étre atteinte, En effet, repdrons la ligne i°

la norme 1 est maximale. Le vecteur x ééfini»par'Ojan e Compeons

XT = (s:i.gn(a:.L

0

nE si%z}(/a{oyz) s ees )

est de norme o dgale & un et on a visiblement

!IAx!Q” =

sup !lli(t1
i

]

L]

Xy T

b

;)
Lo,

!"

ﬂwq\

I1 s'agit donc bien de la meilleure borne supérieure et

At

sup :E: !ai.!
i3 J

sup Hlill1

1

. N
A a—,o’j TO,

2.3 = Montrons que deux normes matricielles subordonnées i des

normes vectorielles équivalentes

sont elles-mémes équivalentes.

En effet,

si

(=

111 et 111,111 sont deux normes équivalentes, il

existe une relation du type

o xtt < thixttr sd tixn

avec ™ et d% strictement positifs, valable pour tous les vecteurs x.

Dés lors, pour tout 3 # 0 ,

111Ax1

1o

& riaxid

trixt

(i

« Mxri

ce qui entralne successivement

it ed oy Lt o
y#0

et

o AL & s !

x#0 . y#0

2.4 - Notons finalement que dans Rnﬁ toutes les normes sont équi-

9

ot IAxIl o AR 1liaxitl
tixtt ~ ak Vtixtitd ’
taxiy o A sup LHIATILL
-3
1<l i ST
ot tiaxtt . A sup ILATLLI
S oo
odo 1Txll iy tHyIl

o

dont

2.z
i

valentes & la norme euclidienne [ 20 1 . En effet, si (1.1l est une

norme quelcongue,

a) On a

[+

An o



tixtt = 1} Zi*s‘i e(i)ll R

N . € N
ou e(i) est le i~ vecteur de base, Des lors,

Uxits 2 15,1 ué(;)ns V= IEiIZ' /= e 2 hv = 1E,1°
i i 1 5

i)

=Anx_n. ,

2
£ = v/% eyl
ne dépend que de la norme choisie,

b) Pour montrer que Hixll_ golIxll , supposons le contraire,

2\
c'est-a~-dire que, quel que soit @ , on puisse trouver un vécteur x tel que
Mxit < . 11
Ix!1t x Ix 5 *

Cela implique la pogsibilité de trouver, pour tout m, un vecteur x(m)

tel que
1
‘IX(m)" < m IIX(m)Ilz @
On peut évidemment supposer Hx(m)ll2 = 1 . Mais alors, la suite {x%m)}
étant bornée, on peut en extraire une sous-suite {X(m )} gui converge
k
vers un certain vecteur y. Alors,
Tyl = 1lim le(m

)Il =0 et llyllz = lim 'Ix(m )IIZ =1 5

‘ ok k
si bien que y = 0 et l!yll2 =1, ce qui est contradictoire.

Cette propriété entraine en particulier que toutes les normes

3 7’ n rd 3
de matrices en tant gu'opérateurs de R~ sont équivalentes.

3. CONVERGENCE DES METHODES ITERATIVES SIMPLES

3.2 - Nous commencerons par établir une condition suffidante de

convergence: Si, pour une définition quelconque de la norme, 1IBI1<1 ,

la suite
x(k+1) = B x(k) + C
partant de X(O) quelconque admet une limite qui est la solution unique de

1*équation
x=Bx+c¢c .,
Tout d'abord, la limite existe bien (c.=a.-d. dtm (I = B) # 0 ),
car dans le cas contraire, il existerait un vecteur y non nul tel que

(I-By=0,
soit



y=BYy,
ce qui entrafnergit
tlylft € 1tBIL 1tyll
et
UBIIS 1,
en contradiction avec lL'hypothése.

Cela étant, les itérés successifs vérifient

X(k+1) = B x(k) + C 3

soustrayant & cette relation la définition de la limite,
x=Bx+e¢

et notant

S0 L
on obtient
S g r(k)o

ce qui entralne

(k)

e g a2 g o g™ 9 — o,

3,3 - Notion de rayon spectral d'une matrice

On appelle rayon spectral dfune matrice B sa plus grand valeur propre

en module:
F(B) = TN .

Le rayon spectral Jjoulit de deux propriétés importantes vis-a-vis des

normes matricielles:

a) Quelle gue soit la norme matricielle utilisde, on a p{(B)< IIBIl!
L

En effet, si z est un vecteur propre associé & la plus grande valeur

propre en module A, on a
B'z=)\z,
ce qui entralne
A1 izttt < 1IBIL tzll
soit
P(B) § 11BII .

b) Si é(B)siq et si les valeurs propres éventuelles de module g ont
1

chacune un nombre de vecteurs propres égal & leur multiplicité (ce qui

a lieu, notamment, si elles sont simples), il existe une matrice inver=
sible S telle que 115 B“:suwsq [8 1

Démontrons d'abord cette propriété dans le cas ou B est diagonali=-

sable., Alers, en choisissant



s=C 2(1)9 seey Z(n) 1 5
ol Z(1) sont les vecteurs propres, on a
Py
S BS:—'dlag()\.‘, scoy Xn) 9
d'oll, a 1'évidence,
-1
11s B Sl = ‘)\(B)lma}c = P(B)g q .

¥ Passons & présent au cas ol B n'est pas diagonalisable. Posons

€= %(q - sup AP
1) ;1<4q
Il existe une matrice S transformant Jé- B en forme canonique de JORDAN:
M

(3

-l

avec ﬁi = 1 ou O, Aux valeurs propres ')\i de module q correspondent Pi = 0,

car leur sous-matrice carrée de Jordan est diagonale du fait que ces valeurs
propres possédent autant de vecteurs propres que leur multiplicité. Dés

lors,

et on a, pour t)\il = (,

2. 1(s™Bs). .1 = q
J +d

tandis que pour l)\il £ d,
-1
}j:' t(s BS), 1 = 1Al +€p; <a

donc

Y "1 *»
1s™'BSIL, € q

~

ce qui achéve la démonstration., *



3.3 =~ Condition nécessaire et suffisante de convergence

Si 1'équation x = Bx + ¢ admet une solution unigue, le procesgsus

itératif

X(k+1) (k)

= B x + C

converge gi et seulement si pP{(B)<1 .
¥

La condition est nécessaire. Supposons en effet qu'il existe une
valeur propre A telle que A1 = 1, et soit z un vecteur propre associé

4 cette valeur propre. Alors, si lon choigit comme point de départ

(0)

x =X + Z ,
ol x est la solution, onm
(k+1) - B x(k)

X + C
X=Bx+c¢ .
Paisant la différence et notant r(k) = x(k) = X, on obtient
L) _p G0 e (0 jk+t (0)

ce qui entraine

neE D oo ® e Ao

La condition est suffisante. Soit q tel que

Mo <2<
Il existe une matrice S telle que

-1
115 ],38”00 £4qg .
Posons . ‘

c=5"138s.

On a évidemment

B=5¢cs§

et
llC!Q» £4q .
(k)

Par ailleurs, on montre comme ci-dessus que la différence r entre

x(k) et la solution vérifie

r(k+1) (k) k&T'r(OZ

= so0es = B

= B r

(k + 1) facteurs
ce qui entrafne

llr<k+1)l! < k+1 (0)

< LISt us™h, & ne%n — o

La convergence est donc plus rapide que celle de toute progression

géométrique de raison q supdérieure A f(B) o



4., NOTION DE TAUX DE CONVERGENCE

4,1 = Taux de convergence moyen pour k itérations

Pour caractériser la vitesse de convergence, il est naturel de com=-
(k)-au résidu de départ r(o)
L) _ gk (0)

parer le résidu r » Comme

on a

)y < sk 1@

On peut donc dire qu'en moyenne, chaque itération a divisé la norme du

e

résidu dans le rapport

1/k
k = llB I

que 1l'on appelle taux de convergence moyen pour k itérations.

Cette notion est assez peu satisfaisante pour les raisons suivantes:

a) Le taux moyen dépend de la norme choisie. Il faut donc distin-

BUST Ty 1 s T o Typ g °

b) En général, le taux moyen dépend de k. Cependant, si la matrice
B est normale (i.e. BTB = BBT)B elle admet une base de vecteurs propres
orthonormés 2(1), assy Z(n) auxquels correspondent les wvaleurs propres
%1, eesy An s que nous supposerons rangées par ordre des modules décrois-

sants, Alors,

D
Bz)—k

(i 2(1)

et pour un vecteur quelconque

= szai Zys s
i

(1)
on obtient aisément
NPyl = 2 1P raife 1 2 ?P Z 2= A% g
- _

cette borne pouvant 8tre atteinte dans le cas y = z(1)9 ce qui implique

D - b _ _Prp
NePr, = 1) 1? = G
On a donc, pour une matrice normale,
Tr,2 = PO
Par contre, T et T peuvent varier fortement avec k.
k1 k 400

Pour une matrice quelconque, on n'a aucun résultat de ce type.

4.2 = Taux de convergence asymptotique

I1 se trouve quta la 11m1te, toutes les définitions du taux de
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convergence se réconcilient: quelle que soit la définition de la norme

des matrices en tant qu'opérateurs, on a la propriété

1/k

1m s - p(m) .
k =00
; . ' . k. .1/k
Démonstration : nous montrerons que fs 1lim 1tB 11 P

k =»o0

a) On a évi‘demme‘nt“l'lBkH}- f—"k . En effet, si z est un vecteur
i
propre relatif & une valeur propre A dé module poona

B 7 = )\kz,

ce qui entrafine

LNz € 1ES aar
soit
TE TR
b) Pour tout €30, on a F< F+£ , donc il existe une matrice

inversible S telle que
-1 ,
s BSIIQ< p+E .
Alors, par 1l'équivalence des normes de R R

1

nsire b sy, = dt nssTESssT et sty 1s™n !
o0

-1k
w 1187 BS1,

et

-1 _k ~1 ek “T ey X k
1187 B St = 11(57 BS)"HI g 11S" BSll, < (p+e) ,

si bien que

LR (c)‘tllSttwlls"1tlw)1/k (pre) = (p+e) £(k) ,
avec
lim (k) =1 ,
k —» o0

1/k

puisque pour tout nombre positif € , ona @ - 1,

¢) Rassemblant les deux résultats précédents, on obtient que,

pour tout €% O,

p s e (pre) o),
avec f(k) =» 1 , ce qui implique

lim llBkll1/k=r . C.Q.P.D.
k =P 0

Cette propriété permet de définir le taux de convergence asymptotique

comme

T = 1im 517k e .
Ik —9o0



Grice & cette notion s 11 est possible de comparer deux méthodes
itératives simples quant & leur vitesse de convergence. Plus petit est T,

meilleur est l'algorithme.

5, METHODE DE JACOBI

Soit & résoudre le systéme

a X, + o0ee + a1 x =D

11 ™M nn: 1

© 680800

a X, + c00 + 8 X =b o

nt 1 nn " n n

On écrit chaque équation sous la forme

ii x§k+1) + :E: aij xgk) = bi s
J#l

ce qui entraine

x§k+1) = ;l~ (bi - ZZ: ay 5 x(k)) .

| ii g1 Y94
Cette méthode simple ne s'applique évidemment que si aucun terme diago-
nal n'est nul. Pour en étudier la convergence, notons que cette méthode

revient A partitionner A en

-[3y

et & écrire en conséquence le systéme sous la forme

Lx+Dx+Ux=">s,
puis & itérér sous la forme

b ) L 0 ()

- L x .
goit

x(k+1) = p~! (b= (L + 1) x(k)) .

La condition de convergence est donc

peo @run <.
Or, 1'équation caractéristique s'écrit

dtm (-D"(L + U) =AI) = O .

soit, en supposant, comme il se doit, dtm D = a,.e...a__ # O ,

11 nn.
atm(@™1) . dtm ( - (L +U) = AD) =0 .

I1 faut donc que toutes les solutions de 1l%équation

)a11 45 cesrsas By
(_1)n P }322 seeseee A5, _ o
a0 a I X1

n2 nr

goient inférieures en module a l'unitéd, Cette condition étant malaisde



d*emploi, on la remplace souvent par la condition guffisante

"Bl <1,
avec [~ o a1 2 a,l n
811 211
B= |22 0 2on
&9 0o n e 9

Y 822
A

_an_n ann o

ce qui donne

la, .1
sup :E: —td

i gA 8]

Une matrice vérifiant cette condition, que 1l'on peut encore écrite

la..|< :" 'a..' $ i=19 coegn
ii e ij
JA

est dite & diagonale dominante. Cette condition est vérifiée notamment

par les matrices de capacité en électrostatique.

6. METHODE DE GAUSS-SEIDEL

Ctest une transformation de la méthode de JACOBI: lors du calcul

de x§k+1), on utilise déji les nouvelles valeurs x§k+1), j<i , déja

calculéeg., En d'autres termes, on effectue
x§k+1) = ;l— [ bi - :E: ay x(k+1) - :E: 8y s x(k) ] .

Ceci permet de me stocker en mémoire qufun vecteur=solution au lieu de

-~

deux dans la méthode de Jacobi. Matriciellement, cela revient & écrire,
en utilisant la partition (L,D,U) définie plus haut,

p ) Ly - L B Ly 06

clegt~a=dire

(k+1) _ (x)

(D + L)x b -Ux

ou encore
x(k+1) = (D + ﬂ)“1 (b =1U x(k)) o

La condition de convergence sf'écrit donc

pC= (=« <.
L'équation caractéristique correspondante,

dtm (= D+ L) T U =N ) =0

12
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édquivaut, si dtm D = Byqe0es By # 0 (condition nécessaire d'applicabilité
de la méthode), &

(=)™ atm (U + N(D + 1v) =0,
soit explicitement
Na,
Aa

21 Aoy

Xan1 \a ra

n2 n3 nn

-

Cette condition est trés lourde a mettre en oeuvre. Mais ici encore,

la condiftion de dominance diagonale
la, .1l
sup 2. = =a<1
L i ii
est guffisante. En effet, on a
x.(kH), = (b, - > a x(.k+1) - Z a x(.k) )

+ 833 0 g1 Y4 j>i td 9
et
Xi = a Z a . Z: a . . 9
ii j<i td j>i J
ce qui entraine, en notant r§k) = xj(_k) - xi 0
(k+1) Z 24 x-(.k+1) _ Z %3 (k) .
j<i B4i i %41
Pour la premiére ligne, il vient
(2 (1) )y g - nr(k)nws q 112,
Syt B J Coier 1B
par récurrence, si
(k+1) (k)
e gq N,
(k+1)
pour j<i, il en est de méme pour lr 1, car
a. . a,
lr.(k“)l < 2. |- ' (k”)l Al ),
i e a. - a. . J
J<i ii 3>1 ii
%4 (k) > |2 (k)
Z - g Hr M, + p fir 1
jei b 344 i 1244
a. .
> =L llr(k)!!‘”s TR FTI
A ii @
Au total,
(k+1) (k)
lir stqllr Haa
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7. uETHODE GENERALE  x 1) = () Loy x(B) _ )

Exeminons dans quelles conditions 1‘abgorithme

x(k+1) = x(k) + & (A x(k) = b)

converge. Il est clair que la limite, si elle existe, vérifie

X=x=0(Ax=~-D),

soit

(x) (k)

L'erreur vectorielle r = X - x vérifie visiblement la récurrence
et la condition de convergence est donc

p(I -xp) <1

L'équation caractéristique de cette matrice est

dtm ( (1 =A) I - ox4a) =0,

soit
1 -A
o

Les valeurs propres Aj_de (I ~=axA) sont donc lides aux valeurs propres

(-1 o«® atm (4 - I) =0 o

Ai de A par 1l'équation
1 =N,
= =M

ce quli revient & dire

A =1 -a). .
1 1

On ne peut donc avoir !/\il < 1 pour tout i que gsi toutes les valeurs
propres de A (supposées réelles) ont le méme signe. Supposons donc toutes
les valeurs propres positives, et admettons que 1'on ait en outre une

estimation de la forme

<
O<M < Xig Mo,
Le taux de convergence asymptotique vérifie alors

~
p () =s?p & "akil j?LM 11 -odt = p(et) .
; peven
Nous ddsirons choisi® § de manidre i rendre ce nombre aussi petit que possi=-
ble, ‘Pour o >0 ., on a '

1 ,aﬂ,>1.»akz1 - .,

Pour w<1/M, les deux bornes décroissent pour a croissant et on a F(D( W,
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Mais pour o> 1/M, (1 -otlM) devient négatif et son module croit & nouveau,
tandis que celui de (1 =OQL) décroilt tant que ob<1/}& . La figure 1 montre
clairement que le plus grand des deux modules est minimum pour

1 -op = - (1 - o)
soit

ol (M +/A) = 2
A partir de cette valeur, si O croit, 11 = &Ml crolt aussi et le maximum

s'aceroft 5 si O diminue, (1 = OQL ) croit, et le maximum s'accroit

également. Donc, la valeur optimale est bien

2
aopt=M+/L °

En ce point, M
Pl =1 - F - 5 - —h
P +/* M T + m

La vitesse de convergence dépend donc du rapport entre la plus petite et

la plus grande valeur propre de la matrice.

8. METHODES DE MINTIMISATION
Lorsque la matrice A est symétrique définie positive, la fonction

d(x) =3 x Ax-x b

admet un point stationnaire lorsgue
grad § = A X = b =0,

Tl s'agit d'un minimum, car
olrlmum,

> % T
ijmhih;i:h Ah » 0 .
1 d

On peut donc, au lieu de résoudre directement le systéme matriciel,
procéder par minimisation progressive de la fonection g. Le principe des
méthodes de minimisation est de se donner une direction de progression
h<k) a partir du vecteur x(k), c'est-a~dire de chercher une meilleure
approximation de la forme

L) (k) B, n (K)

et de choisir Pk pour que ¢(x(k+1)) gsoit aussi petit que possible,
Notant

(k)

g = grad ¢(x(k)) = A x(k) - b

®

on a



50 1 B n0) ) 4 a0, g g2 4O 4 ()

et cette expression atteint son minimum lorsque
p(OT [ g0, EE an® -0,

condition qui signifie que 1l'on s'arréte lorgque la direztion de pro-
gression devient perpendiculaire au gradient .

) |0, p )

et qui entrafne

__ptor W
N ST A 3

Ah

Cette valeur permet de calculer

L) 00 g ()

et de recommencer,

Chaque itération diminue ¢, pour autant que Pk. # 0. En effet,
)T (k)2 (T (k)42
©, T T, 0

sy o gy o

h Ah

(1),

< gz

k)T (k).2
sy - g @ gy
RGOT o (k)

puisque la matrice A est s.depe. Or, cela signifie que 1'6n se rapproche

du minimum, car

(k) (k) _

2 1 ()7 T
Iix - x115 £ —=———— (x - x) A (x x)
* 2 xmin(A)

< ! ( X(k)T A x(k) - 2 xT A x(k) + xT Ax ).

Amin(A)
$'7£;;;TX7 (L A x -2 8T 4, X¥k)T A x5
€a—— (2 4Gy 4 2" 2 x)

«-Amin(A) X 4+ X X

Notant que pour la solution x,
g(x) = % L Ax=-% b=~ * X Ax+ % (A x=Db) ==1% = A x .
il vient finalement

(k) 2 2 (k)
Itx = XHZ -Amin(A)( g(x ) - Q‘(x)) o
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(k)

Dés lors, si le choix des h est concu de telle sorte que l'on ne puisse

(k)T

jamais avoir h grad d = 0 ( avec grad ¢ £ 0) pour plus d'un nombre

fini s d'itérations, s fixé d'avance, la convergence est assurée, puisque

tant que 1'on n'est pas arrivé & la solution, on devra se déplacdr aprés
s itérations au plus. La sulite des ¢(x(k)) est donc décroissante et bornée,

AP . . k
et converge vers sa borne inférieure, ce qui implique x( ) - X

9., METHODE DE GAUSS-SEIDEL, POUR LES MATRICES DEFINIES POSITIVES

Choisissant pour direction de progression

a8 € () (k® axe, modulo n) ,
on obtient
e?k) g 9 (k)
By = - K S Ta ( by - Z;: 8 % ) s
(k) (k)

ce qui donne

(k+1) (k) 1 (x)

S e e (o) zi;akl ) ey

soit

(k+1) = xik) s 1 # k mod, n

(ke1° (k) _ _1 ()
X =X < o (b, - le g *1

Ce n'est rien d'autre que la méthode de Gauss-Seidel., La convergence est
assurée, car au bout d'un cycle de n itérations, on aura certainement
obtenu Pk # 0, tant que grad ;zf(x(k)) #0 .

* Montrons que la convergence se falt en progression géométrique.
A cette fin, notons B la triangulaire inférieure de A (diagonale comprise)

et € le reste de la matrice:

[

et considérons la forme compléte en n itérationg d'un coup:

) _ gt 2o 2y

Comme on ne peut avoir g(k)T e

(k) _ (k)

x - x , 1'inégalité

(1) pour tous les axes, on a nécessalrement,

en notant r
DT o (k1)
LOT (0

< 1,

soit
pLOTEE 5= ) p=1 o (k) P
0T , (0

¥ %) -



(k)

Cette relation est vraie quel que soit le résidu r « Sur la sphere
Mrtf =1, qui est compacte, la fonction continue Y (r) atteint sa borne

supérieure '§2<f1° Comme 41 est homogéne de degré zéro, on a toujours

(k+1)T (k+1)
(k) T AT 2
(™) = £ F
T, _®
et, de proche en proche,
LT A »(K) < gzkr(o)m A I,(o) .
I1 en découle
(x),.2 _ 1 )T (k) £k (@) (o)
2k Xmax(A) (0),.2
—i;;;TKT Ir 112 0
sot (i) if M max A\ E (0)
cf ' max [€
Ixr ,<% (3:;;;(&7) fir 112 *

10, METHODE DE LA PLUS CGRANDE PENTE
Puisqu'il convient d'assurer aussi souvent que possible la relation
k)T k
NOLINC

une solution dvidente est de progresser dans la direction du gradient,

c'est~a~dire de la plus grande pente, On écrit donc

LD 0 g 000 g 0y

avec
LT (k)

P = - ST, 0

La convergence est assurde. Pour évaluer la vitesse de co vergence,

notons que, comme
L (k1) - <), Pk(A xE) oy

et

X =X + Pk(A X = b),
on obtient

(k1) (k)
(1)

z(1), sesoy Z(n)° ordonnés de fagon que ')13')2; ....;’Xno Pour

()

+ Pk'A r(k)a

Développons alors r dans la base des vecteurs propres orthonormés

= §«°‘i Z(i)

on obtient

18



19
L) Za (1 + B Ay) 2y -

Considérons d'abord une valeur quelconque p de Pko Il y correspond le

~(k+1)

vecteur r o I1 vient

ﬁ“ﬂTA?&“)=2:a§M(1+P%ﬁ
1

< sup(1 +Pxi)2 Za?)\. = sup (1 +P)\i)2 r(k)TAr(k) .
i i

. 1
1

En choisissant la valeur optimale de la section 7, & savoir,

on obtient

PR

we (1 4Phy) = TR
et, par conséquent,
)y -) 2
2 )T , 2 (es1) ) (x)r . (k)
r (-XI—IT;— r Ar N

Or, la valeur de Pk est précisément choisie pour minimiser

1 LT Ger) T (k) 1 LT Geet) | Gee)T

1 r.(k-m)'T P r(k+1) -3 xT Ax,

done

POT ) (er) o s t)T |, wion), (i :I )2 ML

et, de proche en proche,

p
o, (k)(i"ﬁ“) (o1, _(0)

Finalement, tenant compte de l'encadrement général

Moty < Ay <)

2
n llyll2 9

1

on obtient

2\ Ao M
(k) 1 1 n (0)
B ED PR 7; (5:—:7§;) e,

La convergence de la méthode de la plus grande pente est donc du méme
ordre que celle de l'algorithme optimisé de la section 7, mais avec
1'énorme avantage qu'il n'est pas nécessaire d?évaluer les valeurs pro-

pres de la matrice,



11, METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

111 = Lg méthode du gradient conjugué est une amélioration de la

précédente. Au lieu de choisir comme direction de progression
p(8) _ ()
= 9

on s'impose un h<k)
p ) _ k)

de la forme

+ 0, h(k“1) R

(k+1))°

le coefficient 0. étant choisi lui-méme pour minimiser ¢(x Pour

k
un @, donné, le choix optimal de ﬁ% conduit &

()T (k).2

(k+1) (k) (h g )
g(x*"" ) = g(xt) = ]

= LT, (k)

1 r (g(k)T N Uk h(k-=1 )T) g(k) 32

= ¢(x(k)) =2 THIT. (%) )T, (k-1) 2 _(k=1)T _ (k=1)
g ag ) 4 2.0 g T Lol nt e

(k-1 (k)

et comme h = 0 , on obtient

(g(k)T P;(k))z
g(k)TAg(k) R zo,kg(k)TAh(k-i) *01% h(k-—‘l )TAh(k-‘l)

sy o gy

o>

Le minimum de cette expregssion s'obtient en minimisant le dénominateur

du second terme, ce qui méne & la condition
O-k =0T (k=1) g(k)T 4 pl&=1)

ou encore,

T .. , (k=1)T A g(k)
" L =T (k1)

Cette condition signifie en fait que la nouvelle. .direction-de progression

h(k) vérifie, par rapport & lfancienne h(k-1)

h(k-1)T A h(k) -

s lLa condition de conjugaison

O.

Que faut-il entendre par 1a%? Par le point x(k) passe le n~ellipsoide

d*équation
A x -2 b?‘x = x(k)T A x(k) -2 b x(k)
(k-1) et g(k) définissent une variété lindaire i deux
o La section du n-ellipsoide par la variété

(k)
(k=-1)

en question est une ellipse (fig. 2). ILa direction h est éangenﬁe

(k)

centre de cette ellipse.

H
les directions h

dimensions passant par x

a4 cette ellipse et h , qui lui est conjuguée, est donc dirigde vers le

Calculons explicitement ﬁk: on a



LT (k) g<F)T re™) . o, p(E=1) ] |!g(k)|l§
ﬁ& =T 5 = - =T )T (k)
MO O NOLIENC p T )y

Le calcml de Ok par la formule donnée ci~dessus serait assez long.

On peut 1'écourter & partir de la propriété
g(k+1)T g(k) -0

qui se vérifie & chaque itération. En effet, on a

g(k+1)T g(k) _ g(k+1)T (h(k) ..o& h(k-1)) --a g(k+1)T L (=)

(k+1) k)

du fait de 1'orthogonalité de g et h(
pe=DT (1) |y Q=12 () )y ()y )

; de plus,

en vertu de la conditien d'orthogonalité du gradient et de la condition de

conjugalhson.

Cela étant, le numérateur de ("Ok) st'éerit encore

x(k) _ x(k-1) ]
’Sk°1
(k)'lZ

1 ()T, (k) (x=1) e 2
g— e - ) = ——2,
Pr-1 ® s & B

et son dénominateur se transforme, en tenant compte de la formule de ﬁk s

/]

DL O RO L

)

en (
k=1),,2
g 1
=T, (e=1) 2

Pt °

Finalement,

l!g(k)llg
O = ————f
k !lg(k“1)tt§

Pour la premidre itération, on utilise comme direction de pro-

gression celle du gradient.

Dénombronsg les opérations nécessaires pour une itération du gradient
conjugué qui ne soit pas la premieére:

o« Calcul de A x(k) : n2 multiplicationSecocecssssossscoscosne n2 0aS.

(k) (k) - b : n soustractions

(k—1)l,2

» Calcul de g = A X

o Calcul de Gk: on suppose llg congervé et il

2
suffit de calculed llg(k)llg (n multiplications), puis
de diviser par "g<1c~1)l!§ 0&0'..&.‘.‘..U_.....‘ﬁﬁ.".'..‘(nq1)0083

(k)

L] CalCul de h : nmultiplications..ﬂ'.0‘000.I‘Il.’...lIQD. nOOSO

. Calcul de A h(k) (n2 mult.), puis calcul de

n)T &) (4 multiplications), puis division

21
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de llg(k)llg par le produit ( 1 division) ............n2 +n 4+ 1 0. Se
o« Calcul de x(k): n multiplications pour Pk h(k)o.........n 0.8,
2 2
Total : 2n +4n+2 % 2n

C'est le double d'un pivotage de Gauss-Jordan et le sextuple du travail
moyen par inconnue d'une résolution par la méthode de Gauss. La méthode
du gradient conjugué ne sera donc performante que si elle converge en
un trés petit nombre d'itérations, c'est-a-dire de l'ordre de n/6, pour

concurrencer la méthode de Gauss,.

* 11,2 = Propriétéds particulidres de 1'algorithme du gradient

conjugud,

Voici une autre présentation de l'algorithme du gradient conjugué,

en tant que méthode directe. Nous nous appuierons sur deux lemmes,

Temme 1 = 8i 1a matrice bymétrique définie positive A possdéde p

valeurs propres différentes, et si g est un vecteur guelcongue, Ap g

est une combinaison lindaire de g, A &y oo.., Ap°1gp'

Appelons en effet z({) la projection de g dans le sous-espace propre
relatif & la valeur propre A1, 2(2) sa projection dans le sous~espacé
propre relatif & la valeur propre 'Xz s eses €F z(p) sa projection dans

le sous-espace relatif é'Xp.‘Qn a donc

g = Z(1) + Z(z) + osee + Z(p)

et, par des multiplications successives par A,
A = X , o0 A
g 1 Z(1) -+ + P Z(p)

068800800

p=-1_ _ p=1' \ D=1
_ A g = )1 2(1) + ce0s W ’xp Z(p)

P, _ P Y
.A. g ’x,l Z(,]) + o0 0 -+ ’xp Z(p) e
Adnsi, gy AZy eeey APg sont (p+1) combinaisons de p vecteurs indépendants

et doivent donc &tre lindairement dépendantes.

Lemme 2 = Soit A une matrice symétrique définie positive possédant

(0)

p valeurs propres différentes. Soit encore x un vecteur gquelcongue,

et posons g(O) = A x(o9 - b, Aldrs, la solution x du syshtéme A x =D
est de la forme i
p-1: s
X = x(O) + z o, Aa'g(o) (1)

Démonstration : Puisque

X - x(o) =271 4 (x = x(o)) = A—1(b - A X(O)) = = A“1 g(o)
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le probléme revient & calculer ce dernier vecteur. De la décomposition

en vecteurs propres

0) D
g( - '-Z(i) 9
i=1
on déduit
-1 (0) P9
A g = E ™ Z.
e IIPVIACY

tandis que la somme du second membre de (1) vaut

S (O)-Zot(Z?\ ) = (Zcx )
gy %t e s = %(1) Z : %(1)°

La comparaison de ces deux expressions méne aux conditions
p=1 .
J 1
2L 00 = mam
j=o 4 * A

soit, explicitement,

2 p=-1 ;
1 A_] }1 ou--elx,l qc) 1/)‘1
. . . = = |3 (2)
-] 2 p-’1 o -
1 o0 & 00 1
A, A Ay %y /A,

Il s'agit d'un systéme de VANDERMONDE régulier, puisque 11 £ eoe # Ap ,

donc la solution existe, ce qui démontre le lemme.

(0)

Remarque - Il peut se faire que le vecteur g ait ses composantes

dans certains sous-espaces propres nulles. Alors, le développement de
(0)
23

ne contient que q<p vecteurs propres, et la somme (1) se limite

4 j = g=1 o (Méme démonstration).

A priori, ce résultat semble tout théorique: il est évidemment hors
de question de calculet directement les coefficients :xj de la formule (1)
par le systéme (2), ne serait-me que parce que les valeurs propres ne
sont pas connues en général., Du reste, il s'agit d'un systéme matriciel
d'une dimension comparable & celle du systeme d'origine,

Mais on peut procéder par approximations successives, en calculant

MONINONEE S IEIRCI

j=0 Y

. On écrira donc

(k))

les (ng) dtant choisis de maniére & minimiser d(x

Bd(x(k))

(k) .
e (©)y xS (o 5 (0
J

T .
= grad ¢(X bd(k) g = 0 9 J-—"—Og eo.,k"1 9
J

(k)

c'est-a-dire que g doit &tre orthogonal au sous-espace enveloppe linéaire



(0) (0) k-1g(o)

de g , Ag 9 ssogy A o Ici encore, le nombre de conditions

devient rapidement important. Mais on peut tourner la difficulté. Bn

effet, comme

NOSNEY)

= X - X = A

(k)

-1 - by = a”te),

LK)

A - AX) = A"1(Ax

les conditions précédentes équivalent a

L0010 LT 2 (0) 00T ke (0) _

(k+1) N g(O)

est orthogonal a A

0 .

09 ® &0 g

De la méme fagon, r k+1g(0)

s seey A « Dé&s lors,

L) ) () ()

(0) k_(0),

est orthogonal & Ag 9 secg A E s du reste, c'est une combinaison
lindaire gde g(o), ey Akg(o):

o) (k) %1 TISURCE PTAC ¢ al#), g (0),

J=0 J
C'est donc une combinaison lindaire de (k+1) vecteurs soumise & k condi=-

tiong d'orthogonalité. Ces conditions définissent entiérement sa direc-

tion, et on peut dcrire

L) 0 g ()

14

h(k) étant une combinaison lindaire quelconque de g(o), eoey Akg(o) ortho=
gonale & Ag(o)9 ceay Akg(C))9 et Fk étant un scalaire. Or, il est aisé de
(x)

trouver un tel vecteur h , sous la forme

O N

(1) () _ (k1)

égtant un vecteur de méme direction que x . En effet,

k-1 .
© _ 4., s n‘gk) Aa+1g(0)

1
o
i

A x
J=0

_ 0, 5 0 341 (0
j=0
(0) k_(0)

est une combinaison linédaire de g s ocseyg A E orthogonale &

g(o), cees Ak—1g(o) et 1 (E=1)

g(O), el Ak«-1g(o)

est une combinaison lindaire de .

(0) Ak-1g(o)

orthogonale & Ag 'y eco, , donc

(0)

est encore une combinaison lindaire de g 3y sooy A

orthogonale & Agl®), ..., 4% 1g(0)

o Il suffit donc de choisir 0& pour

agssurer la condition

h(k)T Ak g(o) = 0O o

24

k—1g(0)9



k (0)

Enfin, on peut remplacer dans cette condition A'g par toute com=-
(0) k_(0)

binaison lindaire de Ag s sesg A E dont le coefficient de A g(o)
soit pas nul, Une telle combinaison est donnée par le vecteur Ah(k 1),

ce qui méne a la condition

h(k)T A h(1c--1) -0,

qui n'esgst autre que la condition de conjugaison. Connaissant alors la
direction de progression, il suffit de minimiser ¢(x(k) +fpk h(k))
par rapport a ﬁk, On retrouve ainsi 1l'algorithme du gradient conjugué,

Par conséquent, l'algorithme du gradient conjugué équivaut & construire

les meilleures approximations succesgsives de la solution x de la forme

NONENG :23 OFTRON

= X
J=

Si la matrice A posséde p valeurs propres distinctes, on obtient la

(X(P)

solution au plus ftard aprés p itérations = X).

* 11.3 = Convergence spectrale de la méthode du gradient conjugué

De toutes les combinaisons lindaires de la forme

N _ w(0) | :E: B 43 (O

l1'algorithme du gradient conjugué choisit celle qui minimise la fonction
¢(§(k)) ou, ce qui est équivalent, la fonction

6,0y < @ 4 @) L x - 00 L 30Ty Ty

On obtiendra donc une valeur plus granc(e pour un autre choix des &gk),

Nous allons effectuer un choix particulier de la manigre suivante: sup-

posant les valeurs propres X1, ssog )p rangées dans l'ordre décroissant,

)\)X> a..¢>‘)\

gardons les k plus petites et remplagons A

=140

pmk? °° )1 par 1'infini

dans l'expression de A obtenue -.au 1emme 2 ci-dessus. Cela donne

x L 0 . sB g

= X
i=p-k+1 i

et, par conséquent,

m(k) _ (k) _ PZ %__ 5 (1)

On en déduit

2
g, (x**) = T z A T I —_—
= D VI =

25
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et
2
(%) o), . F Mzl IR 2
g,(x"7) £ 4 (x )S_E A < o E Mz
d'olr .
(x), 2 _ 1 (x) 1 1 =k 2
e 115 — F(x7') € ™ o = 2 Iz, Il
27 0 Ap T Apa o (B2
et
(x) 1 1 p-k 2
ttr 1.< o 1€z ,.\11
oy Vo, | & et

De cette expression, il ressort qu®a chaque itération, le résidu

décrdlt pour deux raisons:

Ap-
a) I1 est multiplié par - <
b) De moins en moins de termes du développement spectral de g(o)
interviennent.

Nous venons donc de montrer que l'algorithme du gradient conjugué
converge mieux en termes de ¢O que le développement spectral de la solution.
Dans de nombreux cas concrets, les praticiens savent que le développe-
ment sgpectral converge assez vite et que, par exemple, il suffit de dix
termes pour obtenir une bonne approximation de la solution pour un
systéme de dimension 100. Alors, dix itérations du gradient conjugué
méneront 3 une approximation comparable. De plus, lorsque les valeurs
propres sont multiples, il n'est pas nécessaire d'augmenter le nombre
d'itérations, alors que dans les méthodes spectrales (%¥),il convient de

représenter chaque vecteur propre indépendant.

Enfin, il convient de noter le fait remarquable suivant: plus les
valeurs propres différent en ordre de grandeur, c'est-a-dire plus la

matrice A est mal conditionnée, plus la convergence est rapide.

(#) La méthode spectrale consiste & développer la solution en modes propres:

=1
X=A b 'y b=%PiZ<i) 9

X

§ (B/N3) 25y -

Lorsque les valeurs propres sont suffisamment espacées, on peut ne retenir
gue les termes correspondants aux plus petites valeurs propres, le reste
étant négligeable., Il faut évidemment connaltre les vecteurs propres, du

moins les premiers. En pratique, cette méthode ne se justifie que pour
1'intégration d'équations différentielles du type X == Ax .
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Exercice 1 -~ Montrer directement, dans le cas d'une matrice diagonalisable,

la retation

1im 1Ak V/E

= (a) .
Yo 00 P

Solution : Soit S une matrice telle que S-1A§ = diag ( }1,..., Xn) o

On peut, sans perte de généralité, supposer que A1 est de module maximals

LA L= p(a).
Alors,
s A% s = (s a S)k=diag( )\11“, cecay )\i)
et
ies™! A ser o= 0 f
00 1
ce qui entralne
K -1 Xk -1 -1 k
PIATIL,, = 118 (87 A7 8) 8711 & HISHL 118 11, LA 1,
et
k, . 1/k -1 1/k
LA™ " = (1St s 1, ) AL —= LA .

On a par ailleurs

-1,k -1 X
Us™ ™ st < 11s7 i, HiATH, ISt ,
d'ou
e o 1 — i W
(res™'rig, 1Sty )}

Exercice.2 - Soit 1'équation matricielle’

X =Bx +c¢c .

On suppose que B est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres

ont leur module inférieur & 1'unité, Montrer gue 1'dquation matricielle

ci-dessus admet une solution unigue.

Solution: Il suffit de montrer que la matrice (I - B) n'est pas

singuliére. Si la matrice S diagonalise B, on a

@mfI - B) = atm(s™ (I-B)S) = (1 =2 )ueea(1 =% ) £ 0

* Exercice 3 = Dans 1'dnoncé de 1'exeercice précédent, se débarrasser

de 1°'hypoth&se que B est diagonalisable.,

Solution : Soient deux vecteurs x et y, et posons
R=Bx+c s §=By+c.
Tl est clair que
-3 =Blx-3) .
Soit alors q un nombre tel que F(B)'< q < 1. Il existe une matrice
inversible S telle que
ns™ Bsti_ga -~

On a évidemment
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sT (2 -9) =5

ce qui entraine

‘s sz -y

ns™ (@ - < q 118 (x = Pl o
L'application S“1BS egst donc contractante, et toute suite de la forme

z(k+1) = S"1 Bs z(k) + S~1 c
converge vers une limite d telle que

1 1

d=85 B d+5 ¢
Des lors, & la suite § x(k)} définie par la relatiof de récurrence
x(k+1) = B x(k) + C,

on peut associer la suite{z(k)}qui est de la forme ci-dessus et

) 25 ar e sty 112

- ati—> 0,
donc {x(k)} converge vers la solution Sd .

Exercice 4 = Soit 1%'équation matricielle

X =Bx+ ¢,

Montrer qu'elle admet une solution unique si et seulement si B n'a

aucune valeur propre égale i 1.

Solution : Cette équation équivaut 2
(I-B)x=c.
Elle admet une solution unique si et seulement si
dtm(I-B) £ 0 .
Or, ce déterminant est nul si et seulement si il existe un vecteur z tel
que
(I -B)z=0,

Mais alors, z est vecteur propre de B, de valeur propre égale & 1.

Exercice 5 = Montrer directement, & partir de 1'équakion du rayon

spectral, que la méthode de Gauss-Seidel converge pour une mabrice A

"-l 7’ - - I3 3
symétique définie positive L 7 1.

Solution : En notant L l'extradiagonale inférieure et U = LT l'extra~-
diagonale supérieure, les valeurs propres de la matrice d'itération
vérifient la relation

atm(z” + N (D + L)) = O.

Un vecteur propre (complexe!) vérifiie donc

LT zZ == AND4+1) 2

et, en notant z%* = ;T’g on a
'A:Z*LTZ
z¥(D + L)z °

Or, D est définie positive, ce qui implique

z¥ Dy =00,
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Posant dfautre part

2% L'z = o(+iF R
on a .
z* I 2 = (z* it Z)* = o = iF
et
1
d-j.e o, p? 2
A= . ALl = = > o
G‘+o(-=i/$ (g +a) +F)
De plus, A étant définie positive,
z* Az = g¥ (D+L+LT)z= T+24 >0,
donc

g +0o > -,
ce qui entralne

N1 < 1.

Exercice 6 - Soit A une matrice symétrique définie positive de dimension n,

ayant une seule valeur propre. On considére le systéme

Ax =T,

a) Combien faut-il d'itérations pour le résoudre par la méthode de la

plus grande pente?

b) Méme question, par la méthode du gradient donjugué

¢) Comparer le nombre d'opérations significatives nécessaires par

LN

ces deux méthodes 3 celui qu'exige la méthode de Gauss.

d) Interpréter géométriquement les réponses donndes aux points a) et b).

Solution :

a) 1, car le résidu est multiplié, aprés une itération, par un
nombre dont le numérateur contient le facteur ()\ . A n) = 0,

b) 1, car p = 1 &

¢) Le gradient conjugué e% la plus grande pente coincident a la
premidre itération., Le nombre d'opdrations est 0(n*), alors que la méthode
de Yauss exige O(n3) 0¢Sc &

d) On a dans le cas présent

F(x) = 1 Z (x, - b )% + cte.
k

C'est 1'équation d'une sphere, et le gradient pointe directement sur son

centre,
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RECHERCHE DES VALEURS PROPRES

DES MATRICES.

Les problémes de valeurs propres se rencontrent assez fréquemment
dans les applicatiornis physiques. Citons en particulier les problémes
de vibrations, et de nombreux phénoménes d'instabilité.

Certaines applications nécessitent la connaissance de tout le spectre;
certaines autres, par contre, se satisfont largement des quelques plus
grandes (ou plus petites) valeurs propres, et des vecteurs propres asso-

cids., Ces deum types de problemes se traitent différemment.

1. DISQUES DE GERSHGORIN

1e1 = Un procédé trés simple permettant de situer les valeurs
propres dPune matrice quelconque est fondé sur le lemme suivant:

Une matrice A & diagonale strictement dominante, c'est-a-dire

vérifiant

'a--' > Z 'a--‘ 9 i=’ig oveg n
ii < /s ij
J#i

ne peut &tre singuliére,

En effet, supposons A singuliéré: il existe donc un vecteur x tel

que A x = 0. Soit alors Xy la plus grande en module des composantes de X,

+ :E: a x, = 0,

ifk

On a
Bk *x
soit

B Fx = T :E: Bpi ¥

ce qui entraine

Ix. 1
€ = Mo, o7 € 2 a.
14k K 14k

‘akk‘

1,2 = Soit & présent A une valeur propre de A. La matrice (A = A I)
est donc singuliére, si bien qu'en vertu du lemme précédent, il existe

une valeur de i pour laquelle

ta;; =M1 g 2 lay ;|
J#iL

En d'autres termes, toute valeur propre de la matrice A repose au moins

dans 1l'un des disques de centre a4

portent le nom de disques de GERSHGORIN.

et de rayon E: la. .l . Ces disques
J#

2. THEOREME DE STABITITE DES VALEURS PROPRES D'UNE MATRICE SYMETRIQUE

2.1 = Soit A une matrice symétrique, et soit E une perturbation de A




(matrice quelconque n x n). Les valeurs propres mde (A + E) vérifient
? rd

'inf l/JL-a}-il HEH2 o
l=19.oo,n

On remarque d'abord que si M= k1, lzg eesy OU Xn’ la proposition
est évidente., Soit donc
inf Iw=-A.1 #£0.
i=1’oon’n ’J. *
La matrice (A =/&I + E) est singulidre, donc il existe un vecteur x
tel que

-'EX..

(4 —/&I) X

Comme‘p-n'est égal & aucune valeur propre de A, A - M I est inversible
et

x = = (A ‘}*I>—1 E x,

ce qui implique

=1
< Lo
Hxllg\ 11(a /\AI) 112 HEI|2 llx112
et
1 .
= inf tpm=2A.1 < HIELL, .
- . S A 2
II(A "/AI) llz 1-"-'-19»00,1’1 /‘

Ce théortme garantit la stablilité du probléme aux valeurs propres

par rapport auz perturbations de la matrice. Son application est cepen-

dant assez lourde, car le calcul de l!E112 nécessite lui-méme la recher-
che de la plus grande valeur propre de la matrice ETEQ Mais on peut uti-

liser une norme plus simple, car
n
2 T T T 2
U o~ < = = o
NENS = X___(B'E) ¢ 12_31 ) (B'E) = tr(E E) ?:j e 3
= 9

On définit donc la norme euclidienne de la matrice E par
NENZ = 2. &2, ,
E . s 13
1,4

Ce n'est pas une norme de E en tant qu'opérateur, mais en tant que tableau.

Elle rend néanmoing de grands services. Le théoregme précédent permet

alors d'affirmer que toute valeudk propre pmde la matrice perturbée

(A + E) se trouve dans un des disques de centre 'Xi.et de rayon llEllE,

que nous appellerons disques euclidiens de (A + E).

En d'autres termes, la dépendance des valeurs propres de la matrice

par rapport a ses éléments est continue.



3. THEOREME DE REPARTITION DES VALEURS PROPRES DE T.A MATRICE PER-
TURBEE (A + E) DANS IES DISQUES EUCLIDIENS. IORSQUE LA PERTURBATION E
EST SYMETRIQUE.,

Soit A une matrice symétrigue, et soit E une perturbation symétrigue

de A, Si la réunion de m disgques euclidiens BftE!l ( Ai) est disjointe
E

des (n-m) disques restants, la réunion de ces m disques contient exac=-

tement m valeurs propres de (A+E) (fif. 1)

La démonstration se fonde sur la continuité dé la dépendance des
valeurs propres de la matrice par rapport & ses éléments. Considérons
la matrice

A, =A+ EE,
€ étant un paramétre variant entre O et 1, Il est clair que le rayon
des disques euclidiens de la perturbation €&€E de A est proportionnel
a €. Soit alors Ggla réunion de m disques disjoints des (n-m) autres.
Pour € =0, Go ge réduit & m points, qui sont des valeurs propres., Lors-
que € crolt, les valeurs prOpres,ﬁ.de A, suivent des courbes continues
dans € . Elles ne peuvent donc passer d'un disque a l'autre que si
leur intersection est non vide, ce qui implique que G4contient exac-

tement m valeurs propres,

En particulier, un disque euclidien isolé mne peut contenir qu'une

seule valeur propre.

4. METHODE DE JACQBI

La méthode de JACOBI permet d'obtenir similtanément toutes les valeurs
propres d'une matrice symétrique A, L'idée est la suivante: il existe une

matrice orthonormale S ftelle que
STAS = diag(A,], evogy xn)o

En appliquant cette matrice, on annule tous les termes non diagonaux. Bien
entendu, on ne connalt pas la matrice S, mais on peubt aisément trouver

une matrice qui annule le terme diagonal de module maximal (ou 1'un

dTeux s'il y en a plusieurs de méme module). Aprés cela, on annulera

dans une nouvelle opération le nouveau terme maximal et ainsi de suite,
dans l'espoir dtannuler finalement tous les termes non diagbnauxa Pour

(0) () 5, (ks1)

décrire ce procédé, appelons A la matrice A. On passe de A

en calculant

L) 0T, (k) (k)

5 s

k) . o . . .
S( ) étant constfuit comme suit: soit aéz) un des termes maximaux en
module de A(k), On pose



(k)

1 ﬂ
°1
cos Gk 0000 Sin Gk e p
® 'b °
: "1
-sin ek cos@k - q
1
1
" } 3 i
b q

C'est ce que l'on appelle une rotation élémentaire. L'angle ©
(k+1)

pour annuler a
rq

est choisi

k
o Examinons comment se fait le produit. Seules

changent les lignes et les colonnes p et gq. On a, pour i,J # p.,q ,

o (K1)
1]

a§k+1)
1ip

(k+1)
254

a(k+1)
PP

(x+1)
qa

a(k+1’)
Pq

= 2

i

1id

>

rs

(k

- a,
1q

2 s

rs

(1)
aip
§ (1)

bp

L)
op

()
PP

_g®

P4

N
PP

(k)
pp

_ 5®

bp

SO0 (0 () S () () _ (0 (&) () )

ri rs sp - is sp iq ap ip PP
) . (k)
sin ek + aip cos Gk o

iﬁ) ) () 3 (k) (k) (K () (k) (k)

rs sq s 1is “sq ip "pa iq Tqq
. (k)
gin Gk + aiq cos Gk .
L0 () ) () (k) | () () (k) | (k) (k) (k)
PP Pp ap ap pp PP pa qp qp qq qp
2 (k) . (k) . ...
cos Gk - aqp sin Qk cos ek - ap 31nuek cos Gk
+ a(k) sin2@
aq k
2 (x) .. 2 (k) .
cos @k + aqq sin ek 2 ap sin ek cos Gk o
L0 0 L (00 () () (k) (k) (k) () () (k)
pp Pq aq qp ] jefe] Pq qq aq aq qq
2.7 0 (k) . (k)
sin Qk + apq sin Qk cos ek + ap sin ek cos ek

+ a(k) cos2 2]
aq k

. 2 “ (k) 2 k) .
sin Gk + aqq cos ek + 2 aéq) sin ek cos ek °

(k) (k) (k) (x) (k) (k) (k) (k) (k) (k) (x
o0 9pq " %pp %pq Saq * Sep *ap Spa * Swp %aq Sag



(x) _. (k) 2 (k) .2
= sin 6, cos 6, + 3 cos €, = g sin” ©
2pp X k * “pq k - %qp X
(k)

= aqq sin Sk cos ek

2

f

(a(k) - a(k)) sin ©

(k) . 2
cos 8, + & cos B, = sin~ € .
pp qq k k Pq ( k i)

(k+1)

L¥'annulation de apq sera obtenue si

(k) (k) . (k)
3. o =
1(a a ) sin 2 9] + g cos 2@] 0,

ce qui donne la condition

(k)

a
_ . pg
820 =2 Thy _ LM
a - a
aq PP

Comme il existe plusieurs angles 6, possibles, on choisit la déter-

k
mination l@kl & T/4 . Cependant, cette formule ne vaut pas si aé§> = aéz),
Dans ce cas, l'équation d'annulation de a;§+1) se réduit a
(k)
apq cos 2 Gk = 0,
soit
gk = /4

On remarquera d'ailleurs qu'il n'est pas nécessaire de calculer l'angle,

Posant en effet

X =2 a<k) sy Y = a(k) - a<k) s Z = (X2 + YZ)% .
Pg aq PP
on a
tg 2 @k = X/Y
et
2 1 1
2 cos™ ©_ =14 cos 28, = 1 + =1 + T
k k (1 + tg° 26, )* (1 + X°/¥%)2
-1 ;“2% =1+ IY1/7
(X + Y°)
soit

cos 6

=
it
~
[S1EY

r 1+ ] 3

On a de méme

sin? &, =1~ cos? 9, = (1 -~ 1Y1/2) ,



mais cette formule est trés imprécise si IXI<«IYl (%2 1 =1) . On la

trasforme en notant que

. . X 2 ,.2v~%
sin 2 ek = 2 sin ek cos ek = tg 29k. cos 29k =5 (1 + X°/2%)

_ X sign ¥
= 7 .

dfol

sin 8, = Xsign X
k 2 Z cos ek

5. CONVERGENCE DE TA METHODE DE JACOBT

5,1 = La convergence de la méthode de JACOBI n'est nullement évi=

dente, car en annulant un terme non diagonal, on modifie les autres, ¥y
compris ceux que lfon a déja annuléd. Notons cependant que, tout au cours
(k)

du processus, les valeurs propres des matrices A sont constamment

égales a4 celles de A, puisque, pour toute matrice de rotation, on a
atm(s 458 = A1) = atm(sT(a - AI)S) = tdtm 1% atm(a -AT)

dtm(A -NI) ,

it

c'est-a-dire que 1'équation caractéristique reste invariante. On a aussi

la propriété suivante:

(k),,2 _ (k)2 _ 2 2

A IIE = 2: 85 5 = 2: 84 = !IA!IE o
iJ 1J

En effet, si T est la matrice de transformation jusqu'ad 1'étape X,

2; a(k)Z T

iy *d

s T 20y L @ ar 0t A ) = o (@B

T
:E: TS, A., AL T, = :E: §.. A, A
13k1 ij ik k1 T11 13K1 ji ik Tkl

. P
Z: Ay Ay = tr (A74)
ik

Or, si l'on examine les relations de transformation, on constate que

a) 2: a§§*1)2 =2 aég) 2 (termes inchangés)
i#p i#p
#q #q

b) L'ensemble des termes

L0 ()
bp Pq
NOSRNGS

pq qq



se transforme exactement comme une matrice 2x2, ce qui entraine

a(k+1) 2 + a(k+1) 2 + 2,0 = a(k) 2 + a(k) 2 + 2 a(k) 2 o
1Y aq bp aq jele]

En combinant ces deux résultats, on obtient

s (1) 2 _ S e, , e

. ii " ii
i i pgq

Par conséquent, on s nécessairement

(k+1) 2 _ (k+1) 2 (k+1) 2 _
Za —Za.. —Za.. =

i3 ij 14 ij 5 ii
> aik) 2 _ 2. aéi) 2 _, (k)2
13 dJ i Pa
= 2: aiﬁ) 2 2 a(k) 2
Comme a(k) est le plus grand en module des termes extradiagonaux, on

a nécessairement (le plus grand étant supérieur & la moyenne)

Z a(k) 25 n(n-=1)a(k) 2 .

ce qui entraine a(k) >
s 7. 1]
a(k) 2 > i#]
Pq. . nn - 1)
et
S a§§+1) 2¢ (1 - Eﬁﬁ%FTY y 2. aéﬁ) 2
i#] if]
Ainsi, si 1'on note A(k) = D(k) + E(k), ol D(k) est la diagonale de A
et E(k) son extradiagonale, on a
(k+1),,2 2 (x), .2
[1E ty < (1 - alasT) ) LB g
et, par conséquent,
(x), .2 2 k o(0), 2
HE™ Uy € (0 = grpmgy )7 HIE g,

c'est-a-dire que l'extradiagonale tend vers zéro, au moins en progression

géométrique

5.2 = Montrons & présent que les éléments diagonaux convergent

vers les valeurs propres., Supposons provisoirement que toutes les valeurs

propres sont distinctes, et posons




=dinf A, =XA.I .
P iy v

Alors, pour k suffisamment grand, on peut obtenir

©icect L wan,

() _ L)

I1E

Soit k 2 k o La matrice A () dont les

valeurs propres sont les termes diagonaux de cette dernidre; les valeurs

propres de A(k) étant égales a celles de A, on déduit du théoréme de

est une perturbation de A

stabilité des valeurs propres l'existence, pour deux valeurs propres
)i et X ., A'éléments ai ) et agg) sur la diagonale de A(k) tels que
2 (k)

33 J
Chacun des disques de centre Xi et de rayon € (fig. 2) contient donc

L)y

. £
854 1l $E ’

1€€ o

un seul élément diagonal, car les relations ci-dessus entralnent

o (k) ' (k)
gy =Myl I)i—-)j! Iy - 1> p-€> 6f5>55 .
Cependant, ceci ne ﬁrouve pas que aé?) — )ig car on pourralt treés
(+1)

bien imaginer qu'd 1'itération (k+1), a;

passe dans le disque de
( k—H)

centre Xj , et a; dans celui de centre Ai « 1 y aurait dans ce cas

accumulation dans chaque disque, mais non convergence.,

Tout revient & montrer que, lors de 1'étape k+» k+1, |- a(k) ne
. . (k) , s s (k+1) PP
peut échanger son disque avec a , c'est=a~dire que app ne peut

gse trouver dans le disque de centre )q (puisque les autres termes

diagonaux ne changent pas).

On a en effet, & partir des formules de transformation,

a§§+1) - Xq = a;g) 00529k + aéz) sin2@k -2 aéﬁ) sin @k cos Qk - )q
= (aég) A ) cos 9 + (a (k) - )q) sin29k
-2 a;§> sin @, cos 6, + ( lp - \q) coszek .
d'ou
la;g+1) - )q Pcosze - Ecos29k - Esinzsk-— €sin 26,
3 Boos’e - € - Esin 20, > 6¢ cos® o - 2

et, puisque Iak|< % , on a cos®o 2 % , ce qui entrafne

k
(k+1) - ) 6
' _'E “‘25 =£ ®
“pp d'”? 2
Done, a§§+1) ne peut se trouver dans le disque de centre Xq et de rayon g,



ce qui-démontre la convergence dans le cas ol toutes les valeurs propres

sont différentes.

Examinons & présent le cas ou certaines valeurs propres sont confon=-

dues. Dans ce cas, on sait que toutes les valeurs propres de la matrice
A(k) - E<k) = diag(a(k) aéi))

11 9 QODQ
diagonaux de A(kl se trouvent dans un disque de centre )i et de rayon

llE(k)llE . Bien plus, par le théortme de répartition, si tous les disques

, c'est=a=-dire tous les éléments

correspondant & des valeurs propres différentes sont disjoints, chacun
contient un nombre d'éléments diagonaux égal A la multiplicité m de la
valeur propre, puisqu'il s'agit en fait de m disques confondus. Posons

donc

B = inf l)i-)jl
A A kj
(k)
!IE
ci-dessus, on trouvera que deux éléments diagonaux situés dans des

et supposons IIE < £<P/6 . Alors, par le méme raisonnement que

disques différents ne peuvent changer de disque, ce qui achéve la démons-

tration.

6., CALCUL DES VECTEURS PROPRES PAR LA METHODE DE JACOBI
Lorsque la matrice extradiagonale est suffisamment petite, la matrice
() _ g0 5(p)

° e

ou p est le nombre d'itdrations, vérifie
MWTAMMAA@)xdmg)ﬂ.”,)Q,

ce qui laisse penser que ses colonnes constituent une approximation des

(p)o

vecteurs propres. Appelons en effet c(1), esoy c(n) les colonnes de T

. . € . n
Alors, si e est le 1~ vecteur de la base canonique de R,

(1)

() (®)_ 58 co1, ge p(®T 4 p(®) | p(R)T,

€. = ie colonne de A = i
(L)

)
solt

(p)

(p)T
T p A aii E(i) + B e(i)

(p)
oy =AY

(p)

®1)

Prémultipliant par T ; on obtient

Koy = 2@ a0 v 2(® 5

1)

ce qui donne le résidu de (1)

(p) E(p) e (1)
1

Ty =A@ T cw) 7T

(p)“E

Visiblement, ce résidu est de l'ordre de grandeur de |IE s car



(p) (p) (p) (p)

it, 11E “2”8‘(:1)”25 1HE HZSHE HEe

!!I‘(i)HZSHT >

Nous verrons en section 12 que cette propriété entralne que c(i) approche

le vecteur propre avec une approximation du méme ordre.

(p)

. On a donc, si j#p, Jj#q,

Voyons & présent comment se calcule T » Il s'agit de multiplier

(x) par S(k+1)

a4 chaque pas T

(k+1) 3 (k)

%13 = %1

fet1) s (k) (k) (k) (k) . .

1p = :5 is sp = tip cos 9k+1 - tiq sin 9k+1 1 =1, esey
(k+1) _ (x) (k+1) o (k) (x)

1q N :S 1s sq - tip sin @k+1 * 1;:i.q cos gk+’|

I1 suffit donc d'effectuer ces opérations simples & chaque pas pour

obtenir en fin de calcul tous les vecteurs propres.

7. TECHNIQUES PARTTCULIERES

La recherche de 1%'élément a

(k)

de module maximal est trés longue,

car elle nécessite 1l'inspection de Eigill termes, soit Eig:ll = 1 tests

pour trouver le plus grand. Pour n = 50, on obtient

293&2 = 1 = 1224 tests ,

a4 faire & chaque pas. En admettant que 6 cycles de EL%:ll annulations

suffisent, il faudra effectuer tous ces tests

6 x ﬂ%ﬂ—)— = 7350 fois,

ce qui fait un total de l'ordre de neuf millions de tests.

7.1 = On allége sensiblement le travail en cherchant non pas 1'élément

maximal, mais 1'é1lément dit optimal, que 1l'on définit comme suib:

a) On commence par calculer les normes lllgf;l!@ gsey l!l?i)l! de

(%)

chaque ligne de 1'extradiagonale E , et on repére la ligne p dont la

norme est maximale. Ceci implique

n ||1E§g||2 > }E |xl(k§|r = llE(k)llg ,
donc (k) 2
HES 11
Illg ;Ilg > ——=

(k)

b) On cherche alors dans cette ligne 1'élément h de module
maximal. Comme

(k) 2
jole|

(k), .2

(n-1) a > 1!1(p)112

du fait que la ligne p compte au plus (n-1) termes non nuls, on a encore

10



(k),,2
a(k)'z S IE !IE ,
Pq “ aln - 1)
et toute la théorieée précédente continue de s'appliquer comme avec 1%élément
maximal,

(k)

¢) Aprés annulation du terme apq , seules les lignes p et g changent

en norme, car on vérifie aisdment que si i#p et i#q,

Jr) 2 o Gty 2 o (k) 2 | (k) 2

lp 1q 1P 1q

I1 suffit donc de recalculer Ill§k§1)ll et Illgk;1>llz pour rechercher

le nouvel élément optimal. Au total, une recherche nécessite domnc
2(n=1) produits, plus les additions, (n=1) tests pour trouver la ligne

maximale, (n-2) tests pour trouver 19élément optimal, soit

2(n=1) multiplications
2n~3 tests

Pour une matrice 50 x 50, on obtient 98 multiplications et 97 tests,

7.2 = Une autre maniére de procdder consiste & établir des barridres.
Le principe est le suivant: on définit un nombre positif &, et on parcourt
systématiquement tous les Eiﬁ%ll termes différents de 1l'extradiagonale
supérieure. On annule les termes de module supérieur & la barridre, et on
laisse les autres.

Ici, on a évidemment

(k+1)

E nf: < HE(k)Hg«Zdzs

ce qul assure la décroissance de l'extradiagonale. Lorsque tous les
éléments extradiagonaux sont inférieurs & la barridre, on la remplace
par une autre plus petite, Le choix des barriéres est cependant assexw
délicat. En effet, une barriére trop petite fera perdre du t?mps par
k ll H

une barridre trop grande retarde la révision des termes de grandaur

annulation de petits termes qui ne modifient presque pas IIE

moyenne, Un mauvais choix de barriére peut enfin détruire la propriébé
de convergence quadratique dont nous parlerons en section 8. Pour
maintenir toutes les propridtés importantes de 1l'algorithme, il faut
garantir quiun élément révisé vérifie
(k)
IE (I
), o E

la > o
pa V n(n=1)

Ceci suggére la méthode suivante:

a) On caleule !:E(O)xxg =2 > afg) 2

h 9
Joi

ce qui nécessite ( Ei%:ll + 1 ) multiplications.



b) On prend pour barridre

ne(oy

Vv n(n-1)

¢) On parcourt tous les éléments de l'extradiagonale supérieure,

o =

et on les annule s'ils dépassent en module la barrigre. Chaque révision
garantit donc
) !IE(k)l!E
Ta 12 a2

pq 7 g vV n(n-1)

pulsque la norme de l'extradiagonale ne peut que décroitre.

d) Aprés avoir parcouru toutd 1l'extradiagonale supérieure, on
recalcule IIE(k)!lg et on recommence avec la nouvelle barriére corres-
pondante.,

On peut s'attendre, lors d'un tel balayage, & annuler environ la
moitié des termes extradiagonaux, si ceux~ci sont uniformément répartis
entre le plus petit et le plus grand. Mais on n'a aucune garantie sérieuse

sur ce point.

Une autre méthode, plus convaincante, consiste a utiliser une
barridre flottante, On la fixe au départ 2
TERRET

Vv n(n-1) )

On parcourt toujours tous les éléments de liextradiagonale supérieure

o0 .

dans un ordre déterminé. Mais dés qu'une révision est faite, on calcule

ne 2 J (2 L, 00 2
E E jels]
agi) étant le terme extradiagonal annulé, et on définit la nouvelle
barriére IIE(k+1)|l
o+ E

V n(n-1) ’

qui servira pour les tests suivants., I1 faut cependant prendre garde au
(k)2

E
est instable numériquement. D&és que, par exemple,

(x),,2 (k) 2
HET 1L € 4 200 s
(k+1)!l2
E

fait que la mise & jour de I[IE par soustractions successives

il counvient de recalculer [IE par la voie directe,

8, CONVERGENCE QUADRATIQUE DE LA METHODE DE JACOBT

8.1 = L'évaluation

(k+1)|1§ £ (1 - ET%:TT ) 1E

(k),,2
1HE Lig

12



pourrait faire croire que la convergence dela méthode de JACOBI est fort
(k)
1t

lente. En réglité, elle s'accélére rapidement lorsque la norme IE B

est devenue suffisamment petite. Pour montrer ce phénoméne, appelons

A(k) (%) + H(k) la matrice

la matrice obtenue aprés k itérations et A
diagonale finale, dont tous les éléments sont des valeurs propres de A.
Ces deux matrices ont les mémes valeurs propres, cé qui permet de démon-

trer un certain nombre de propriétés intéressantes.

a) Soit A une matrice symétrique, et soient z(1), oeas Z(n) une

13

base de vecteurs propres orthonormés de A, correspondant aux valeurs propres

X19 ey N o Soit (A + H) une matrice semblable & A, dont les vecteurs
propres orthonormdés, correspondant bien sfir aux mémes valeurs propres

. - e
k1, cesy Xn? soient x(1), cesay x(n)0 L'iin quelconque de ceux~gi peut

8tre mis sous la forme
*(1) = %“k Blx) °

avec 20(2 = 1, On a donc
X k

T
X(i) (A+H) X(l) =)\i s

soit
T : T .
X(i) A X(i) Ll ')\ i = e X(i) H X(i) o

Le développement de X4 donne

T T

2 P
%o{k )‘k - )i %“k

9

Zal (X =) = Z a2 (A =)
" k k i xk¢xi k k i

d'on

Ky Exgy = 2 Oy =3pel (1)

kk¢ 7\i

b) Dans les mémes conditions, soient X(i) et X(j) deur vecteurs

propres de (A + H) correspondant & la méme valeur propre Xi . Posant

L

il

2
X(i) = %dk Z(k) 9 %ak

: 2
“p = Ll 0 TR o
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avec la condition d'orthogonalité
2. o -0,
> o,
on obtient
T ' T T
= ) N = o .y H x,,
soit

P
gy Hxeqy =~ %dk P M = Z“k P M * 2y %“k Py

% ( )‘i “)‘k) %y Pk
ou encore,
Z (hg =2 oy By e (2)

x%i) B x5y =
At g

¢) Toujours dans le cadre des mémes hypothéses, on a encore

on(i)ug = 1L(AsH) x5y = A x(i)llg =1 xyy - A x(i)!lg
et, pour
2
()..Zoz 20y %akzm.
il vient
2
L1 x(i)n2=n)\i %o(kz Zcx 3\ 20yt !5
2 2
=%(ki-xk) o3 s
clest-a~dire
[1H x(i)ng: Z ()xi-kk)zoci . (3)

Rk¢ Xi
d) En combinant les relations (1) et (3), on obtient

| 2
XT(i) H X(i) = Z (ki ")\k)ol]i = ?—‘, ()\l "’uuk_)—-a 2 .
RV A n, o Yk

ce qui entraine
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) " *)' T 1ot R W I e I T W W
’M}Xk k™ i M¥%k
soit
2
11HT1
T 2
xegy B Xy € 137 T (4)
W
i k

é) A 1'aide des relations (2) et (3), on déduit, pour deux vecteurs

propres X et X(j) correspondant i la méme valeur propre 59

n So ')‘k"“i'z

NFEN

Z‘ IA =d b ta, 1 Id, =2 1 3B

<
ST ¢ 2. i, - a1 1 137 2. N, - A2 g ad?
M A L ] M Ay
{ 1 .
] ) ) mmg
Ty =T [ R HH x )11, € oo BwETw (5)
NANy | MFA Ny

Dans le probléme qui nous concerne, A + H = diag( Ao eces Ar&’
donc les vecteurs propres x(i) ne sont autres que les vecteurs e(i) de

la base canonique de R%, H est ici la différence entre la diagonale finale

_ et la matrice A(k), soit explicitement: 5
i (k) (k) (k)
}\1 "3.11 "a12 @29 00000000 @ “"a,ln
(k) (k) (k)
. - a )\ - a 6030000 - g
g - H(K) - 21 2 22 2n
(x) (k)
i - avn.] @9 0 80 6 e 0 00O DO BOOSOT QN 'An - a i

Les relations (4) et (5) ont donc la signification suivante:

(x), 2
I1H ||2

inf I -, (4*)
WA k71
k i

(k)
1A g = 255t




e

et
() !IH(k)llg
< i = v
s VS ToF T2, = .1 siodp=dy . (57)
MAN, &t
k i
8.2 = Il est utile d'exprimer la norme de la matrice dlerreur I[IH
en fonction de la norme de l'extradiagonale lIE(k)llEn On a évidemment
(x),,2 (k),,2 _ (x),2 (x),,2
PIEM IS € 1 HE-Z{ LAy = a5 1° + HIET NG
et, en vertu de (4'),
n IIH(k)ll4
> (x),2 2
')\i“‘aii! \< D) 9
i ¥
avec
¥y = dnf  1d, =2t (6)
MA A,
On en déduit 1°'inégalité
n (x),, 4 (), 2 (), .2
5= LI g = HE g+ HES 1S 2 0,

]
(x),,2

impliquant que I1H IIE doit se trouver & l'extérieur des racines du
trindme

22 g, ™2,

32 E

Ces racines sont

1 4 J1 JAhn g0 2

2

z 2
2n/-{

Pour !!E(k)llE = 0, on doit avoir !!H(k)llE

du procesgsus. L'indégalité & prendre en considération est donc

I!H(k)ll;‘s;ﬁ—- (1 - /1 - 4n l.|E<k)l|§ ) .

an 2
g
Elle n'a d'ailleurs de sens que si
(x) ¥
HEV 11 € = (7)
2V n

Dans ce cas, on peut poser

(k)

16

!!2

= 0, du fait de la convergence
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2V an (x),. .
~ HE 1, =sin §y , 0= YsT/2,
ce gqui implique
: 2 2
(X),2 < X _¥ 2 ¥
HE L & 5= (1 = cosy) = — sin” = .
Mais comme OX \'1/2 £M/4 , on a
. ¥ ¥ ¥y ¥
31n\y = 2 sin 5= cos 3 2 2 sin > < s

soit

cin ‘g < sin ¥

I1 en découle

2 2
(x),,2 1 I | 4n (k), 2
[1H lJE £ o Sin v = on e 52 HE lIE .
clest-a~dire
uH(k)ng <2 I!E(k)llg (8)

Ainsi, pour autant que la condition (7) soit vérifide, les termes

diagonaux de la matrice A<k) ne diffeéerent des valeurs propres de la matrice
(k)nz)
E L]

De plus, les- termes mon diagonaux situds au croisément d'une ligne

A que de grandeurs O(IIE

et d'une colonne dont les termes diagonaux convergent vers la méme valeur
(x),,2
IIE)o

propre sont également de grandaur O([IE

8.3 - Examinons & présent 1'ordre de grandeur des rotations Qk ’

lorsque 1l'on révise un terme apq tel que ‘xp # Xq .« On a

2 a(k)
N RN ©)
aq pp
Or, on sait que
(k) 2 (kx),.2
2 apq < IIE IIE 9

ce qui entraine

(k) (k)
2la; 1 € T2 e .

On a par ailleutrs



la(k) - a(k)l = Ia<k) “A +A =X + A - a(k)l
aq 1Y qq q q p. P

- (k) o (k)
21 Aq )pl Iaqq Al la At

q PP Y
. 4 HE(k)n,f3 4 HE(k)IIEZ;
z - —— (1 - =~——————),
[ ] ] Zs2
On en déduit
HE(k)IIE 2HE(k)HE
V 2 ———m———— 2 T——
Itg 20,1 : b‘(k) 2 = — z %) 2
4 1{E IIE 2 f 2 4 1IE IIE
1‘_ w‘r_“ 1 - “—-_.é———\“
§ 1
Les majorations utilisées ci-dessus supposent (7), soit
2 HE(k)HE 1
< .
¥ ¥

Pour n=1, le probléme aux valeurs propres n'a pas de sens; pour n=2, il

se résout en une passe, On peut donc supposer n2z3, ce qui donne la con=-

dition
2 IIE(k)!IE 1
[ S RO S—, o
3 V3
Posant alors. )
2 HE(k)IIE
tg 4 = ] 0 €4 <®/6,
g
on obtient
rcgzeklé1 2tg g tg 2 ¢ .

2¥ 2 1 -tg 4 ) oy 2

Comme O < #< W/6 et comme la fonction

tg 24 _ 2
tg 4 1 - tg2¢

est croissante dans cet intervalle, on a

tg2¢< tg /3 3
tg & = g /6 <

ce qui implique

3
2 v 2

Itg 2 .1 & tg 4

18
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et
, ; IIE(k)IlE

Isin 6,1 < ltg 0, 1< 13 tg 26,1 € tg 4 = (9)

K k T 4v2 2 v 2 8
Cette inégalité exprime - que les angles de rotation décroissent en

(k)
O(HIB " 11,).

8.4 - Lors de la modification du terme aéz) ( Xp # Xq) , que
deviennent les termes extradiagonaux situés sur sa ligne? On a

(k+1) _ (k) (k) _,
aip = aip cos ek - aiq sin ek °
d?ott
(k+1) (k) (k) (k) .
LN 2 1< !aip I (1 = cos ) + laiq I tsin 6,1
V/agk) 2 + agk) 2 1 - 2 cos 8, + 00529 + sin29
ip iq k k k
IIE(k)II %)
B R k
—i—, 2 Isin ~§l o
vV 2

Comme 0l tg W4, ona

k

sin 16,1 = 2 sin (|9k|/2) cos (ek/a) 2 2 sin (lekl/z) cos (T/8)

dfol
] l@kl - sin I@kl
sin > = » T_t_
cos 3
et
(k) .
lai - ay I £ o
p P v 2" cos (T/8)
Tenant compte de la majoration (9), on obtient
(x), ,2 (x),,2
(k1) (x),_ 3 HE" 1y HE "y
gai - a 1€ - = 0,8118.., ——
P P 4 cos F X ¥
(x),,2
B ]
¢ “ E (10)
5

Ce raisonnement se transpose entiérement pour un terme situé sur la
colonne du terme modifié. La majoration est la méme. On costate donc
que les termes de la ligne et de la colonne da 1'élément révisé ne

subissent que des modifications O(!lE(k)llg )e

9
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8.5 = Nous sommes & présent en mesure de déterminer le véritable

ordre de convergence de la méthode de JACOBI,

Mais tout d*abord, une restriction quant & la recherche de 1'élément
non diagonal & réviser. Nous dirons quefcette recherche est judicieuse
si elle garantit constamment que 1'élément révisé a;i) vérifie

(k)
lIE Il
la(k)! > —

Pa 7 a(n=1) )

C'est le cas de la technique de 1'élément max mal, de celle de 1'élément
optimal, ainsi que de certaines techniques de barriéres. Nous nous limi-

terons dans ce qui suit & ne considérer que des algorithmes & recherche

judicieuse.

Cela étant, dés que
2 Vn

on a les faits suivants:

HE

(k)

a) La révision d'un terme non diagonal apq avec Xp# )q entraine

une modification des termes de sa ligne et de sa colomne qui vérifie

(k), 2
IE it
(k+1) (k) E
lair R I <€ X sy I =Dy q . (11)
b) Un terme non diagonal situé au croisement d'une ligne et d'une
colonne dont les termes diégonaux convergent vers la méme valeur propre
est nécessairement infériéur & 2 IIE(k)Ilg /3' » Par consdéquent, il ne

N

peut plus jamais &tre révisé dés le moment ol

(k)
HE 11y 2 1E

[ — > s ———————— .
v n(n-1) ” .

clest-a-dire

(x),,2
[lE

ne( .« ]

—_— | (12)
2 ¥V nln-1)

llE

Venons-en & l%'évaluation de l'ordre de convergence. L'extradiagonale
ne contient que N = Ei%:ll termes différents. Par conséquent, ,dans un
ensemble de (N +.1) itérations, de numéros k, k+1, .ees kK + N, un terme
non diagonal au moiné”sera révisé plus d'une fois. Parmi les couples
d'itérations ol la révision porte sur le méme 41émént, choisissons le

couple (k+r, k+s) le plus proche, c'est-a~-dire tel que (s - r) soit le

plus petit. Il-ne peut donc y avoir, entre (k + r) et (k + s), de répétition.
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A 1'itération (k + s), pour autant que 1l'on utilise une recherche judiciéu—

se, le terme a(k+s_1) vérifie

. ‘ . (k+s=1)
, IE .
a(k+s-—1)l S B .

pd - Vn(n—1)

Or, depiis l'annulation de apq 4 1'itération (k + r), on n'a pu réviser

qufune seule fois chaque terme de sa ligne et de sa colonne, ,ce qui fait

un maximum de (2n-2) éléments, correspondant aux itérations k+l1, ceas
9

k+ly, £ 2n-2. BEn vertu de 1'indgalité doit donc
vérifier
(s1,) . (ke+1,)

- L - k
la;§+81)l5‘%( T T £ j’ng)s?—%g-:m( +r)“§,
puisque la norme de 1l'exbradiagonale croft toujours. On a donc

(k+s=1)
I Hy 2n=2 (k+r), 2
L == IIE !IE
Y n(n-1) ¥
solt
(k+s-1) (on-2) ¥ nln=1) =, (k+r), 2 < 2 n? (k+r), . 2
1B HES 3 : 1{E ”E £ ————K 1B ”E o

mais alors, en vertu de la décroissance de la norme de l'extradiagonale,

2 2

L (k4N) (k+s=1) 2 n (k+r), 2 2n (k) ,2
1E T, € 1B ey < 5 1IE Iy <€ 3 1By .

I1 v & donc convergence guadratigue, quand on considére des cycles de

HLE:ll itérations,

2

9. METHODE DE LA PUISSANCE
9.1 = La méthode de la puissance permet de calculer le vecteur propre
relatif & la valeur propre de plus grand module. Rangeons donc les valeurs

propras par ordre des modules décroissants:

T)l\“ﬂé 'lea ueo.ooa ‘An‘ g
(0)

et considérons un vecteur x arbitraire, On peut le décomposer dans

la base des vecteurs propres orthonormés Z(i) :
n n
. = o zsy s Hx(o)l!g - = ol
‘ i=1 i=1
Calculons successivement

MO ORI PV iu A

o1 1 %1y = jon 171 Z(i) ’



X(Z) = A X(1) = A2 X(O) = Zn ol ).2 %

I

L3I A

x(p) = AP x(o) = 255«. PN

i=1
On a alors
SO ) iZ.% M SN AL j.xi/ A,) Q
LT ST S O
1 i

Si la premiére valeur propre est gstrictement supérieure 2 la seconde,

on a

2 2D o 2
oS+ > ”‘i/)w) oS

(2T (p) \ ! i>1

(p)T _(p=-1) ~ ™1

o Loate 20 (O /aP T al
i1 i 1 i

140 (1,7 A 1°P)
-\ S S CIICR WA WLl
IR (R WA WE A B =

Le rapport en qﬁestion converge donc vefs )1 avec une vitesse dépendant
essentiellement du rapport !'XZ/'X1I . Ceci suppose cependant X1 # 0. On
pourrait en effet imaginer le cas malheureux ol le vecteur de départ
serait orthogonal & Z(1)° Dans ce cas, on convergeréit théoriquement
vers Xg. Si c'est bien ainsi que démarre le processus, les erreurs
d'arrondi finissent en général par faire apparaltre une composante selon
le premier vecteur propre. Apres un début de convergence vers le second,
le processus se met a diverger pour converger en définitive vers le
premier. Cependant, un plus grand nombre d'itdrations sont nécessaires
et, en définitive, on n'est pas toujours sfir que celg se produira
effectivement. C'est pourquoi le vecteur de départ doit &tre choisi
avec"bonheur° Une solution assez slre consiste & prendre pour point de

départ un vecteur aléatoire, c'est-a~dire dont les composantes sont des

nombres aléatoires ou pseudo-aléatoires.

Lorsque la valeur propre est grande du petite en module, le norme
du vecteur croit ou décroit assez vite. Il faut donc normer le vecteur
de temps & autre. On peut aussi le diviser systématiquement par la
valeur propre approchée

3‘1 B Xg;g ng?) )
b'd X

On notera qu'il y a convergence du vecteur propre. Ceci demande une

explication. Un vecteur propre n'est défini qu'i une constante prés, si

22



bien qu'il ne faut considérer que l'angle entre le vecteur approché

et le véritabke vecteur propre. Soit S A le sous-espace propre rela=-

1

(p)

en sa projectior dand Sl et sa projection orthogonale & S A :
1 1

tif & la valeur propre %19 Le vecteur x peut (fig. 3) &tre décomposé

(p) (p) (p)
X = prq b4 + PY g x .
A &

A
(p) (p)

L'angle & entre les deux vecteurs x et PTq x peut &tre consi-
A
1
déré comme une bonne mesure de 1l'erreur sur le vecteur propre., On con-

sidérera donc le ginus de cet angle:

flprs x(p)i|2
A
. 1
gin & =
llx(p)llz
ou encore, sa tangente:
Hprg x(p)l12
)\1.L
tg 9 = °
(p)
ItprS b !I2

Ll

sin 8 = 0

te 8 == 0 g entraffle

Ces deux mesures sont équivalentes, car é

tg 8 =0 g

e —> 0, et donc E sin 6 == O

Pour la méthode de la puissance, on a

Liprg x(P)ng . 2 Oﬁi AZP
AL i1
liprg x(p)!lg =0($ )‘fp ’
M
dtou
242
tg 6 = | 22T 1A/ A 0P LS
A2 \2P AR To, 1 g

ce qul prouve la convergence angulaire.

9.2 = Que se passe-t-il si r valeurs propres sont confondues? Dans

ce cas, on a donc

[P =d, = .o =X, o, HALDS I WY



I1 vient alors

SO ok TN -
1) i 7(1)

i=1r+1

et

1

(p) = p < P

i=1 .. i=r+?

’ n
R € I = % )‘i 1) e

1=t

i
>

g

-MH
Q
N

r
I1 y a donc en théorie convergence vers le vecteur propre zifai Z(i) ’
i=1

puisque

(p)
“prs)‘ _LX Hy, 2 o, 2P 200y, N N O(?_l%
1 i>r 41 igr
e 8- {ipr x(p)l( ) z T 11 ¥ 2 %
Prg 2 PALIP 112, 2, 11 { ocp®
M ! i T i=1

En fait, le vecteur tourne constamment dans le sous-espace propre du fait
des erreurs d'arrondi. On s'arréte donc quand la valeur propre

r

2 2p . 2
o (NL/ 2, )5 e
L0 Zof s 2 N/ %]
17 (T _(p=1) = ™1
SN S P O VA WP Lt 1
1=1 iv>r
=N\ C1+0Cta_ /A1)

a convergé. Le vecteur propre obtenu est donc un des vecteurs du sous-es-

pace propre.

9.3 -~ Les cas insolubles pratiquement par la méthode de la puissance
sont:

a) Des valeurs propres trop voisines (convergence lente)

b) Des valeurs propres égales en grandeur, mais de signes opposés.
Ce dernier probléme ne se présente pas dans le cas de matrices définies

non négatives,

24

9.4 = Recherche des valeurs propres sulvantes par déflation orthogonale

j'Jour trouver le mode et la wvaleur propre qui suivent, il faut partir

d'un vecteur orthogonal a 2(1), et le maintenir constamment orthogonal

~

2_2(1) tout au cours du processus, car les erreurs d'arrondi risquent

de ramener sans cesse une petite composante de ce mode. A cette fin, on



utilise un opérateur de projection

Z zT
() ")
O,]:I"' 20
Iz i
(1) 2
Un vecteur quelcongue, quand on lul applique O19 se voit orthogonalisé &
Z(1)" 0
Z Z X
Oy x=1x-= - 1)2 = _—__ill_— 2(1)
1tz it Iz !I
(1) "2 (1)

est orthogonal a Z(1y comme on le vérifie aisément. On notera que

Z Z
A0, =4 (I - —1~———i—l) 1) (1)
1 iz !I 1 {1z !I2
(1) (1), 2
et
Z zT :
O1A= “(“LL—‘Lg)AuA—kM“ .
Ilz<1)l| l!z(1)ll

cfegt-a~-dire que A 01 = O1 J I

On a encore
T

0. 0. = _...(__._—U_l) (I _._.g__l__g.__.z z 1)
- 2
5T T
“(1) (1) L, o) (1) 2(1) (1)

112(1)112 llz(1)l\g

(Idempotence). Enfin, O? 0, (symétrie).

Pour notre probléme, il s'aglt de trouver un vecteur z( tel que

2)
T
O I BRI CORICO R

On a donc D

22) 2

B2) T %) T 2 T 22
llz(”l!2

et 11 est équivalent de chercher le vecteur z( tel que

2)

B2y = %2 -

On notera que la matrice A O1 vérifie

O,IAO,':O,IO,]A:O,'A:AO_],

donc elle es?t sxgétriguea On itére donc sur la matrice

25
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A.(,.') =AO1 9
ce qui a pour effet de filtrer & chaque itération toufte composante en

z(1yo La convergence est alors assuréde si | }21 > 1 )310

Pour trouver le vecteur propre relatif & la troisiéme valeur propre,

on itére avec la matrice A O1 O2 o On notera que

o T
0 0. = (T - D 2() 5 ¢ . 22 "(2),
nzmn;2 nz(2)n§

4 zT Z ZT
R P ) (2
112(1)115 llzgz)llg

=I =O o

12

Plus généralement, on cherche le (I'+1)e vecteur propre en utilisant

pour 1l'itération la matrice

A(I‘) = A O1no¢. OI”

avec
T

00 =T~ S 2 G

k=1 llz(i)ll

PN

10, ITERATTION SUR UN SOQUS=ESPACE

Une variante tres intéressante de la méthode de la puissance a été
introduite par BAUER [ 14 1. L'idée fondamentale est d'itérer non plus
sur un vecteur, mais sur plusieurs & la fois, tout en les forgant & res-

ter orthogonaux. C'est pourquoi on parle également d'itération simulta-

née, qoique cette expression n'ait aucun sens précis.

On choigit donc » gn vecteurs aléatoires, que 1l'on orthonorme entre
eux, Soient x(1)9 sy X(r) ces vecteurs orthonormés. A chacun d'eux, on
applique un certain nombre de fois la matrice A; aprés chacune de ces
opérations, on les réorthogonalise., Les vecteurs obtenus aprés p itérations
sont donc des combinaisons linéaires de Apx(1), ceoy Apx(n), orthogo=-

nales entre elles.

La théorie de 1'itération sur un sous-espace repose sur le lemme
suivant:

Supposons gu'il n'existe aucune combinaison linéaire des vecteurs

de départ x(1), cacy X(r) qul soit orthogonale aux r premiers vecteurs

propres 2(1), evey Z(r) (on range les vecteurs propres par ordre de

valeurs propres décroissantes en module) . Il existe alors r combinaisons

lindaires u(1), osnsy u(r) des vecteurs de départ gqui vérifient




T
RCOIICPIRLITI

Pour le montrer, écrivons les vecteurs u(i) sous la forme
r
H1) T E__i Pix *() -

Les conditions & vérifier par les vecteurs u(i) s'écrivent alors

r
T _ T _ 6
Y1) %) T E Pix Xe) 2(35) = %15 °
Introduisons les matrices
T
(

ﬁ‘” eeoavcn Ptp xqé,]) Z<1).....“. X1

B = : : 9 C = :

pr.‘ @686 00 PI‘I’

2(2)

° 8 6N

T
X(T) Z(1)ooo--ooo X(r) Z(r)

Les conditions ci~dessus s'écrivent alors BC = I , ce qui signifie que

la matrice B est l'inverse de la matrice C., Il suffit donc de montrer que
C est inversible, ce qui est évident, car dans le cas contraire, il
existerait mne combinaison linéaire nulle de ses lignes, ce qui s'écri-

rait

m T .
(fk1 Xqy ¥ oeeee ¥ f X(r)) 705y = 0, J =1y ceos T

en contradiction avec 1l'hypothése.

Développons donc ceg vecteurs u(i) dans la base des vecteurs propres:
il;vient, compte tenu du lemme que nous venons de démontrer, et aprés

normation des U, ..,
. (1)

n
Iﬂi)=xi§%i)+ Z: .gikzﬂd o

k=141

Aprés p applications de la matrice A, on obtient

n
AP ey = ¥4 7\? 21y * b gik)‘lz By °

1 k=1+1

Un nombre p suffisant d'itérations donne un Apu(i) approchant trés bien

Z(i), car

llpr A2 w1 (‘?n_"‘~g2 3 2PyE
Z<i)l W e = k=r+l o £ '>‘r+1/'\i‘p —--———lm“mx'z)i o
Hozy A% uiy, byt 1af Hyy!

De plus, les vecteurs AP u(i) tendent & devenir perpendiculaires entre

eux, car, si I\ jl< tlj} 5



p T ,p
(A u(l)) A U.(l)

P P
1A u(i)llg 1A u(j)ll2

cos (4P Ueyys AP u(j)) =

2
> LT P
- k=r+1 N
n . : 1
(§2223 4 32 B2 aE (2%, }:g A2P)?
¥i k=pr+¥ ik "k . XJ d 0 k=r#1 k
n
) gl .E:Hq 18,1 |'§jk|

byst 10P 0yt 0P

n ) 1 n o 1
D (SR CE e

\ r+1 k=1r+1
2 g' 2.%
I Ars | 2p “¥3)7 O -y

e 9
)j [Xi' Ile
soit une grandeur du second ordre en l'erreur sur le mode qui a le moins

bien convergé.

En pratique, apres un certain nombre p d'applications de A, on
recherche les vecteurs propres par projection du probléme aux valeurs
propres dans le sous-espace (méthode de RAYLEIGH~RITZ), c'est-a-dire
que si y(1), evoy y(r) en forment une base (les r vecteurs calculés),

on cherche les modes propres sous la fomme
~
- o
2(1) %; k Y (k)
L'équation & résoudre,
~ Lad
bRy T e o
se développe donc en
%dk ATy =2 %“k Y (x)

et,cgm_mg les vecteurs anstr\mi@g y(k)is@lﬂt orthonormés, la multiplication

de cette équation par y?l) donne

T ~
%y(l) Ayoy®y =2 &y .

28

Il s'agit d'un probléme aux valeurs propres pour la matrice F, de dimension

r x r, définie par

T
T = Y1) 2 Y(x)



les vecteurs propres contenant les coefficients des y(i) dans le dévelop-

pement de chaque vecteur propre approché du probléme initial. Généralement,

la taille » de ce probléme aux valeurs propres réduit est trés inférieure
4 n, Pour le résoudre, on peut utiliser la méthode de JACOBI. Le premier
mode propre obtenu est en fait la projection de z(1) dans le sous=espace,

Les autres lul sont orthogonaux et différent donc des AP u(i) d'un angle

ot i/ Xr+1lgp), soit du second ordre par rapport & l'erreur principale.

Par rapport & la méthode de la puissance simple, 1'itération sur

un sous=-espace posséde les avantages sulvants:

a) Les premiers modes convergent en ) i/ Xr+1lp et non plus

! %i/)‘i+1'p' (Accélération de la convergence).

b) Les cas de dégénérescence ne posent aucun probléme, pour autant
gue la dimension du sous-espace r soit supérieure & la multiplicité de
la valeur propre.

¢) Un nombre s<r de vecteurs propres 3° valeur propre proche se
traite sans difficulté.

d) Le cas de deux valeurs propres égales en grandeur mals de signes

différents peut 8rte traité aisément.

11, PRINCIPE DE RAYLETGH

Etant donné un vecteur x et une matrice symétrique A, on appelle

guotient de RAYLEIGH de ce vecteur pour la matrice A, le nombre

T

x A x
9? (x) = —= .

le!l

Lorsque x est un vecteur propre de A, pour la valeur propre A , on a

R, (x) = X “ N

.'XZ}C

Mais i1 y a plus. Appelons 3 le sous-espace propre relatif & la

A
valeur propre Xi. Un vecteur quelconque x peut &tre développé en vecteurs

propres:
n
X = >, 0 z
k=1 e " (k)

Z (k) étant des vecteurs propres orthonormés. On a donc

1

T n
= . 2
X A X Z Ol (k) A Z(g) = 1:E_',;O(E)\

et
2.2
Zock,

Hxt rg
=1

29
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- ~
ce qui entralne

n
Lk -d, el s Zal (A =3 = Zn a2 (A =A))
i i kP k i
k=1 A AL ;
1
et
(x* A x =X, H1xl12 | € sup 1A, =X.l Z o2
1 2 T A k VAN, F °
kM k© M
sup A Kk " )j} l!prs x!lg ’
Ak%Ai LN
soit 2
l1pr x!!
» S}il 2
-l«A(x)b)\ilsxszp)‘ Phy =2yt — .
i" Mk xtls

Ce résultat constitue le principe de RAYILEIGH: BEtant donné un vecteur x

approchant le sous-egpace propre S7\ avec une erreur angulaire du premier
i

.ordre, son quotient de Rayleigh approche Xi au second ordre,

Ce résultat signifie que 1l'on peut, & partir d'approximations rela-
tivement grossieéres des vecteurs propres, obtenir par le quotient de Rayleigh
une approximation assez raisonnable de la valeur propre. I1 sert de fondement

a4 de nombreuses méthodes approchées.,

12, BVALUATTION A POSTERTORT DE L'ERREUR SUR UN VECTEUR PROPRE

12.1 = Etant donné un vecteur X dont on pense qu'il approche le

o~
sous~espace SX , €t la valeur propre approchée Xi , comment mesurer
i
l'erreur? On calcule le résidu

o~
r = 5 X = )i Xe

Le vecteur x se décompose dans la base des vecteurs propres orthonormés

Z,.y de A, sous la forme
(1) ,
X i
X = o, Z .
e )
ce qui entrafne

r =

Ms

! 0 ) = %‘ak ()\k - }i) Z(k) .

I1 vient donc
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et = el (2 - A%y az (), - X)°
k=1 MF A
inf nkk-'i'.zzz &2
i k
AE Ay A Ay
clest-a~dire
Hertt,
l[prs xllz <€ =
ALl inf LA = ).1
i At 2 k i
kT A4

L'erreur sur le vecteur vérifie donc

{lpr x!t
S 2
)\i.L l!rll2

HE N
Y

Pixil, klth A, - At Lixtt,
k" T
Elle est donc du méme ordre de grandeur que le résidu relatif.
Le calcul effectif dum coefficient est assez malaisé, car il

nécessite la connaissance des valeurs propres ou de relations du type

<
Ak#xi

permettant d'utiliserﬂﬁ au dénominateur.

12.2 - Bn ce qui concerne l'erreur sur la valeur propre, on peut

en premier lieu noter que

N o~ X . 2
Nt = e % =X, %112 = 3 (O, -3)%«? pinf (X, -2 S ,
) 2 1 2 j J 1 1 j d e J d
soit
' ~ Ilrll2
infl?\.-)\.l s___......... R
. J 1 ~
3 llxl!2

C'est la borne d'erreur de KRYLOV et BOGOLIQUBOV : On peut affirmer

gu'il existe une valeur propre )k telle que

~ JEST ~ teit,
N, -2 N g N, —2
RN £SO s
2 2

Si le vecteur propre X est assez proche de Z(i) ,la valeur prOpre'Xk
la plus proche de Xi sera )i; mais dans le cas général, on ne peut

nullement garantir que ce sera une valeur propre plutdt qu'une autre,

spécialement quand elles sont peu espacées., L'avantage de cette borne



est qu'elle ne présuppose aucune connaissance du spectre de la matrice,

P .

12.3 - Supposons un vecteur approché x connu. Pour obfenir le

meilleur encadrement de la valeur propre, c'est-a-dire le plus serrd,
~

il convient visiblement de trouver la valeur approchée )‘opt qui mini-

mise le résidu. Or,

~ ~ ~~ "~ g ~
L pa % -2xn? kil - 2 X % 4 % 457 nEnd )
3 2 2 2

i
> !p‘
o,

ce qul donne la valeur pptimale

~t

)‘opt = QA(;{) °

La dérivée seconde de l!rllg

C'est donc le guotient de RAYLEIGH qui constitue la valeur opbtimale de

la valeur propre approchée, minimisant le résidu.

12.4 - Une borne d'erreur plus serrée peut &tre obtenue en remar-

quant que lfexpression
~ ~rT o~ ~ 2
(A x -%%) (Ax-ﬂ,X)=Zi.‘. (2; -8)(A, -yl > 0

pour autant qu'aucune valeur propre ne soit située entre les deux nom-

bres "§etl7 . Cette condition est slirement vérifide si l'on pose

Z
1

it

A, = valeur propre la plus proche de QA(;C)

k

il

QA(B?.) - dinf 1 )\i - «A(x)l sign (Ak - RA(X))
ME A
On a lors

2-!1

< o~
OJF !IAX!I2

(‘g+fr|)x AX+§"]HX”2
~ 2 ~ VT 2/~ ~ 2 ~ ~T o~
£ LA%LL, - ZKA(X) X AX +QA(X) Pexiry + (ZKA(X> -~ ) X Ax

+ (gq-RE®) 12

2

< et + (REE) - (F+) R () + 5 uFin]

¢t & (R (5 ~5)R, (B -q) 1%

< tirllt

MY MO

~ . ~ 2
- IQA(X) -)\kl inf IKA(X) - 7\il txtty
)«i%')«k

- N
ce qui entralne

étant positive, il s'agit bien d'un minimum.
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tirtl

n 1
1R, ) =2 1€ = TR (%) - A

. ~
Y] i Pixit
AiFA

[AVIRASE VN
o

Cette erreur est du second ordre en_llr!&, en accord avec le principe
de Rayleigh, dont le prdsent rdsultat constitue un complément. La borne
ainsi obtenuey, due & TEMPLE et KATO, est cependant assez peu maniable,

car il faut connaitre'ki o Mais si 1'on connaft un nombre F tel que
inf zﬂ(:‘é)-x.r;p ,
NEN, A *
i k
on a a fortiori

R (%) ] Hirlt
| X) -2 I £ ~
A k P Pextl

2
2
2
Le nombre p peut s'obtenir & partir des évaluations approchées des

valeurs propres voisines et des bornes de ERRYLOV et BOGOLIOUBOV.
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Exercice 1 - On désire vérifier si une matrice symétrique A est définie

positive., Donner quatre méthodes numériques, dont trois au moins soient

des conditions nécessaires et suffisantes, pour arriver a ce résultat

et discuter de leurs avantages respectifs.

Suggeztion : triangularisation de Gauss, décomposition de Choleski,

Méthode de Jacobi de recherche des valeurs propres, cercles de Gershgorin.

BExercice 2 £ 123 - Démontrer que la méthode de JACOBI conserve sa

convergence s8i les angles de rotation Gk gsont choisis comme suit dans

3.3

(9, 5 (o0 _ 0,

1 si la
pq aq pp
. - . pq aq pp
aq bp

Solution - On a alors

a(k+1) = %(a(k) - a(k)) sin 2 ,_ + a(k) cos 26. .
pq pp eq k Pq k
Dans le cas ol tg Gk =1, @k = 7 et
a(k+1) _ 32_(a(k) _ a(k)),
Pq PP aq
dfou
'a(k+1)'2 <1 !a(k)!Z
pq 4 " “pq
et
(k+1), .2 () 2 (k) 2 (k+1) 2 (x),.2 3. (k).2
LIE 1S = LIE 1S - 2 a + 2 a € HEY1IE == 127y
E E pq Paq E 2 "pq
_3/2 (k) ,,2
(1 = 2=y 1B g .
Dans le cas ol tg®, %4,
(k+1) (k) (k) (k)
a = CcOoS 26 + = tg 26
pq X lopg + ¥ (a7 = agy’) te 26))
(k) ,. 2 (k) (k)
i cos 26, [ a_ (1 - tg @k) + (app = a0 ) tg o, 1
2
1 - 8" o,
cos 26 (%) 5 (
= [a (1 - tg%, ) - a k) ]
1 - tgzgk Pq k pq
cos 26
= - X tgze a(k)

1 - tgzek k "pq



c0529 - sin2€
= - Ls s tg2@ (k) = e 00329 tgze (k) = ( ) gin 9
- pol x %pq k x “pq “pq k
1 tg Gk
donc
(k+1),2 (k) 2
la < 31n °]
AR Ehlg c
et
(k+1),,2 (k) 2 (x),2 .4 (x), .2 3, (k) 2
< - - < - :
I1E Sy SHEVNG -2 !apq 19(1 = sin"e,) £ IIE L 21an 1
(1 - 242y 1582
n(n—1) E °
* Remarque - La convergence quadratique est maintenue, car pour Gk -
tg 29k —> 1 tg Gk , et les formules deviemnent exactes. Le résidu laissé
4 la place de O est en fait O(HE(k)l! ) lorsque l'angle est o(nE(k)nE)@

Exercice 3 - Soient K et M deux matrices symétriques définie positives.

On considédre le probléme aux valeurs propres

Kx=2AMzx.

Montrer que
a) Deux vecteurs propres relatifs 2 des valeurs propres différentes

vérifient

T T
2oy S By =0 s B(qy Mz =0,

b) Les valeurs propres sont Ltoutes positives.

¥ ¢) I1 existe exactement n vemteurs propres indépendants Z(i)

vérifiant les relations

T ) .
2(:) ¥ 21 . XK x
el W) gpp EEX ,
‘ zT Mz P XTM x
(1) (1) i
avec
P, ={xeR'| xUz,, =0, ..., x Uz o} .
i (1) "7 o0 (i=1)

(démonstration directeld

d) On peut appliquer la méthode de la puissance 3 ce probléme si

les valeurs propres sont sépardes,

Solution a) On a en effet

Lz =)‘1MZ<1) ’ Kzpy = Ny Mz

d'ol

35
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T T T
20y K 2eqy = My zoy Wy = Xy 5y Hagy

ce qui entrafne
(X, =) ze Mz =0
1 27 “(2) (1)

et
T
2(2) M Z(1) = 0 ,

I1 en découle

T T
Z(Z) K 2(1) = )41 2(2) M z(1) =0

b) En effet, si K Z(1) = ):i M Z(3) » O & aussi

A

T T
Zegy K2y = Ay By MEgy o

d'onr
ZT K =z
N o= i) €
i T
2, M z,.
(1) (1)

puisque K et M sont définies positives.

* ¢) Considérons d'abord le probléme de la minimisation du quotient
de RAYLET GH

T
K
K (x) =5_T"-—}E
x M x

dans R - { 0} . On peut évidemment supposer xT M x =1, La surface dé-

finie par cette condition est en fait la sphére relative & la norme

, T :
Mxtly, = (x M x)? ,

lide au produit scalaire
T
(x, y)M =x M ¥

La fonction 5?(x) dtant continue sur cette sphére, elle y admet un minimum,
puisque la sphére est compacte., Soit Z(1) le point de cette sphere réalisant

le minimum, dont la valeur sera notée X1j On a donc

T T
Z(,])KZ(,]): ')\1 2(1)MZ(1) °

Montrons que 2(1) est vecteur propre du probléme pour la valeur propre )1,

Pour y tel que y MZ(T) = 0, avec llyllM =1, et pour & suffisamment

petit, on s



(5, + €7) K (55) + €3)

> 2 W
(z¥1) + € yT) M (2(1) + E£y) !

soit

2521) Kz + 2 £y K 209y + £ yvry 3 7\1(zT(1) Moz o+ ZEyTMz(”

1

T
+82yMY) P

ce qui entrailne

2
ZEyT(K Z(1) -)\1 M z“)) > >\1 £ (yTM y - yTK ) .

Or, cette relation, vraie pour tout & suffisamment petit, implique
T
Y (Kaggy = d g Mmgy) =0,

En effet, on a toujours
T T
Iy Myt =1 5 IyKyl £ !!yllM IIKIIM l!yllM = !!KI!M ’
avec

IIKX!IM

§|K”M= sup m

x#0

9
d'on

% y’l‘(K 2(1) -, u 3(1)) >N, (1 - HKHM) .

1
Dés lors, si
T 4
Y2y =Xy Mzg)) £0,

choisissons £de signe contraire et tel que

T
ly (Kz -A, Mz )

Le 1< (1) 1 (1) si LIKIL, 41
17\1 (1 - IIKIIM) 1

g1 <1 si llKl!M = 1 o

I1 vient alors
azk,‘ RN} IV 11(1-ernM) S:LHKHM;é‘I

- 2tyT(Kz(1) -->\1 Mz(”)l > 0 si LKyt =1,
soit une absurdité dans chaque cas. Par conséquent, pour

T
x:dz(” . 2(1) (Kz“) -')\11\112(1)) =0
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et pour x orthogonal & 2(1) , On a encore
T -
X(K Z(1) )\1MZ(1))—-00
On en déduit

KZ(1)=)\1MZ(1) 9
c'est-a-dire que 2(1) est bien un vecteur propre de valeur propre 210

On recommence le méme processus dans le sous-espace P19,ce gui

donne un vecteur propre Z(g) et une valeur propre A etc ... On

2 ?
obtient ainsi n vecteurs propres et n valeurs propres.

d) Développant
n
X = 2 o, z,. R
pc N CY)

on a évidemment

-1 4 1
M ' Kx= 2'M 0, \, Mz
i=1 1

I

.bqs
Q
>

[
]
-

i ™M)

(1) ©

=1 P = p

ce qui conduit & trouver le premier vecteur propre, pour autant que)k1>'X2°

En itérant sur K°1M9 ontrouverait la plus petite valeur propre, C'est

la procédure utilisée dans les calculs de vibrations des structures,

Exercice 4 = Pour le probléme ci-dessus, montrer que 1'on peut

égahement itdrer sur une matrice symétrique.

Solution - Faigant M = LLT , On a

X(k+1) -y x(k) _ K—1LLTX(k) ’

d'ol
LTX(k+1) - T_ =1 Tx(k)

A une transformation triangulaire prés, c'est la méme itération. On trouve-

ra finalement LTZ(1) , et il suffirs d'effectuer la transformation inverse,

Exercice 5 = On considére la matrice




12 13 14 15

17 18 19 20

On demande d‘'évaluer dans quelle zone de 1'esgpace complexe il est possible

de trouver des valeurs propres de A (faire un dessin).

Solution: Par application directe des cercles de GERSHGORIN,

tout point de € vérifiant une des indgalités

IN- 21 €12
ou

IN-81 ¢ 26
ou

I\ = 141 <40
ou

I\ - 201 €54

pourrait &tre valeur propre. (Voir fig. 4)
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PROBLEMES DIFPFERENTITIELS

A VALEURS INITIALES

1, GENERALITES - THEQOREME DE PICARD

1.1 = Le probléme est de chercher une fonction y vérifiant

1'équation différentielle
yr(t) = £(t, y(t)) ,
avec la condition initiale

y(to) =7, -

1.2 = Une telle fonction existe-t-elle? Est-elle unique? PEANO
a montré que, moyennant 1'hypothése de continuité de f(t, y), on peut

garantir l'existence dune solution au moins, mais non l'unicité € 211 .

Cette derniére nécessite des conditions un peu plus fortes. Le résultat
le plus connu & ce sujet est 4l & PICARD, qui a répondu & cette ques=-

tion par une vole constructive:

Théoréme de PICARD - Si 1la fonction £(%, y) est & la fois

-continue par rapport & t-

~ uniformément lipschitzienne par rapport & y, clest-a=dire

gqu'il existe une constante I >0 , inddpendante de t, telle que

I£(t, y) = £(t, 2)1 € L ly = zt .

Alors, le probléme

y' o= (5, y(%)) » v(6)) =y,

admet une solution unique pour t = to °

Considérons en effet 1l'intervalle (:to, b, D, avec

t, =t +h, h < 1/L .

Le probléme revient, sur cet intervalle, & chercher la fonction y(t)
qui vérifie

t
y(t) = f f(z, y(t)) daz.
t
0
On peut procéder par approximations succedsives, en partant d'une

fonction y1 arbitraire vérifiant y1(to) = yo et en définissant la

récurrence

t
(%) = f (r, y,(T)) dz.

n+1 %
o

¥



Dans l'espace CO(C‘GO9 t, J), muni de la norme

Ityll = sup ty(s)r1r
C+t 5

o® 1
la relation de récurrence

b

na1 (8 = B (3,)

définie par la relation ci-dessus est une contraction, car

t
2, =Ty [ ie, @) -2z, @)1 ax
o}
€< L sup tly(z) = z(T)r . (Jc1 - %)
CtO’ t13 ©

£ Lhily-zll.

Ceci étant vrai pour tout t dans 1l'intervalle, on a également

llFt(Y) - Ft(z)l! € Ih 11y - =zl ,

avec, par construction, Th< 1, ce qui implique l'existence et l'unicité

de la limite, qui est visiblement 1s solution du probléme.

Comnaissant la solution en tT’ on peut recommencer le processus
dans 1'intervalle ( by by o+ h), etceeo, ce qui méne finalement 3 une

solution unique sur un intervalle aussi grand que 1l'on veut,

1.3 - I1 existe des méthodes analytiques d'approximations succes-
sives fondées sur le théoréme de PICARD. Voyons par exemple L[ 22 7]

comment s'integre 1'équation

y? y , avec y_ = 1 .

En prenant comme point de départ y1(t) =1 , on obtient successivement

t
yz(t)=1+f dt =1 + %
0
1 t2
Y(t)=1+‘/‘(’l+t)dt=1+t+-—-«
3 0 5
T % %
y4(t) =1 + Jg (1 +T+ 5 ) dz =1+t + 5t g

©800eo

On retrouve progressivement le développement en série de TAYLOR de

l%exponentielle.



2, METHODES PAS A PAS

Les méthodes pas & pas consistent & chercher la solution sous forme

d'une table numérique. Lfintervalle d'intégration est subdivisé par

des points ti(fig. 1), Un pas consiste & passet de l'approximation

[ond ~ ~ ° . . ~e ~ .
Vi R y(ti) a4 l'approximation Vg% y(ti+1) » I1 existe deux grandes

espéces de méthodes pas & pas:

- Les méthodes & pas indépendants, ol §£+ ne dépend que de 5; et de

1
la fonction T ;

dépend de la fonction £ et d'un

’ - . » .~
- TLes méthodes a pas liés, ou T304

2 rd Ve ~ 13 .
certain nombre de valeurs précédentes yj, g < 1.

3, INTRODUCTION AUX METHODES DE RUNGE-KUTTA

Les méthodes de RUNGE-KUTTA consistent & remplacer.le probléme

exact
J/ n+1

Y(bppq) = 7(8,) + ) £(t, y(t)) at = F(y(s,))

— n

par une expression approchée

v

n+l o F(yn) °

Pour un méme point de départ Y, » la différence

Fy,) - F(y)

+

est appelée erreur par pas. Si 1l'intervalle [ tn’ e J

a une longueur

h, et si
1B(y,) - Fy )1 = o™,

on it que l'algorithme est d'ordre p.

Les algorithmes les plus simples sont trés faciles & construire.
A 1l'ordre 1,

]
e
]

n+1 n+1
S T eeyena = S e,y + 0w 1 a
t t

n n

2
n£(t_, y) + 0?) ,

la méthode d'EULER-

o1

ce qui méne

P~ ~d "~
Y41 = In * h f(tn’ yn)

qui est donc du premier ordre. On peut obtenir tout aussi simplement




une méthode du second ordre en remarquant que

n+4
Y, + f (%, y) dt

by

yn+ 1

i

3
vy, +h f(tn + )

V] [=3

5 Y(tn + %)) + 0(n

(formule d'intégration des rectangles). Il est vrai que 1'on ne connalt

pas y(tn + %) . Mais on a de toute évidence

h h 2
y(tn + 2) =V, +3 f(tn, yn) + 0(h") ,
ce qui, si 1l'on pose

k, =h £(t, v) ,

donne
h k1 2
y(tn + 5) =y, +3 ¢+ on®) .
I1 en découle, pulsque f est lipschitzienne en y,
k
1 3
Pyn+2)+o<h)°

(V] g

y =y, + h f(tn +

n+1

C'egt le principe de 1l'algorithme A'BULER modifié, d'ordre 2, que

1'on présente généralement comme suitb:

k1 = h f(‘bn, yn)

k, =h f(t_ + th, T, + % k1)
~ ~y k

g1 = In F 5o ¢

4, ATLGORITHMES GENERAUX DE RUN GE-KUTTA

Des approximations d'ordre plus élevé peuvent €tre obtenues a

partir de 1l'algorithme général suivant:

~t
~
k, =h f(tn.+-a2h » I, * ﬁ21k1)
k. =

o~
3 h f(tn +Oh o, F o+ ﬁ31k1 + P32k2)

® 006020050

=
il

h f(tn + aqh

<
ed
B
+
™
-—
[
—_
+
-]
®©
®
o
™
o
»
0
]
—
Ne
H
—

?

g

=5 + k k
nyl - In /L1 @t oeee ¥ /Lq q



Comme il y a q calculs k sooy kq9 on dit qu'il s%agit d'une formule

19
3 g approximations. On choisira les coefficients 02, ooy dq N

- o Qo0 i d ,0
P21, csoy Pq,q—1 et Mqe s /*q pour obtenir un ordre p donne

une formule d'ordre p & q approximations se note Rqu. Ainsi, la méthode
d’ BULER modifide est un RK22° La détermination de l'ordre se fait a par=-
tir des développements de TAYLOR de la solution et de son approximation,

4,1 = Formules du second ordre

Les calculs ne se font sans difficulté que si 1l'on adopte des

notations gsuffisamment concises. Nous écrirons
. ~[‘bl+3f‘)
i - —— i 3
3 Wttt vy t=t_, ¥y=y,

a) On a successivement

y'(tn) = f(tn’ yn) = fOO
FU) = Ty + T 3 E) = L0+ £y £
et
2 3
y = y'(tn) At o+ y"(tn) + 0( At7)
2
_ At 3
= Too Bt + (£, + £y £5) —5— + 0(A%7) (1)

C'est la formule de TAYLOR limitée au second ordre.

b) Voyons & présent 1'algorithme de RUNGE-KUTTA. I1 s'éerit

1(1 =h f(tn, yn)
k, =h f(tn +osh, §o+ ﬁmk
Tnetr = In + PEg + POl

Dans le calcul de l'erreur par pas, il faut supposer ;n = Jye On

développe alors k1 et k2=

i

k h f

1 00

k., = h(f O+0(hf

2 0 10 * Por®y for)

h oot n? (&2, + Poy £oq Tpp)

et

= Pl pppky = O+ po)E )+ n? (Po®ofin + Py PorTorToo)
(2)

On compare les développements (1) et (2) et on reldve les conditions



pour qu'ils soient égaux jusqu'a l'ordre deums:

- Termes en h (/.t1 +}L2) = 1

2, . 1 -
Termes en h- : enf,lo H 2_};2&2

en £q,f50t & = My By o

On obtient done trois équations liant les quatres variables 0(29 921’
,;.1,/1.29 I1 existe par conséquent une infinité simple d'algorithmes

RK22° Voici les plus courants:

= Algorithme d'EULER=-CAUCHY : 012 =1

I1 en découle Moo= %, My o= 3, ﬁz,] = 1, ce qui donne

k,] = h f(tng yn)

k2=hf(tn+ hy yn+k1)
~ _~ .1_.
Jng1 = I T 2 (k‘l + kZ) °

Algorithme 4'EULER modifid: o, =

I1 en découle M, =1, M, =0, P21 =% , ce qui donne

fad

]

ko

Tpe1 = Tp + 55

1

b £(t + ¥h, §r‘n+12-k)

1

- Algotithme de HEUN: 0!2 = 2/3

I1 en découle M, = 3/4 , Hqo= 1/4 , 1521 = 2/3, ce qui donne

k, =h £(% , yn)

2 ~ 2
k2=hf(tn+3h,n+3k1)
z _w 1. .3
yn+1—yn+4k1+4k2

4.2 = Formules du troisiéme ordre

On calcule d'abord

we _ 2
THH) = fpp + £qqy () + L7 R0 ) £, v ()
2
=fo0 + 28 Tog + Toy Tog + Lo (T + £59 £o0)

I -



d ol

A2

Ay =
v fOOAt+(f1O+f f_ ) 5

01700

a2

+ (£, .+ 2 f, £+ f 2 z

20 11700 OQfOO

+ 0( At4) o

+ o1 (Eq0 + Toef00)

Quant & 1'algorithme général de RUNGE~KUTTA 3 trois approxim;tions,
il s'éerit

~

k. =h f(tns yn)

~
k. =h f(tn + 0O, hy Y o+ {3211«:1)

~

k3 =h f(tn + a3 h, Iy ¥+ P31k1 * P32k2)
net T Ip TP Kty By + g

Calculons les développements de TAYLOR de k,l9 k2, k

i
[

3° On a d'abord
kg =hTh, e

Ensuite,

2 2
ky = (T + D QT g + Pogky Toy + 070, T,0 + hdy Bk, £,

2 ,2 4
1
+ % ﬁZ‘l K fOZ) + 0om™) ,

soit
2
ky = B £ + b0, To0+ By T 24)
300 42 L a2 .2
+hT(Fety Ton v 0, B To0 Fa + EP5, £, £45)
+ o(m*),
Enfin,
k, = (f,, +hof, + ( Bk + B k) + 1 nlwl s
3 00 3t10 39¥q + Pyoltp) Toq oz BG4 T,

2 4
+ h0(3( P31k,| + PBEkZ) £oq + 1( p311c1 + ,’5321:2) f02 + 0(h™).

En y inftroduisant les expressions de k1 et k2, tout en ge limitant

a4 l'ordre 3, on obtient



2
ky =h fo0 + B0 0y Ty + ( fag + Poo) Ty T)

3 2, 2
b [ oy Bay Tig o1+ Bas Bog Too Tor t E Y3 Ty
40 (Boy + Po )T, S0 + B B+ BN 20 £ ]
30 Byq + Pyl Egg 31 * P32) Too Too

+ oYy .

Les conditions d'identité des deux développements jusqu'a l'ordre 3

sont:

Ordre 1: (/M.1 + phy +/uB)=1 (1)

Ordre 2:
- Terme en f‘IO: % =/u2 0(2 +/1-30(3 (2)

- Terme en £, . £, % =My Boy +/L3( ﬂ31 + sz) (3)
Ordre 3:
S (4)

=y Oy Pog + PGB B)  (5)

i

n
(@]

.0
o B

- Terme en T

- Terme en T £

1
11 700 3

- Terme en f f2 l:% 2 + & (/5 + )2 (6)

Texme en £, £ 3 7 = My Pog + & py( By + P,
A

- Terme en f01 f1oz g = ;/53a2 p32 , (7)
2 1

- Zerme en f, f0,: 7 = M, ﬁ32 Bo (8)

Les variables sont au nombre de huit: o, g5 P21, ﬁ319 P}E’
‘f&1,/t2,/u3, ce qui pourrait faire croire que la solution est unique.

Tl n'en est rien, comme nous allons le montrer, Ajoutons 1l'équation
(6) & 1'équation (4) et soustrayons 1l'équation (5) au résultat: on

obtient

2 2
0 =%y (& = )% w3 g (g = (Pyy + fr))"
Dés lors, si 1l'on veut obtenir /LZ et‘p.3 positifs, il faudra que
oy = Py (4%
oy = (Pyy + Pgp) (57)

Dés lors, les équatiogis (2) et (3) deviennent équivalentes, de méme

que (7) et (8). On obtient en définitive le systéme simplifié



CRTAVCR ()

Mooy * Pyl =2 (2n)
oy 0s s poal =% (3"
oy =2 @
oo B - ()
Py a, p32 = 1/6 (6m)

qui admet une double infinité de solutions.

L¥algorithme RK le plus classique correspond au choix suivant:

33

A, =1/2 , oy=1.

On a alors
/""2"’2/3 9 /""3=1/6 ] M1=1/6
et

£, = 1/2 s Pyp=2 4 gy =1,

ce qui donne le RK clagsique:

33

"~

1 h f(tn’ yn)

23
i

k =hf(tn+%h,§ + 1 k)

2 n 1
k3=hf(tn+h, yn~k1+2k2)
o~ ~ 1
Vpeqg = Ty + 6(k1 + 4 k2 + k3)

On remarquera L 8 1 que si %% = 0 , cette formule équivaut a

celle de SIMPSON, dont on sait qu'elle méne & une erreur O(hs)o Le

RK classique convient donc particuligrement pour les problémes

33
ot la dépendance #e f par rapport & y est faible.

4,3 - Formules du gquatriéme ordre

Nous ne développerons pas ici la discussion générale des formules

a4 quatre approximations, qui est fort lourde. Deux algorithmes RK44

sont fort utilisés: ce sont
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- L'algorithme de RUNGE, encore appelé RK classique:

44
k, =h £(t , §£)
k, =h £(t_+ 4h, Sf'n + % k)
k3 =h f(tn + th, §£ + % k2)
k, =h £(t +h, ‘§n + k3)
Tpoq = Ty # gley + 20, + 2 ¥y + k)

‘ . . @
Comme le RK,. clagsique, cet algorithme dégénére, 51'7f§ =0 , en la

33
formule de SIMPSON. C'est, de loin, le plus utilisé.

= L'al gorithme de KUTTA

k =hf(teY)

1 n n
h ~ 1
k2=hf(tn+3,yn+3k1)

Kk, =h f(t_ +2h ,5 -=k, +k.)
3 3 * Yn 3 71 2
k4 =h f(tn +h , ¥ + k1 - k2 f k3)

o~ o~ 1
Ype1 = 9n + B (k1 + 3 k2 + 3 k3 + k4)

Dans le cas ol =— = 0 , cé@t algorithme dégéndére en la formile des 3/8.

e

5. CONTROLE DE I,.ERREUR PAR PAS

LYerreur par pas est une fonction de h: nous noterons donc
q

e(n) = y(t, +n) - y(t) - 52_"_1,/,.3 ky o

Si la solution est suffisamment réguliére, on peut écrire

2 p+1
e(h) = e(O) + h e"(O) -+ %"‘ e"(O) + eaot T%:::r)—! e(p+1)(0) ‘-"
p+2
+ }(lp+2)! e (P2 (en) .

Dans ce contexte, l%affirmation que l7algorithme est d'ordrd p revient

a4 dire que

e(0) =0, e(0) =0, aeee ,e®(0) = o0,
gsolit
p+1 p+2
e(h) = l(l,m e(p+1)(o) +(l(l_§:§_)_?_ e(p+2)(9h)
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Le premier terme est la partie principale de 1l'erreur. On peut s'en

faire une idée de la maniére suivante (fig. 2) : aprés avoir fait

deux pas, menant de tﬂ A tn + 2h, on refait le méme calcul en un seul

pas de longueur 2h. Soient §£+2 la valeur ohtenue en deux pas et §n+é

valeur obtenue en un pas. On suppose évidemment la valeur de départ

exacte, Il vient alors

- p+1
~ _ .k (p+1) p+2
Vaez ™ Ins2 = 2 Tpeidr © (0) + o™™™)
et p+1 . p+1
~ 2 h (p+1), P42
Ini2 ™ Ins2 = Tpa1 )t © (0) + o(m™™")

Soustrayons ces deux résultats: on obtient

~ p+1 .
e = Ipeo = 2(1 = 2p) %5:77? e(p)(o) + O(hpkz)

soit
nP+ (p+1) nip = Ingo P+2
—~— e (0) = —=———=—= 4 0(L"" %) &
On en déduit
Y .07
.- n+2 n+2 p+2
Inez = Jne2 oP 4 + 0

Cecl fournit:

a) Une approximation & 1l'ordre (p+1) de Vo

b) Une évaluation de 1lferreur par pas pour yn+2:
1 Inip T Inyp
2 2P oy
~ =

Lorsque la solution varie brutalement, on observe souvent -y
n+2 n+2

trés grand., I1 faut alors repartir en arridre, avec un pas plus petit{fig. 3)

6, ANALYSE DE I'ERREUR DES. ALCORITHMES DE RUNGE-KUTTA

La solution exacte du probléme différentiel vérifie

h

Tpe1 = Ip * /o (6, y(8)) at =¥ (v ) .

La méthode de RUNGE-KUTTA revient & remplacer Fh(yn) par une expression
approchée ﬁh(yn)n L'erreur par pas correspond & lag différence entre

Fh(yn) et Fh(yn). L'algorithme ayant été construit pour &tre d'ordre p,



2
on aura

: _m _ p+1
rGy) -F (y) =007 .
Nous admettrons l'existence d'une borne uniforme de l'erreur par pas,

ctest-a-dire que, quel que soit n et quel que soit Zos on a

o - p+1
! Fh(zn) Fh(zn) ] £ Mh .

En outre, & chaque pas, on commet des erreurs d'arrondi et d'éva-
luation de la fonction f, ce qui revient & dire qu'en lieu et place
de Fh’ on calcule une grandeur Fﬁ légerement différente. Ces erreurs
gont trés difficiles & chiffrer, car elles dépendent de la complica=-
tion de la fonction f et du nombre dvapproximations de 1'algorithme,
On peut cependant tenir le raisdnnement suivant: si EO est l'erreur
de calcul " de (/u1 Ko+ oee + /Aq kq), on calculera en fait,
4 la place de

r~

yn+1

5 h( k k)
yn+ - #1 1 + (-2 - +/Lq q

le nombre

o (yn + h (/A1 Ky o+ e + My kq + O)(1 + 61) Y(1 o+ 52)

L'erreur a donc la forme
€, Vo * R0 E (ko + e g kq) + &1

et son terme principal, pour h petit, est du type 3i 1'on

"~
~ €o Tp4r °
suppose les Yy bornés, on peut donc condidérer que les erreurs d'arron-

di et d'évaluation sont bornées:

* - %' <
1 7r(z) Lh(zn) 1 <cC,

avec C petit.

BEtudions 1'évolution de ces erreurs au cours du processus. La

vraie solution vérifie

= F
yn+1 h(yn) ?

tandis que la solution approchée vérifie

Y *

— ¥ 3
n+1 = Fh(yn) ¢

= - y*
On a, en notant e, =V, = Vi »

®nt1 = Ine1 = Ip41 = ‘Fh(yn) _‘Fﬁ£§§)

[Py () = Fa) 3+ R (52) - Fy(e2) 1+ CF (50 - Br(y) 1

T G T T G R . - — - - - R W T Y T A T - - D —— .- - D . - - — S W
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Le groupe de termes III représente les erreurs d'évaluation et d'arrondi,

Nous savons que

ch(y;) - Fg(y;;)! < C.

Le groupe de termes II constitue l'erreur par pas, qui vérifie

- p+1
mh(y;;) Fh(y;)l < MR,

Enfin, l'expression I constitue l'erreur propagée, c'est-a-dire l'erreur
provenant des pas précédents, en supposant qu'au présent pas, l'inté-
gration est exacte. Il s'agit de la différence entre les solutions

des deux problémes suivants:

y'r =206, y)  , y(t)

1)
ed

et

z'

£(t, z) » z(t)) = y% .

La soustraction de ces deux équations donne
y' - 2' = f(to y) - f(ts Z)

et, en supposant £ différentiable,
o f

y'-2 = (53), 02,

ol u est strictement compris entre y et z. Il en découle

pARRIE AN ( ELQ )
Yy -2 ¥y ‘u

et, aprés intégration entre tn et tn¥1 »

1nty(1;n+1) - Z(tﬁﬁ)’ = 1n!Fh(yn) - Fh(y;)l
n+1
9 f
=1nlyn~y§l+ft ( y)udt.

Soit A un nombre tel que 1'on ait toujours
CE4 <
( Dy)\ A .

On obtient
1n 1 Fh(yn) - Fh(y;;) 1€ Inly -y +Ah ,
soit

' Ah
!Fh(yn) - Fh(y;)l S’!yh - yg! e o

Si la dérivée %}; est towjours négative, on aura A< 0, et l'erreur

se propagera en décroissant: le probléme différentiel est alors gtable
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par rapport aux conditions initiales. Dans le cas contraire, on a

A>0 et on peut utiliser pour A la constante de LIPSCHITZ L du probléme;

Lierreur propagée croit exponentiellement, ce qui ne fait que traduire

1'instabilité du probleme différentiel par rapport aux conditions

initiales,

Au total, on a donc

1 & Ah

le e te + P Lo

n+1

Soit alors un point T = tor+ Nh . On a succegsivement

Ah ' p+1
tey! < e*rey 1 + mn?*! 4 ¢
e gt et s w41 . mP 4
=M e 14 P 4 o))

N=2

080000 OQOOO0BLO

£ eNAh !eol + (Mhp+1 +C)(1 + ;...+ e(N°1)Ah)

et, comme e, = 0,

NAh AT

te.1g (P 4 ¢) &—=1 - mnP* 4+ ¢) &—1
N Ah . Ah
e - 1 e - 1
of
Soit d'abord A< O, c'est-a-dire que 1;; est toujours négative.
Alors,
te t € (0w 4+ c) —1
N = Ah
1 =e
et, pour h suffisamment petit,
1 - o oans O(h2) .

ce qui donne l'estimation asymptotique pour h —» 0

1 P C
& o -4
leN!.~ TAT I Mh + I { o

On constate que pour h donné, lorsque l'on s'éloigne de 1lforigine to,
1l’erreur reste bornée, '

Au contraire, si A>0 , on a

L AT
p+1 e 1 C -
oyt € W™ 4 0) p—— g runP o g AT

A mesure que l'on s'éloigne de 1l'origine to’ l'erreur croit exponentiel=-
lement, selon une loi qui ne dépend que de la fonction f, & 1l'exclusion

de tout paramétre dépendant du pas ou de 1l%algorithme utilisé,
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Cependant dans les deux cas, en l'absence d'erreurs d‘'arrondi

et d'evaluatlonn la solution calculée converge uniformément sur C O , T;;

vers la solution exacte, 1l'erreur décroissant comme n?, si p est -

l'ordre de 1'algorithme utilisé.

Ce dernier point s'explique aisément par le fait qu'il y a N = T/h pas,
ce qui fait perdre un ordre a4 grande distance.

Mais pour les trés petits pas, la solution calculée finit par

diverger du fait des erreurs d'arrondi et d’évaluation de f.

I1 existe en fait (fig. 4) un pas optimal, correspondant au
minimum de l'expression (M nP %), que l'on trouve en annulant sa

dérivée:

p=1 _ L =
p U hopt T = O
h
opt
ce qui donne
p+1
thopt=CQ

Comme le montre la figure 5, le pas optimal croft généralement avec
1'ordre de l'algorithme; On peut en effet admettre que C varie peu
avec cet ordre, et les courbes représentant p Mhp+1 pour les ordres
succesgifs épousent de plus en plus l'axe des h. Au pas optimal,

on a '

c _pl

P

P
Wb L+

opt hopt
et cette valeur décroit lorsque p croft. Ainsi, les algorithmes

d'ordre élevé permettent d'obtenir une précision meilleure et ce,

pour un pas plus grand que les algorithmes d'ordre plus bas.

1. METHODES A PAS LIES

7.1 = Le principe des méthodes & pas 1liés est de tenir compte,
3 chaque pas, dé 1'allure de la solution obtenue antérieurement. La

formule générale sera, pour une formule & r pas,

Va4 ~ ~ ~ o d "
Vg =g Ypuq + ovee Xy W = h( By ) + Py £y g ¥ eee BTy )
ou les di et Pi sont indépendants de h.

Deux cas sont & distinguer:

a) PO =0 ¢ Ve n'‘est déterminé que par les valeurs précédentes et

par £. On dit que 1l'algorithme est explicite.

) §k) ¢t 1'algorithme est

implicite, car il ne peut €tre résolu directement sous

b) PO # 0 : y, dépend aussi de Ek = F(t



16
cette forme,

Evidemment, on s'arrangera pour que l'ordre soit le plus élevé pos-
sible, Notant que le développement de TAYLOR & l'ordre p est un poly=

ndme de degré p, la formule sera d'ordre p si et seulement si elle

est exacte pour tout polyndme de degré p.

Considérant donc les (p+1) fonctions

y(t) =1 ceees y'(t) = 0
Y(t) =t scccooe y'(t) =
y(t) = 22 ... y'(t) = p tp-’" 0

cette condition méne au systéme d'équations linéaires ( on prend h = 1 )
T =d1 4+ eoo0e +0Cr
= 0( handd o e oo
T 1(3:' 1) + coo + dr-—1+ (-’~0+ +Pr

Qooo0o000 00

D (1P o\P p-1 _1\P=1
T =0l1\(r 1) +d2(rv2) +oeee #OL o+ p(r {50 + (r=1) ﬁ1 + oaee

oo °+ rsr__.])

Pour une formule & r pas, on a (2r+1) paramétres a4 déterminer.

D&s lors, une formule & r pas sera au plus de degré (2r).

8. ALGORITHMES EXPLICITES D'ADAMS

Ils corréspondent & 011 =T, ot2 = ...ov = otr = 0 , ce qui donne
~ ~ LS ~
Vg = Tygq *+ B E By Ty

Les coefficients sont donnés par le systéme
1 =1

r

r r
(r=1) + 2= , soit = B, =1
j=1 P j=1 Ps

T
-1
r° = (r-1)% 4+ s E Pa’ (:w--»;j)S Py

r
soit S (r-j)5"1 B. = r® o (p-1)8
j=1 J s

On constate qu'il y a en fait p conditions pour l'ordre p. Puisqu®il

¥ a r paramétres, on aura p = r,.



Voici les 5 premiéres formules d'ADAMS explicites:

r | Formule ordre
1% = g +0 T, _, (EULER) 1
2|5, =%, +20G%f . -F ) 2
k k=1 2 k=1 k=2
¥ =5 523 F 16 £ 5% .)
31 ¥ = Vg ¥ 7223 Ty =100 5+ 0 T3 3
§, =5 B(s5 % ¥ 3 £ )
T = Ty * 250 Ty =B Ty p F I T 3 =9 ) | 4
o~ ~ h ~ o~ ~
5| Ty = Vyuq * 73501901 £y = 2774 £, + 2616 £, _,
- 1214 %, v 251 F o) 5
9, ALGORITHMES IMPLICITES D'ADAMS
Ils correspondent également é.d1 =1, 02 = oee = dr = et

sont donc de la forme

r
Ve = Vpq +h j%)ﬁa fk-—j .

On détermine les coefficients ﬁj 4 partir du systéme

1 =1

H
[}

r
(r=1) + iipj , Soit

9600390000

r
= (r-1) v s X B . (r=-3)5""
j=o0 " ?

r S 8
soit Z (I‘-'j)sc" ﬁj = .I.'._:I__LI';lL
3=0

8

Il y a ici (r+1) paramétres libres et p conditions pour 1l'ordre p,

puisque la condition d'ordre O est triviale. L'ordre p de l'algo-

rithme est donc donné par

p = v+l

Voici les quatre premiéres formules AYADAMS implicites:

17



r FORMULE Ordre
h
1 Wy = Tpoq + 5 Ep + £,4) (EULER~-CAUCHY ) 2
2|y, =y, +2= (56 +8¢f -2 ) 3
kK~ k=17 12 7k k=1 = “k=2
. n
3|9 = Vg *+ 57 O +19F 4 =58 5+ T 3) 4
h
4|3y = g + 755 (251 £, + 646 £, . = 264 £, ,
+ 106 fk~3 =19, 5

10, DEMARRAGE D'UN ALGORITHME A PAS LIES (fig. 6)

On ne peub évidemment faire démarrer un algorithme & r pas que

sl ¢ valeurs de y sont connues, A priori, on ne connaft que Voo et il

18

faut donc compléter les données en donnant Tyo eees Ypq o Le plus sou=

vent, on calcule ces (r-1) valeurs~pér une méthode de RUNGE-KUTHA, I1 -

faut prendre garde au fait que les erreurs consenties dans cette phase

de démarrage se propageront tout au long du calcul. Les calculs de

démarrage par RUNGE-KUTTA doivent donc 8ire aussi préeis que possible.

11. MISE EN OEUVRE DYUNE METHODE IMPLICITE

Dans une méthode implicite, il se pose le probléme de 1l'évaluation

de f& « A cette fin, on peut utiliser:

a) Une méthode itérative (HAMMINGS)
Pour un algorithme 4'ADAMS, on aura

r ‘
Vg = Taq + B Py Tty Ty ) + B éé% Pi Ty o

Le dernier terme, calculable une fois pour toutes, sera noté B. On a

alors
Yy = Ypeuq + B po f(ﬁk, yk) + B .
. reasai 5O
Partant d'une valeur d'essai Ty s On pose
7 T{n=-1
Vg = Fpq + BB £t 7))
Il s'agit d'une méthode itérative classique: il y aura convergence si

h[g 1L < 1,
soit si



h < == .
Bl T

b) Une géthode de prédiction-corregtion (MIINE)

Au lieu d'itérer, on remplace §k dans la formule implicite par une

19

valeur yi approchée par une formule explicite, La question de pose alors

de choigir 1l'ordre de la formule explicite donnant yﬁ » Si l%ordre de
la formule impliclte est p, en calculant y} a4 l'ordre (p-1), on aura
une erreur 0(.p ) sur cette dernidre valeur. Alors, l'erreur sur

fk sera O(h(k-1)) également, du fait de la condition de LIPSCHITZ sur
f. Cette erreur sera, dans 1l'algorithme implicite, multiplide par h,
si bien Que ltalgorithme final sera bien dfordre p. Ainsi, 1l'étape de

Eredlction de yk peut &tre faite par un algorithme explicite dfordre
(p-1) sans altérer 1'ordre final de 1'algorithme. Dans le cadre des
algorithmes d'ADAMS, cette conclusion est particuliérement utile, car
la formule explicite d'ordre (p-1) et la formule implicite d°ordre p
comportent le méme nombre de pas, ce qui simplifie notamment le démar-
rage de l'algorithme. Si P; sont les coefficients de 1l'algorithme
explicite, on effectue donc les deux étapes suivantes:

T -~
- Prédiction : y} =¥, _, +h 2: By £,

>
- N . - ~ 3 ~
Correction : y, =¥, _4 +h [po f(‘!:kﬂ yk) + :.Z=-.::l Bi fkai 1

12, CONDITION DE CONSISTANCE

-

a4 pas liés, de la forme

r r
os ¥, _.=h 2. B. T . . o #0 (1)
20 %3 Tiee; & Py e 0

Considérons un algorithme

[

Sans faire a priori d'hypothéses sur la maniére dont les coefficients

ol j et Pj ont été obtenus, examinons dans quelles conditions cet

algorithme approche effectivement le ptobléme différentiel

y (%) = f(t,vi) (2)
pour t € (0, T), en admettant, bien siir que f est continue de t et
lipschitzienne de y sur C 0,7 ) . La solution y est donc continfiment

dérivable. Définissant 1l'erreur d'approximation de l'équation (2) par
le schéma (1) comme

r ) r
r(t) = & g)ocj y(tk‘.—‘;’;j.i;x);‘-_g) By £ty g, y(t - jn)) ,
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on dira que l'algorithme (1) est consistant sur C 0, 7)) si

sup P r(t) 1 —= 0
t,€C0, 7D

pour h —¥ 0O,
D'aprés les propriétés imposédes 4 f, on peut développer y(t:k = jh)
en

y(tk-jh) = y(tk) - jh y'(tk - 8, jh) :

3
= y(t) = by e) - gh Dy, - 36 m) -3 ],

le berme entre crochets convergeant uniformément vers zéro sur le

compact C 0, TD) , ce qui donne

1S ; 1 2 = o(n)
% :Z(:)Otj y(t, = §h) = ¢ y(t,) jzzjocx_j sy e) (- :EO o) + 2L,

par ailleurs, .f(%, y(t)) est uniformément continue sur le compact
Co, D, si bien que

r

r
:"2:._:6 pa f(tk = jh, y(tk - ,]h)) = ( j§0 ﬁj) f(tk’ y(tk))
r

+ [ jZ()pj(f(tk~ah. y(t=dh)) = £(5,, y(t,))]

la quantité entre crochets tendant vers zéro pour h == 0, On a donc

r r r
r(t,) = = %aj + ¥ () (= ;'.2-_-:6 J&g) + £(8y, () jgbﬁj

+ l{r(tk, h) ,

avec \p(tk, h) =% 0, Comme y'('l;‘k) = f(tk, y(tk)), les conditions

de consistance sont:

r r ' i‘:
2.%5 =0 E)""‘j’“j:oﬁj

3=0

Ces conditions reviennent & dire que 1'algorithme doit &tre dPerdre 1

au moins. On y adjoint généralement la condition de normalisation

E:.ﬁj=1s

J=0 r

qu'il est toujours possible de vérifier si = ﬁj #0 . Le cas de
j=0




nullité de la somme des Pj est en effet & rejeter, car il rendrait

impossible 1°'intégration d'une fonction & dérivée constante. La con-

dition de normalisation entraine

r
Z Jo, = =1,
j=1 " 3

d'ol

1 r

Y ;j%oaj y(t =) —>= ¥ (%)
et

r
Zp £(t, = 3h, y(by = §h)) = £(6,, y(t,)).

13, CONDITION DE STABILITE

Imaginons qu'a un moment donné, la solution subisse une légére per-
turbation 5yk, due par exemple aux erreurs d'arrondi et d'évaluation
de £ ou encore, 4 un choix imprécis des valeurs de démarrage. Comment

se propagera cette erreur? On aura, au premier ordre,

z 5 n 5p, 2L
5% %% =0 2Py Ty

8y s -
Il stagit d°une équation récurrente en les 6ykvr

j?()(ot hpj bykj )Syk_j=0,

Pour un pas h petit, on peut congidérer cette équation comme une per=-
turbation de 1f%équation

Eo.ajayk,,fo

par addition de termes 0(h). aux aj. Afin de cerner aussi simplement
que possible le comportement des erreurs au cours des itérations,

nous étudierons le probleme idéalisé

EO (o aMth)Syk_j =0

correspondant & 1l'équation simple

y' =My s M=cteo
Posons

r 'wen
4(z) = S o, 2779
j=0 3

et



Y r=j
y(z) = 22 P,z ° .
520 J
I1 suffit donc d'étudier les racines du polyndme perturbé
8, (z) = d(z) - M h y(z) .

Remarquons tout de suite les faits suivants:
a) Si ¢h admet une racine z, %elle que §s,, 13> A>1 lorque
h —» 0, il existera une solution de l'équation récurrente de la forme

k X
xéykr =1z, 17 2 4" .

Lorsque h = 0, la valeur de l'erreur en t = T fixé correspondra a
k = T/h, et vaudra

T/h

16y(T)t = A -3 00

?

c'est=a=-dire que la perturbation croitra indéfiniment,

b) Les racines de module inférieur & 1'unité donnent des solu=

tions décroissantes: si (zi lgst<«L1 , ona

h

12, 1°¢ oF = /2

e
i 0.

c) Des racines de @odule 1 donnent une perturbation stable, qui

reste égale & elle-méme,

d) ‘Une racine Zih vérifiant
2, 1< 1+Ch , >0,
conduit &
1S y(m)1 € (1 + cn)/B
Or,
1m0 e o)™ o [1m (14 ) VORNCT L expiemy
h -0 h === 0
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soit une valeur bornde indépendamment de h: la perturbation reste stable

lorsque h == O,

e) Une racine Zin vérifiant

Iz l$1+0h1/p s P>1

ih

méne 3



e CcT
S o/ 1-1/p
16y(Mtz (1 +cn'/PHB [ (1+cny® " } h

qui tend vers 1'infini comme exp( g%:773 ) .
h

I1 nous reste i examiner comment les racines de ¢h(z) et celles
de #(z) sont lides. Soit z

a donc

4 wne racine de g, de multiplicité p. On

g(z) = (z = zi)p Q(z) &
Trois cas sont pbssibles:

a) z, n'est pas racine de Y - Alors, les racines correspondantes

i
Zip de dh vérifient
— — oD p -
0 = ¢ (249) = (z3p = 230" Qlzyy) ~ M Y(zyy)
soit

| M (2,,) | /0 y
Zin = %4 =‘(W) = 0w .

Il existe donc p racines distinctes z,, voisines de zg de 0(h1/p) R

ih

b) z; st racine de ¥ , de multiplicité q<p: - Alors,
Y(z) = (z = 2,)? R(2)
et
= = - q - p=q -
0 = dy(25) = gy = 2% [ (zg- 20770 Qlagy) - M0 R(z5) }
Dans ce cas, z; est encore une racine de dh , de multiplicité q; il

apparalt en outre (p-q) racines Zin # z; » qui vérifient

Mh R(z,.)\ 1/(p=q)
- o | —B _ 1/(p=q)
Zih Zi = ( Q(zih) ) = 0( h ) °

c) z; 8 racine deV, de multiplicité g = p. - Alors, z;

est encore racine de dh, de multiplicité p.

Cela étant, nous possédons tous les éléments pour discuter le pro-

bléme. Tout d'aberd, pour une racine zg de 4 situde & 1l'intérieur du

disque unité, les racines correspondantes de ¢h finiront toujours
par se retrouver éyl"intérigur_de @e disque, et le probléme de sta-
bilité ne se pose pas. Si ¢ possdde une racine de module supérieur

& 1'unité, pour h suffidamment petit, les racines correspondantes

23



de ¢h seront égal ement de module supérieur & 1, et l'algorithme est
ingtable., Il reste & examiner le cas de racines de ¢ situédes sur le
cercle unité, Si ces racines sont gimples, les racines correspondan=-

tes de dh vérifieront

lzihl < 1 + 0(h)

et la stabilité est assurée, S'il existe une racine Zg de module 1
et de multiplicité p> 1, la stabilité n'est assuréde que si zg est
également racine de ¥, de multiplicité au moins égale & (p=1). Ce-
pendant, cette derniére conclusion n'est vraie que pour le probléme
modéle idéalisé, Dans la pratique, les dérivées par rapport a y de

f changent constamment et tout se passe comme si | était modifié &

chaque pas. On'me peut donc pas compter sur les zéros de Yy, et il

faut exiger que tous les zéros de ¢ de module 1 soient simples.

En résumé, on peut énoncer la condition de stabilité suivante:

Pour gque 1'algorithme

T T .
20 Ty =B 2By T

soit stable, c'est=a-dire que pour h = 0O, les perturbations se

propagent en restant bornées, il faut que 1°équation caractéristique

r
4(z) = S P, 259
z = B,

ait toutes ses racines z; de module inférieur ou égal & 1'unité

et que les racines de module 1 soient simples.

On remarquera que tout algorithme consistant vérifie g(1) = 0.

Mais s'il est normalisé, on a
r
¢°(1) = Z :jaj = a1 ]
J=0 '

ce qul signifie que z=1 est une racine simple,

14, THEOREME DE _CONVERGENCE DES METHODES A PAS LIES £ 81

La convergence des algorithmes & pas lids est régie par le
théoréme suivant: , '
Lorsque h => 0O, un algorithme & pas 1iés consistant, normalisé

et stable converge si 1l'on fait abstraction de l'accumulation des
erreurs d'arrondi et d'évaluation de £ et si les é?ré@gg.sur les

valeurs de démarrage tendent vers zéro pour h —~>0 .
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# Démonstration

Notons d'abord que l'e'quation effectivement résolue est

r
2y Yy 7 0 ij kg = %kt %k

e'k représente l'erreur d'arrondi et d'évaluation de f,

e"k représente l'erreur éventuelle de non-résolution exacte de
l'algorithme, notamment dans le cas d'une méthode de prédic-

tion-correction. Cette erreur vérifie |el'c'( gC n? o

La solution exacte vérifie quant & elle

T
Z«j vty q) = h ;f..:op«'i £ty g0 ¥(ty_5)) =h 7,

avec rk-'-Bv 0 pour h-=> 0 . Notant

oy, = ¥(t,) - y(t,)

on obtient donc

r
2L (4 '
Z:o:j 6yk -h ;jza:o#j ay L J) Syk j=eRtep-hT =g,

ol yﬁ_j est une valeur intermédiaire entre y(t o Pour

-~
k=3) % Jimg

, oFf
abréger, nous noterons fyj les grandeurs by(tk 30 v a) & On' suppose
naturellement
'fyk' < L.

Dans ces notations, on a donc

r
%O Coty = g 2.) ¥y = &

On suppose bien entendu que oto # 0, et nous nous placerons dans le cas

ol h est suffisamment petit pour que
!hﬁoL 1< /2.,

On péut alors expliciter éyk , ce qui donne

r nhp f 8,
Oy = - % - B, T, 8yk3+ oto'-h,sofyo

On notera que

K, =
— hﬁ:] Ty - dj sV,
O(o-hpofyo o, kj

25



avec
v . = o_f‘_jpo:fyo“do P:ify:i
kj do(do-hpofyo)
et
lO(jpol-l-IO(O@j(
v, 1< 2 L,
kil S 2
o

ce qui permet d‘'écrire

r o r
6yk = - > --10( 6'71:-;3 -h = Viej 6yk—j + W, (1)
j=1 ') j=1
ol
g {2 g1
k k
W = - 9 Iw ‘\< °
k do h @o fyo k ! o(ol
Les notations matricielles suivantes:
_ - o ]
5y, | Rt - ==
d d Qo ee a0 a
6yk_1 (6] o 0
Z(k) = ’ A = 1 O 26060000 O s
O 1 %088 00 o
6yk--r+1 .
L O Q0 Q0 880009 sSe ¢ D "D 1 o
FV ooc.ooo v 7 r -
k1 kr wk
O 00 3000 O O
Y = . . » V) <.
O e0coo0e 0 . '0 _
permettent d'écrire 1'équation (1) sous la forme
= 9

Quelles sont les valeurs propres de A? On vérifie aisément que 1'équa-
tion

Ax=2Ax
‘implique d'une part

X,' =7\X2, eve 9 Xrn" =7\X 9
soit

x1 = )?-1 X

r....,x

et, d'autre part,

.)\d°x1+ d1x1+o.o+arxr=09

26
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solt

)\r—1+ooo + ol =O,

r
Olo)‘ + o .

ou encore,

. g(N) =0,

ot d(\) = 0 est 1'équation caractéristique du schéma aux différences,

En vertu de la condition de stabilité, toutes les racines de cette

équation ont leur module inférieur ou égal & 1'unité, et les racines

de module 1 sont simples. Nous avons vu, au cours de 1l'étude des métho-

des itératives de résolution des systémes matriciels, que, dans ces

conditions, il existe une matrice inversible S telle que la matrice
A=5"1as

vérifie

11AT1) €1 .
oo

Multiplions 1l'équation (1') par s™1: on obtient

Z(k) = A Z(k"1) + h V(k) Z(k=1) o+ W(k) (2)
avec les notations

A _1 ~ 1

- 1
Zk) =5 k) 0 F(ke1) =5

Ze1) » Vx) =5 V) S

- -1

W(k) =9 W(k) °
En ce qui concerne les normes, on a donc {{All_ < 1. Pour "V(k)"co s

n'a qu'une ligne non nulle, d'ou

on notera que la matrice V(k)
r 5 1, k
MV b, = JZ=1 iyt € 55 E (asp ot + 1o g.1) =T,
o

1f ne dépendant que des coefficients de l'algorithme., Il vient donc

o -1
NV ey, € 18T ar, nst, 1 = yL.

{k
La constante ne dépend également que des coefficiants de 1l'algorithme,

car tel est le cas de la matrice S. Enfin, pour IIWll,, , On a

2 . o -1
Hw(k)nwsns 8 PN !!w(k)nwsns L IS !wkl
tg 1\
-1 k
< i - ,
€2 115 1 “xo‘ = p[gkl ,

‘P ne dépendant que des coefficients de 1'algorithme,
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Il résulte de tout cela que

'z )nw.snz(k M o (1 +hyL) + plg 1 (3)

A

De proche en proche, et en notant que le premier vecteur Z(l) qui soit
~

(k

défini est Z(pq) o OB obtient

A~ K=y -
1 k=r4+1
Mz, {1%0 lg_y! (1 +hyDL)" + (1 +hyL) 2 gy« (#)
On a encore
= 1 1 er k-1
1=0 ]_ = r’,,,’k 1=0
(1 + hyn) T g
sup !gll 57
1=rpeoogk U

et, en vertu de la relation générale pour x>0

(1+x)Sex=1+x+x2/2¢..e,

on a

(v + hKL)k-rH < expf (k-r+1 )hXL J € exp(kh ¥L) = exp(yL1),

en notant T = kh. Il vient donc, en substituant la notation z(T) &

(k) *

-
z

ls notation

Hz(D11, < B sup e, ! m}%%l‘_b_l + exp( gI1) 11z, ylL .
lzr,..o,k .

I1 reste & évaluer

- -1 S
N2 ) e 1S 1L, Tlae gy, = 1S 1, 131:;) . "1‘18y1|
: : Flgeoegd™=q,
Notant finalement que
trz(M)t1 < st t1s(D)tl,
: : il B
on obtient
LT
1iz(T) 11 <C sup Ig. !l ‘ex + C exp(yLT) sup léy! »
25T g, Y BYD 2 121500021 1

les constantes C et C’ ne dépendant que des coefficients de 1l'algorithme,
En relntroduisant les grandaurs composant l,gll9 on obtient

c& ¥y < tz(T) 11,

Lo fedd T 1edl
1 ‘ 1 exp(¥LT)-1
< | v
< C1 sup lr ! * sup Rt sup - o 57

l=rye.q,k ! 1=r,e.ogk l—r,eoogk
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+~027exp('ylm) sup v Syll °
. 1=1.,ooogr°'1

Pa condition de consistance implique

lim sup lrlt =0 ,
h ==p 0 l=r,ooo,k

Les erreurs de résolution de l'algorithme devront en outre vérifier
‘ "
!ekl
h

lim sup
h e 1=r90t69k

"‘ = Q(h) °

=0, soi¥b lek

Les termes 1| 63&‘ s 1 = T, e0ey r=1, représentent les erreurs sur
les conditions de démarrage, qui doivent également tendre vers zéeo pour
h-=0.,

La seule source de divergence réside alors dans les erreurs d'arron-

di et d'évaluation qui entrainent une erreur 0(1/h).
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SOMMATION DES SERIES

1. La sommation des séries n'est pas toujours une opération aussi
simple qu'on pourrait le penser. Si certaines séries, comme

[~}

|
kzao e = 1718281830
s'obtiennent aisément par simple sommation,(treize termes ont été
suffisants pour stabiliser la neuviéme décimale), il n'en est pas
de méme de certaines séries convergeant lentement comme
oo
>
k=1 k

pour laquelle il faudrait deux milliards de termes pour garantir la

neuvidme décimale. Il existe cependant un certain nombre de méthodes

permettant d'accélérer la.convergence des séries.

2; EVALUATION DU RESTE D'UNE SERIE
§~————— i ———

our déterminer le nombre de termes & prendre en considération
pour obtenir une précision donnée sur une série, on peut le plus
souvent faire appel aux deux critéres suivants:

2;1 - Reste d’une série alternde

Soit la série 2. (--1)k a v >0 , a { 0. 0n a, si M

a la méme parité que (N+1),

N4+1 M k
(=" > (-1 & = [ aNe1 ~ (ay,o = aN+3) - (aN+4 - aN+5) Teee
ceo = (g = oy ] % < oy

z 0

Si M a la parité de N ,

(-1)¥*1 ZM (-1)¥ - ( - ) -
i a =1 ANt 42 %3 eeee

coo = (o p = oy q) =2y ] g < By
>0

Ceci étant vrai pour tout N, les sommes de CAUCHY tendent vers zéro
(ce qui garantit la convergence) et, pour M —3> @ , on obtient

_ ,
: 1
Ryt = | 22 0 e | <oy e Ry =™




2.2 - Reste des séries sommables & termes positifs décroissants
o0

Considérons la série Z
n=0
£>20, f(x) ¥+ 0 pour x =00,

f(n) , sommable, avec £ mesurable,

La fonction dénombrablement étagée

g(x) = f(ent(x)) 0 ent(x) = partie entidre de x,
est intégrable, car
0 o0
f g(x) dx = 2. £(n) .
0 n=0

Comme on a partout (fig. 1)
g(x) = f(ent(x)) 2 £(x) ,
on en déduit que f est intégrable, Il en est de méme de la fonction

h(x) = £(x=1) définie sur ) #1, © C , car

.{wh(x) dx = ./4‘001’(1:'-1) dx = /wf(x) dx.
0

Par ailleurs, on a partout
f(x) < e(x) < n(x) ,
ce qui implique que, sur tout intervalle (N+1, 0 C ,

0 [+ ©o
S (=) ax gf. g(x) dx g f n(x) dx ,
N+1 N+1 N+1

soit -

0
tx)axs Ry s/ £ ax
N+7 N

2.3 = Exemples
a) La série

= Z (%-r ln%%l) LT
k=2

est & termes positifs, car

-1 1 i 1 - 1
1n(1 - —) m oop D gy | ST cn  Te— - L =
k k akz 31{3 600, L k

Ses termes sont décroissants. Aprés N termes, on a

- /"Q[l+1n(1 --l)] dx = = [ 1n x + x 1a(1 - 1) = 1n(x-1) }Oo
Nt o X ' x ' x N+1



= {(x-=1)1n(1‘=-3£)3w .
N+1

A 1'infini, on a, par le théorkme de 1YHOSPITAL,

1
1n(1 = =) 2

1im : £ = lim x;'x = =1,

X ~=%o0 X - 1 = 2
(x=1)
dton

00 . ,
../ [3;+1n(1=-:;)]dx==1“1‘71n§‘1§{‘

N+1 )

(Cette valeur tend vers zéro pour N =>® ) , et

. . N B N=1
-1 -finge < @Ns-w (N=1) 1n ==
Comme
T oo N Inll =2 b)Y o ot oo Wl b o ombe Yoo bl
T Nln(1 N) = 1 N( N 2N2 eee ) ~ 2N ‘ -9

on constate que la convergence de cette série est trés lente

b) La série
s n+1
Z )7
k=1 n3

donne un reste

1
1R 1 < .
N (+1)>
I1 faudra, pour obtenir 3 chiffres significatifs exacts, calculer N
tel que
(N+1)
goit

N+1 ? 21/3 s 10 = 12,60 °

Douze termes feront l*affaire, Pour obtenir six chiffres exacts, il en
faudra 125.

3. ACCUMULATION DES ERREURS

A quoi bon, se dira-t-on peut-8tre, accélérer la convergence des
séries, alors que les ordinateurs actuels peuvent effectuer des opé-
rations nombreuses en si peu de temps? Nous avons, dans le chapitre

relatif aux erreurs, montré que les arrondis peuvent détruire la con-



vergence et qu'il est de la plus grande importance que les séries
convergent vite, sans quoi les erreurs numériques fausseront complé=-
tement le résultat, L'accélération de la convergence des séries n'est
donc pas un probléme d'ordre esthétique, mmis une nécessité absolue

si 1'on veut que les cdlculs soient . couronnés de succeés.

4, POLYNOMES DE BERNOULLI

4,1 = Les polynSmes de Bernoulli permettent d'obtenir la somme
d'un certain nombre de séries particuliéres, dont nous nous servirons,
Pour les introduire, considérons le développement

Q0

g X’ Z: Bn(x) n
t = nt T
e =1 n=0 :
au voisinage de t = 0 o Pour obtenir les coefficients B (x)9 on écrit
s B, (x) s B, (x)

t eXF = (e¥ - 1) 2.

n=0

£ )

+* = ( -}-;-;)(Z

.

soit encore

°0 oo =)
xn tm»‘l Z 'bk Z Bn(x) a ‘
f— (2 B« L),
n=0 k=1 n=0 :

En identifiant les coefficients des différentes puissances de t, on trou-
ve, pour n = 0 ,

1 = Bo(x)

et, pour n 1 ,

£ B

o0
‘Z"‘"‘""n-m g: kT (o-k)7 ° J

soit
o0
n=1 nl :
nx = EE% 'y (n=k)?! Bnok(X)
ou encore,
2k n-1
gz; c, Bnak(x) = n X . Bo(x) =

Ces relations permettent de déterminer les Bn(x) par récurrence,
Elles montrent en outre qu'il s'agit de polyndmes, On les appelle
polyn8mes de Bernoulli, Il est facile de vérifier que leur coeffi-
ciént de téte vaut 1; Leurs valeurs i l'origine,

Bn = Bn(O) 9



5
sont appelées nombres de Bernoulli. Il est aisé de voir que ce sont des

nombres rationnels.

4,2 - Montrons la relation

. =1
Bn(x+1) - Bn(x) =nx

Elle est évidente pour m = 0. Si elle est vraie jusqu'i l'ordre

(n=1), montrons-la pour B,. On a, par la relation de récurrence,
n+1
n
25: Cn*1 [ Bpyqac(®+1) = B4 (x) 1 = (n+1) [ (=) =%"1],

soit
n+1 k
(n+1) { B (x+1) = B (x) ] + EZ% e [ B B g (x¥1) = B, (x) 1

= (+1) f (1) =217 .

La proposition étant vraie jusqu'a 1l'ordre (n=1), la somme du premier
membre vaut

n+1 Q.

> C, (k) 2K o 3 e ﬁﬂ (mk«a-ﬂ S
k=2 k=2 i

i‘—_- {a+1)1 (n-k#1) _n-k
o K (n=k+1)?¢

n
= (n+1) > Ci Pk
I k=2

(n+1) (1¥x)n -x - C; =1 1.,

L}

ce qui donne finalement

(n+1) ['Bn(x41) - Bn(x) Y = (n+1) n £ .
comme annoncé,

On en déduit immédiatement que, pour n > 1,

B (1) =B (0) +0 ,

soit

Bn(1) = B pour n>1




4,3 = Montrons que

B! (x) = n B__, (x)

On a évidemment Bg(x) = 0, Supposant la relation ci-dessus vraie

jusquien (n=1), on obtient, en dérivant la relation fondamentale de

récurrence,
n+?¥
k v n=1
EE% Cpst Bpoiyq (¥) = (241)n x
et, comme la proposition est vraie jusqu'ia l'ordre (n=1),
ne1 n+1 x
? - - o
(n+1) Bn(x) = (n+1)n x EE; (n=k+1) Cn+1 Bnpk(x)

La somme s'écrit encore
I ni a k
(n+1) E;; TRC™T1 Bnak(x) = (n+1) Ezé Cn Bnek(X)

= @) [nx""=clB 01,

ce qui donne

(n+1) Bﬁ(x) = (n+1)n Bn_1(x) °

ee qu'il fallait démontrer,

4.4 = Les nombres de Bernoulli impairs, sauf Bys gont nuls.

En effet, faisant x = 0O dans la relation de définition des
polyndmes de Bernoulli, on obtient

2., B t° — B
"bt = Z nn' = 1 4 B1 t + Z -I::% tn °
e =1 n=0 : n=2
I1 est aisé de voir, & partir de la relation de récurrence, que B1 = =1/2,
d'ol
o0 . t
‘ ‘ t t t e + 1 t/2
T+ Z - 'bn = + o o = 7 °
non B! of - 1 2" 2 b, th(t/2)

La fonction du dernier membre étant paire, son développement en série
de puissances ne peut contenir que des puissances paires de t, ce qui

démontre la proposition.

4,5 = On a la relation

B, (1-x) = (-1)" B (x)

Pour n = 0 ; c'est évident, Si c'est vrai pour Bn=1(x), on note
que



1=x X
B (1-x) = B_(1) + f1 n B, _,(8) at = B(1) + /0 n B__ (1-6) d(1-t)

X X
=B (1) + (=)™ /O n 5, (1) at = B(1) + (-1)° /O B! (x) dx
= B,(1) = (+1)* B (0) + (-1)* B (x) .
Or, on a teoujours

B, (1) = (-1)" B (0) .

C'egt évident pour n pair, et pour n impair, B = 0, sauf dans le cas

n = 1, pour lequel B, == 1/2 et 8,(1) = 1/2 . Ceci achdve la démons-

1
tration,

4,6 = On a également

(-1)" Bn(ax) = Bn(x) +n xn°1

En effet,
Bn(-x+1) = Bn(~X) +n (=x)*" ’
dou
B (~x) = B_(1-x) = (~1 Y21 n 2 o (-1)® B_(x) - (=1)2"1 21
= (=1)2 { Bn(x) - 1.

4,7 = Les polynOmes de Bernoulli admettent le développement
de TAYLOR

‘ 4 J n=k
B_(x+h) = ;4__' ¢, B.(x) n
=0

En effet,
n 3 (x)

B_(x+h) = 2
n =0 k1t

n

k n...gn»k+12 k

h = Z k1 Bn—k (X) h
k=0

n e]

n n
- kZo Cp By (x) 1 = '12:0 6, B (x) "7t

n
= > Bt
1=0

En particulier, en faisant x = 0 , h = x , on obtient




4.8 - Les polynSmes de Bernoulli vérifient la relation

m (m+1) - B
n n+1 +1
kZ1k = n+1 n,m=192,oo.o
En effet,
il—_- B i B (kee1) - B (k) _ _}_32+1 (me1) - Br_1_+1(1)
from - =1 n+1 - n+1t

4.9 = Développement des polynSmes de Bermoulli en séries de
FOURIER sur J0, 1C.

Commengons par chercher les coefficients de Fourier de B1 (x).

On a
1 21"'th ZiTth
(1) f 2im kx LA ]
% =2 o By (x) e ax = 2 | B,(x) g - 2/ B, () g o

et, comme Bo(x) =1, B1(x) =x =-1/2 ,

(1)

(1) _2 2i (1)
¢ = ZiME " omE "% tiB T

c'est=a~dire

(1) 1) 2
On a donc

Q0
B(x)_al- Z sink_zm‘n:kx = x =3

LA

Passons 4 n > 1. On a, pour k#0,

1 R 2imtkx 71 1 2iTCkx
(n) _ / 21 TC kx e / (A
e =2 . B (x) e dx = 2 | B (x) 57%% . 2n ; B ()5 &

et, comme Bn(o) = Bn(1), le terme intégré s'annule. De proche en proche,

on arrive 3

25.11-' kx

(n) n-1 5-1) (1)
¢ = ( ) n(n-1)¢002 B ( )
k f * (217t k)*” (2111‘1:)““1 *k

soit

(n) = 2 L...l.._nl_ . kf-O o
(2itc k)™
Pour k = 0O,



1

1
(n) - / 9 -—-1 -
% =J, B (x) dx = 5 A Bl,(x) dx = = (B (1) =3B ,)=0.

Dés lors, pour n pair, n = 2m et 128 o (=1)""1 , ce qui domme

Jem) _ (02 (my 1 (2m)

° 9
k (27()2m k2m k
et
o0
B §-12m“1.2.$2m2! : cos 2kTix
2m(x) = 2m -——T m = 19 2g X ]
(2m) k=1 k

Pour n impair, n = 2m=1 et

2me=1 .
1 i m
(i) = iZn = (=171,

dfon

c(em=1) _ o0 (<17 (em=)t _, (2m-1)

k (27[)2m 1 k
ce qui donne
m ( ‘ ad .
Bzm""1 (x) = (azgéiém?}:‘-“)! :k 1 Si::znzll:;'rrx m = 19 2, LN

4.6 - Séries_de puissances inverses

Pour n = 2m et x=0, on obtient directement

(=1)"" 2. (2m) 1 §-°; 4

B, = e

soit
S L i mls, £RRE L,
=1 k2m 2m 2.(2m){ peoene

Pour n = 2m=1, le probléme est un peu plus complexe, car les
sinus que contient le développement de B

simultanément, Calculons l'intégrale

M Tl

2m__,‘(x) n'ont pas la valeur 1

1
jk = f sin 2kTtx cotgmnx dx .
0
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On a d'une part

/1 sin 2kTlx cosTix

T dx =
0 sinTtx
__f1 sin(2k=1)nx cog’nx + cos(2k-1)nx sinmx cosnx d% =
N 0 gsinTx -
1 8in(2k=-1)T x 1
= f e dx + f [ cos(2k=-1)Tx cosTx = sin(2k=1)1wx sinm x J dx
0 ‘ 0
soit
1 1
7, - [ SIS [y e oo - [ SnEEDES

0 0

" D'autre part,

1 1 i
/ sin 2kTex cosTx . _ %{f sin(kyi)mx o / sin(2k-1)7 x dx} )
0 0 0

ginm x sinn x sinmx

ce qui entraine

1 . 1 .
7k=f sin(2k=-1)1t x dx:/ sin(2k+D Tt x ix = 1

sinnx 0 ginTtx k+1

I1 en découle

47 7k1==oo.=-7 f sin“n:x dx?1o

k sinn‘ X

Cette propriété nous permet de traiter le cas n = 2m=1 , car elle

entraine
T 1 =
: m+ (
/ | B2m+1 (=) cotgmx dx = =1 : gmiﬁl“)! ;m+1 ®
0 (2m) k=1 Kk

gsolit

o m+1 2m+1 1
Z 2;“_1 - =0 (2m) f Byned (x) cotgmnx dx
k= 2.(2m+1)1 0

ce qui raméne le calcul de la série a celui d'une intégrale. Comme
Bopsq (X) s'annule en x=0 et x=1, 1'intégrand ne comporte pas de sin-
gularité et on peut utiliser une formule de GAUSS.

Exemple: calcul de 2.(1/ ) « On a

BB(X) = x° --%xz + % x.
Utilisons une formule de GAUSS & 9 points, en tenant compte de la

symétrie de la fonetion par rapport au milieu de l'intervalle:



Xy Hi BB(xi) cotg1uxi

0,015 919 881 | 0,081 274 388 | 0,151 507 980
0,081 984 447 0,180 648 161 0,119 436 677
0,193 314 284 | 0,260 610 964 | 0,068 821 036
0,337 873 289 | 0,312 347 077 | 0,020 256 430
0,5 - 0

I =0,058 152 288

3
On a alors 22(1/n3) = £§l§%~ I = 1,202 057 281 .

La vraie valeur est 1,202 056 903. Lferreur est donc de 4..10“7 o Rien
n'empéche, bien sfir, d'utiliser des formules de degré plus élevé, Pour
obtenir la méme précision par sommation directe, il aurait fallu
additionner 1118 termes,

5. POLYNOMES D'EULER
5,1 = Les polyndmes d'Euler sont définis par le développement

Q0

xt E_(x)
2 e n n
T = z t

[ 2
e + 1 n=0 n

au voisinage de t=0, Pour obtenir les coefficients des En(x), on

derit ‘
oo o0
E_(x) ¥k 2 E_(x)
2eXt=(et+1‘)Z 1 tn=(2+Z "'"'t)(Z = tn)’
nt ki n!
n=0 k=1 n=0

soit encore

d .
, ZE: £ ?n

n=0 n

X Lk ad (x)
= (2 + ZE: %T) ( z: 1

k=1 * n=0 )

) .

E
n
n

En identifiant les coefficients des différentﬁs puissances de t, on

trouve

Eo(x) = 1

et, pour n 1,

, 40 , En(x) e :?: 35‘ En-k(x) £k
-ET = nit * =1 ki (n=k)! ’
soit
n = n!
2 x = 2 En(x) + :E: ki (n=k)! Enmk(X)

11



ou encore,

n n k
En(x) =X =3 éza C, En_k(x) 3 Eo(x) =1

On appelle nombres d'Euler les nombres

E, = 2" B (3) .

5.2 = Montrons la relation

Ea(x) = (x)

En—1

Pour n = 1, on a

E1(X)=x==}Eo(x)=x-%a
donc
Bj(x) = 1 = B (x) .

Supposons donc la relation vraie jusqu'ia 1l'ordre (n-1). Alors,

n~1 2. x n~1 =1y
? = . 9 = - ?
En(x) n x r > c, B} k(x) n x 3 > C, Bl k(x}’,
) k=1 k=1
car B (x) = 0, d'oh
n-=1 n = 5n-12'
9 = ap -
Bp(x) = nx 2 kZ=1 k1 (n-kr1) T Pneicet )
e n=-1
N1 . k
= n( x -} EE; Cont Enak-T(X) ) =n En_1(x) .

503 = Cn a également

n
En(x+1) + En(x) = 2 X

Cette relation est évidente pour m = 0 . Supposons=la vraie
Jjusqu'a l'ordre (n-1), Alors,

En(x+1) = (1+x)n - % g{: n n k(x+1)
n n ok 2. Xk n-k
= (14x)" + % kzg'_; n By (X) = 1?-:1 c, x
=Xn+%‘ Z Cn Ilk()

k=1

Ajoutant la valeur
n 3 k
B (x) =x" -3 > c B _ (x),
k=1

12
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on obtient visiblement la relation annoncée.

En corollaire, on a toujours, pour n#0,

En(1) = - En(o) .

504 = Les nombres d'Euler d'ordre impair sont nuls
En effet, si 1'on fait x = % dans la relation de définition
des polynSmes d Euler, on trouve

20 }; 37

S G 262 1

i . 1 = - = [
N ni et + 1 et/2 + e t/2 ch %

fonction paire dont le développement ne peut contenir que des puis-
sances paires de t.

55 = On a la relation

E (1-x) = (-1)" E_(x)

On note d'abord que pour x = ¥ ,
' n
En = ("1) En e

Dtautre part, l'assertion est évidente pour n = 0. Si elle est vraie
pour En¢1(x), on a
E

| 1=x n x
E_(1-x) = E_(3) +f% B B (8) 4t = =2+ f% n E__ (1=t) a(1-t)

E X
- ;ﬁ + (=1)P f% n B _,(t) dt

n En x n )
- (P2 f% nE . (t) at] = (-0 E_(x) .
< 2

5;6 - On a encore

(—1)n+1 En(-x) = En(x) -2 x°

Ctest une combinaison des deux relations précédentes:

E (=x+1) = = B (-x) + (+1)" 2 " = (-1 B (x) ,

dfoll 1la relation annoncée.
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5.7 = Les polynSmes d'Euler admettent le développement de TAYIOR

2 ok n-k
E (x+h) = EE% ¢, E (x) u

La démonstration est la méme que pour les polyndmes de Bernoulli,

En remplagant dans cette formule x par * et h par (x-%) s on obtient

n E
Bax) = 30y ¢ k-7

5.8 = Les polyndmes d'Euler vérifient la relation

m
m ek n  Ep(m+1) + (-1)7 E_(0)
EE; (=1) k¥ = > Mmon=1425000
En effet, ( ) -

m m E (k+1) * E_(k
Z (-1 )m-k kn - Z -ag-' 2 Il (.51 )m"k
k=1 k=1

n m-1

=% 2 (=" B (1) + 3 > (D" (k41)
k=1 k=0
E (1) + (=) EB_(1)

2

Comme _
n .
En(1) = 2,0 = En(O) = = En(o} .

on a encore
m=1 m [
-7 E (1) = (-1)7E (0)

ce qui démontre l'assertion,

5.9 - Les nombres d'Euler sont entiers

C'est évidemment vrail pouﬁWEO o Si c'est vrai jusqu'i l'ordre

(n=1), on a

n E
n n n . k nek }
B, =2 En(%) 2 { )" -3 2 Ch Thx
k=1 2
n
k k=1
1 = an 2

E 9
Y n=k

k=
avec, dans chaque terme, En«k entier, Zk-1 entier, Gﬁ entier.
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5,10 = Valeurs des polyndmes d'Euler en 0 et 1

On a, pour x = 0,

2 11 n
t = Z t ®

f
e <+ 1 =0 n:

Par- ailleurs,

. B
t.“ = Z E?’tn_1 ’
e =1 n=0 :
dfon
N0
1 - 1 J_ Z n+1 En(o) ) t®
9
oF .1 of 41 Tt 20 (n+1)t = 2,nt
soit
Do : )
_2 1, > L a5
' o
ezt -1 t neo ! n+1 2 \
Le premier membre vaut encore
2 B
2 1 n+1 n
—2 o L, 2 A oty
ezt -1 2t =0 (ne1)!

d'ol, par identification des coefficients des différentes puissances de t,
1 B = En(o) +
(n+1)1 "n+1 T 2.n1

soit

...._?_u(zn"'"_“)B

En(o) = n+1 n+1

] En(1) = En(o)

En particuller, ‘tous les polxnomes d'Euler de degré pair O

g annulent a l'orlgz.ne et en x=1,

5,11 - Développement des polynfmes d'Euler en séries de Fourier
sur 0, 1C .

A’u lien de la base classique

{ e2:’.71 kx}
1(2k+1)™ x

» on peul tout aussi bien

utiliser la base des e s S0it

eiTt X eBiTt x eEin X

9 4 9 oo »

qui est orthogonalejy: wuisque

1
1 2k+1 e =
/ (2k+1)T x ‘ 1(21+1)Tt X ax ’-‘;/ei(k 1)2Tx dx = 0 pour kil
0 .
0




et compldte dans 12( Jo, 1C ), car si

1
/ £(x) ei(2k+1)‘ﬂx dx = 0
0

pour tout k, on a, par les séries de Fourier classiques,
£(x) e * =0 pp dans Do, 1C ,
soit
£(x) = 0 pp dans )0, 1C.

Cela étant, pour Eo(x), on a

°1(;O) -2 f01 5, (x) i@k TUx i(§k+1)T[[ o1 (2k+1)
4i
(2k+1)Ww
soit
S N o
don

4 S~ sin(Pk+1) Twx
Eo(x) = i:@

2k+1

Passons A n>0 . On a
1 .
clin) -2 jf E (x) el(2k+1)7tx dx
o B

= i(§k+15ﬂ [z, (0 ot (Bt) E,(0) ]

1

2n 1(2k+1) Tt x
T Il J By (®) e ax,

gsoit, comme En(o) = - En(1)”

n) _ __n o(n=1)

k - i(2k+1)™ Tk °
De proche en proche, on obtient
@) _ (=17 ns & {0) 4 (=1)" ny
k = -

in(2k+1)nnn k e 1 (2k+1)n+11tn+1

1

- Dés lors, pour n pair, n = 2m et

= (-4,
iZm 1

- 1]

16



dfon

m
Jlem) 4 (=1) (em)t i, (2m)

k X 9
(2k+1 )2m+1 - 2m+1

alizm) = 0

et

E2m(x) = (-1)" 4 (2m) 1 SE gin(2k+1) Tt x

2m+1 k=0 (2k+1)2m+1

2m="
Pour n impagir, n = 2m=1 . et S:ﬂl—~—— = (~1)m .

i2m==2
d'ol
(2m=1) 4 (=1)" (2m=-1)1 _ _(2m=1) (2m-1) _
Cy = 2m._om - %k o By =0
(2k+1)°7 1
et
n 0
B, ,(x) = (=1) 42“(12m=-1)! b cos£2k+;m21tx
2q k=0 (2k+1)
5,12 = Application aux séries de puissances inverses
Pour n=2m et x =%, on a
sin(2k+1)gL = (=1
et
0o
R DS S L
2m 22m 2m+1 k=0 (2k+1)2m+1
goit
e ]
2m+1
S (¥ (™) e (2T g
k=0 2 (2m)?
Pour n = (2m+1), 168 cosiniis du développement de EZm-1(x) ne

prennent pas la valeur + 1 simultanément, ce qui oblige & faire unme
transformation., A cette fin, observons que

jf1 cos(2k+1)Twx + cos(Pk-1)Tx ,
0

1
X = 2 Jr cos 2kmnix dx = 0O,

cos x
0

dfou

17
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o

/’1 cos(2k+1) Tt x dx = - jf1 cog (2k=1) Tx dx

COSTX 0 COSTX

Par applications successives de ce résultat, on obtient

1
T
J/ cos(k+DMx . _ (=1)% jf SOSTX o _ (¥

0 COSTX COSTX
d'oh
1 E (x)
2m=1 d _ &= D" g (2m=-1)1 Z (= )
COST X X 2m am
0 T k=0  (2k+1)
soit
[ =]
> EDE (e L SOOI J 'l
s ' 4(2m=1)1 o COSTX

ce qui raméne le calcul de la série & celui d'une intégrale. Comme
E2mu1(x) s'annule en x = ¥ , 1'intégrand ne comporte pas de singula-
rité, et on peut utiliser une formule de Gauss, & condition de noter,

si la formule en question utilise le point central x = + , que

. ot &) (2m-1) By p () (2m-1) Bopop
1im cos mx lim =Tl ginw x 2m=2 ’
X -2 % X - 1 2 Tt

par application du théoréme de 1'HOSPITAL. Par ailleurs, on peut
tenir compte de la symétrie de 1l'intégrand par rappovt au centre de

1t'intervalle.

6. ENCADREMENT DES NOMBRES DYEULER ET DE BERNOULLI

6.1 = Introduisons les notations

o0

> k™ (fonction S de RIEMANN)
k=1

Z. (e
k=1

o0

> (ken)™H

k=8

S(n)

2 (n)

L}

An)

Ces triis séries sont intimement lides pour n>1 (cas de sommabilité),

car

) ©0 00
S = > )+ 2. )= AN@) + 277 35@) ,
k=0 k=1
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s0it
Aan) = (1 =27 S
de plus,
qm) = 2 @eNT e 2 (@)™ = Ma) - 27 3@) ,
k=0 k=1
d'ol
q@) = (1 =2") S@) .

6.2 = Les relations précédentes permettent d'encadrer les nombres
de Bernoulli, En effet,

(<1y™1 5, o 202ml <y

2m (2 )2m
On a, d'une part,
3(2]11) =1 ¢ 12 4+ oeo0 > 1
m
2
et, d'autre part,
S(om) = =t M(2m) = ———e (1 - == ) € — ,
T i | T _ pl-2m pem 0 S T i-em

par la majoration classique du reste d'une série alternéde. Dés lors,

2 $2m;i < (‘1)m+1 Bzm < 1 —- 2‘ 2m;;
(21) 1 =2 (2m)

En particulier, pour m trés grand, on a

-1 m+1 o (

en ce sens que la limite du rapport entre les deux membres vaut 1.

B, =

2m

6.3 = Pour les nombres d'Euler, on a directement

(-1 5, =202l 5oy,

(Tr/2)F
en utilisant la notation

00 .
Bm) = 2. (-1)* (2ke1)®
k=0



I1 est clair que

1=-37¢PBm =1-3"+5"=... <1,

dfou

(1{/2)2m+1

(1 - 3-1-2my 2 (2m)1 < (s, < 2 gzmazs 1
(rr /2)°™F

et, pour m trés grand,

B~ D" 2 (2m)d
2m (t /2)2m+1

l§¢SOMMES DES PUISSANCES INVERSES

To1 = Considérons, dans le cas général, les séries

)

Z. n'P . p>1
ne=1

= |
= )" 550
n=1
Fr -]

2. (2n+1)7P

n=0

S (p)

m (p)

A(p)

9 p>1

o0

Zo (=" (ne)P , p>o0.
n=0

[}

B(p).

Nous avons déja vu que, pour p>1 , les trois premiéres séries

sont liées. Leur calcul pour p entier a déja été envisagé., Dans les

autres cas, il est également possible de ramener ces séries & des

intégrales,

a) Montrons que l'on a

oA @ -1
,3 (2] = r(p) fo e* - 1 e

Calculons

=1 p=1 =x
00 o0 -
Ia/ z dx=/ X e dx=f°°xp1
| 0

0 e* =1 1 «e % 0

Les fonctions

N
£y (x) = %P1 X ST gHX
n=0

sont intégrables et vérifient

e X 2

n=0

=NX
e

20

ax.
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p-»1 s

=X

1 1< c L1(:)O,00C) pour p>1 ,

1-e

ce qui permet d'affirmer, en vertu du théoréme de LEBESGUE, que

I- lin 5 (e mx =1, > [Tlmx 01,
N =20 n=0 0 n=0 O
[ - - -
= e Jf eV P lay- ) 2 —— —
n=0 (n+1)? n=0 (n+1)

b) Démontrons la relation

T poo p-1 . .
M) - r<p) f TxL,

e + 1

On a

.Les fonctipms . |

%) = e X xP~1

éénﬁAinﬁégféﬁléé;ﬂvéiiffénij(}estevqés»ééiies.aﬁtéhﬁéQS)

1£,1 < =1 e £ 1 Co, o0 () pour p30,

ce qui permet, par le théortme de LEBESGUE, d°écrire

N
0 - -
1lim > f e (n+1)x P! (-1)" ax
N =00 n=0 "0

f“" e-(n+1 )x =1 (1) ax
0

e}
i

Ms

B
[1}
(@)

o0

[ e-»(n+1)x £ (a1)? ax
0

M3

s
1}
o

= g L-'if'l“’ fwe‘y ypf-‘l dy = r'(p) Z ,, e

n=0 (n+1)? ‘o n=0 (n+1)p

¢) On a d'autre part

o1
AD) = 57y f rra

En effet,



L] p=1 o _p=1 0 =1 =x
f ’;hxdx-—zf xx _xdx=2/xp 32x dx
0 0 e = e 0 1 =2¢
Y ax p=1 = -2nx N © .(2n+1)x _p=1
= 2 f e xP Z e dx = 2 Z f e xF dx
0 n= n= 0
o0 [~~]
1 ©° .y _p-1 1
=2Z%~—-‘—5 eV ¥l ay =2l (p) X ’
n=0 ¢2n+1)? ‘o n=0 (2n+1)®?

les justifications se faisant comme en a).

d) On a enfin

o0 p~=1

B (p) = —[:(57 f poraedl>

car

0 p=i 20 pe=1 0o w] =X

f ’éh dx=2f ——— dx = 2 = 5y dx

0 0O e + e 0 1T+ e
% 1 = 2

=2/ =X _Pp= Z -=-nx(,‘):ndx=
0 n=0
[~ -]

- 2 Z -(2n+1)x (=1)® %P 1 dx
n=0 0O
O n 1 o -1 b _1)11

= 2 2 (1)-——-—-——-/ eV yPl day = 2M(p) 2 L0
n=0 (2n+1)F ‘0 n=0 (2n+1)P

les justifications se faisant comme en b).

T.2 = On peut calculer les intégrales en question, i savoir

S(p) = == f“ e™% 2P ) ax
p = r‘(P) 0 1..9‘,]{ ?
q I
) =Ty JoeT (E ) e,
. 1 0 p='1
)‘(p)"'r_“"(}?Tjoex T_e-ax)d"'

1 o _x x0T
ple) = r(p)/o e (T )«

1T+ e

par les formules de LAGUERRE, pour autant que les fonctions entre

22
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parenthéses soimnt continues, ce qui a lieu
-sips 2 pour Set )
-sipx1 pour 7 et P.
Cependant, la convergence est généralement médiocre, en raison du

comportement des fonctions & l'origine, assez mal approché par des poly-

ndémes. Il est plus judicieux de scinder les intégrales comme suit:

a) On a
1 _p=1 0 p=1
M (p) Sp) = f 3‘-;————«1::«»[ e (F——)ax=1,+1I,,
0 e =1 1 1 =-ce
avec

1, = [T e Lo L Ty Gy
2 0 1 -6 ¥+ o 1 = e‘(y+1)

qui se calcule assez bien par les formules de LAGUERRE, Pour 11, on

note que
o B
1 Z: n ne=1
== X "
e® -1 a=0 2!
d'ol
1T = Bn n+p=2
I1 == womm X p dax °
, nt

0 . n=0

I1 résulte des encadrements que les Bn non nuls sont alternés, Dés lors,

lea fonctions
N Bn n& -2
£ (x) = > == x P
N n=0 nt

vérifient, pour 0<x< 1, la relation

rfN(x): < B, L2 ¢ L1(C 0, TD) pour p>1 ,
ce qui permet, par le théoréme de LEBESGUE, de permuter la série et
1'intégrate:
[2.]

I, = Zo n [ -2 g >
n=

n .
n! 9 neo B! (n+p=1)

Cette série converge vite, car pour r assez grand,
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CT R, S 5 10
(2 ) (p+2r=1) (2m)

B . r+1
o («1)*', 2 1 -K
l (2r)! (p+2r=1) ’ <

pour

2r> = 1,25 K .

O
log(2)

Pour K = 10, on obtient 2r = 12,5 <14 , soit r+2 = 9 termes &

sommer.

b) Ecrivons

¥ _p-1 w _ p=1
@) m@) = [ E——axs+ [ eF—F—ux=-1,+1,,
0 eF 4+ 1 kR 1 +eF 1 2

avec
-1
1 © oy ()P
I o e / e dy s
2 " Ve J, 7 4 o~ (¥t%)

calculable par les formules de LAGUERRE. Pour I1, on note que

1 Z xn i 2 n+1 xn
m— E_(0) = = = = (2" - 1) B T
e X + 1 e n n! n=0 n+1 n+1 nt

d'on
- ~]
I, == 2 =2 s L A,
1 =0 n+1 n+1 nt ST+P
T 1 i (1 - T ) Bn+1
- en ]
oP 2 =0 2n+‘l (n+1)1

la justification dd la permutation de la série et de 1l'intégrale
se faisant comme ci-dessus, pour p > O. Aprés (r+2) termes, le reste
est inférieur a

Zor ‘: 2 .
(21‘)! (2_“)21' ®

ce qui assure une convergence trés rapide.
¢) A(p) se calcule i partir de S(p).

d) Pour ﬁ(p), on effectue la décomposition



% xp---1 ox © =1
o Bp) = Jf = ax + jr e " ( = ) dx = I, + I,
0 e +1 + 1+ e
avec
=1
- R <y+;)P
I, = Ve Jg 1 «(2y+1) ay .
Posant dans I., x = y/2 , on obtient
y/2 n+p=1
“P“1l/ 5=p=1 _g y
J[ zz n nt dy
n=0 2
o« B
=p=1 n 1
=277 2 .

a0 ot n! (n+p)

la permutation de la gérie et de l'intégrale se justifiant par le
théoréme de LEBESGUE, En ce qui concerne la convergence, la série est

alternée et son terme général vérifie, pour n suffisant,

Boyp

¥ (2r)1 (2r+n)

2 < -
(2%%) (1 /2)%* (2r4n) (21 )27

(a4

ce qui garantit une convergence rapide.

7.3 - Exemple ~ Calculons par cette méthode (1). On a d'abord

1 jgi E 1 1 j;i B

n n
I, = - : = 4

1 2p+1 n=0 2" n (n+p) 4 n=0 2% nt (n+1)
- .
r Ezr “gi
(2r)1 (2r+1)
0 1 LI T
1 -1 ~0,041 666 667
2 5 0,002 604 167
3 -61 -0,000 189 112
4 1385 0,000 014 909
5 50 521 -0,000 001 236
6 2 702 765 0,000 000 106
7 -199 360 981 |[=0,000 000 009
8 19 391 512 145| 0,000 000 000
Z = 0,960 762 158

= &/4 = 0,240 190 540 .
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Calculons 12 par la formule de LAGUERRE & 8 points:

1
0 1 + e

_(2y+1) dy = 09545 190 768 .

Il vient

B(1) = F%TT (I, + I,) = 0,785 381 308 .

La réponse exacte est

B(1) = 0,785 381 634 .

L'erreur est donc inférieure i 3.10‘"6 o On améliorerait les choses en
utilisant une formule d'intégration de degré plus élevé, Pour obtenir
la méme précision par sommation directe, il efit fallu environ 170 000

termes.

8. FORMULE D'EULER-MAC LAURIN

I1 s'agit & l'origine d'une formule d'intégration numérique, mais
elle peut rendre bien des services dans la sommation des séries, On a,
; 9 =
comme Bn(x) n B _,(x),
1 1

1 1 B, (x)
‘f £(x) ax = [ £(x) B (x) dx = [ - f(x)] —-Jf B, (x) £'(x) ax
0 0 o "0 |

=3( £(0) + £(1) ) =

mle

1
Jr Bé(x) £1(x) dx
0

]
= $(£(0) + £(1)) = zF B, (£1(1) = £7(0)) + g—,— S/ By(x) £n(x) ax
T

De proche en proche, on obtient, en s'arrétant aprés 2n intégratiogs

par parties, et en se souvenant que les Bk impairs, k >1, sont nuls,

(f(Zk-1)(1) (2k—1)(0))

1 n
[ ot ax = 4(2(0) + £()) - 3
0 k=1

avec

1
L (2n) (2n+1)

0

En choisissant pour 32n+2(x), la primitive BZn+2(x) = By

on obtient encore
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2n+2
12n+2)' Jf Bonr2(®) = Bypyp) plom )(x) dx .

Montrons que 32 2( X) - Banzest de gigne constant. Si ce polynéme

s'annulait dans 20, 1C , il s'annulerait donec en trois points de
Co0, 1D . Alors, par le lemme de Rolle, sa dérivée (& un facteur

prés) B s'annulerait en deux points au moins de )0, 1( , ainsi

2n+1
qu'en 0 et 1, soit en 4 points de CO0, 1) . BZn(x) s'annulerait en
3 points de D0, 1( ; By
0 et 1, soit 4 points de C O, 1 ). Les Bk(x), k pair, s'annuleraient

donc en 3 points au moins de C 0, 1), et les Bk(x), k impair, en

(x), en deux points de D0, 1C , plus

4 points. Descendant ainsi jusqu'a B1(x), ce dernier devrait s'annu-
ler en deux points de )0, 1( , ce qui entrafnerait B1(x) =0,
puisque c'est une fonction affine. On arriverait donc &4 une contra-

. . [ 3 s o .-
diction, car B1(x) n'est pas identiquement nul. Donc, 32n+2(x) Bopao
a son signe constant. Ceci permet d'écrire, par le théoréeme de la

moyenne,

£(2n+2) (g f1 (@) =By L) ax , Ee)
R = z2n+25' (ng?g x 2n+2 X 0, 1C,
Bonio (2n+2)( )
= Ten+2)71 )

car

: 1
j; an+2(x) dx = 2n+3 j; BZn+3(x) dx 2n+3 (32n+3 B2n+3

Appliquons ce rdsultat & N intervalles successifs: il vient
N .

N ‘ S ,
J 2@ ax v 3(2(0) + £0)) = X ) - o 7
0 k=0 B

n B - _
- = e @Dy - £@™Doyy 4 v,

avec .
Ne=1 _
(2n+2)
R= 32n+2)" / [ Ban+2 = Banya 1. g‘; i (vl elx

C'est la formule A'EULER - MAC LAURIN. Nous l'utiliserons sous
la forme inverse:
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N

N
S = [ £(x) ax + 2(£(0) + £(X))
k=0 0

F 2270y - 237D yy)

» Z By

r= 1’
B N1
2o oLy, gedo, 1(

k=0

8.2 = Soit f une fonction intégrable avec ses dérivées jusqu'i
l'ordre (2n+2), sur C0,9(C . On a

oo ( 0 h .
Se) = [ £(x) ax s £0) - S sy g(2r=1) gy _
k=0 0 =1 21")’

ot ————————— P e W n
R = Tens2)t j;—{i B2n+2(x) * Bons2 ] :E: £1°07 N (xak) ax

Une majoration simple de ce reste s'appuie sur le fait que

L2(®) < 1B 0<x< 1

2n+2 i
inégalité qui découle directement du développement en série de Fourier

de B2n+2(x). I1 en résulte

o0
2 (2n+2)
IRl 2n+2) 1 'B2n+2' ‘/(; £ (x)1 dx .

Par ailleurs, de l'autre forme du reste,

B o0
2n+2 (2n+2)
- R = 222 kZ=O £ (k+E) , €eJo, 1C,

(2n+2)

on déduit, pour autant que f goit de signe constant et de

module décroissant pour x croissant,

B ' o
IRy | 22 [T p(2m2) oy gy |
A

(2n+2)1
“ .
8.3 - Exemple - Soit & calculer :Z: 15 . On commence par
k=1 k

gsommer directement un certain nombre de termes, par exemple, 9, On

a alors
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N0

9
S L.z Lz g

e ]
, 2
k=1 k k=0 (k+10)

Al

et la derniére série correspond & la fonction

£(x) = (x + 10)72

dont les dérivées wvalent

™ (x) 2 (42)eru(eme) (x4 1002 2 (<P (@ D1 (x4 1002,

On a
00
dx -
- 2
0 (x+10)2 10
dton
o0
2. - = L.,-L. Zn:' e . [E Ssal ST R
k=0 (k+10)2 10 ~ 200 = (2r)1 102T+1
. n B
1 1 27
= 0*30* & ~mT*tRe
r=1 10
En s'arr8tant 4 n = 5, on trouve -
00 P, - ™
1 a1, 202 107 a0l a07d o
= . SR e - 9
=0 (k+10)2 10 200 6 30 42 30
avec un reste inférieur a
20
te. % . / 12 ax} = (5/33)010"17 = 1,52,10712
10 '

On obtient ainsi, avec 10 chiffres significatifs,

9
> k™2 - 1,539 767 731
k=4
oD
Z. k2 < 0,105 166 336
=10

= -

1,644 934 067 + € ,
aveg |
TEL € 1,52.10712

valeur infdérieure a4 l'erreur de troncature.

8.4 = La tentation est grande de pousser le développement
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contenant les nombres de Bernoulli aussi loin que possible. Mais
ce développement converge-=t-il pour n tendant vers 1'infini? Repre-~

nons l°exemple ci-dessus., On a

B 0
on+2 (2n+2) 1 2 , (2n+1)
IR1 > e f f (x) ax | = 1£ &D]|
! (2n+2)1 1 ! 1 = 2701 (pq)2m+2
avec

1 £$2241) (1) o (one2)r 1172873

Il n'y a donc pas convergence. Cependant, il peut se faire que le reste

devienne trés petit, comme c'était le cas dans 1'exemple précédent.

9. METHODE DE STIRLING

Congidérons les séries
@0

s _ 5 1 3 i Jm)

ooy nln+)eoo oo (n4m) neq B

On détermine aisément leur somme en notant que

(m=1) (m=1) 1 1
8n T 81 T n(nt1)ees (im=1) - (0n41)ee.(mim)
m - (m)
= A(n+1)esolnim) - %8

Il en découle

N : | . |
> (m) 1 (m=1) (m=1) (m=1) (m=1) (m=1)
n=1 anm = aom = a1'm + a1"m - azm toeee a’N]-!:1 t

o) - ol

1
m (o)

et, & 1la limite,

(m)

N
= lim aéé) = % ° 1 : m met
N -»w'n.—-j oe0 .

S

A partir de ces séries simples, on,peut déduire la somme des

géries de la forme

: g ao np +(x1 np-1 + 00 + Cx
' a_ = B

- .
=1 " " ﬁornq + P1 A L Pq

o P, q entiers

avec p < q-2 (pour assurer la sommabilité) et & , B, >0 .



N
A cette fin, on écrit

A A
1 2 m b(m)

toeee 4 n(n+1)e..(n+m) M

A
a

n = n(ni1) T n(nel) (n+2) ’

- de maniére & garantir que

(m) 1
bnm = 0( L2+ ) s

ce qul aura lieu si

A1 = 1im n(n+1) a
n =00
A
1
A, = 1im n(n+1)(n+2) | a_ = ""”"]
2% . [ n n(n+1)
T W Ay ]
A, =1im  n(n+1)i.. (nem) E“%n T Bmet) © °°° T n(a+1)ee. (mim=1) 4
n =00 : :
On 6btient ainsi
= q L b4
& %a T TAT Y20 m,m! & n

ot 1a série des b(m)

n converge nettement plus vite que la série origi-

nelle,

On peut aussi commencer par sommer la série de départ jusqu'au

terme numéro p et écrire

S L E e B
2oa = S a +A, D mr—m i .4 A
o n o 1 neps1 n(n+t) L — n(n+1)... (n+m)
S (m)
+ :E: bﬁm
n=p+1
On vérifie aisément que
- _
> i ;
nepit n(n+1)ee.(n+m) m p(p+1)eso(p+m)
de plus,
S W
m 1.
2 o oo L)
n=p+1

tend vers zéro lorsque m tend vers 1l'infini. Il en découle le



développement de STIRLING

A1 A2 Am

o0
p
Eé; 8y 55% &t Ty 2(p+1) (p+2) toeeett m(p+1)oo. (p+m) toeee

[~
Exemple = Soit & calculer 2:, -1 o On écrit

n=1 n
2 b . L b3
n3 n(n+1)(n+2) n(n+1) (n+2) (n+3) n °
Il vient
. ngn+12§n+22
A2 = lim 3 = 1
n
A =1lim n(n+1)(n+2)(n+3) [ A S ]
3 n3 n(n+1) (n+2)
n2 4+ 3N 4 2 = n2
= 1lim (n+1) (n+2) (n+3) 5 m———— 3
n~(n+1) (n+2)
et
(3) . 1 _ 3
b~ = g " a(n+1) (n+2) © n(né?i%ﬁ+2)(n+3)
- 11n + 6 »
n3(n+1)(n+2)(n+3)
d?ol

00 o0
Z 1 1 3 Z ‘11046
— = pe—— t + :
=1 1> 2021 © 3.31 n=1 n° (n+1) (n+2) (n+3)

Supposons que l'on désire une erreur inférieure & £°10-6° Le reste
de la série du second membre vérifie la majoration
o0
R € 11 > L ou L

n=N+1 n3(n+1)(n+2)(n+3) n=N+1 n® N4

n+1

n
—
—

I1 faudra donc assurer

2 -6
< ="
~ 11 o 10

-
9

N4‘

-

soit N 2> 48,42, ce qui conduit & prendre N = 49 termes, On trouve

P2 -21-+ 1 + 0,785 389 82 = 1,202 056 48 .

La vraie valeur est 1,202 056 903ccs o



10, TRANSFORMATION DE KUMMER

33

C'est une généralisation de la méthode de STIRLING., Soit & calculer

oo oo

une série sommable .2 . an, et soit ZE: bn une autre série sommable,

n=1 n=1

de somme connue et telle que

lim - Y q F O

no=>o0o P # oo
Alors, on a

> 2 >

5. a =q 2. b+ 2. (a_=qb),

n=1 n n=1 n =1 n n
avec

27%0%

%

pour n —®o00 , ce qui garantit une accélération de la convergence.

Exemple = Proposons-nous de calculer la constante d'EULER
) O
g =1+ 2 [z+m-D1].
k=2
On a, par la série de TAYLOR,

1 1 1 1 1
1n (1 ) "") =z en D g wn un = seo0 ?
k k 21(2 3k3 4

ce qui permet d'écrire

=1,,%Z.L-_l l...._.l -L_AZ.L
k=2 k2 ke k0 4 xe2 £ k=2 k2

co
+ 5{& (‘% + 1n k;1 e N i

On a, avec 10 chiffres significatifs,

™

= 1,644 934 067

1,202 056 903

1,082 323 234

Ms
W
]
\J1
1]

1,036 927 755 ,
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valeurs que l'on peut calculer ou trouver dans des tables. Quant a
la dernidre série, elle se stabilise au neuviéme chiffre aprés la

virgule aprés 26 termes. On trouve

o0
Sra Z (dimEL L, 13+ 14+ 15)=-0,004998 639 .
k=2 2k®  3k°  4k* sk
On a donc
S * = = 0,004 998 639
[~ ]
_.35_ > k™ = =-.0,007 385 551
-2 kw2
o0
-+ Z = - 0,020 580 809
k=2
o0
--} > o3 = =~ 0,067 352 301
k=2
. = 6
Q -2 = = 0,322 467 034
-3 Ej " )
=2
1 .= 1,000 000 000

¥ = 0,577 215 668

La valeur exacte est 0,577 215 664 90...

11, TRANSFORMATION D'EULER - ABEL

11.1=Cette transformation s’applique aux séries de puissances de la

forme
o0

£f((x) = 2. a .

n=0 n
Il est peut-€tre utile de rappeler que le rayon de convergence

r’ de ces séries admet l'expression générale

1 n
=" = lim sup \f fa_|
P n==»oco n

Considirens-en effet la valewr @ef définie éiéﬁeséﬁs‘@"gé{ﬂye}"wﬂns
par montrer que si Ixi >f7 » la série diverge. On peut trouver deux
nombres X', et ')\2 tels que

Ixt > >\1>‘:.?\2>f 3

Quel que soit N > 0, on peut rouver n > N tel que
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1/n 1
la i 2 g 9
ce qui implique
1 n
la, X' 3 ( 3;“ >,
et la série diverge, car son terme général ne tend pas vers zéro.

.

Montrons a présent que pour lxl<’= s la série converge. On peut

trouver deux nombres X1 et Xz tels que

Ixt <A ¢ A, <P
A partir d'ine certaine valeur N( )\2), on a, si n» N( )‘2) .
1

sup ( lan!1/n) < 3 e
nzN 2
Alors,
A
n 1 n
lanl Ixt" £ 1 3; ! »

terme général d'une série convergente,

jTOQ,Nous supposerong dans la suite que le rayon de convergence vaut 1.

Ce n'est pas une réelle restriction, car dans les autres cas, la série

xR0 a ‘
n=0 ‘ n=0 P

1

avec

y

px

et la gérie du second membre a un rayon de convergence égal & 1,

11.3 = On a évidemment
(x) = a, + x #(x) ,
avec
0 [~ o]
(x) = 2 a, &1 . > 2, =,
n=1 0 =0

Par ailleurs,

oo oo
- dx) = 2 a 5= 2 a
n=0 n=0
- 20
= Z an+1 xn - a.n Xn
n=0 n=1

[i]
o
+
MMs
=
=]
+
-
[
ﬁm
g
"
=1
1]
®
(o)

+
1Mzs
>
g
M



en définissant les différences non divisgées

= - 0
A g % 241 n °

I1 en découle

f(x)=a°+x¢(x)=a + —m—g 4 == Z Aanxn ’

o 1=x 0 T=X n=0
soit
oo a 0
Z a xn= - + = Z Aa xn
n 1=-x 1=-x
n=0 n=0

C'est la transformation d°*EULER = ABEL. On peut l'appliquer plusieurs
foiss

0 ' a oo >
x n
> Da P2 A 2 A P,
n=0 ) n=0

en introduisant les différences secondes
A2 a = Aa - QAa
n n+1 n °®

et ainsi de suite:

& Ak n 2, =kl
: X + n
EO A" a x = = =+ e g A a X

avec

k+1 k k
A 8 = Aa'n+‘l‘“ Aani’

Il vient ainsi, en posant Aoan =a

f- n p-1 xk k x P f: P n
..a X = 2 Na + == Aa x
s n = (1-»x)k+1 (=} F=x =0 n

Si les différences divisdes Apan tendent plus vite vers zéro
que les 8, la transformation apporte une accélération de la convergen=

ce, Cette circonstance est assez fréquente. Soift par exemple la série

oo
s n+1 n
s= > LD N € D
n n+1 s
n=1 n=0
qui est de la forme

® n
Z x
9
=0 n+1

avec x = =1 , I1 est clair que
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A-1-1=«-1
8 T nv2 T ne1 (n+1) (n+2) °

A2, o] 1 _ 2 .
& T T Tmr2)m+3) T ) (@r2) C (m+1)(n+2) (ne3) ?

on a en général

X (=" x1
A 8 T T@+1)(0+2)e 00 (niks1) °

car cette formule est vraie pour k = 1 et, si elle est vraie pour tout

entier inférieur ou égal & (k-1), on a

a0 ey s e )
8n T (n42) .. (nk+1) (n+1) oo« (ntk)

D5 1)1 (ma1-n-k=1)  (=DF Ky
= (0+1) 6 eoeoo (ntk+1) T (B4l )oe. (nak+1) °

On a en particulier

A, (=0 k()

o~ (k+1)1 =~ Xk + 1 »

ce qui donne

s B > =)
S = S . o
=0 (k+1) 2k+1 2p n=0 (n+1 )0 o0 (n+p+1 )

La dérniére série est alternée, donc vérifie

[l o0
p! (“1 )n < 1 ]
oP ézé (n+1)o00 (n+p+1) po2P

En poussant jusqu'ad des valeurs suffisantes de p, cette série devient
négligeable. On a donc

o0
§ = 2. —l——— 0,693 147 180
k=0 (k+1) 2

valeur stabilisde aprés 26 termes. Comme
' 2 3 4
X X X
1n(1"‘x)_x=’2+3—4 R

on a en fait

S =1n 2 = 0,693 147 181 .
9

prés par sommation directe de la série
originelle, il aurait fallu 109 termes,

Pour obtenir un résultat & 10~
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11.4 = Une application intéressante de la transformation d'EULER=-

ABEL réside dans les séries du type
0

s(x) = 2 P (WX,

n=0

ol Pm est un polyndme de degré m., En effet, on a automatiquement
m+1
A Pm=0’
si bien que

- = E % (0)
S = P O °
x k=0 (1_x)k+1 m

Exemple - Soit & calculer la somme de la série
oo

s(x) = 2. (@3 + 2% 40+ 1)
n=0

On construit le tableau sulvant:

n P(n) AP(n) 8% (n) &pn) | Aten)
0] 1
3
1 4 8
11 6
2 15 14 0
25 6
3 40 20
45
4 85
et on obtient
2 3
S(x) = L + 3x 8x + bx pour Ixi < 1,

+
=X 7 (12?2 (1-x)  (1=xh)

12, METHODE DINTEGRATION DU DEVELOPPEMENT DE TAYLOR

12,1 = Cette méthode s'applique au calcul des séries du type
oo

2. (),

n=1

avec T analytique., Partant du développement

2 2Py )
f(x) = f(xo) + u;mu;?;g— (x = xO)P .
p=1

on obtient aisément



1/2 I
Jr "o £(x) dx = f(xo) + 2 :E: ! f(p)(xo)

Xy~ 1 p=2 (p+1)1 P+
pair
soit
X+ % o
o
£(x,) =f £(x) dx = 2 2 - = f(p)(xo) o
X = % p=2 (p+1)1 2P
o
pair
On en déduit
N N+ % 2 N ,
>t = £(x) ax - 2 . L > :®m (o
n=1 % p=2 (p+1)1 2P n=1
pair
et, en passant & la limite,
o0 o0 o ] [~ -]
2. £(n) = / £(x) ax - 2 2. 1 — > @@
n=1 % p=2  (p+1)1 2P n=1
pair

TLia soustraction de ces deux résultats donne une expression du reste:

oo ' Qo

> ot/ t@axez X e 30 2Py
n=N+1 N+ % p=2 (p+9) 1 2P*Y  nomat
pair

Cette formule est utile dans la mesure ol les séries des dérivées

convergent plus vite que les séries d'origine.

12,2 - Sommation des séries de RIEMANN par récurrence rétrograde

Proposons-nos de calculer les séries de RIEMANN

o0
5, = 2. k™
k=1
avec une erreur inférieure & 10™2. Notant Sﬁ la série limitée & k = N,
on a
N * 1 1 1
A, =58, Sngux dx = === (%) < 10
pour

=(n=1) log N = log (n~1) < =q ,

soit

= log(n=1)

q
log N > 4=-=%
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Notant N#* la solution de.

x _ 9 =l1og(n-1)
log N* = o »

il faudra que N soit le plus petit sntier supérieur & N*, Pour q = 9 ,
il vient

n |2 (3 |4 5 |6 |7z |8 |9 10 |11

m* | 107 22630 |693,4 |125,7 | 45,73 | 23,46 | 14,62 | 10,28| 7,834 | 6,310

N | 10° |22630 |694 |126 |46 24 15 11 8 7

N* 50291 | 4,572 4,042 | 3,639 | 3,323 |3,071 | 2,864 | 2,693 | 2,549

On constate qu'il est trés aisé de calculer les séries & n élevé,
mais que pour n < 10, le probléme est tout autre.

En calculant les sommes S;O s O a, pour n = 10,

A}g <+ (L% 1,11, 10710,

1
9 " 10

~

Cette erreur est inférieure a celle: que nous nous sommes assignée, Dans

ces conditions, on peut poser, pour n > 10, Sn = S:LO « Pour n<10,

. -n
on notera que, si f(x) =x , on a

£®)(x) = (<1)P n(ma1)ens (ep=1) 22 o (o1)P B2l omop

et la formule établie au paragraphe précédent s'écrit
10 1

10 i
An =8, =8, =37 (TO+-} )

n=1 _, § {ntp=1)1 A0

p=2 (n-1)1 (ps1)1 2P¥1 TP
pair

On peut alors effectuer le calcul de A;o s A;o s ooy comme sultb:

(a) - Caleul de A;O
=0

1 1 48 :
8 (1095 ) = 002 000¢0RPVOOOVOOOODOLOOOIONOBOOLLOBO 0.000 OOO 001



(b) - Caleul de ‘Aéo

Z D 00 090000008 0CO0OGODOOLACHNOGOOOHDOYOSOQREEORRVOD

. B
7 (70,3

= G 000000000 O0IQCOOODNOO0COOOOOOOOO0

{¢) = Calcul de A;O

1 1 6

6 ( Tﬁ:g ) = 00000000000000000000000000000O

= 2 1‘§l-——-" A10 ¥ 0000900000086 000000500
6r 31 22 9

(d) - Calcul de Aéo

el _y5_

5 ( 10’5 ) = 0000000000000 000000600D0 006060006

= 2 —“Zl__-jg As;O 2 000000000068 0000000060000
51 31 2

(e) = Calcul de A;O

LA _Hy4_
4 ( 10’5 ) = 0000000000000 00090000G0R0CRS S
- 2 6! 3 ‘A;O = 00000002000000600Q00CO000C
41 31 2
2 BY 5 A;O = 0000000000 00000000000800
41 51 2

(f) -~ Calcul de Alo

A3 _
3 ( 10’5 ) = 0000000000000000000000000000G0
51 10
- P e E— A ® 0000000000000080080006000
31 31 23 ©
- 2 “__ll—-——‘ CS;O = 6000000000003 000000000
31 5% 32

0,000

0,000

000

000

000

010

0,000

0,000

0,000

000

000 -

000

010

124ﬂ

002

0,000

0,000

0,000

000

001

000

122

567

018

0,000

0,000

0,000

0,000

001

020

000

000

549

568

153

001

0,000

0,000

0,000

0,000.

020

287

001

000

414

946

291

004

0,000

286

651

41



(g) - Calcul de A;O

1 1 2
2 ( 1095 ) ¥ 00000000000 0000000000006030000 0g004 535 14’7
Al ___ A0 -
el 2 2! 3! 8 A = 9000000005000 0000CBOOO O 0,000 010 207
6! 10
"22! 5' 32 A.—, = 2000020000000 60003 600000 “‘0,000 000 023
81 10
2‘, 7' 128 9 = o6000¢ce0s000ces0800c000 ™ 09000 OOO 000
0,004 524 917
(h) = Calcul de A;O
1 1 1
1 ( 10 5 ) = 0 0000000900000 0000 ODOSNOLSOLD 0’095 238 095
10
- 2 1! 3! 8 A | 9000000000000 0006000060600 09000 071 662
10
"2 1! 59 32 A‘ = 00000000000 0065080000600800 "'0,000 OOO 097
ol _ ATO _ -
1' 7! 128 8 = 0000000000000 0000DOCOOO 0,000 000 000
0,095 166 336
On obtient ainsi les résultats suivants: |
10 10 9 o . oBXact
n S, An s, 10 €sn 5, )
2| 1,549 767 731 | 0,095 166 336 | 1,644 934 067 | =1
3 1,197 531 986 0,004 524 917 1,202 056 903 0
4 1,082 036 584 0,000 286 651 1,082 323 235 +1
5 1,036 907 342 0,000 020 414 1,036 927 756 +1
6 1,017 341 513 0,000 001 549 1,017 343 062 0
T 1,008 349 154 0,000 000 122 1,008 349 276 =1
8 1,004 O77 346 0,000 000 010 1,004 077 356 0
9 1,002 008 392 0,000 000 001 1,002 008 393 0
10| 1,000 994 576
111 1,000 494 188
12| 1,000 246 087 n
13| 1,000 122 713 n S,
14{ 1,000 061 248 18 1,000 003 818
151 1,000 030 589 19 1,000 001 908
16| 1,000 015 282 50 1,000 000 954
17| 1,000 007 637

42
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12,3 = Calcul de la constante d'EULER

Proposons-nous de calculer la constante d*EULER

¥ = lim (1 + % +-% + cee + 1. InN ) .

N =00 N
Partant de la fonction
f(x) = %! 0
on trouve

£®)xy o (=P p1 7P,

ce qui entrafne, par la formule (a) de la section 12.1,

N N + .
511“=Zf(k)=f 22 : s
K=1 3 p=2 (pn) oP* P+
pair
=1n(N+%)~1n%~ZZ = s
. p=2 (p+1) oP* p+
pair

En particulier, pour N = 1, il vient

o0
S, =1 = 1n(3/2) - 1n(1/2) =~ 2 Z 1 ™
p=2 (p+1) 2P
pair

-

La soustraction de ces deux résultats donne

N

N
S, =1+ 1n(N + 3) = 1n(3/2) = 2 Z S ., =1)
1 o2 (p+1) 2p+1 p+1
pair
et
) =1 N =1+ 1001 + 3 - 10(d) - 2 Z --——-—-——-:=1=(s“+1-1).
p=2 (p+1) 2F P
palir
Passant & la limite, on trouve
= lim (sf—lnN)=1«1n(-=)-az +1(s+1-=--1)°
N = oo p=2 (p+1) 2P p

pair
On a d'abord, en s'arrétant & la neuvidme décimale,
1 - 1n(3/2) = 0,594 534 892 ,

Il nous reste & calculer la somme:



. 1
+1 18 -1 S L]
Pt p+1 , (p+1) oP*1 ( p+1 )

0,202 056 903 | 0,008 419 038
0,036 927 756 | 0,000 230 798
0,008 349 276 | 0,000 009 318
8 |9 |0,002 008 393 | 0,000 000 436
10 | 11 | 0,000 494 188 | 0,000 000 022
12 | 13 | 0,000 122 713 | 0,000 000 001
14 | 15 | 0,000 030 589 | 0,000 000 000

A S
-3 Ul W

0,008 659 613
x 2

=

0,017 319 225

On obtient
3= 0,594 534 892 = 0,017 319 225 = 0,577 215 667 .
La valeur exacte est:

U = 0,577 215 664 Geoeos

12,4 = Détermination numérique de la formule de STIRLING

Tl s'agit d'obtenir l'expression asymptotique de N! pour N grand,
L'expression

InN! =1n 1 4+ 200 + In N

est une somme de la forme

N
SI;I = 2. f(n) , avee f(x) =1nzx.
n=1

Comme
£1(x) = x° , £"(x) = = %2
et, en général,

£®xy 2 (<127 (p-1)1 P,

on obtient, par la formule (a) de la section 12.1 ,

N N+ % >
S = /1 In x dx + 2 ZE: 1 sy
° p+1
% p=2 p(p+1) 2 P
pair
00
=(N+%4) 1n(N +4) =% Init -N 4 2 Zi: ! SN °

p=2 p(p+1) 2P*¥1 P
pair
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En particulier, pour N = 1, il vient

o0

Sg)=0=-%1n%e%1n-;-=1+2 pag— = -
p=2 p(p+1) 2
pair

Faisant la différence, on obtient

o0
Sﬁ = (N 4+ %) In(N + %) =-% 1n %’n N+1+2 z: -J-—“—I? (SN - 1)
p=2 p(p+1)2° P
pair

Lorsque N devient trés grand, les sommes Sg finissent par se stabiliser
pour valoir, & la limite, Sp. Pour l'expression asymptotique cherchée,

il nous faut donc calculer

Za“Z' - — (S = 1) &
o sp=2 p(ps1) P P
pair
P S =1 - (s = 1)
P p(p+1) 2P P
2 | 0,6447334 067 0,026 872 253
4 0,082 323 235 0,000 257 260
6 0,017 343 062 0,000 006 452
B 0,004 077 356 0,000 000 221
10 | 0,000 994 576 0,000 000 009
12 | 0,000 246 087 0,000 000 000
2 = 0,027 136 195
On a donc

N pp¥ R (3/2§~(3/2) N exp(1 +5)

e+t LB oL 6270 epuE
Or, pour N =—>o0 , oOn a

lim (1 +32-§N = ( 1im(1 +-];,-ﬁ)2N ¥ = of

et
: RS
1im (1 + 2N) =1 ,

Par conséquent,

Nt Ke Ny vy




avec

K = exp (§»+-2:) . (3/2)u(3/2) = 2,506 628 274 .

C'est la formule de STIRLING. Des considérations analytiques [ 16, 23 ]
permettent de montrer que la vraie valeur de K est

K=V2w = 2,506 628 275.
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TABLEAU_DES_15 PRENIBRS POLYNOMES DE BEENOULLT L5 3
B (x) =1
B1(x) = =% +x
Bz(x) = % - X + x2
BB(X) =-]-2c~-%x2 +x3
B4(x) o %6 + x° =2 x3 + x4
Bs(x) = o %-x + % x3 - g'x4 + xs
1.2, 5 4 5 6
B6(x) =3 -3 X +3%x - 3x” + x
B7(x) = % x -‘% x3 + % x5 - % x6 + x7
Bs(x) = e %3 + % x2 - %-x4 + %i x6 - 4 x7 + xB
B9(x) = - %3 X + 2 x3 - g% xs + 6 x7 - % x8 + x9
B10(x) = %g «-% %% + 5 x¥ - 7 x6 + 1% £ - 5 x° + x10
B11(x) =‘% X - l% x3 + 11 x5 - 11 x7 + 2% x9 - l%'x1o + x11
B, (x) = = g%%g + 5 x° - 2% <t 4 22 x6 - 2% £+ 1122 -6x" 4 x
(x) = = g%% X + é% x3 - i%% x5 + ggé x7 - 1%2 x9 + 13 x11 - l% x
(x)-%"‘é%%x2+ig‘éx4-1?81i6+l%2x8 1gg1x10+_9_]éx12
- 7 x13 + x14
- l% x14 + x15

1/2
1/6
- 1/30
1/42

= 1/30
= 5/66

- 691/2730

=7/6

- 3617/510
43867/798
- 174 611/330



TABLEAU DES 15 PREMIERS POLYNOMES D'EULER [ 5 1

o e e ' st st e e e e s e v gt e 2 e ST S v A S St s g 20 sy e T povw gt S e s e e o S e O
mIomnosloaoooanmoasmmaEERDoEononnnEmsREREEImzs

Ez(x)-—«-x+x2

X _3.2 3
E4(x) =x=2x +x'

52 _ 5 4 _ 5

E5(x) == % 4+ s X 7% +X
Es(x)=w3x+5x3-3x5+x6
E7(x)=%-%x2+%x4-%x +x7
EB(:i:)=“I'7:x«-28x3-ev‘l4x5-=»4:t:7+x8
Eg(x) = - 2% + l%é x2 = 63 x4 + 21 x6 - %'xa + x9
E1O(x)==155x+255x3~126x5+30x7-»5x9+x10

_ 691 _ 1705 2 2805 4 _ 6 165 8 11 .10 . _11
E11(x) = =7 5 X +5x 231 x + 7 X -5 % +x
B, (x) = 2073 x = 3410 x> + 1683 x° - 396 X' + 55 x° = 6 x'V 4+ x'2

B, (x) - - S461, 26949 .2 22165 4 7293 .6 1287 8, 143 .10
_13 12 13

2
B, (%) = - 38227 + 62881 x° = 31031 x° + 7293 x| = 1001 x° + 91 x|
-7 x4 x4

- 3003 .10, 495 12 _ 15,14, 15

NOMBRES D'EULER £ 51

mEDRommoERoREmDEmIDoEmmas

EO =1

E2 = = 1

Ey 3.2,

E6 = = 61

Ea 1385

E10 = =50 581

E12 = 2 702 765

E14 = 199 36@ 931

E16 = 19 391 512 145

E18 = = 2 404 879 675 441
E20 = 370 371 188 237 525
E,, = = 69 348 874 393 137 901

22
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