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DES ERREURS ET DE LEURS CONSEQUENCES

1o Tous les nombres que 1l°e¢n utilise en pratique sont entachés
d'erreurs, Ces erreurs ont des provenances diverses. Rappelons pour
mémoire que les problémes physiques sont tous un tant soit peuw idéa-
1igés, ce qui fait naftre dés le départ des différences entre le phé=
noméne réel et son modéle. Bien que rarement ressenties par les calcu-
lateurs, ces différences peuvent mener dans certains cas i des diver-
gences fondamentales de comportement oli, par exemple, l'un est stable
et 1l'autre, instable. Ainsi, par exemple, la théorie des plaques de
KIRCHHOFF prévoit une déformée finie sous une charge concentrée, au

contruire de théories plus fines,

La valeur des paramétres & faire entrer dans le modele est souvent
connue avec une précision trés limitée et, d'ailleurs, qui peut garantir
que son acier est parfaitement homogéne, avec un module de YOUNG connu
a 19/00? De méme, les résistances électriques, les pi&ces de machines
et, en général, tous les objets fabriqués le sont avec certaines :yusmv

tolérances,

A ces erreurs, sur les quelles nous ne nous étendrons pas, mais
qui doivent constamment rester 4 l'esprit du cglculateur, il faut en
ajouter d'autres, dforigine purement numérique., Soit & représenter le

nombre 1/30 dans le systéme décimal. On sait que

1/30 = 09033 333 30000 9

la suite des chiffres 3 étant indéfinie, Néanmoins, une machine 2
calculer posséde une capacité limitée de représenter les chiffres,
par exemple, elle retiendra 5 chiffres significatifs, ce qui lui

fera écrire
1/30 & 0,33333 . 107

dans le systéme de notation dit "scientifique". (Ceci suppose déja
que l'on dispose d'une machine & virgule flottante). Il est c¢lair
que ce nombre diffeére de 1/30 par la chute des derniers chiffres.

C'est ce que 1l'on appelle 1'erreur d'arrondi.

Ces arrondis sont omniprésents. Tout dabord, la machine
calcule en binaire, mais communique le plus souvent avec l'utilisa-
teur en décimal. Il en résulte des conversions qui, nécessairement,

sont arrondies si le nombre n'est pas un multiple d'une puissance de



deux. De plus, les nombres ont leur développement tronqué & un nombre

donné de chiffres binaires.

L'erreur d'arrondi dépend du soin apporté par le constructeur
a4 son arithmétique. La bonne pratique des calculateurs manuels est
de calculer avec un certain nombre de décimales supplémentaires, dites

décimales de réserve, mettons deux, puis d’arrondir le résultat final

a4 la valeur la plus proche. L'erreur d'arrondi est alors statistiquement

aussi souvent par excés que par défaut, et toujours inférieure a

0,5. 10—p+19 oll p est le nombre de chiffres conservés., Les ordinateurs
se cententent souvent d'une gimple troncature, ce qui double l%erreur
maximale d'arrondi et la rend systématiquement par défaut, ce qui peut

4 la longue biaiser les calculs,

-

Un modéle élémentaire de l'erreur d'arrondi consiste 4 admettre que
tout nombre x est représenté en machine par x = x(1 +€) , ol & re-

présente une erreur relative dépendant de la machine,

D'apparence anodine, les erreurs d'arrondi peuvent avoir des con=
séquences trés facheuseé, allant jusqu'a détruire totalement l'efficaci-
té d'un algorithme pourtant valable sur le plan théorique. Ctest pour=-
quoi il est bon d'en connaftre quelques notions avant méme d'étudier

les algorithmes eux-mémes.,

2. OPERATIONS ELEMENTATRES

2.1 = Considérons d'abord l'addition de deux nombres positifs,

r ~
arrondis x, et x, . On a donc

1 2
X, = x1(1~+£ 1) » X, = x2(1 + 62) .
€, et 52 étant les erreurs relatives, La somme faifé,Ale résultat est

encore arrondi, ce qui donne, en l'appelant ¥ ,

g?
i

(x1(1 + 61) + x2(1 + 52))(1 + 63)

Xq + X, + (51 +£3) X, + (62+£3) x2+0(€.2).

L'erreur maximale au premier ordre vaut done

by =16 gV X+ TESL X, + 1 631(1:1 + xz) .

ce qui correspond i une erreur relative

A X X
i N I su SRR 2 +1ET .
y 1 x1 + x2 2 X, + x2 3
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Les deux premiers termes constituent 1l'erreur propagée, et le troisieme
provient de l’arrondi final:

A + 1E 1 x

1 2 2

T Yy 1 £1l b

Ay.-_-A1y+ A2y
A2 Yy = !«83! Y o

On remarquera que l'erreur propagée vérifie

A1 y x X

—= ] 61! X, + X + 1 82! p

2
+ X

< sup(lé€ 1, 1€,.1),
2 1 2 1 2

Par conséquent l'erreur relative propagée ne peut que diminuer.

2,2 = Dans le cas de la soustraction de deux nombres positifs,
les choses se présentent différemment. En effet, pour

T=% =% » X2 %,

on obtient

y (x1(1 +£,1) - x2(1 + 62)) (1 +~£3)

2y

x1‘(,1 + €, +._£3) - xz(T +£2 +£3) + 0(&

et

Ay=le1!x1+l£21 x2+l€3t(x1oxz) .

ce qul donne
1e,. 1 x ! X5

Ay 1 g 1 62 2 € ’
= X = X +! 3, °
y 1 2

L'erreur propagée vérifie dans ce cas

A1 y= t.e1t(x1 -=xg) + (1511 + lEZI)x

2 2
J e
(e +1E.1)x
1 2 2
= 1,1 + X% > 1et .

Bien plus, dans le cas ou x, et X, sont voisins, c'est-a~dire que

1
i T SRl (I SO S
il vient '

1 x b4

Ay y !£1l(xg+fq)+leg > %
7

y m m

et ce nombre peut devenir trés grand. La soustraction de nombres voisins

(1 E 1+ 0 521)_,

est donc instable numériguement.
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2}3 - Examinons & présent la multiplication de deux nombres positifs.
Pour y = x1 xz , on calcule

y=x,01+€) x2(1 +£2) (1 +£3) =

2
= x, X, (1 +£1 +62+£3) + 0(ET),

donc

A
—L
=1E&,

La partie propagée de l'erreur relative est donc la somme des erreurs

!+I€21+l£3!.

relatives de départ. Ce n'est qu'aprés un grand nombre d'opérations
que l'erreur accumulée peut devenir importante.
2.4 = Lacdivision a un comportemeiit semblable: pour y = xT/x

2 9
on calcule

x, (1 +€,) x, 5
-——W—:-g—-y(1+£) = (1 +E -€,+€5) +0(e7),

2
d*olu

by '
Latetvre,reteg

20 ERRBURS DANS LE CALCUL DE FONCTIONS PLUS ELABOREES
Soit & calculer une fonction f(x1, ooy X )e La valeur calculée

f(ﬁ}, eosy xn) est affectée des erreurs suivantess

| ) . .
o A 4 £ = erreur propagée =|f(x19 cosny §L) - f(x1, ceay xn)l

o A, f = grreur de calcul de f =‘fca1c(x1’ esay xn) - f(x1, coey xn)l

C'est dans ce terme qu'apparaissent les approximations

de calcul et les erreurs d'arrondi en cours de route,

o A‘B f = erreur d'arrondi finale.

L'erreur A3 f est généralement petite. L'erreur A2 f dépend du soin

apporté & l'algorithme de calcul de f. Quant & l'erreur propagée, elle

a un caractére inéluctable. Son maximum au premier ordre est
A1‘f= % xgirAxio
i=1 i ,
Lorsque les dérivées premiéres sont nulles, l'erreur propagée est nulle
au premier ordre, ce qui traduit une stabilitétmaximale. Par contre,
il'.existe des fonctions pathologiques pour lesquelles l'arrondi est

catagstrophique. Ainsi, la fonction




f(x) = exp( T}l:-TT )

pour x = 0,99 , vaut £(0,99) = exp(100) % 1@43 o On a
£1(x) - —oianlx '21) exp (
1x = 11

et, pour Ax = 1073 .

) = 10% exp (100) ,

Ix = 11

A1 £ = 1f°(x)18x = 10 exp(100) = 10 1£(x)1

4. ALTERATION DES RELATIONS ALGEBRIQUES

Dans les études théoriques, on utilise constamment des propriétés
telles que l'associativité de 1'addition. Or, pumériquement, ces

propriétés ne sont pas vérifides. Considérons le cas trés simple de

1'addition de quatre nombres. Pour simplifier au maximum, nous suppose-

rons que ces quatre nombres sont connus exagtement.
Calculons d'abord

¥y = ((x1 + x2) + x3) + X .
On a successivement 'en mémoire

(xT + xz)(1 + 61) » E, = erreur dfarrondi du résultat;
((x, + x)(1 + €.) + x3)(1‘ +E,) 3
(((x1 + x2)(1 + 81) + x3)(1 + 82) + x4)(1 + 63) = Ty

soit

- +
¥y (x1 + Xy o+ Xy 4 x4) + ET(x1 x2) + 82(x1 + X, + X )

3

, 2
+ 83(x1 Xy kX4 x4) +0(€E°)
On peut aussi calculer
¥, = (x1 + xz) + (x3 + x4) .
Les étapes numériques sont
(x1 + xz)(1 + 64)
(x3 + x4)(1 + 85)
((XT + xg)(1 + 84) + (x3 + x4)(T + 65))(1 + €6) =¥,
soit
¥, = (x1 + Xy + Xg 4 x4) + 54(x1 + xz) + 65(1:3 + x4)

+ 66(:\:1 + Xy b Xy h x4) + 0(82) R



Les résultats sont donc différents. Si 1'on suppose que toutes les
erreurs relatives d'arrondi sont égales, il vient

A ¥, = 1€ 1(3 X, + 3%, + 2 Xy ¥ x4)

A =
¥, = 1€ 1(2 X, + 2%, + 2 Xy + 2 x4)

et, pour autant que
Xy + Xy > Xy

le second procédé est meilleur.

50 ARTIFICES DE CALCUL

Dans bien des cas, on peut transformer un calcul instable en un
calcul stable par quelques manipulations. Soit par exemple & résoudre
1'équation du second degré

1,104 x® 4+ 2x=1,30 =0,

Par la formule classique

on obtient, pour la racine positive,

-1 4+ v 1,000143 =1 ¢ 1,0000714

X = =
1,1.10~%

1,710
Mais tant que 1'on effectue les calculs avec moins de six chiffres
significatifs, on obtient

~
I=0,

soit une erreur de 100%. Une premiére maniére de contourner cette
difficulté consiste 3 négliger le premier terme du trindme: on
obtient alors

X = 0,650,
et la réintroduction de cette valeur dans 1*'équation montre qu'effec-
tivement,

2 4

1,1010”4 X = O,46¢10=- ']

c'est=a-dire que le terme négligé est bien petit. Mais d'une maniére
plus générale, on peut transformer la formule de calcul de X en

multipliant le numérateur et le dénominateur par

222 -a,




ce qui donne

X =

o cu»
26 -

formule oi la soustraction instable a disparu, Dans notre cas, ce procédé
“donne x @ 0,65 si 1l'on calcule avec trois chiffres significatifs seule

ment .,

6. PROBLEMES DE CONVERGENCE

[y

Soit calculer la somme d'une série convergente

Pratiquement, on calcule successivement les sommes partielles

D
S_. = > x

p n=1

par la relation de récurrence évidente

S =S8 4+ x
P

p+1 p+1

Mais tous ces calculs sont arrondis. A la place de Sp, on dispose donec

d'une valeur approchée §§ 3 4 la place de xp+1, on calcule en fait

§p+1 = xp+1 s On cal=

(1 + 61»P+1) s enfin, & la place de Sp+1

cule

S = (S + xp+1(1 + €, )01+ € )

p+1 P 1,p+1 2,p+1

= (Sp + Sp + X + €, (1 + Eé’p+1)

P+ spt1 x:p+1

(1 +'8 °

)+ASp+—E

Sp+1‘ 2,p+1 1,p+1 xp+1

On a donc, au premier ordre,

o

A Sp+1:A Sp + E2,p+‘l Sp+1 + E1,p+1 xp+1

Supposons que les erreurs relatives admettent les majorations suivantes:

= BErreurs d'évaluation des termes: 1 £ i< 81

1,p+1

= Arrondis de sommation : | 62 1< €

s D4+2 2

I1 vient alors

<
1A Sp+1l £ 1b Sp! + 1 82I lSp+1l + 1 611 lxp+1l .

La série étant convergente, il existe une majoration du type



1S I € A

p+1
et on obtient
P

!Asp: < p!EzlAﬂ:l£1l E !xpl .

On constate que

a) Le dernier terme de cette majoration ne converge que si la

série est absolument convergente., Les séries simplement convergentes

sont donc instables numériquement.

b) Le premier terme de la majoration diverge toujours, mais lente-

ment. Il est donc nécessaire que la série converge assez vite pour que

cette divergence par accumulation d'arrondis ne se fasse pas sentir.
p P

7. RECHERCHE DES POINTS OU UNE FONCTION PREND UNE VALEUR DONNEE

Supposons qué lfon désire connaftre les points § ol une certaine
fonction f prend la valeuz" b. La fonction est calculée par un programme
menant, au voisinage de ¥ , & une erreur maximale Af sur la fonction.
On peut donc s'attendre & trouver les points (X, T(x)) dans une bande
de hauteur 2Af (fig. 1) . Il en découle que l'ensemble e(b) ol

f(x) peut valoir b est
e() = { x| 12(x) - bisbdz} .

Or, si f(E) = b, et si £ est différentiable, on a
£(x) = £(8) + (x =%) £'(x*) ,

avec x* compris entre E et :f:»° I1 vient donc

i - bi
Ix -1 g L) :

inf £ (x)
v(E)

V (€) étant un voisinage fermé de E contenant x. L'ensemble e(b)

eat donc contenu dans

A
ex(v) = {x | tx-31<E lf'(x)l} .

V(g)

Lorsque £'( €) est nulle, il faut pousser le développement de TAYLOR
4 1'ordre 23 plus généralement, si les dérivées jusqu'a l'ordre (p=1)

de f sont nulles en ¥ , on a

f(x) =b+ (x =%)P f(p)(X*)



dfou
Ar

¢ <( ) 1/p
'- = l\ N ?
z inf 'lf(p)(x)l

v(g)

valeur en général beaucoup plus grande (fig. 2) .
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Exercice 1 - ‘Soit A une matrice symétrigue, On veubt calculer le

prodult
Yy =Ax,

‘.

On appelle conditionnement de la matrice A le rapport de la plus gfande
en module & la plus petite en module des valeurs propres de A:

It max

A Lain

conditionnement =g =

Montrer gue si x subit une perturbation Ox, la perturbation correspondan-
te Oy de y vérifie

1t Sy i1 6xtt
tiytt S % e

(il s'agit de normes euclidiennes)

Solution: voir chapitre relatif & la résolution des systémes linédai-

res.

dans les deux cas, Sur une erreur absolue maximale de 5.10"6)“s Les

procédés d'interpolation donnds dans la marge des tables permettent
de préserver la méme précision lors de 1l'interpolation, Des deux

calculs log tg x b= x et log gin x F—P x . leque] permet
de déterminer x avec le plus de précision, et gue vaut cette derniére

dans le cas le plus défavorable?

Solution: par application de la section 7 , calculons

S Qoetex) sy - gpy O+ 8 0= T T
Q—-(log sin x) = 1 o 1
dx in 10 te x
Pour une erreur Af , on a donc au premier ordre
D x "A'éi gin 2x 1n 10 pour 1log tx
et
Ax>= Af tgx 1n 10 pou log sin
Comme on a toujours sig 2% L tg x, c'est 1le log tg qui permet de

trouver x avec le plus de précision. Pour le log sin, aucune précision
ne peut 8tre garantie si x® T/2 (Cela est df au fait que le sinus

est stationnaire en M /2). Pour le log tg, l'erreur sur x est toujours



ln 10

> = 5,756.10°6, ce qul est excellent.

inférieure 34 Af .

Exercice 3 - Soit & résoudre 1'équation F(x) = x . Te calcul de la

fonction F est affecté d'une erreui‘&elgtiﬁg«maximale”se « Quelle:
précision peut-on attendre sur la solution € 2

.Soluxion: La solution calculéde vérifie
Z=F(F) =F(F) +67(F) v F(E) + FIENE-E) + 67(Z) ,
solit

E[1=-F(E)I~EL1-F(E)] + 6§F(F)

5 .., P(E
N A ol

En premidre approximation, 1&6F(E)l < £ IF(E) » EIZEl et

E 1E1
[+]
1831 € 97C Er(g )t

et

soit

&
< [¢]

11 = FO(E)

33
K3

11



1

1) ~
38 y=Fx)

(fct. calculée)

u// \
zonhe od peut

se trouver f

Fig. 1

= X



yl

Af

_1Af

~]|

e(b)

AL

Fig. 2



INTERPOLATION

1. I1 n'est pas rare que 1l'on soit obligé de recourir & l'appro-
ximation d'une fonction. Un exemple familier est celui des fonctions
spéciales., Il existe des tables de ces fonctions ([ 51 , ol 1%on trouve
leurs valeurs en un certain nombre de points. Souvent, 1'établissement
de ces tables est une tiche trés ardue, et 11 ne peut &tre question de
refaire leur calcul pour ug besoin passager. C'est ainsi qu'il existe
des tables de la fonction de BESSEL JO définie comme la solution de

l“équation différentielle

2
i A
x dx
dx

avec £(0) = 1 , £'(0) = 0. Supposons que 1l'on possdde une table de Jo(x)
pour x allant de 0 & 15, par intervalles de 0,1 . Les tables sont
établies avec 15 décimales. Comment obtenir, par exemple, JO(1,73) ?
On peut évidemment dire A
3, (1,732 I (1,7) = 0,39798... ,
ce qui revient en fait & remplacer la fonctions par des escaliers.(fig.1). Sou-

vent, on a recours & 1l'interpolation lindaire:

0,03
JO(1973) JO(197O) + b'fT” (Jo(1,,80) - JO(1,70)),

ce qui équivaut en fait & remplacer, entre 1,70 et 1,80, la fonction
Jo par un segment de droite (fig. 2)- Maisvon peut obtenir un meilleur
résultat en remplagant JO par la parabole passant par les points

(1,7, 3,00,7))  , (1,8, 3,(2,8)) , (1,9, 3_(1,9))
(fig.3). On peut d'ailleurs remplacer J par des polyndmes de degré _
plus élevé encore. Dans le cas considéré, l'erreur d'une interpolation
linéaire aurait é¥é de 1lfordre de 6OTO=4B On retrouve la précision de

la table en interpolant sur 11 points, & 1l'aide d'un polynbme de degré 10.

L‘interpolation joue également un r8le important dans la résolution

des égquations et 1'intégration numérique .

Bien que l'interpolation polynomiale soit la plus courante, il existe
des situations ol elle ne convient pas. Soit par exemple une fonction f
dont on sait que (voir fig. 4)

1im =) s £ 0
x§ O vik's #£ o0

" I1 est naturel de chercher une expression du genre
f(x) =AVx+Bx+0CxVx ,
par exemple. Il s'agit en l'occurrence d'un polyndme en V x , On peut

encore imaginer bien d'autres situations. Soit f une fonction telle que



lim fix)/x E £
x 40 #

et

1im x2 f(x) é # 0
X——b= 00 # o0

(fig. 5). On peut chercher une expression de la forme

Flx) = - xS 5
a + bx + ex + dx

3

qui a effectivement ces propriétés. On en déduit

3

P(x) = f - a + bx + cx° + dx .
£(x)

ce qui raméne le probléme & une interpolation polynomiale aprés un
changement de fonction.

Lorsque 1la fonction présente une asymptote horizontale, de bons
résultats peuvent souvent &tre obtenus & 1'aide de fractions rationnelles
de la forme

2 n
a + a,X + 8,X + eeos + & X
0 1 2 n .

1T+ b,x + b x2 + so0e + Db xn
1 2 n

ce qui revient & écrire

fx) =

~ n ~ net
f(x) = 8y + 8,X + coo + 8 X = b1xf(x) - eea = an £(x),

]
soit une combinaison linéaire des fonctions

n o« ny
T, Xy oeey X 5 XE(X)y ceos X T(x)o

Les fonctions périodiques, de période T = 2T /w peuvent &tre

approchéeg par des expressions trigonométriques:

f(x) = a, + a, Cos Wx + b’l sin Wx + a, Cos 2 Wx + b2 sin 2WX + ceo

+ an COosS NWX + bn sin nwWx.

Lorsque la fonction présente en x=b une asymptote verticale, avec

1im (x-1)? (%) g £ 0
x —->=h £ oo .

on peut utiliser une expression de la forme

a a
g(x) = o + 1 1 + 800 + 8 + a 1 (X"b) + se0e + & (X-b)nnp 9
(X_b)P (X_b)P“ p p+ n

ce qui équivaut & une dinterpolation polynomiale de (x~b)P f(x).

Les situations sont donc multiples, et le choix des fonctions
entrant dans 1'approximation est avant tout une question de doigté et
d'opportunité, dans laquelle une certaine expérience et quelques essais

jouent souvent un r8le prépondérant.



2. INTERPOLATION PAR UNE COMBINATISON LINEATRE DE FONCTIONS

Le plus gouvent, on cherche une interpolée de la forme

F(x) = o g (x) + oo+ otn4 P, (x)

ol @O, sees (P sont des fonctioms cholisies dfavance selon les cri-

téreg évoqués ci-dessus et A s osos O s des coefficients inconnus.

forment la base d'interpolation.Lla raison

C .
es fonctions yEgooag Y,

de cette appellation est que l'ensemble de leurs combinaisons linéaires

est un espace vectoriel, l'espace d'interpolation, dont elles forment

une base. On détermine les (n+1) coefficients inconnus par la condi-
tion qu'en (n+1) points, l'interpolde ait la méme valeur que la fonction
£ a interpoler:

f(xo) = f(xo)

f(xn) = f(xn)n

C'est la condition d'interpolation. L'ensemble des points d'interpo-

lation oo eeos X s'appelle support d'interpolation. Pour éviter toute

difficulté, 11 convient de supposer f et les 2 continues sur 1l'en-~

semble [a,b] ol 1l'on désire calculer f .

La condition d'interpolation s'éerit explicitement

o, ex )+ & @lx) + o0 +& @ (x) = £(x,)
o, p(xy) + e P (x) + oo vt g (x)) = £(x,)
oy po(x) + oy () + coe va @ (x) =f(x)
Appelant C la matrice de connexion
-?o(xo) (p1(xo) coeoo ?n(xo) ]
?0(X1) ?1(XT) coses qn(x1)
C = o o o
‘PO(Xn) ?, (xn) ‘fn(xn)

3

a et q, les vecteurs




o f(Xo)
o, f(x1)
a = q =
i dzl_ —f(xn)_

il nous faut donc résoudre le systéme matriciel

Ca=aq

Ce systéme admettra une solution unique si et seulement si la matrice

C est inversible. Supposons gqu'elle ne le soit pass il existe alors

une relation lindaire entre sesg colonnes, de la forme

% ?%(Xo) % ?%<Xo) *oeee Y£<Xo)

+

oAy Folxq) oty oy (=)

o o o o o © @ ° L o °®

oy @ (x ) + oy p(x )+ eee + o @ (x)

Ceci revient & dire qu'une certaine combinaison

(-]

@

oo + o (x,) =

o

0

I
o

i
(@)
L)

linéaire des fonctions

de base s'annule en tous les points du support d'interpolation. La

négation de cette propriété constitue la condition de TCHEBICHEFF:

T1 ne peut exister de combinaison lindaire des (n+1) fonctions

de base qul s'annule en tous les points du support d'interpolation.

Lorsque cette condition est remplie, les (n+1) paramdires

A s Oys cooy O s'obtiennent par

o® 1

a':C q o

Introduisant alors le vecteur
¢O(x)

g(x) = ?1(X) R
P, (=)

on peut écrire

PG = ¢ (x) + eeu + 0@ (x) =q" € &),

ce qui fait apparaftre le nouveau vecteur



L, (x)
L, (x)
1(x) = ¢t g(x) = : 9
L, (x)
tel que
%(x) = qT 1(x) = f(xo) LO(X) 4+ ooe + f(xn) Ln(x) .

Les fonctions LO9 L19 caoyg Ln sont lindairement indépendantes, sans
quoi il existerait un ensemble de valeurs f(xo)9 coosg f(xn) non
toutes nulles et telles que f(x) = 0, ce qui contredirait la condition

d'interpolation. Ces fonctions forment donc une nouvelle base de

1l'espace d'interpolation, Nous 1l'appellerons base de TLAGRANGE (généralisée)

Cette base posséde la propridté fondamentale
Li(xj) = Sij (1)

En effet, pour f(x) = Lk(x)9 on doit avoir f(x) = Lk(x)9 en vertu

de 1l'unicité de 1l'interpolation. Il en découle
Lk(x) = f(xo) LO(X) + ooe + f(xk) Lk(x) + ooo + f(xn) Ln(x) .
clest-a~dire la nullité de la combinaison

f(xo) Lo(x) F oso + f(xk_1) Lk«T(x) + (f(xk) - 1) Lk(X) +

+ £(x, )L

o] () + 600 + f(xn) Ln(x) =0 ,

k+1

ce qui implique

f(Xi) 0 9 i 94 J

¥ 9

f(xk)

puisque les fonctioms Li sont lindairement indépendantes. On rdmarquera

d'ailleurs que les conditions (1) définissent les Li de maniére univoque,

3. INTERPOLATION POLYNOMTALE : FORMULE DE ILAGRANGE

On rencontre le plus souvent l'interpolation polynomiale,

qui correspond 4 la base d'interpolation

{ 1o X, xz, ooy xn'} o

L'egpace d'interpolation est donc 1'ensemble gzldes polyndmes

de degré n (au plus) de la forme



~ n
f(X)=d0+o(X+dx2+aoo+dnx L

1 2

Ta condition de Tchébicheff est automatiquement remplie si les
points du support sont tous distinchks, car un polyndme de degré n

qui s'annule aux n points Xy o Xqs ecey X 4@ nécessairement la forme
hix) = A(x~xo)on.(x—xn“1) . A € R ;
pour qu'il s'annule encore en X il faudra que

h(xm) = A(xnsxo),un(x “Xx_ ,) =0,

n =1

ce qui implique A = 0 , pulisque tous les points du support sont dif-

férents.

En fait, on obtient trés aisément la base de Lagrange en dévelop-

pént 1'interpolée sous la forme

F(x) = B, fLI (x=xj) + By T—r (x=xj) +oeee v -rT (x~xj) .

J#1 j#n
On obtient alors

Foo) = By 11 Gyx) = 205,

44 i
d'ol
£(x) = Z f(Xi) s = Z Li(X) f<xi> ]
i= T—T (xi=xj) i=0
At .
avec

T1:(X=xj)
Li(x) - 2
T_T(ximx.)
3L 2

C'est la bhase de Lagrange de l'interpolation polynomiale.

On peut encore donner une autre forme aux fonctions Lio A cette

fin, introduisons le polyndme de degré (n+1)

n
ey = TTG=x) o
i=0

Le numérateur de l'eﬁpression de Li s'éerit

) TT (x=x.)
r‘l‘l(qu ‘) _ j:,-o J - ﬂ(}{) :
j# 0 X=X, o

€



le dénominateur est sa valeur en x = x5 e soit

TmT (x;=x,) = lim ;PEE%—
i - d x —> x, i

et, comme (xi) = 0 , c'est encore

,rT§X) -rT(xi)

xlig x o - e
i
Ainsi,
Li(x) = ]_T(X)
(= I ()

4, INTERPOLATTION POLYNOMTIALE: FORMULE DE NEWTON

La formule de NEWTON est une autre expression de 1l'interpolée.

Bien entendu, on obtient la méme interpolée que par la formule de _ .,

Lagrange, car l'interpolée est unique. Mais 1'expression de Newton

présente la particularité de se présenter comme une généralisation

de la formule de Taylor. Cette derniére fait intervenir les dérivées

qui, dan& la formule de Newton, sont remplacées par des différences

divisdes,

4,1 = Différences divisdeés

Xgo Xqo oo 5 X dtant les points du support d'interpolation,

on construit les différences divisdes comme suit:

- ordre O : f(xo)
f(x ) - £(x,)
- ordre 1 ¢ Tf(x , x,) = 2 L
- 0o? ™M X = X
o} 1
- owire 2 ¢ £ R f(x09 XT) - f(sz x2)
ordre H X09 19 n/ = xo - x2

f(xong,oea,

X

e

,]) el f(x,rgcoagxn)

ordre n 3 f(xo9 Xys eeos xn) =

X

(¢

X
n

4,2 = Formule de structure des différences divisdes

Les différences divisées possedent la propridté fondamentale

suivante:



n f(xk)

(x, = x.)
k=0 ;;1 -k J

£x , Xys eees x,) =

On démontre cette propriété par récurrence sur Ll'ordre des différen-
ces divisées, Pour n = 1, c'est évident, car

fix = f x f(x fix
(x,) ) £ (x,)
f(x g X ) = P + .
o} 1 X =X X = X X, = X
o 1 (o] 1 1 o}

Supposons donc la propriété vraie jusqu'd lordre (n=-1) et étendons-la
4 l'ordre n. On a par définition

f(x « X ) _ f(X09X1geo09Xn~1) - f(x1goaogxn) B
09 .lgoaogn = =

X =X
0
3 n-1 f(xk) n f(xk)
¥ =X =0 _lxl:il_ - =i n =
(x, =x.) (x, -x.)
j=0 € R
£k £k
3 =1 f(xk)(xk—xn) n f(xk)(xk xo) _
5 | B B Z = -
I =TT (memx)
J= J=0
£k #k
" f(xo)(xo~xn) n=1 f(xk)(xo-xn) f(xn)(xnwxo)
*o™*n = ( ) ' k=1 ]QT ) TET ) )
X =X, - (x, -x.) (x, = %,
520 e " J =0 %1 J =0 B J
#0 #k #a
f(xk)

n
k=0
T—T(xk-x.)
3=0 !
#k
ce qui démontre la proposition,
On en déduit les deux propriétés suivantes:

a) L'ordre des arguments d'une diffdrence divisde est indifférent.

En effet, les termes restent identiques et seul change leur ordre dans

la somme,

b) Les différences divisdes sont lindaires:

n kf(xk) + pg(xk)

(Af (X 3%, 5000,%, ) = =
+pg)(x ,x, X, ch=%3 T

oo e a0



n
= 2>
k=0

T £

f(xk) n g(xk)

o bttt 353
Ilaou

f(xogooogxn) +

4.3 = Tableau des diffdrences divisdes

g(xogu o0 9Xn)o

Le calcul des différences divisées se systématise & 1'aide du

tableau suivant:

f\‘o. f1 f2 f3 f4
f(x )
0 o
i:::; f(XO”XT)
X, f(x1) f(x09x19x2)
T f(x19x2)//”‘ ::f(xosx1,ngx3)
x f(x,) ~ = f(x, % 9%,) e 6%, 90X 9XnoX,)
2 2 127273 ~ o R R s S}
\\\~ ) //ZV -
f(LZQX ) F(X, 40X, 9%, 0%, )
3 ~u g 1872273974
x f(x.,) 7 Tx,,%,s%,)
3 3 P Nl
//)r f(x39x4)

On calcule d'abord les différences d'ordre 0, puis celles d'ordre 1,

puls celles d'ordre 2, etcco., par les formules de définition.

4,4 = Développement d'mne fonction en différences divigdes

On a successivement

f(x)—f(xo)
f(X) = f(XO) + <%
)
f(xogx)—f(xch
f(xo,x) = f(X09X1) + ——

1

f(xogooo gxn“,lpx) = f(xogoougxn‘,]gxn) -+

f(X09 ceo ,Xn_a,‘ 9X) - f(xogae o ,,Xnm,l 9Xn)

X =X

n

= f(xogoeegxna1,xn) + (X“Xn)f(xogo»eg

Rassemblant ces résultats, on obtient

n

(X=XO) = f(XO) + (X—Xo) f(xo,x)

(x«x1) = f(x09x1)+(x~x1)f(xong,x)

(x = :x:n)

X X)) o




T0

(%) = f(xo) + (x«xo)f(xo,x1) + (x-xo)(x=x1)f(xogx1,x2)-+ cee

soo (x—xo)..g(x—xh_1)f(xogo.°?xn) + (x-xo)aoa(x-xn)f(xo,ouo,xn,x)

oy

4,5 = Polynbme d'interpolation de Newton

Examinons le dernier terme du développement: on a

f(xi) £(x)

n
(X go009X 3X) = > + ’
° n i=0 (xi—x) };1 (xi=xj) T} (x—xj)

. N
ce qui entralne

n X=X, X=X .
ﬂ(x-x.) o f(x 5o'ougx QX) = Zf(x.) L """'—':1" + f(X)
j J [o] n iz0 1 Xi"X j'yéi Xi“’xj

[}

- F(x) + £(x) ,

oll £ est 1'interpolée de Lagrange de f., Par identification, on obtient

donc

flx) = f(xo) + (x«xo)f(xogx1) + (xocx1)f(xo,x1,xz) + oo

ooo -+ (x"xo)ooe(X‘an1)f(xopuuogxn)

avec un reste

R(x) = (x—xo)oao(xwxn)f(xopnaogxngx)

On donne & l'interpolée ainsi construite le nom de polyndme

d'interpolation de Newton. Cette expression se préte particulidrement

bien au calcul numérique, par l'algorithme ci-dessous:

- On calcule une fois pour toutes
f0= f(XO) 9 f1= f(X09X1) 9 ©o0o g f

#

N f(xo,x1,°°.,xn) .

- Pour x donné, on calcule

X = (x—xo) s Xy = (X—X1) s oo 3 X = (x-xn)
- On effectue les calculs comme suit:
y €— £
Pour k = (n“1)9 o 00 F) O 9 y“?‘ y o X -+ f 'y
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5., ERREUR D'INTERPOLATTON

5.1 = Nous avons déjia que llerreur d'interpolation s'écrit

R(x) = (x-xo)goa(X-xn)f(xogoao,xngx) .

Mais il est possible de 1l'exprimer en termes d'une dérivée de f, pour

autant que fezCn+1 gur l'intervalle La,bl contenant XysoeosXy, et x.

A cette fin, considérons la fonection auxilialre
g(Y) = f<Y) - f(Y) = <Y"Xo)ooa(§,7'°xn)f(xogx19ooo,Xn,X) °

On a visiblement g(y)=0 en X s0e0sX, €F X, soit en (n+2) points. Par

des applications successives du théoréme de Rolle, on obtient que

g'(y) s'annule en (n+1) points intermédiaires

g"(y) s'annule en n points intermédiaires

o o Q -] ] O a -] o o o -] o ° e
(n+1) . s (qs . .
g (y) s'annule en un point intermédiaire au moins, soit € .

En ce point, comme f est un polyndme de degré n, on a

0 =™ (5) = 1™ (g) -0 - (N1 Flxpseee,,,n),

gsoit

f(n+1)(g)

f(xO,QOOQXn,x) = o y 5 e ]inf(xogooo,xngx), sup(xogooe,xngx)t

Nous venons en fait de démontrer le rédsultat général que voici:

Une différence divisde dfordre n est., pour autant que la fonction

L3 ’ rd . n 7 -~ (3 -
considérde seit de classe C ., égale & 1/n! fois la valeur de Sa

dérivée d%ordre n en.un point situé entre les deux points extrémes

de calcul de la différence divisde,

En posant
TY(X) = (X—Xo)ooo(x-xn) 9

on obtient

f(n”)gf )
(n+1)! ?

R(x) = J](x)

résultat dont on déduit la majoration

f(n+1)(z)

IR(x)1 < 1TT(x)1 sup CYEDY

z e [a,bl

si Xys eees X9 X € La,bhl .



Remarque - Si f est un polyndme de degré n, f(n+1)= 0, ce qui

entratne la nullité des différences divisdes d'ordre = (n+1).

5.2 = Convergence en h

I1 est aisé de voir que, si h = b-a,

TTeor = tx=x_looolx=x 1 & n™t

Soit donc f &€ Cnﬁ1( Qa,bL ) et supposons que 1'on découpe cet inter=-

valle en N sous-intervalles e,; ..., €y, de longueur h = (b=a) /N,
Dans chacun de ceux-ci, on utilise une formule d'interpolation &

(n+1) points. Alors, 1l'erreur sur le sous~intervalle e, vérifie

k
(ns1) (n+1)
IR, (1 ¢ 2 oo Lf._(.a_mg_&l_!_ < 1™ cup tf(m”gz)l o
k e * [as‘b'] :

k

I1 est clair que pour N =300 , so0it h —> 0, l'erreur d'interpolation

tend vers zéro, C'est la convergence en h,

C'est ainsi que 1'on interpole lindairement les logarithmes dé-
cimaux entre deux unitéds, & partir d'une table des logarithmes des

N

nombres entiers de 1000 & 10 000, avec une erreur trés faible,

5.3 = Convergence en n

Une croyance assez répandue consiste 3 admettre qu'en augmentant
indéfiniment le degré des polyndmes d'interpolation, on converge vers

. . . - - -]
la fonction f. Rien n'est moins sfir, méme si f € C°,

Définissons la longueur

n+ly———
1 =21im sup ( sup - N/"ITT(X)i ) (TT(X) = (X—xo)eoa(x—xn)
n—= 00 fa,bl

(D'apreés ce qui précdde, 1 £ h). Alors, une condition suffisante de

convergence en n est

1% sup If(n)(x)l
fa, bl

ni

—3= 0 pour n —»o00 (1)

Cette condition est trés forte: le théoréme qui suit montre qu'elle
implique l'analyticité de la fonction.

Théoréme - Si la condition (1) est remplie, la fonction f admet,

en chaque point E&la,bl , un développement en série de Taylor

de la forme

f(x) = Z an(x-—'; e )_

n=0

dont le rayon de convergence vaut au moinsg 1.

En effet, le reste du développement de Taylor limité & 1l'ordre

12
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(k=1) s'éerit

(k) s
x) = (x - x¥* compris entre et x,
R () = (-5 T . xk is ent &
et pour fx-%1<1l, avec la condition supplémentaire xeg [a,bl, on
aura
k
LR, ()1 € ==  sup !f(k)(X)i —> 0 ,
k ki
La,bl
donc, en posant
£ (5,
Y ?

le développement
o0

Z a, (x -E)"

n=0

converge pour tout =xe La,bl tel que Ix =E1<1l, Le terme général

de la série doit dés.lors tendre vers zéro et, donc, &tre bornd:
n
la 11 £ C .,
n

Par conséquent, chaque fois que Ix =81 < 1 s, que le point x

soit ou non situé dans 1l'intervalle fa,b!, la série

Z an(x -E)"

n=0

converge, car son terme général est majoré par

C(lxiil)nzcogn , o<1,

terme général de la série géométrique.

Ce théoréeme admet une réciproque, qui constitue une condition

suffigsante de convergence en n des interpolations:

Si la fonction f admet en chaque point de Ja,bf un développement

en série de Taylor de rayon de convergence p>1 ., on a
3

(p) ;.
1lim 1P sup !f—'—ﬁﬁl

=0
]
p =00 (a,b] p!

Soit en effet L un nombre tel que 1<L<p et soit m le plus

petit entier vérifiant simultanément

h h
50 = 1) et m>2l e

Découpons 1'intervalle [a,bl en m sous-intervalles

m >

h h h
La, a+%3,[a+593+2§]9o»ostb""n'1’sb3°

Considérons 1'un quelconque de ces sous-intervalles, et notons ¢ son
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centre. Il est clair que si x est dans ce sous=intervalle,

h
v = g == < .
I c 1 5m 1
Ta série

(o =]

f(x) = 2 a (x - )"

n

n.=0

converge pour Ix = c!'<f , et en particulier, pour x = ¢ + L. La

convergence de la série

zi: a, "

n =0
entrafne la convergence vers zéro de son terme général, qui est donc

borné:

lanl "< A .

<
ce qui entrafne
, n
la ! £ A/L o
s n .
I1 en résulte que la série Z: !anllx - ¢l converge uniformément
n

dans le sous-intervalle, car son terme général vérifie

ta tix - et € & (/)" .

le majorant étant le terme génédral d'une série géométrique convergente.
De méme, la série dérivée p fois terme & terme,
o0
Tle=
E n(n=1)0.. (n=p+1) (x=c)* 7P

n=p .

converge absolument et uniformément sur le sous-intervalle, car son

terme général est majoré par

P - oD A b yn-p p
n® la Hx - cl < 7 ( oL, ) nt
et la série
an o™ P , e<1
nze

converge en vertu du critére du quotient, puisque

n=p+1
nl yp B Ty
1 (=) e | —=0 < 1

[}

Cette série représente donc bien la dérivée de T :
[~

(p) _ ) 1 -
£ 97 (x) = ZZ; a T%:ETT (x~c)™"P

et vérifie
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1x=ct® A o -
vlf(p)(x)l < A ZE: (n_p)v = ;n < ‘; ézj (n_p)g " P ’

n=p

avee © = h/(2mL). Or, le majorant vaut encore

-1
ALY Pt 0 2 &%= A.pP (1-0)” =% (-1)? DP_ (1-6)

? n=0 Lp n=0 P @ I

.
1=}

TP (4 B 4P+
L (1 - 2ul )
(L'interversion de la dérivée et du signeZE se justifie comme ci-dessus).

On a donc, sur le sous-intervalle considéré,

1P f(p) X A ( 1/L )P

h
T =50 T - omT

et, pour la valeur de m choisie,

h 1

om, <1 71 ?
soit

1 h

L <t~ 2mL ?

on obtient

1P f(p)(x)
l p! | < y h o é

Soient alors A19 A ess g Am les coftantes A correspondant

29
aux m sous-intervalles, On a évidemment

1P £) () sup(hyso0shy)
sup < e

p! ' . »
[a,b1 1 L

EP — 0

9

comme . annoncé,

5.4 = Conclusions

I1 découle de ce qui prépéde'que 1'on ne peut garantir la conver-
gence en n pour une famille guelconque de formules d'interpolatfon que
dans des conditions extrémement restrictives (analyticité). Il n'y a donc
guere avantage & fort élever la valeur de n, et il est beaucoup plus in-
téressant de découper 1'intervalle. Pour obtenir le taux de convergence

maximal dans chaque sous-intervalle, on veillera & placer les discon-
tinuitds de la fonction & la frontidre commune de deux sous-intervalles.



6. RECHERCHE DU SUPPORT OPTIMAL

6,1 - La formule de 1l'erreur fait apparaltre deux grandeurs: la
dérivée de la fonction 2 interpoler, et la fonction 11 (x). La pre-
midre est imposée par le probléme. Mais pour n donné, on peut disposer
les points de manidre judicieuse, de fagon & rendre IT] (x)1 aussi

petit que possible dans 1l'intervalle U a,b q .

Bien entendu, la grandeur de Ir](x)l dépend de la longueur de

1l'intervalle, et nous savons déja que
iFT(x)!s n*+1 et 1 <€ h.

Une premiére amélioration consiste & ne prendre que des formules
a4 points symétriques par rapport au centre de l'intervalle. En effet,
si

X=c-§ B=c+% ,
on a

(x ~o)(x =P) = (x =c +E)(x =~ c -F) = (x = ¢)® -€2 ,

Cette fonction peut €tre maximale en x = ¢, ol sa valeur absolue est
§2<'h2/4 ou & 1l'une des extrémitéds de 1l'intervalle, ol sa valeur

absolue est

..}.1..2._?,2 < ll.i
4 4 °

Elle est donc toujours inférieure a h2/4u Dés lors, pour les formules

gymétriques & nombre pair de points,
h +1
TGS 2™

3i le nombre de points est impair, 1'un de ceux~ci est le centre de

1v'intervalle, et Ix - cl<h/2 ; ce qui donne encore

1
1M ()1 (m/2)

Au total, les formules symétriques réalisent toujours
TG0 < (/)™ 1<h/2 .

Le probléme d'optimalisation envisagé se raméne a celui de la

minimisation du rapport
sup I (x)1

K - [a, bl

9
n+1 hn+‘l

ce qui élimine le r8le de la taille de l'intervalle et ne fait plus
intervenir que la répartition des points. On peut donc se ramener 2

un intervalle de référence. Le changement de varlable

b b
4

a a

4 -
X = > > X

16



raméne & l'intervalle [-1,+1], de longueur h=2. Sur cet intervalle, on

aura donc

sup (=)L

[-1.+13
K = == o
n+1 2n+1

Le probléme de la minimisation de Kn a été étudié par Tchébicheff

+1
et fait intervenir des polymdmes particuliers.

6.2 = Polyndmes de Tchébicheff

On peut définir les polyndmes de Tchébicheff & partir d'une

formule liant les cosinus. On a d'une part

cos(n+1)® = cos nd cos © - sin neé sin €
et, d'autre part,

cos(n-1)@ = cos né cos & + sin ne sin 6 ,
ce qui entraine

cos(n+1)e + cos(n=1)8 = 2 cos © cosn®,

soit

cogs (n+1)® = 2 cos & cos n8 - cos (n=-1)6

‘Bour n

[

1, cette formule se réduit a

cos 26 2 cos B cos © = 1 ,

Posons done x = cos © € [~1,+11 , et définissons les fonctions

Tn par
Tn(x) = Tn(cos 8) = cos né .

Dfaprés la formule que nous venos d'établir; ces fonctions vérifient

les relations de récurrence

TO(X) =1
_T1(x) = X
Tn+1(x) =2x T (x) - T (x)

qui montrent clairement qu'il s'aglit de polyndmes. On les appelle

polynofies de Tchébicheff. Ils jouissent de quelques propriétés spdciales.

a) Relations d'orthogonalité

Dans la formule connue

T T
Jf cos n® cos me = = (1 +6 )& .
0 2 m,o0 mn

effectuons le changement de variable x = cosé ., On a

i
dx = = sin® 46 = - (1 - x°)% do ,

17



clegt~b-dire

a6 = - dx .
1 -x
x varie entre +1 et =1 lorsque © va de O & s ce qul dounne

W +1 T (x) T (x)
n m T .
J[_cos ne cos me de = j( dx = 5 6mn (1 + 8m0)

0 -1 1o 2

b) Emplacement des zéros

Les zéros de T sont les images des zéros de cos né, soit

n
L
l’l@=(2k+1)'§ 9 1(209 19 oo oo g
clest-a-dire
o = 2k+1 E
k ~ n 2 °
@k gse gituera entre 0 et W pour
2k+1
T <%
soit
2k «<2n - 1

ou encore,

k<n"%n

Tn admet donc dans J-1, +1[ exactement n zéros

T
Xk=COS"(ﬁg‘g’%‘)""" 9 k-"—‘Og 1’ so0ayg (n~1)o

En d'autres termes, tous les zdros de Tn sont simples et contenus

dans 1l'ouvert 1-1,+1[ .

¢) Extrema

Les extrema de ces polyn8mes correspondent & cos ne = *p , soit

n@=k1‘t ) k=091gouo 9

clegt-a-dire

Gﬁ =?kg% o
eﬁ se trouvera dans le fermé [ 0,T] pour
kT g .
n
soit
k<n.

I1 existe donc (n+1) extrema de T, dans [ -1, +1. 3, tous dgaux & + 1 ,

et gitués aux points

Xﬁ:COS%}L 9 k=09 19 a»nO)n-

18
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Remarquons que xg =+ 1 x; = = 1 .

d) Coefficient de téte

Le coefficient de téte (celui qui affecte le terme du degré le plus
élevé) de Tn vaut 2n-1 pour n 2 1, 1 pour n=0, Pour n = 0 et 1, clest

dvidents; si ctest vral jusqu'd une certaine valeur de n, on a

T (%) (%)

n+1

2x T (x) =T _,

2x (Zn—l'xn + aovoe ) - T (X) = 2

n _n+i
oox
n=-1

il

oo 9

donc c'est encore vrai pour Tn+1°

6.3 = Théoréme de Tchébicheff

L'introduction des polynbmes de Tchébicheff se justifie par

1%'important théoréme suivant:

De tous les polyndmes de degré n ayant leur coefficient de téte

dgal &4 1, c'est Tn = Tn/(an1) qui a la plus petite borne supédrieure

en module sur [ -1.+1 J.

Supposons en effet le contraire: on peut donc trouver un
polyndme

P (x) =x + & 2w 272 4,

n n-1 n=-2 o]
dont la borne supérieure en module dans [ -1,+1 T egt- inférieure

a celle de T, c'est-a-dire ;_1 . Alors (fig. 6), la différence
2

R (£).50, () = 2 (x)

~

est un polyndme de degré (n-1). BEn chaque extrémum de Tn’ ce polyndme
”»

doit avoir le m8me signe que “Tn , Sans quoi
% = #) - * 1D (x¥) ¢
{ Pn(xi) t =1 Tn(xi) Rn~1(xi) 12 ! Tn(xi) ] 0
en contradiction avec la définition de Pno On a donc
R,_4(1) >0
¥
R,_,(x¥)<0
¥*
R, _1(x8)>0

00D 6060000C0C00C0O0O0R

Comme les extréma de Tn sont au nombre de. (n+1), il en résulte que
Rn—1 prend (n+1) signes différents. Il doit done sfannuler en n points
au moins, ce qui est impossible s'il n'est pas identiquement nul, puis-

qu'il s'agit d'un polyndme de degré (n-1).
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6.4 - Support de Tchébicheff

I1 résulte du théordme précédent que le support optimal & (n+1)

points est constitué des (n+1) zéros de T.q0 SOit
x, = cos(2k+1) == k=0, 1y 25500410
k on 9 9 lg £gecoglle

Pour ce support particulier, dit support de Tchébicheff, on a

T
1
sup Irj(x)l = sup ! _Eﬁl | = - s
L =1,+1 1 C-1,+1 1 2 2
ce qui donne & la constanie Kn+1 définie plus haut la valeur
K L =141 1 _
n+1 2n+1 22n+1

En conséquence, pour une distribution identique des points d'interpo=

lation sur un intervalle [ a,b 1 -de longueur'h, on a

n+1
sup 7 (x)1 .
[ a,bil 22n+1

et

n+1
1 = 1lim sup ° V/ (hn+1/22n+1) =

n —» co

INTS

o

Nous verrons plus loin (¢ 10) que, bien plug , 1l'interpolation

de Tchébicheff converge en n dans des conditions fort générales.

7o INTERPOLATTON AVEC CONDITTONS DE CONTACT

7.1 = Différences divisdes avec arguments confondus

Nous avons démontré en section 5.1 la relation

f(k)(g)

T(xy 9%y s000sTy_q9%) = T J

€ étant un point situé entre le plus petit et le plus grand argument

de la différence divisde. En particulier, pour fe;Ck9

£ o6 0 = i o o0
&fchog ,xogxo) 1lim f(xo, X tE 5 X +2€, s X tKE )

v —~ E&—0
(et ) s L eke) (k)
= 1im w2 = 0 °
1 it
E = O

On peut d'ailleur en déduire le théoréme de Taylor pour feCnﬂ H

f(x) = f(XO) + (X-Xo)f(xo,xo) 4+ oee + (x—xo)nf(xogoon,xo) +
(n+1)

n+1f(

+ (X_XO) Xogooogxogx)

(n+1)




27
f(n+1)(§ )

(n+1)¥ :

iin)gxo} n+1

= f(xo) + (x—xo)f'(xo) + Jop‘i,(x~§o)n + (x-xo)

nt
étant compris entre X et X.

7.2 = Soit & interpoler f aux points X seeesX y AVEC, de plus, les
conditions de contact f'(xi) = f'(xi)o I1 suffit de construire le tableaun
de différences qui suit (pour trois points):

X

o
f(xo’xo)
X, f(xosxogx1)
f(x09x1) f(xogx09x1,x1)
%, f(xogx1,x1) f(x09x09x1,x1,x2)
‘ f(X1,X1) f(xo,x19x19x2) f(xogxogx1,x19x2,xé
%, f(X19X19X2) f(xosxT,x1,x1,x2)
f(X19X2) f(x19x19x29x2)
%, f(X19X29X2)
f(X29X2)
*2

et d'écrire
* ) )2 )
fx) = f(xo) + (x~xo)f(Aogxo + (x-xo f(xogxo,xT +
2 2 2
+ (x~xo) (x—x1)f(x09xogx1,x1) + (x—xo) (x—xT) f(xogxong,x19x2) +
. 2 2
X (x—xo) (an1) (X-Xz)f(xogxogx19x1,A29x2) .
avec le reste

R(x)

il

2 2 2
f(xo,xo,x19x1,x29x2,x) o (x=xo) (x~x1) (x-xz)

(6)
(x-xo)2(x—x1)2(x-=x2)2 -f—ng’E‘l

Cette procddure se générglise aisément au cas ol deées dérivées

d'ordre supérieur doivent &tre respectdes.

7.3 Formule d'Hermite

Nous avonsg jusqu'icl traité les conditions de contact en termes
des différences divisédes, Mais on peut aussi trouver des expressions
4 la Lagrange. Soit & interpoler une fonction £ de fagon & respecter,

en (n+1) points, la valeur de f et de sa dérivée. Cela fait en tout

(2n+2) conditions et, pour les respecter, il faudra un polyndme de

degré (2n+1). Ecrivons-le sous la forme
n+1

PG = 2 [m () £lx) + 0, () £1(x) 1 .
i=0
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Les fonctions d'interpolation Mi et Ni doivent évidemment vérifier

]

0

Mi(xj) 5. . : M{(Xj)

1d

° ?
Ni(xj) 0 3 Ni(xj) iy

On obtient automatiquement les conditions en Xj s j#i , en posant

M, (x) = £ A + B(x-x,) 1 L§<x)

1]

W (x) = [C+ D(x=x,) T L5(x)

L. étant le polyndme d'interpolation de Lagrange

n  {x-x.)
Li(x) = [—] (x. =x.) °

3=0 i3

#1

On détermine les quatre coefficients A, B, C et D par les conditions

1= () = A I2(x) ,  dtod A =1 ;

0 =mMi(x;) = BES(x,) + 28 L, (x)L!(x,) , d'od B == 2L!(x,) 3
0 =W, (x;) = ¢ Li(xi) , d'ol C =0 ;

1 =1 (x,) =D L(x,) + 0, dlob D=1,

I1 vient donec

M, (x) = L1 = 2(x-x,) T} (x) 2 L)

il

N (x) = (xexy) I (x)

~ n
) = > {01 = 20e) TG 3 1500 £(x;) + (o) I2(0) £7(x,) }o

Clest la formule d'interpolation d'Hermite.

On notera qu'il est possible d'exprimer L{(Xi) en termes de la

fonction FW(X) = (x~xo)°°,(x—xn) . En effet,

Lix) = & ptl) ] - (x=x;) [7"(x) = [](x)
i dx | (X~Xi)r1 (Xi) (X‘Xi)zrj'(xi)

Tenant compte du développement de Taylor >
| (xi—x) :
[T = TG + =) [T+ =26

avec x* compris entre x et X; 5 OB a donc
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(x-xi)2 ():nxi)2
(x-2,) T (%) = [T](x) = 5 ") - (x) = —Z— " (x*) .
et
. r"]i"x—)b
Li(x) = 2r—l".(.xi) °

Faisant tendre x vers X;5 OB obtient

[1y)

Li(x;) = m .

Quant & 1'erreur d'interpolation, elle vaut évidemment

2 2
R(x) = (x-xo) bao(wan) f(xogxogaemgxn,xngx)
= (x=x )% . (x=x) w
o’ °°° n (2n+2)1 ’

avec E compris entre la plus petite et la plus grande des valeurs

b d sesy X et x.

09

8. RECURRENCE SUR LES TNTERPOLATIONS : FPORMULE DYAITKEN

Soient o = { xopoao,xn} un support d'interpolation, a et b deux

points complémentaires. Supposons que l'on connaisse l'interpolde

~~ 0 , ~o

£ Gga'de f sur et a, et 1l'interpolée £ a,b de £ sur Tet b, On

se propose de calculer l'interpolée §'O a.b de T sur ¢y, a, b..
99

On a

£ 7, = £(x) + (x=x )E(x _5%,) + oo + (x=xo)o“(xaxn)f(xo,»“gxn,,a)

= fo_ + (X"XO)Ono(X“’Xn>f(Xogonogxnga)
et, de méme,
f ¢, b " £+ (x=x oo (x=x ) (x 5000,5% ,b),
d'on
(x=b)f o, " (x=a)f a,b =‘(awb)§7 + (X“Xo)ooo(X“xn) L (X-b)f(x09°°osxn§a)
bt (X"a)f(xogeeogxngb) j 3
Le facteur entre crochets s?écrit encore
(X“b)f(xopooogxnga:) - (X"a) [ f(Xogaoegxnga) -+ (b"‘a) f(xogooogxnsasb) ]

= (a—b)f(xo,QOO,xn,a) + (awb)(x—a)f(xo,gsagxn,a,b)u.~

I1 en résulte

(x=b)f 0,8 " (x~a)f a,p = (a=b) [ £, + (x~xo)@e.(x—xn)f(xog.oegxn,a)

+ (X»xo).oo(x«xn)(x—a)f(xogeoo,xn,agb) 1



24

= (a-—b) f o agb 9

9

soit, au total,

N CEE g - e gy

T,a,b = a=">

Clest la formule d'Aitken.

9. INTERPOLATTION TRTGONOMETRIQUE

9,1 = Une fonction continue et périodique f, de période 2

admet un développement de Fourier de la forme

o0
£(e) = a, + Z (ak cog k6 + b, sin k8) .

k=1 k

Les conditiops d'orthogonalité dans L2( lo,2n L),

2r
cos pbé cos g6 de = 1T +6 )6
fo P q ( 0,07 ©pq
2T
/; sin pe sin @@ de = qu

21
/’ sin p® cos @8 d6 = O
0

entraltnent alors
A 2n
p T(T + 6p90) 0

a £(8) cos pe de

1 21
bp = = ‘/o £(8) sin pe de

Ce sont 1a des faits bien connus, sur lesquels nous ne reviendrons

pas.

L'interpolation trigonométrique, encore appelée transformation

de Pourier digcréte, consiste & rechercher une interpolée de la forme

n
f(8) = a + gg% (ak cos k6 + b, sin k8) .

On détermine les coefficients de Pourier discrets E;, Ekg %k par les

conditiogs d'interpolation
T(e.) = £(e.
( a) ( 3)

en (2n+1) points © s es0y 6, o Il est clair qu'au sens de 1'interpo-

2n
lation, deux fonctions égales en ces (2n+1) points sont équivalentes:

elles ont la méme interpolée. La norme naturelle du probléme est donc
2 2 5
A jE—;) f(ej) o



Elle est associde au produit scalaire

2n
(f:8);,4 = 2 £(6,) o)) .
J=0
Alors,
2n
(£, cos p8); . = ;;g f(ej) cos pej
2n
(f, sin pe)int = 2 f(ej) sin pej

et on se rend aisgément compte que si 1'on peut trouver un support

d'interpolation tel que soient vérifides les relations d'orthogonalité

discretes
2n
(cos pe, cos qe)int = er:_:) cos pej cos q@j‘ = Apépq s
2n
(sin pe, sin q@)inJC = 2 sin pej sin qej = Bpépq
et on
(sin pe, cos q@)int = sin pej cos q@j =0,
J=0
on aura tout simplement
o 1 1=
& =1 (f, cos pe)int = EE: f(@j) cos pej
p p =0
et
B = (£, sin pe), ., = - %l £(9,) sin pé.
p B ? int = B . j j°

D _ p J=0

9.2 =~ Relations d'orthogonalité discréres

Un tel shpport est donné par les points

@._..2.1'*'_1.1[ '_0919

3 T 2net s J sseg 2N

En effet, on a

2n 2n
> cos p@j cos qgj =% > (cos (p--q)ej + cos (p+q)ej)

J=0 J=0

2n . .
-2 R JZ___(:) (el(p_q)@j + el(p+q)@j )

2n on
sin pe. si e, = % - -
g;; P 3 nq j = ;zg (cos (p q)Gj cos (p+q)@j)

25



et

Or, pour r # O,

:E: eirej -

et, pour » = 0 ,

n
B

e,
1l
o

Done,

n
B

ire,
J

it
M
(@]

ce qui entralne

cos pGj

et

sin p@j cos qej

-

(sin (p+q)e.
J=0 !

noj=

[
i
O

2n+1 .

(2n+1) 61,90 .

cos q@j

. sin g®,
i %5

., Cos q©.
i 4%

i

2n+1 &
e T+ &
»q ( P

2n+1

On en déduit que, sur ce support,

2 .
37';5% (el(p+q)ej N

( ei(p--q)ej

)

5 = 2 1
P 2n+! T4 6p,0
; '2 20
P~ 2n+1 gzg

2n

>

f(8.) cos po.
2 (e,) po

f(e.) sin pe,
( J) Ly

- ei(P+Q)ej )

sin(p~q)ej)

ei<P“Q)gj))

26
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9,3 - Cadre naturel de 1'approximation

Pour les fonctions périocdiques, il y a équivalence entre les points

0et ®+2kmt, k=1, 2, cooo - Une telle fonction ne peut donc &tre
qualifide de continue que si, outre la condition ev1dente:f€(}( L 0,211

on a en outre £(0) = f(2n ), Nous édcrirons dans ce cas feC °(t 0,2 1)

On sait par ailleurs que le cadre naturel des séries de Fourier
est l'espace LZ( Jo,2m € ) des fonctions périodiques de carré intégra-
ble, et que

of +2TC . ke
/ £2(8) a0 = [ 282 + 2_ (a2 + b2) ]
ol © Tk k
k=1
quel que soit l'intervalle de période ld ,o+ 2T [ considéré. Mais
2 - .
dans L, la série ne converge que presque partout. Nous exigerons donc
un peu plus, & savoir que la .dérivée :de f ait son carré intégrable, et
que la série de Fourier soit dérivable terme & terme. Les coefficients

de Fourier de f' étant donnés par

12" ipe
,'+ib.'=~:-—/ fr(e de
% P om (@) e
1. 2ipm ip [ 2T ipe
s == L f(2m) e - £(0) 1 - === / f(e) e*" de ,
e} .
on a
) 1
¥ T o oo - - 1
al + 1 bp = (f(2m) = £(o)) + p(bp i ap)

Deés lors, si les relations

b! = = a
P P 1Y

gsont toujours vraies, les relations

al = b
p - P 7

ne sont, quant a elles, vérifides que si £(0) = f(2m ), Nous noterons
en conséquence H (30,2 L ) l'espace des fonctions de carré intégra-
ble telles que £(0) = f(2®). Cette condition supplémentaire est natu-
relle dans le cadre des fonctions périodiques. En effet, il faut assu-

rer la condition

o +2T 5
J/ : '™ d6 < oo
of

sur tout intervalle de période. Or, cela implique la continuité, car

o e
1 £(8,) = £(8.)1 = r[e 2 £1(0) a8 | < 16, - 911% ( f@ 2642(g) ap )?
1 1

- ?
< 18, - 6,1 ( o f'o(e) de )2 .

)s



28

En particulier, f(0+) = f(27t+) doit &tre dgal a f(2m_ ) .

Soit donc f € Hj( 10,2w L ) . En notant fN la série de Pourier

de £ 1limitée & 1'ordre N, on a encore

21 1
sup 1£(e) - fN(e)l < If(@o) - fN(eo)a + (21[)% (/ (f~fN)"'Zde)?'
el 0,2n ] 0
Comme f € LZ( 10,2w [ ), sa série de Fourier converge presque partout.
On peut donc choisir pour @O un point ol elle converge. L'inégalité

ci-dessus garantit alors la convergence uniforme de la série de Fourier

vers T,

9.4 -~ Lemme - Soit T €.H1( J0,2n [ ) e% solt By une famille de

fonetions du méme egpace, telles gue &y interpole f aux (N+1) points

40
GO-— AQ/Q 9 @1-—-90 ']‘A@ g ooog QN—GO+NA9=2E" ) 9

ce qul impliaque

2N
46 = N1 °

3'il est possible de trouver une majoration

[ . [} <
fif gNl! £ C

en norme de L2( 10,2 £ ), indépendante de N, alors, les gN CONVE =

gent uniformément vers f.

En effet, on a, pour @k< e < @k+1 5

e e
1
1£(8) - gg(e)1 = 1 [ (21(0) - gr(r)) avi< ([ (2r-gplaz)F(e-o )t
N \ N k
8 @

k k

2 1
[y | < & .
Pt -glil VAe € ¢ (¥ —> 0.
A gauche de 90 ou a droite de @N, on considére le prelongement

périodique de f sur ]GN—ER 990[ , ce qui conduit & la méme conclusion.

9.5 - Un probléme auxiliaire

Etant donné les points

Ae

@O:‘Tg@'l:eo +A@g coog GN=GO+NA@ 9
avec
2T
Ae = N+1  ?

considérons 1'interpolation lindaire par morceaux
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~ @k+1“ e 9 b Qk
£(e) = £(e,) —a f(@k+1) 5 entre 6, et 8, . ,

pour les intervalles 36 9@ L'y ceo 3 1 O o [ , aingil quevIG 28

N=1°°N W1

en pogant €. = 9 +:2w et en. gouant sur l'equlvalence périodique (fig.7).
W1 !

[,

Alors, si ¢ est &1ément de H' (10,2w L ), les coefficients de

Fourier de f vérifient

(1+ 5p,o) (ap+ibp)

N e ~
Z / k+1 £ elp@ ae
k=0 e

N e, . .  ipe
-S> _/ K41 o0 & ae

1

k=0 e, P
Noof(e,, )-f(e) , dpe ., 1p6
= 2 A6 -5 (e - )
k=0 P
N+1 ipé ip® N ipe ipe
1 k+1 k k+1 k
= 5— [ > fle, e - ) = = 2o ) e )]
p° Ae  k+1=1 k=0

Compte tenu de la périodicité des fonctions, cette expression se réduit a

N ip® . ind
! S () e- K (2-ePAO _ inle
2 K
p- A6 k=0 A
. : . 2,p 40
I PO 2 - 2cos(pAe) I ipey,  sin" (5= )
= 2 fe)e 2 = 2 T8 e ~pb6 2 °©
&0 p°Ae =0 =)
-2 .
Notant que 6 = Wi ¢ OB obtient
- N ipe sinz(E—-g)
| By iv = [g5 1+16' 2. fe)e 1. ——xga EAezz
P P p,0 k=0 =)

L'interpolation linéaire par morceaux joulit d'une seconde

propriété utile. On a

R N -

nee - £0 112 = > / k“ £1 - £9)% ge

k=0
"

”~

et comme, entre 8, et © f? est une constante,

k k+1°

it

~ Q 0
2 O % - a
PIEY - TU11 2 (é £ de—zf'f 120 a0 4 £12p 9 )
; - k ek

LIE0 112 = 11e0 g2
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I1 en résulte les deux inégalités suivantes:
LIf? = £711 < 1if'1

vt < tifen

~

9,6 - Majoration de la différence entre f' et %'

~

I1 est également possible de majorer (1f' - £, & partir du
développement de Fourier: en posant N = 2n,
B ~ oo ~

e -F2 e S P (E -a02 4 (B -2 14 S (8% 4 vd) .
= p D p D

Or, nous venons de voir que

(pAe/2)? ~ (phe/2)?

5 =4 - g b =b >
p P sin“(pAe/2) P P sin“(pAe/2)

Comme on a toujours, pour p £ n,

2T

pbe _1n
2 2n+1

2

< X

on vérifie aisément que

plef2 &
sin(pae/2) = 2 °

Des lors,

o0
n 2 Ca
o 'W 1y R .
pier - F2 e 2 (-1 (a +b§)s(T—1)2!lf'112
p=1

et, comme LILf"Il <€ V1I£71L,

R . 2
LE? = 2711 € (= = DL

9,7 = Convergence en n de l'interpolation trigonométrigue

On déduit des paragraphes précédents que
2

~ ~ ~ ~ T
HEY = £ S UEY = £+ 1Y = Err g HENL 4 (= - gt
<‘t2 1£711 |
-~ 4 ‘ o

Des lors9 en vertu du lemme 9.4, nous avons demontre le résultat sulvant:

Soit £ une fonction périodigue, appartenant 3 H (30,2 L ).

Les interpoldes trigonométriques d'ordre n de f convergent uniformément

vers f lorsque n tend vers 1'infini.




37

10, INTERPOLATION EN COSTNUS DES FONCTIONS NON PERTODIQUES

10,1 = Soit £ une fonction continue sur l'intervalle [ O,K7T .

On peﬁf la prolonger en une fonction FeC®( [t ,m J ) en posant

it

f(e) poﬁr ee LO,11]
f(-e) pour e [ -m ,0C

F(8)
?(8)

[

Comme f egt une fonction paire, elle admet un développement de Fourier

en cosinus:
00
P(8) := :E:‘ak cos kO
k=0

£

et, bien entendu, comme sur [ O,m] , £(8) = F(8), on a encore
0o
() = ;i% a) cos ke .

Ce résultat smggere d'utiliser, pour les fonctions continues

sur £ 0, ® 1 , une interpolation en cosinus, de la forme
~ n
£(e) = 2 & _cos kO .
k=0

En choisissant comme support d'interpolation les (n+1) points

6. = (2j+1)m
j o 2n+1 ?
on obtient les relations d'orthogonalité discrétes
n
n+1
cos p8, cos qo, = == (1+ & )&
?Zé PPy 9% 855 = 2 p,0° “pg |

ce qul permet de calculer les coefficients 55 par la formule simple

n

~ 1 2
a_ = , > £(8,) cos po. .
1+ n+1 :
P M50 3=0 ! !

10.2 = Convergence en n des interpolations en ecosinus

Les raisonnements relatifs aux séries de Fourier discreétes
s'appliquent intégralement dans ce cas, Il suffit en effet de con-
sidérer le prolongement périodique de P & l'intervalle [ 0, 2w ] ,
et de congidérer la fonction F quil 1'interpole aux points

e, =40/2, e =6 +4e, ..., 0 =6+ (2n+1) A6,

0 1 2n+1

2
2n+2  °?
nus, chaque valeur de la fonction f sera ainsi utilisée deux fois,

avec A6 = soit N = 2n+1. Lors de l'interpolation en cosi-

mais la valeur de ap se calcule en divisant par 2n+2 au lieu de

(n+1), ce qui ramdne au méme résultat. De méme pour 1l'interpolation
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linéaire par morceaux. Nous lalssons au lecteur le soin de refaire
la démonstration de la sectlon 9.6 pour ce cas: il suffit de poser
A

N = 2n+1 au lieu de N = 2n et d'omettre tous les termes bp, %p et bpo

Par conséquent, si f est une fonction de classe H'(30, 2w € ),

les interpoldes en cosinus & (n+1) points de f convergent uniformément

vers £ lorsque n tend vers 1'infini.

10,3 = Relation avec l'interpolation de Tchébicheff

51 1l'on pose x = cos 8, les interpolations ci-dessus prennent

la forme
n

fx) = T, (%)
g G Ty X

et le support sur [ <1,+17 1 est celui de Tchébicheff., Lorsque
£(cos 8)eH ( Jo,nlC ), ona

i ) +1
/f2d9=/ £2 (%) == dx < o

0 -1 T-x
et
T T
dfy2 .. / af 2 .2
4 ((‘1@) de = 0 (d(COS 9)) ., Sin~8 de

]

+1
[ &R V12 ax <w

-1 dx

Or, on peut montrer que ces deux conditions sont vérifides si
f(x)eFﬂ( 1-1,+1C ) . Pour la condition portant sur les dérivées,

ctest évident; pour 1l'autre,

+1 2 >
/' vr___? = [ £ arcos x ] - 2 j[ £ —— arcos x dx
1=x

»
<th(1)+2/ I£1 1£71 1 dx
-1
ST £2(-1) + 2TWHETIE LITOIT .
T1 suffit de majorer £2(-1). On a

£2(=1) = £2(x) + 2/ £ FY dx < £2(x) + 2 LITIT LI£']1
; ‘

et, en intégrant entre -1 et +1,

2 o
2 f (-1)5’/ £(x)dx + 4 FIFLL LIE0LL,
-1
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On peut en déduire les deux résultats suivants:

a) Théordme de développement en série de polyndmes de Tchébicheff.

Toute fonction f e.H1( 1-1, +1€ ) admet un développement en
gérie de la forme

00
f = z 8y Tk(x) .
k=0

uniformément convergent, dont les coefficients sont donnés par

1 5 J[ +1 f£(x) 7 (x)

S T - — .

a. = dXo
o] 1+ 6p90 n -1 1=x2

b) Théoréme de convergence en n de 1'interpolation de Tchébicheff

Scit f une fonction de H1( T-1.+1f ). Ses interpoldes de Tchébi-

cheff & (n+1) points convergent uniformément vers f lorsgue n tend

vers 1'infini,

En outre, les coefficientm du développement discret en polyndmes
de Tchébicheff sont donnds par

n
~ 1 2
ap T 1+ 6 n+1 Ezé f(xk) Tp(xk) °

11. ALGORITHME DE DESCENTE DE DEGRE

I1 est assez fréquent que 1'on cherche une approximation poly-
nomiale aussi simple que possible d'une fonction. Soit, sur [ -1,+1 T ,

P, un polyndme proche de f en ce sens que
fIf = Pmllco < &

Quelle est la meilleure approximation uniforme de degré (m-1) de Pm?
Supposons que 1%'on connaisse ce polyndme Pm-1° Alors, si X est le

coefficient de téte de P s le polyndme

est le polynBme de degré m de coefficient de téte dgal & 1 qui a 1la

plus petite borne supdrieure en module., En vertu du théoréme de Tchébi-

cheff, on a donc

Xy
- - *
Pm Pm-=--'| - 0(m T 2m-=-'| Tm
et
sup ip,. - P P o= 1o_t/2" L R



solit
(1 - P 1) < £ + 10 1/2%0 &
m=1 Co =~ m

I1 guffit donc, pour obtenir P d'interpoler Pm aux points de

m=-17°
Tchébicheff, On peut utiliser plusieurs fois ce procédé et descendre

ainsi de degré, tout en contrdlant 1'erreur,

Cette méthode peut &tre présentéde autrement: si 1'on d8veloppe

P, en polyndmes de Tchébicheff,

m
P = > a T ,
m £5 k "k
les polyndmes P, r<m, sont donnés par
r
P = a, T
r =0 k "k
et, d'une facon générale, Pr—1 est la meilleure approximation unifore
me de degré (r-1) de P_. Lferreur vépifie
m m
!Pm(X)-*PT(}:)!=! 7 2y Tk(X)!s D -
k=r+1 k=r+1
si bien que
m
e =211 < e+ >  lal.
Toe® k=r+1 k

Comme polyndme de départ, on peut, par exemple, choisir un déve=-

loppement de Taylor guffisamment poussé.

34
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Exercice 1 = Chercher une approximation f de f(x) = tgx dans COJ%] .

vérifiant les conditions

. F(x) _
1im =
X-'—'K'/Z f(X)

. T (x)

lim = 1
x = 0 £(x)

T(m/4) = £(7£/4)

Comparer les résultats obtenus par cette fonction aux vrales
valeurs de tg x pour les angles sulvants:

10, 10°, 20°, 30°, 40°, 50°, 60°, 70°, 80°, 89° ,
(Donner llerreur en %).

Suggestion: Donner & f la forme

Fx) = —%— gx) ,

LI X
2

g(x) étant un polyndme.

n
Solutions E(x) = - %% (x = %0 + 1§§ x2 + 163 x2 ~ T4 o
e i I _x
2
e (9) %(@) f(8) erreur %
1 0,01748 0,01746 0,2
10 0,1783 0,1763 1,1
20 0,3690 0,3640 T,4
30 0,5836 0,5774 151
40 0,8425 0,8391 0,4
50 1,187 1,192 -0,4
60 1,712 1,732 =1,2
70 | 2,704 2,747 -1,6
80 5,596 5,671 -1,4
89 57,18 57,29 =0,2

Exercice 2 £ 7 1 = Trouver la somme des carrés

2 + 22 4+ aes + n2 o

S(n) = 1

Suggestion: Considérer une interpoléde S(x) de S(n) et calculer

sesg différences divisdes, qui possedent une propriété spéciale,
Solution: On notera que

S(n) = s(n)

S(n,n-=-’l) - S(}'l) - S(n—'l) _ 2

7 =
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S(n,n=1) = S(n-1,n-2) n° = (a-1)°2 _ 2n-1
2 B 2 T2
2n=1 _ 2(n=-1)-1
2 2

S(n9n_1 91’l-=29n—3) = 3 = -15

S(n,n=-1,n-2) =

S(n,n=-1,n=2,n=-3,n-4) = 0

Par conséquent, S(x) est un polynbme de degré 3. On le développera

sous la forme

S(x) = 8(0) + x 8(0,1) + x(x=1) 5(0,1,2) + x(x=1)(x=2) S(0,1,2,3),
avec

s(0) =0

S(0,1) =1

5(0,1,2) = 3/2
S(051,2,3) = 1/3 &

Tous calculs faits, on obtient

S(x) = X (2xg1) (x+1)

et, en particulier,

n (n+1) (2n+1)
z o

S(n) =

Exercice 3 L7 1 - Avec quelle précision peut-on calculer v 115

par interpolation guadratigue de la fonction f(x) =V x entre les

points X, = 100, x, = 121 et x_ = 144 ? Calculer cette valeur,
&

1

Solution: La formule de l'erreur est ici

(3)
t RG)1 € 1(x=100) (x=121) (x=144) f sup Tt
[ 100,144 ] :
Or,
1 -t - —
£x) = x° , £1(x) =3 xF , £M(x) = - T x 32 2By 2 2 x 5/2
d'ol
sup xf(3)(x)i = % . 1007972 _ % . 1072,
[100, 1441
I1 vient donec, en x = 115,
=5
IR(x)t € 15.6.29. iélé%&lg““ = 11§31_1_19j2

La solution est

Mooy (x=121) (x-144) (x-100) (144-x) (x~100) (x=121)
flx) = 271,44 10+ %723 "o 44.23

goit, en x= 115,

12

£(115) = 10,722756,
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Compte tenu de 1'évaluation de 1l'erreur, on obtient donc
10,7243 (max)

+ =
v 115 = 10,7227 £ 0,0016 = 10,7211 (min)

La réponse exacte est 10,722805. On remarquera la précision du procédd

et l'exactitude de 1'évaluation de 1l'erreur.

Exercice 4 = Soit une table de logarithmes décimaux & cing

N

décimales, donnant les logarithmes des entiers de 1000 a 10000 avec

5

une borne d'erreur absolue de .10 7, Peut=-on, avec une bonne pré-

cigion, interpoler lindairement entre les unités?

Solution: L'erreur d'une interpolation entre X et x, vaut

1
ny
IR(x)! < tx-x 11x-x,1 sup ?f ZX), .
Exogx1]
Ici,
- L inx Tix) = e M(g) = o
£(x) =loggx =355 » ') =575 » ") = - o
x 1ln 10
et
sup 1Fr(x)1/2 = 0,2172, 107°
£ 1000, 10000 1
Pour X, = xo+‘l9 on a, si x est une valeur intermédiaire,

!x—xololx-x1! <1/4
ce qui donne

IR(x)1 < 5,429,100

soit une erreur bien inférieure & celle des tables., En conclusion,

l%interpolation lindaire est plus que suffisante,

Exerwice 5 - On utilise souvent avec succés, dans les problémes

de concentration de contraintes en dlasticité, des interpolations de

la forme

F(x) =V Ax + B+ C (Expressions de NEUBER)

9

gvec les conditions

Tx,) =, f(:x:2) =o, f(x3) =0,
Déterminer A, B, C dans le cas suivant:
point 1 2 3
x 0 10 500

o 1 Ca 7




Solution:

dﬁ&;:f:7; + C

V—K;;—:—g + C

Vo, 18 4
soit encore

Ax, + B = (0(1

Ax, + B = (0‘2

AXB + B = (0(:3

Soustrayant la premiére des
A(XA*XT)

K(XB-X1) =05 =

2
2
2

ol

3

- X

It
13

1
= o,

=,
.,.c)2=0($
- 0)2 = ug
-c)2=ot§

2

- 2C 0% + C

- 1+
2C 2+C

+ C

- ™
2C 3

- o
20( 5 u1)

1
2 .
oc,’-gc(oc—oc) R

cd qui méne au systéme

A(xz-x1) + 20¢( 0(2- 041)

A(xB—»X,') + 20( o

if

3" u1) =

permettant de déterminer A et

3= (&, - )2 - ax

41 3

o

o

3.1

2
-

1

2

dT

=1

Wi DN

Application numérique: Le systéme s'écrit

10 4 + 2.7.C = 3

A

B

s e S e s e o o St

il

teceenneasaee 500 A + 100 C
500 .A. -+ 201650 = 288 9 & 00000060000

500 A +

2

2

2

32 C

Les conditions d'interpolation s'écrivent

deux sulvantes, on obtient

C. On tire B de la conditiop

150
288

— okos o €m ca

g S 13 o - — . S S - ot oo 1o T o ) Lo i > o

68 C ==1238 C =

e o s ooy g W

Bxercice 6 = On donne les valeurs suivantes de 1'intédgrale de

probabilité

0,45

0,47

0,48

'Og4g

0,50

0,4754818

0,4846555

054937452

0,5027498

0,5116683

0,5204999

En quel x a=t-on v = 3 2
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Suggestion: Effectuer une interpolation inverse, o1 y est la va-

riable, et x la fonction,

Solution: on obtient le tableau des différences suivant (x = g(y) )

¥ g, | g, g, &, 8, &c
0,475 481 80,45
1,090 072
0,484 655 50,46 0,551 594 ¢
1,100 146 0,843 695 9
0,493 735 2(0,47 0,574 600 8 0,793 055 4
1,110 543 0,872 393 8B ~-16,072 22
0,502 749 810,48 0,598 166 6 0,069 514 34
1,121 264 0,874 885 5
0,511 668 3|0,49 0,621 573 9
1,322 297
0,520 499 90,50
Les amcrolssements de y sont
Y, = 24,518 20,107
Y, = 15,344 50,107
¥, = 6,254 800,107
Ty = =2,749 800,107
¥, = 11,668 30,107
Y = 20,499 9,107
On obtient g(4) = 0,4769361 (les six premidres décimales sont

exactes).
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APPROXIMATION AT SENS DES

MOTITNDRES CARRES

1. INTRODUCTION

Ti'interpolation permet, & partir de n points, de définir une fonec-~
tion dépendant de n parametres. Mais bien souvent, le probléme pratique
est tout gutre. Ayant fait un certain nombre n d'expériences, on désire

ajuster une loi théorique & ces expériences. La loi théorique dépend de

k < n paramétres et la question consiste & choisir ceux-ci "le mieux
possible"., Bien entendu, cette expression est vague et 1l'interprétation
que nous en ferons ci-dessous est quelque peu arbitraire. C'est & 1'u-
tilisateur de la méthode de juger si elle correspond effectivement & son

cahier de charges.

2. PRINCTIPE DE LA METHODE:

Etant donné des points expérimentaux (xi, ﬁi), on admet que X, est

parfaitement connu et que ﬁi est éventuellement entaché d'une erreur de

mesure., On veut ajuster une loi de la forme
X | od f(x; “19 LI O(k)

et, comme on ne pourra vérifier simultanément toutes les conditions

P f(x1;0( )
¥, =f(x2:o¢)
¥, =t 500 ),

on s'efforcera de minimiser lag somme dds carrés des écarts, ce qui revient

3 dcrire

n
oet) = = (§; - £x;e))®  min (1)
i=1 '

u,I’ alo,uk

I1 est utile, dans la présentation de la méthode, de définir une
notion de produit scalaire. Etant donné le support (x1, ooy xn) et

deux fonctions f et g, nous écrirons
n

(£,8) = 2 () alx,) . (2)

i=1

Nous utiliserons aussi la gemi-norme {(Ifll définie par
2 - 2
1I£11° = (£,f) = fo(xi)x . (3)
i=1

I1 ne s'agit pas & proprement parler d'une norme, car la condition

IHfIl = 0 n'entraine pas £ = 0. Mais si 1l%on convient de dire que deux



fonetions f et g sont équivalentes, ce que nous noterons f ® g, lorsque

f(xi) = g(xi), i =1, .oy n, (ce qui signifie que g est une interpolée
de £), la condition 11fll = O implique £ = 0 (%)

La distance des deux fonctions § (valeurs expérimentales) et f est

donc
2,4 .‘ 2 & 2
a(§, £) = 1§ - £11° = 20 (§; - flx5a))7 (4)
1=1

ce qui permet de se faire une représentation géométrique du probléme

considdrd: il s'agit de minimiser la distance entre f et ¥.

On a évidemment

dz(;?, f) = 11§ - £11° = H:i‘rllz -2 (5§, £) + l!fl!2

et
[ 2,4 of ~ _OF
s, G ) =2 g ) -2 (5 5D
J d d
ce qui méne aux équations normales
N f »
(y"f, '_.2‘&-':):0 9 3=19 ceo,k (5)
d

exprimant 1l'orthogonalité entre l'erreur et les dérivées de f, On

peut encore écrire, en utilisant la notion de variation premisre de f,
k

Df
of = .Z;"B'o(_.' &xj ,
3= ;

(?‘fs Sf) = 0 (6)

ce qui exprime que lferreur § - f est orthogonale & toute variation premiére
de .

3. APPROXTMATTON PAR UNE COMBINATSON LINEATRE DE FONCTTIONS DONNEES

BEtant donné un ensemble de fonctions ¢1, esosy ¢k indépendantes,

cherchons une approximation de la forme

k

f= Eaj¢j°

(*) I1 s'agit 14 d'un procédé bien connu en analyse sous le nom de

séparation d'un espace [ 20 ] .




I1 vient alors

a2(£,8) = 1IE = §11% = (£,8) = 2 (£,§) + 11§12

et
2 2(2,9) = 2 (£,4.) - 2 (§,4.) =
S, ¢ 9 Ly
soit

k
1=1
Il s'agit d'un systéme lindaire. La matrice

Gy = (81,5))

est appelde matrice de GRAM. Elle est symétrique et définie positive,

car si 1'un au moins des O‘j est non nul,

Za« Bu8 = 10 2 4 n? > o,
13

L'inversion est donc toujours possible.

Exemple : Approximation cubique

_ 2 3
f_0(0+0(1x+0£2x +O(3x o

A A : 2 352
- - - - -
£,9) % (yi Olo 0l1 x5 5 Xy 3 xi)

Iy

1

2
:ﬂo= o, n o+ 0, Zi:xi +o¢22 xi2+032xgw Z
242 |
-.5‘&'—=olozijxi+d1zixi+0¢ ZX+O(Z ZX

= 0
1 i
2
————-ba; =0(OZX§+Ol1in3+O(ZZX§i+OIBZx, ZX“.=O
2 i i i i i
2
._'z’bo%_:o(o XiB +o(1 Z x;i'+otzz xz-g-ol;Z X ZX =0
3 i i i i 1

La matrice de GRAM est donc, en omettant l'indice de sommation,
n Zx SH D]
Zx  =xt Zxd I
T2 Z Ixt I
ZXB =4 2% 2)(6 .

et le second membre,

pt

a
i}

he



2§
ZTX?
zfx2§ °
| 2’

4. EVATUATTON A POSTERIORI DE TI'ERREUR

Etant donné la fonction expérimentale § et la fonction ajustée f,

leur distance relative sera

. 1§ = £11
s{§,8) = 11311

et peut &irve calculée a posteriori.

Lorsqu'il s'agit d'une approximation par combinaison linéaire
de fonctions données, on a en outre la possibilité de poser, dans la
relation

(§~-£,88) =0,

avec

§f = %50(3 P

tous les coefficients éaj égaux a <Xj , ce qui donne §f = f et
(y”f’f)=09

ce qui signifie que l'erreur § - f est orthogonale & la fonction ajus-

tée, On en déduit

g - 2112 = ngn? - 2(£,§) + nEn?
= 11511% = 2(£,5-£) = LE11Z = 115112 = 1112,
et
2
o(g.2) - 1 - LLELL

L5112

Par le théordme de Pythagore (fig. 2), s(¥,f) s'interprdéte comme
le sinus de 1l'angle © entre le vecteur § et le vecteur f. On utilise
aussi le cosinus

LIfit
rgm

gqui vaut 1 lorsque l'erreur est nulle et O lorsque f = 0 (cas tragique

e(§,8) = (1 = s2(§,£)F =

ot § est orthogonal aux fonctions de base). Ce coefficient coincide,
dans le cas d'une approximation affine, avec le module du coefficient

de corrélation des statisticiens.

5. MOINDRES CARRES CONTINUS

Il est parfois utile de remplacer une fonction connue y par une

fonction simple f, avec la condiftion de minimiser la grandeur

I((y - £)2),



oli I est une mesure définie positive, de la forme

b
I(£) = / w(x) £(x) dx ,

a

w étant une densité pogitive., Les méthodes précédentes s'appliquent encore,

a4 condition de poser

(f,g) = I(fg) , NEN2 - I(If!z) .

Exemple ~ Soit & approcher une fonction y entre O et 1, par une

fonction affine, de maniére & minimiser leur distance pour la norme
1
nen? = [ x 1gx1? ax.
0

1

(f,g) = Jf x T(x) glx) dx ,
0
et les conditions sont

1 1
of / of
x f dx = Xy dx .
‘/o ‘oaj 0 bo(j

On a




Exercice = On cherche une relation de 1la forme

y=b’(1-—x)

entre les deux variables x et v donndes dans le tableau suivant:

A

x ¥
0,5022 | 0,5156
0,6688 | 0,3410
0,8313 | 0,2073

Calculer par la méthode des moindres carrés, et donner la valeur

du coefficient de mesure d'erreur s,

Solution : = 1,048 , s = 5,081.1072



o: points expérimentaux
— : loi ajustée

Y

>




INTEGRATION NUMERIQUE

T. PRINCIPE GENERAT

On désire calculer numériquement des intégrales de la

T(£) = f

a

forme

b
w(x) f(x) dx )

avec a et b finis ou non, w étant une fonction positive donnée
appelée dengitd. Le cas le plus courant correspond 3 a et b finis,
w(x) = 1 3 mais certaines applications utiles nécessitent plus de
généralité, Ainsi, les statisticiens s'intéressent beaucoup aux pro-
babilités des formes suivantes:
®  x
P(f) = j‘ e — f(x) dx (Loi de Poisson)
0
et

1 O %2/
P(f) = ——— Jf e f(x) dx (Loi normale).
Ven - 00

Les méthodes d'intégration numérique les plus répandues

sont fondées sur 1l'interpolation polynomiale et consistent & rem-

placer la fonction f par un polyndme §?7qui'1YinthpOIe*auxw“'

ints

X ooagx H

n

~ n

F) = > 1,00 £(x)
2

09

et & remplacer 1l'intégrale de f par celle de 59 qui est plus simple,

L'intégrale approchée Ekf) est donc donnée par
~ o n n
I(£) = I(£) = 2 £(x) I(Ly) = > H, £(x)
g =31 i

c'egt-a-dire comme une somme des valeurs de f aux points d'interpo~ . .

lation, pondérée par les poids d'intégration

Hy = I(Li) .

Pour pouvoir établir la théorie de 1l'intégration numérique,

polynomiale, il faut faire les restrictions suivantes:

a) Quel gue soit le polyndme P, osona I(Pm)<: co
(régularité de 1'intégrale considérée)



b) Chaque fois que £>0, on a I(f)=>0, 1'ézalité & zéro

n'ayant lieu que si £=0 presque partout

(positive définition)

En outre, nous supposerons toujours que les fonctions considérées

gont définies partout (sauf éventuellement aux extrémitds de 1'in-

tervalle).

Soit par exemple

+1 £ (x)
I(f) = = dx .
=1 V1-x
La positive définition est visiblement assurée, si bien que la seule

question & examiner est la régularité. On a

bex 12y [Rglx )

x —> + 1

VY + x)(1 = x)
donce Pm(x)/lv (1=x2) est intégrable sur ( =1, +1¥)

2. CALCUL DES POIDS

Pour calculer les poids, on peut soit partir des relations

Hi = I (Li) 9

soit noter que, de toute fagon, i f est un polyndme P, de degré k
inférieur ou égal au degré n de l'interpolation, son  interpolée

lui est égale, si bien que

T(p)=1 (ﬁ’k) =I (p)

2

. . n .
BEcrivons donc que les fonctions 1, X, Xy see s X sont intégrées

exactemente

HO + H,] + ecove + Hn = I (1 )
_ HO XO + H1 X,] + vo000e + Hn Xn = I(X)
n n n - n

H) x + Hy X+ eeaee +H.x = I(x)

I1 suffit denc de résoudre ce systéme lindailre pour obtenir les

(n + 1) poids.

Cependant, ce systéme est trés mal conditionné lorsque les

nombres x b'd o X
o? T °°° 9 Ty

a et b sont finis, on porte aisément reméde & cette situation en

sont trés différents de 1l'unité. Lorsque

effectuant une transformation de la forme



x = X% +/3 .

conduisant & 2e CO,1) ou 2e (=1 , +7 ), L'intervalle

choisi est appelé intervalle de référence. Alors, si les ﬁi sont

les images des X, par cette transformation, on a, en notant en
général
8(2) = g(ock +B)

la relation

b B - a A ~
H, = I(Li) = /a w(x)Li(x)dx = h/a \ﬁ(i%)Li(iE)dx; h I(Li) =h H,

i i 9

ce qui raméne le probléme & la résolution du systéme

~ A FY ~
H + H + o + H = I(7T
o 1 e n (1)
N L) N ~
ol ~ N #o
H, X. + + H X = I{x
Ho o * T ™ eee n " mn 2)
= o o °© °
e -] -] -]
-] -] -] Q
[+] (-] o Q
Y ~r N ~
n Al Al AN
H £ + H, %, + s +H £ =1
o "o 17 ™M e n n () ?

bien mieux conditionné.

Lorsque 1l'une au moins des deux limites d'intégration
est infinie,on effectue une transformation linéaire ramenant 1'in-

tervalle Cx_ , x, da (0, 1) ou (-1, +1) , avec le méme hénéfice.

3. EXENMPLES ELEMENTAIRES

a) Formule du rectangle - Le plus simple des polyndmes est

la fonction constante. En interpolant f au centre de l'intervalle,
on obtient

b
J/ f(x) dx = H f(xo) .
a

On calcule H, de fagon que les constgntes soient intégrées exactement:
HO =I(1) =b =a,

d'ol
) = (b - a) £(x) .

Comme le montre la figure 1 , cette formule revient & rempla-
cer 1l'aire aAXOBb sous la courbe représentative de la fonction par

l'aire du rectangle aA'B'b, ce qui justifie le nom de formule du

rectangle,



b) Formule du trapéze - En interpolant f linéairement entre

a et b, on obtient

T(f) = B f(a) + H, £(b) .

1

Les conditions sont ici

Ho + H1 =I(1) =b=a

i

Hoa + Hb = I(x)

Il est plus simple de déterminer H et H., sur CO , 1D

ce qui- donne:

- ﬁo + §1 = £(1) =1
U o i® -
soit R R
H1 =% 9 Ho =T -%=% .
T1 vient donc
Ho = H1 = . ; =

et

Te) = 252 (£(a) + £(0))

Cette formule revient & remplacer , comme 1l*illustre la figure 2,

1'aire aABb par le trapéze aABb,.

c) Pormule de Simpson - En interpolant £ au second degré

en

on obtient

a -+ b
2

Pour déterminer les poids, ramenons-nous & l'intervalle ( =1 , +1 )

T(£) = B £(a) + H, £ ) + H, £(b) .

par la transformation

_b+a + b - a 2
- 2 ?

ce qul méne au systéme



H, o+ #, +H, =I(1)=o2
-, o+ 0 +H, =If=o0
ﬁo + 0 + ﬁz = E(ﬁZ) = % s
d'on
ﬁo=ﬁ2=-;- , §1=2~-§- -3 .

On en déduit

HO = H2

L
(o))
@
s
-
]
EN

et

Te) = 252 (£(a) + 4 £EED) 4+ 2(0)) o

C'est la formule de Simpson (fige 3).

4, DEGRE D'UNE FORMULE D'INTEGRATTION POLYNOMIALE

Par construction, toubte formule d'intégration polynomiale

ml

(n + 1) points vérifie, pour k<n,

e = 1B = 1(2)
clest-a=dire qu'elle est exacte pour tous les polyndmes de degré n
au plus. Mais il peut se faire qu'elle intégre exactement certains
polyndmes de degré plus élevé., Montrons par exemple que la formule
de Simpson, construite avec des polynSmes de degré 2, est en fait de
degré 3. I1 suffit, pour cela, de considérer, sur 1'intervalle (=1 , +1),
3

la fonction f(x)=x" , dont 1l'intégrale est nulle. Or,

T(e) = -163-((-=1)3 + 4.0 +1°) = 0 = I(£),

Pour exprimer ce fait, on dit que la formule de Simpson est de degré 3.

En général, ondit qu'une formule d'intégration polynomiale & (n + 1)

points est de degré p si, pour tout polyndme de degré r<p ., on a

I(,) = 1(2,) .

Evidemment, p2>n . Cette notion joue un rS8le important dans

le calcul de 1lferreur d'intégration.

Le cas de la formule de Simpson n'est pas isolé, comme le
montre le résultat suivant: Soit (a,b) un intervalle fini, de centre
¢ = (a2 + b)/2 . La densité est dite symétrique si pour tout
ve (0 ,'E—g-é), on a

w(e + y) = w(e = y).

Une formule dfintégration polynomiale relative & une densité symétrique

est dite gymétrique si ses points d'interpolation x5 gont disposés .



gymétriquement par rapport au centre de l'intervalle. Dans ce cas,

on peut numéroter les x; de la maniére suivante:

*

x =c (éventuellement)
% G \

¥ m ety s Fp T O T

000 0600 G6GO0CQ0 6000 GCO ‘qo<y1<y2<cae<ym

* k23

X, =C+ 7y R X, =¢ =y

et . . .
2m si le nombre de points est pair
n+ 1=

2m + 1 si le nombre de points est impair

Alors, en posant X = ¢ + ¥y dans la formule des polynBmes de Lagrange,

on a, pour i # O,

2 2
(y°=¥7) T+Y s

*ory) = T R B B
Ly le+y) = 1 2 2 57,
i=1 (yi=y3) i
A0 T
2 2
®¥® m <y —yj) . "'(.Y'*‘Yi) . =¥
L (c-y) = TT ——5 =3y =
=1 (¥5-y3) i Y4
400 4

les facteurs entre crochets ne devant &tre pris en considération que

si (n + 1) est impair. Visiblement,
»* e
L, (c +vy) =L, (c-7y)

et b=g, " b=g

2 2 "o

¥ 3%
H, = w(c+y) Li(C+y)dy =J/. w(c-y) Li?c=y)d(—y) =H, ,
i Deg b-g

2 2

clest-a=-dire que les poids d'une formule symétrique sont symétriques,

Bk

"~
Cela ébant, gi I représente une formule symétrigque & (n + 1)

points, aveec (n + 1) IMPAIR, elle est au moins de degré (n + 1). En effet,

en notant
ﬂ(x) = (X“‘xo)m @ e o Q(X"'Xn)g
tout polynbme de degré (n+¥) est de la forme
P4 (x) = ) + Q, (x),

et le reste Qn(x)9 de degré n, est intégré exactement., Quant & la

fonetion [ (x), elle vérifie

m : m
TTesy)= 3 TT (y2~y§) s 1 (c=y) = -y TT(yz—yi) .
j=1

j=t



d'olh beg.
'b am—

[ Wl ax = [ 2 wiesy) (M) +TT (=y)) ay = 0,
a 0

ce que donne bien la formule numérique :

Ty = 2 5 M) = 2 B .0=0
i i

5. ERREUR D'INTEGRATTON

5.1 = Résultats fondamentaux

Soit f une fonction dont on calcule une intégrale & 1'aide

d'une formule de degré p, & (n + 1) points. (On a toujours p $ n).

Posons
5t

TT.p+1(X) = (x-x) oo (x-x)) Qp_n(x) R

ol1
. 7T 81 p=mn
Q (%) =
p-n _ _ .
(x Xn+1) eoe (x xp) si p#n,

les points x 9 oes g Xp étant choisis arbitrairement dans Ja , b( .

n+1

#*
Soit Pp(x) l'interpolée de Newton de f aux points Koo see 9¥X On

a donc
¥*

p+1(x) f(xo9 ceo 5 Xy X)

f(x) = P:(x) + 1T .

. -
ce qul entralne

~ ~ 5 ~ *
I(f) = I(Pp) + I(TTp+1 f(xo9 ces 9Xps x)).

*
Le dernier terme de cette expression est nul, car-TTp+1 s'annule en

X see 5 Koo Comme, par ailleurs, on a par hypothése

09
R #
I = I(P
( p) ( p) s

il vient

AT(f) = T(£) - T(£) = I(ﬂ':ﬂ, £y eoos Ko %) (1)

Ce résultat est général. Meyennant 1'hypothése supplémentaire

que re Pt Ja, b( ), on peut écrire

) = e (04D g

f(XO, coe g X (p + .;F)! 9

p9
?f étant un certain point compris entre les extrémes des arguments

de la différence divisde. Il en découle

* (p+1)
Aty = zmy, L2, | t2)

1 (p + 1)t




¥*
Dans les cas ol T1p+ est de sigme constant sur 1l'intervalle,

1

il existe, par le théoréme de la moyenne, un point/qé Ja , b( tel que

£(2+1) (o *

AI(f) =  + 11 I(TTP+1) (3)

Cette relation reste d'ailleurs vraie si 1%'on a pu montrer par un

moyen quelconque gue

I(£) = Kf(P“)(”)) ’
avec K indépendante de f : il suffit alors de condidérer la fonction
p+1
P
(p + 1)1

f(X) =

pour obtenir, par la majoration (2), la valeur

*
(r.,,)

K=+ 01 °

Sur les intervalles finis, on a en outre

* 1£2+ 7 (2) 1
f e ————— " °
IAT(E)I € I(!ﬂp_ﬁ\!) sC:?b:) o 7 11

Notons encore dans ce cas la majoration grossiére

p+T
FAT(E)1< nP™2  sup Ty _p

G&,b) (p + 1)1

5.2 = Calcul de 1'erreur sur un intervalle de référence

Dans le cas ol 1l'on comnalt, sur un intervalle de référence
~

de longueur B, la valeur de I{((% = ﬁo) eeo (R = ﬁp)), on a immédiatement

7 I(ﬁ(x - xO) 000 ﬁ(x - xp))

- P IR -2 ) ... (R -2)).

i

I((x - xo) veo (X = xp))

De la méme fagon,

i

ll_p+2AA_A L8
I(1x x b oo Ix xp!) (ﬁ) I(18 =R 1 o0 IR =% 1)

5.3 = Exemple
Calculons l'erreur de la formule de Simpson. Nous savons

que cette formule est de degré 3. Sur l'intervalle ( =1, +1 ) de
longueur 2, choisissons les points

x = =1 , x

o =0, X,=1, x, =0,

1 2

ce qui donne

TYZ(X) - x2(x% - 1) 5



de signe négatif sur tout 1l'intervalle. On a donc & calculer

+1
4 2 _2_2 _ _4
ji1 (x" = x7) dx = 5 3= s e

Sur un intervalle de longueur h, l'erreur vaut donc

Iv 5
AT() = - 35 7 % 4!§) == e (E),

£ étant un point intérieur i l'intervalle.

6. CONVERGENCE PAR DECOUPAGE DE L°*INTERVALLE

6.1 - Dans le cas d'une densitéd w = 1 sur l'intervalle

Ca, b) de longueur finie, on peut aisément découper 1l'intervalle

en N sous-intervalles &,5 © , e. de longueur

29 LI N
h = (b - a)/N
et appliquer dans chacun d'eux une formule unique de degré p. Si T?

est 1'intégrale approchée sur e s on a évidemment

~ KIV
I = Z—Iko

k=1
Comme p+1 p+1
p+2 1£57 (%)t p+2 1£57 ()1
lAIkISh sup ———-—-—'(p+1)! £h sup --—’-~———(p+1)g 5
ek C a,b D)

on a évidemment

N p+1
AT 1¢ 3 1AT N ®%  sup -'(—f-——%—?#'-
k=1 Ca,b) P+ 10

. g eP+1 .
(b = a) pP+! sup SRR €91
C a,p) (p+ 1)1

et, pour h —>0 , ATI(f) —» 0 , c'est-a-dire que 1l'intégrale

approchée converge vers 1'intégrale exacke (convergence en hp+1) o

6.2 = On peut méme généraliser cette conclusion au cas

bien plus général d'une fonction f intégrable au sens de Riemann,

3 condition que les poidg Hi de la formule soient positifs.

Rappelons qutune fonction £ est intégrable au sens de Riemann

si, pour tout € >0 -, on peut trouver des fonctions ,ftagées y7et %
telles que

Y(X) £ f£(x) Q‘LP(X) sur (Ca, b))
et

I(\{/ﬂf)é € .

a) Commengons par envisager le cas d'une fonction caractéris-

tique de semi-intervalle
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< (1 pour x € Ce, a(
Ce, dC(X) = 7)Y 0 pour x e ECC, acC

Dans ce cas (voir figure 4), on obtient 1'intégrale exacte dans tous
les sous-intervalles, excepté ceux qui contiennent les points c et d.

Pour ceux-ci, on a évidemment

0< 6(:'09 dc (X)

gi bien que, en appelant e, et eq Ces deux sous-intervalles, et en

notant & pour 5C:C ac on a, pour n = (b = a)/n ,
2

< 7

9

0<I (&) < n et 0<I (&) < h .
ec ed

La méme indgalité reste vraie pour les intégrales numériques, pourvu

que les poids soient positifs, ce qui méne au respect des relations

d'ordre:
~J ~J
0¢I_(8) € n et 0<I (&) < n .
e e
c d
En combinant ces relations d'inégalité, on obtient
T (8)-T () ¢ n-0gnh
c c '
I, () -1, (8) <« h=-0<h
c c

et de méme pour I, » ce qui entraine
d

IT(8) = T(8M < 1T, (8) =T (&)1 + 11 (&) -T (&)1 <2n
e e e e
c c d d
et il suffit de prendre h suffisamment petit (c.=-a-d. N suffisamment

grand) pour rendre la différence aussi petite que 1'on veut.

b) La généralisation au cas des fonctions étagdes est immé-
diate, puig qufil s'agit de combinaisons lindaires finies de fonections

caractéristiques de semi-intervalles. On a, dans ce cas,

K K
TAT(E) = 1T( 3 o, 6,(=) - T(S o, 6, ()

i=1 i=1
K
iz=1r0(itxx(6i) - T .

Pixons £ > 0. Pour un maillage composé de N sous-intervalles, avec
K

N > 1ot 2. (b=a)
l\i’-> 1=1

€

on obbtient



K K
b-a,
IAT(E)1 <€ S 1,1 » 2h = Ztoc.lezo—ﬁéée
i=1 t j=1

¢) Passons enfin au cas d'une fonction intégrable au sens
de Riemann. Pour £ fixé, on peut trouver deux fonctions étagées ¢ et

telles que
(3
pgrg g et  I(Y) -I(P) € F .
Comme 1%intégrale respecte l'ordre, on a encore

I(p) < I(£) < I(),

ce qii entraine

el o
°®

17(f) - I( (p)z s-z- et 1II(y) = I(E) <

Par ailleurs, en choisissant une maille .h suffisamment petit

on peut obtenir simultanément

11(p) - T ¢ £ et 1I(y) -T(ple £ .

~

Enfin, si la formule I est & poids positifs, elle respecte

les relations d'ordre, ce gqui implique
~ ~
I(g) S I(f) < I(Y).

Mais alors,

T <Tyre Ty) + £ < 1) v ¢
et

Ty » )1 - § 3 1) -6,
done

Ie) -€ € T s T +E .

On a donc démontré le théoréme suivant:

La convergence par découpage de 1'intervalle a lieu pour toute

11

€y

fonction intégrable au sens de Riemann, pour autant que 1'on emploie

une formule & poids pogitifs.

6.3 = Peut-on élargir ce résultat aux fonctions intégrables
au sens de Lebesgue? La réponse est négative, comme le montre le
contre-exemple suivant,

Donnons-nous une formule pour un sous~intervalle. Son support,
c'est-a~dire l'ensemble des points utilisés dans la formule, forme un
ensemble de mesure nulle., Il en est de méme de l'ensemble E_ des points

N
utilisds lors d'une subdivision en N sous~intervalles. L 'ensemble
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o0
union dénombrable d'ensembles de mesure nulle, est également de mesure
nulle.
Considérons alors la fonction

1 si x&B
f(x) =-
o s xe(B .
Son intégrale est nulle (f est nulle presque partout), mais sur

~J
n'importe quel maillage, on trouve I(f) =I(1) > 0 .

7. CONVERGENCE EN DEGRE

Si, en conservant un intervalle Ca, b)) fixe, on

considére des formules de degrés de plus en plus élevéds (avec de plus

en plus de points), les intégrales approchdes convergent-elles vers

la valeur exacte de 1l'intégrale? La réponse & cette question dans le

cags d'intervalles bornés repose sur le théoréme de Welerstrass sur
1'approx1mat10n unlforme des fonctlons contlnues par des polynomes° W”mlg
“Nous aurons aussi besoin ulterleurement de ce theoreme . SuUT un Compact ‘b

K de R™ , ce qui Jjustifie sa démonstration dans ce cadre général.

7.7 = Soit K un compact de R . Notons C°(K) 1'ensemble des
fonctions continues sur X, muni de la norme
TIf1s = sup I£(x)1
K
qui méne & la notion de convergence uniforme. Cette norme convient
bien, car la convergence uniforme préserve la continuité et est

passible du critere de CAUCHY. CO(K) est donc un espace de Banach,

Appelons P (K) l'ensemble des restrictions & K de poly-
némes de R%. On a évidemment P(K) c c°(K) . Soit alors P(K) son
adhérence dans C°(K), c'est-a-dire 1'ensemble des limites uniformes
sur X de polyndmes, P (K) est &videmment fermé. Nous allons commencer

par montrer quelques propridtés de P(X)

TLemme 1 = Soit fe& P(K), avec 0<£f<1 , Alors, VF e P(k)

Congiddérons en effet la suite

f =0
(o]

2
fm+1 = fm + (L - fm)

Tous les éléments de cette suite vérifient fnlé V£ , car s'il en est

ainsi de fm’ on a
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f =fm+32-(\ff+fm)(ﬁ—fm)5fm+%°2o(\/f-fm)=ﬁ

m+1

et c'est évidemment le cas pour fom

Par ailleurs, cette suite est croissante, car

- ] -
£oq =T+ $(VE + fm)(v‘%" £) » £ .

I1 en découle qufelle converge (croissante et bornée). Bien plus, par
le théoréme de Dini, une suite de fonctions croissante et convergeant
simplement converge aussi uniformément. Donc, la limite g est élément
de @(X). Or, elle vérifie

2
g =g+ 3 -g%),
soit g=V'Fe

Ce lemme admet des conséquences importantess
a) 8i fe P(K), on a aussi Ifle P(X)

En effet, la fonction .

2

I S
H£112
est élément de @ (K) et vérifie 0 < g <1 , ce qui permet d'affirmer
que V2 e @(K). Or,

_If}
‘lg—? REL

g:

et f£_ deux fonctions de $(K). Alors, les

b) Soient f s

¥

fonctions sup(f19 f2) et inf(f.,'., fz) sont éléments de P (X)
En effet,
sxu.p(f19 f2) = %—(f,' + f2) + %—lf,l - 1,1
inf(f,, £,) = 3(£, + £,) - 31£, - £,1°,

Lemme 2 -~ Btant donné deux pointg différents a et b de K

et deux nombres et B ., il existe un &lément £ de £(K) tel que
fa) =« et £(b) =3

I1 existe en effet une coordonnée au moins qui différe
d'un point & 1l'autre, soit a; # bi o Le polyndme
bi - % . Xi - ai
- ——= i S Y
£(x) b, = a, t Y, - a, F}
i i i i

convient,.

To2 = Théoréme de Welerstrass

Toute fonction f continue dans un compact K est limite uni-

forme dans K de polyndmes.




Cet énoncé revient & dire que c®(®) = P(X). Comme ce dernier
‘ P o)
ensemble ést fermé, il sufifit.de montrer que tout élément de C (K) est
1imite uniforme de fonctions de P(K).

a) Quel que soit & , il existe un &lément g de 9-5(K) tel:

que g(y) = £f{y) , avec y fixé d'avance, et g(x)=f(x) - & sur K.

Associons & chaque x de K un polyndme P tel que Px(x)=f(x)

et Px(y)=f(y)o Par continuité, ce polynbme vérifie
PX 2z f=¢
dans une boule ouverte Bx centrée en X, L'ensemble des boules Bx

recouvrant K, il résulte du théorétme de recouvrement que l'on peut

recouvrir K par un nombre fini de ces ouverts, soit Bx s Bx
1 2

9 °o 0 0 9 B
Alors, la fonction

g(x) = su.p(]?X 5 eeo 5 P )
1 r

est éldment de @ (X) et satisfait & la question.

b) Quel que soit & , il existe un &lément h de P(K) tel
que f(x) -£€ < h(x)s< f(x) +&

Associons & chaque y de K la fonction gy définie ci-dessus.,
Par continuité, cette fonction vérifie

gy < T +£
dans une boule ouverte Byo De toute fagon, elle vérifie

S f &
y

dans K tout entier. L'ensemble des boules B_ recouvre K: on peut donc

en extraire un recouvrement fini B_ , .o By » Alors la fonction

1 s

h(x) = inf(g coe 5 . )

y

$
y‘]w I<t

est élément de P (K) et satisfait & la question, ce qui démontre 1le

théoreéme,

7.3 = Remarque = On peut renforcer le théoréme de Weierstrass

de la maniére suivante: Etant donné un compact K de Rn, un point

gc_CeK et une fonction fe& CO(K), pour tout & > O fixé, on peut

trouver un polynbme P tel que Pm(xo) = f(xo) et _que

sup. If(x) - Pm(x)! <E
K

Soit en effet P tel que IIf ~ P [1 £ E /2 . Le polynOme
*
Pm(x) = P_(x) + f,Cxo) - Pm(xo)

vérifie pour tout x ek

t£(x) = 2 (IS 1E(x) = B (001 + 1£(x ) = B_(x )I<E .

14
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Nous utiliserons cette remarque au _gs 15.

7.4 ~ Théorétme de convergence en degré

Soit une famille de formules d'intégration approchée sur

le compact Ca, b, de degrds croissant & 1%infini, et vérifiant

la condition

n

S, IH,Y < ¢
: i
1=0

indépendemment de n., Alors, les intégrales approchées de toute fonction

f continue sur (a, b D convergent vers 1'intégrale de f.

Soit en effet & obtenir IAI(f)I< & . On choisit un polyndme

P.  tel que
" E
sup }f(x) = Pm(x)! < —
Ca-s b) I(1)+C

Si m est le degré de Pm , pour toute formule de degré p > m, on a

PAT(E)1= 1T(£ - P_) - T(f - P) o+ I(2) - ?E(Pm)l
< IT(f - P )1+ 1T(f - P )1

2

Sm(1(1)+zi IH,1) S £ .

On notera en particulier que les formules & poids positifs
vérifient toujours
(1) = Z Hy = 2 1H, 1,
i i

si bien que les formules 3 poids posgitifs convergent toujours en

degré sur un compact lorsgue la fonction f & intégrer est continue,

Y

7.5 = On peut étendre ce résultat & toute fonction intégrable
au sens de Riemann pour la dendité considérée, Ces fonctions se dé-
finissent comme en 6.2, Nous suivrons d'ailleurs la m&me démarche

que pour la convergence par découpage de l'intervalle,

a) Nous commencerons par établir la convergence en degré

pour une fonction caractéristique de semi-intervalle

1 1 x e (e, aC
6ch a1 ™=

Q0 sinon

que nous noterons simplement & dans la suite., Considérons les

fonctions continues P, définies par



i 1 dans (Cec, aC -
0 dans Ca,c-—-%c U Cd+Jﬂ’b:’

1
X = ¢ ==

?n(x) = T7m 2 gans Ce '=-% , cC

d+l-x
—_—

dans (_.d, d + —1(:
n
1/n

(voir figure 5). fes fonctions (pn sont:majorédes par la fonction

intégrable (p1 et convergent presque pgrtout vers § , donc, par le
théoréme de Lebesgue, - h '

1(p ) —>1(8).
Pour E > 0 fixé, on peut donc trouver une dertaine valeur n, pour
laquelle .
Ty ) - T(8)Ig
o

polm

La fonction <fn étant continue, il existe un. degré P,
a4 partir duquel les formules numériques vérifient

1TCg, ) - I o ! <5

Alors,

’f‘f( ()Dno) = rf( (fno) - I( (f’no) + I( (pno) -I(8) + I(8)

< I (,pnb) - 1( v(f',no)y + tI(;spno) -~ I(8§ )1 + T(§)

ST(S)+E .

Les formules considérées étant 3 poids positifs, la relation &g @n
. N o]

4

entrafne

T(6) < Trg ).
o

On a donc

T(8)< T(gI< TS+ e .

De la méme fagon, les fonctions continues définies par

16
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T 1
1  dans Cc+£9d-=-£(:

0 dens Ca, ¢cC U Céd, DD
-y X = C
Wh(X) = t/n

d - x dans (Cd -+, aC
--—T—-—_-\ n
1/n

dans Cec, ¢ + %C

(voir figure 6) sont inférieures a S et convergent presque pgrtout
vers & ,- donc, par le théordme dé Lebesgue,,f*I(q&)ﬂ-a-I(é) , T T e
ce qui permet d'affirmer qu'il existe une valeur n, pour laquelle

£
|z¢6) - I(k[/nT)l <3 .

La fonctioﬂwyn‘ étant continue, il existe un degré P, a4 partir

duquel les formules numeriques vérifient
o~ £
- < =
1y, ) - Ty, 00 5

Alors,

E(\yn1) = I( Whﬂ) - I( W£1) + I( wh1) - I(8) + T(S)
?~l'f(qrn1) - I(Ynx)' -!I(yn1) - I(8)1 + 1(8)

Z2I(6) - € .

oH g ~ - »
Le fait que 4In < & entrafne encore I(¥G1) < I(8§) , si bien que
1 1

T(§)2Ty_I21(8) - € .
1

Au total, pour des formules de degré p 2:sup(po9 p1) g ON a
~ ~ ~
T(8) -e<T(y, )ST(8) < I( @ ISI(8) +e
T o

soit

1IT(8) - I(8)i<e .

b) La généralisation aux fonctions dtagées est immédiate.

En effet, si K

f = Ez,‘xj_ 5i(x) 3

i=1
les 51 étant des fonctions caractéristiques de semi-intervalles,
11 suffit de trouver pour chacun de ceux-ci le degré P a partir

duquel



~ €
'I(éi) - I(éi)l < < o
ZHXiI
i=1

Alors, toute formule de degré p = sup(pTgaag,pK) donne

K
TAT(E)1 € > o(i!AI(éi)ISE .

i=1

¢c) Soit A présent f intégrable au sens de Riemann. Pour £ >0

donné, il existe deux fonctions étagées ¢ et W’telles que

£
st ’ (y-y)< .3
et, vu la positivité de 1l'intégrale,
I(p) <I(f) < I(¢) ,

0 ~
ce qul entraine

) - I(g) < %, HIE) - (g€ E .

Les fonctions y’et W étant étagdes, il résulte du point b)
ci-dessus que l1l'on peut trouver un degré p & partir duquel on a si-

multanément

1IICg) = TCp)1 < 5, 1I(y) = Ty <

ro fm

Dés lors, comme la positivité des poids entralne
n ~ (2%
I(y) < I(8) < I(¢) ,

on obtient

T s T(P) < T(y) + 5 < 1(2) +¢
et

nf(f)z'f(cf)zl((p)~ 52-2 I(f) - € .
soit

I(£) -£<1(f) < T(£) +€ .

On a donc démontré le théordéme suivant: Soit une famille

de formules d'intégration approchde sur le compact Ca, b D, de

degrés croissant indéfiniment, et & poids positifs. Alors, les inté-

grales approchées de toute fonction £ intégrable au sens de Riemann

(pour la densité conf@idérée) convergent vers 1'intégrale de f.

7.6 = Peut-on étendre ce résultat aux fonctions intégrables
au sens de Lebesgue? A nouveau, la réponse est négative. Pour le
voir, donnons-nous une famille de formules & poids positifs de degrés
croissant indéfiniment. Soit En+1 l'ensemble desg points d'intégration

de la formule 3 (n + 1) points. Cet ensemble est de mesure nulle,

i8
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de méme que
o0
B =;‘¥Eo En
union dénombrable d'ensembles de mesure nulle. Soit alors la fonction

+1

f définie sur Ca, b ) par

1 si x&€E

f(x)

£(x) 0 sinon

1t

Cette fonction est intégrable au sens de Lebesgue, car nulle presque
partout, et I(f) = 0. Mais par toute formule approchde, quel que soit

son degré, on trouvers

I(f) = Z,Hi 1 =I(1) £0,
- .

ce qui montre que T(£) ne converge pas vers I(f).

8. FORMULES DE NEWTON-COTES

8.1 = Soit w(x) = 1 sur un intervalle (a, b)) borné. Les

points d'intégration sont choisis équidistants. On distingue les for-

mules fermées, pour lesquelles

X, = 8 X, =2a+ & X, =a+ 2 €, eos 4 X, =a+mne= b,
b=-a h
e = =
n n

et les formules ouvertes, olr

a+(n=1) e, b=a+ (n+ 2)e,

X = a+ e, X, = a + 2e o0 X
o L | s °° Y T

6 = h-a _h
"na+2 =n+2°

( figure 7)

I1 s'agit de formules syméteiques. Dés lors, les formules de
Newton-Cotes & (n+1) points sont au moins de degré n si (n+1) est pair,
et de degré (n+1) si ce nombre est impair. On peut montrer 1'existence

d'une congtante K comme introduite en section 5.

8,2 = Calcul de 1'erreur pour (n+1) impair

Prenant X\ 4q, COTIME centre de 1l'intervalle, on a
b

ATCe) = [0 0000 = o) 20xgs wee s 3, o KX
a

Malheureusement, sauf cas particuliers, la fonchtion (x - c)Trn+1(x)

n'est pas de sigme constant. Cependant, comme
f(xo, cee 5 X, x) - f(xoga.a,xn,c)

f(X09 00 ,Xn9 ng) - X - G 9

on a encore



b b
AI(E) = /a Wn+1(x)f(xo?°""‘-’?cn’x) dx - f(xo,,”,,xngc) ‘/;3,,Trn+1(x> dx ,

et le dernier terme est nul, car la fonctionnﬂrH est antisymétrique

1
par rapport au centre de l'intervalle. Considérant la fonction

b
Q) = [ T () at,
a
on a évidemment

SO(X) = 0 9 LP(b) = 0,

Bien plus, cette fonction est de signe constant. Pour s'en assurer, on n

notera d'abord que

p(a+y) = famnﬂ(‘c) at = /b T ) at = -3,

si bien qu?il suffit de mont®mer que la fonction y n'a pas de zéro
entre a et ¢, Pour y arriver, notons
x
Ty = J T

*y

T, ,q(x) ax,

n+1

et, dans le cas des formules ouvertes,

X
7= °r
- | i
1 /a n+1(x) dx. (fig. 8)
Leurs signes dont alternéds. Montrons que 1lfon a toujours

T pq! < 1T L

On a en effet, en posant X =Yy + e,

J

X bd
= k+2 k41
k+1 /Xk+1 (emx )o.o(x-x Jdx = ka (y-x +e) (y-x, +&)wwo (y-x +e)dy

Tpr THHE Teet TTEQTE
= _/ A (ywxo)n.c(ynxn)dy = / 5oz ’Tn+1(y)dy .
Xy 7 . n

Comme, entre X, et Xpy1® an (y) garde un signe constgnt, le théoréme

de la moyenne permet d'affirmer que

x. + 8 h=-x +e 3
7k 0 /“kw
Tt ‘@%ﬁenexk : x, M n+1 (y)dy, ogfB=< 1 .
Or, le facteur
6 - -
Xy + h X _ X+ éh X _+e
Xk+6h-«xk X, =%, = fh

est inférieur 3 1 pour
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X, + g h—xo+e < R Oh,
soit
2 (xk+ On)< X +X =€,

ce qui sera slirement vérifié si

X +Xo
L —— = = -
Xk+1 =T ) e C e,

soit si x c. Ainsi, aux Xpes la fonction 50 passe par des extrema

K2 S

qui valent

(7_1), :7_1+ Tor ToqtTotdqs oo s Toqt Toteeet ]%_1

et sont tous de méme signe, donc }ﬂ ne peut s'annuler.

Cela étant, oy a directement

. b -
I(f)= /a -lTn_’_,l(x)f(xo,”.,,xngx)dt = [kf (x)f(xoguo,xnsx)]z

b a ’
../; sa(x) E}-;f(xo,,n,xn,x)dx

et le terme intégré est nul, car sp(a):: y(b) = 0, Comme la fonction

¢ est de signe constant, il existe un point 7& (&, » ou
4 b
AI(E)= —[E;c‘f(xoe“”xn’x)],? / y(x)dx
a

soit
b
A I£f) = - f(xcg,”,xpw] ) fa ¢ (x)ax
ou encore, un point £€ Ja, b( ol

(n+2) b
I(f):i—(—ra—-g-%-;—g;l ‘/;Ly(x)dxo

D'aprés la théorie générale de l'erreur d'intégration, on

a encore

(n+2) b
£ z
216) = G [ TGy, e

Xy étant choisi arbitrairement dans Ca, b ). En fait, on peut méme

choisir x . hors de (a, b), car

b
f xn+17T (x)dax = O.

a




8.3 = Calcul de 1'erreur pour (n+1) pair

te raisonnement ci-dessus ne tient plus. Mais on peut écrire

AT(2) = 8T, (2) + AT, () ,

avec
z
A1 (£) = /;ﬁﬂ'(x)f(xo,n..,xn9X)dX x _q (formule férmée)
- 2 o= e
AIZ(f) = f bTT(x)f(xo,c.a,xn,x)dx X, (formule ouverte)

Z

On peut transPormer la premiére intégrale en notant que

f(Xogoon 9Xn_’1 gx) had f(xogo oo 9Xn-1 ,Xn)

f(Xo,o.o,Xn__,]angX) = ?
X - X
n
d'on
Z
Az, (£) = ja (o Yawe (o, _g) B0k yuneyx, o ,x)dx

2
il f(xopuoo,xn~19xn) fa (X-Xo)ooo(x_xn_1)d}ce

Comme le polyndme (x=xo)°,.°(X«xn 1) est antisymétrique sur Ca, z ),
le dernier terme s'annule. Quant au premier, il s'identifie avec 1l'erreur

d'intégration sur Ca, z ), pour le support(xo,o.o,x ). Bette erreur

n-1
vaut (en prenant le point supplémentaire xn)

f(n+1)(g T)

AT, &) = — v

z
/; (x—xo)“,(x--xn)dx°

) )

Cette intégrale a le mfme signe que le polyndme ( «(x—xo)e,.(x—xn_1

au voisinage de a.

D'autre part, dans C z, b)), le signe de TV(x) est constant.
C'est le signe de (x=xo)e,,(x—xn) au voisinage de x=b, C'est aussi
celui du méme polyndme au voisinage de x=a (fiag. 9). (I1 est symé-

trique et, comme, en x = a + & ,
, . (X—xo)oa.(x~xn)

n=-1 X = X ’
n

(x—xg],.o(x—x

le dénominateur étant négatif, c'est encore le signe de
(~(X~XO) o 00 (X"Xn~1 ) ) L)

On a donc

f(n-i-")(,gz) b
A IZ(f) = """('m—)—'*" fz (X—XO)...,(X-GCn)an

Comme les intégrales apparaissang dans 41m1 et 4 12 ont le

méme signe, il existe encore un pointZ dans Da, b( tel que

22



g (0+1)
AT(£) =AT,(2) + AT (£) = 01+§i)/‘ (xexc ). (o)

23

8.4 - Les formules de Newton-Cotes sont donndées dans les tableaux

1 et 2. On notera que les poids ne sont pas nécessairement positifs: la

convergence et 8egré n'est pas assurde.

9. POLYNOMES ORTHOGONAUX

9,1 ~ Comment construlre des formules de degré dlevé?

I1 ressort de l'analyse de l'erreur que l'ona tout intérét
4 disposer de formules polynomiales d'in degré aussi élevé que possible,
Comment en obtenir? Supposons que 1l'dn connaisse une formule de support
(XO,..o,xn) de degré p>n. Elle intégre donc exactement les poly-

ndmes
TV (x) 0¢ k£ p-n-1
avec, comme d'habitude,
T = s 3 -
V() =Coemx Doan (e ) o
Or, cette condition s'écrit

n
I(kaT(x)) = I(xk7r(x)) = = H, XETT(Xi) =
i=0

Par conséquent, on devra nécess.airement avoir
T T (x)) = 0 , 0<k<p-n-1,

En définissant le produit scalaire

(fsg) = I(fg)s
dont découle ha norme
ten? = 1(g?)

ces conditions reviennent & dire que le support doit &tre tel que
p=n-1

1a fonection 11 soit orthogonale aux fonctions 1o so0cq X

(et par combinaison lindaire, elle doit &tre orthogonale & tous les

polyndmes de degré inférieur ou égal i (p-n-1)).

Cette condition justifie 1'étude des polyndmes orthogonaux.

Mais avant d'aller plus loin, posons-nous la question suivantes
jusqu'oli peut-on élever le degré d'une formule d'intégration? On s'aper-

goit aisédment qu'il existe une limite infranchissable: en aucun cas,

une formule & (n+1) points ne peut excéder le degré (2n+1). Supposons

en effet que 1'on dispose d'une formule & (n+1) points et de degré

P >2n+1 . Alors, la fonection TV 2, de degré (2n+2), devrait &tre
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intégrée exactement, ce qui impliquerait la relation absurde

2, N, 2 = 2
0< (M) =I(7°) = = B M(x) = 0,
i=0

9.2 - Nous appellerons polyndme orthogonal de degré n

(pour 1'intégrale I ou pour la densité w) unpolynﬁmegw%wde degré n

dont le coefficient de t&te valk 1 , et tel que

( P Pk) =0

pour tout polyndme Pk de degré k< n.

Pour démontrer l'existence des (Pﬁ5 écrivons

A

f hel n-1 k
= X 4+ zf; (04 X .
I k:O nk

I1 suffit évidemment que ?n soit orthogonal aux fonctions 1, X, coce;, xnm1,

ce qui s'éerit

(¢, 1)

= k
1) + Aqd (x,1) =
9 k=0 rlk 9

N1

-1 k N .

(=%, x) + =T o(nk(x ,X) =
k=0

n

1
(@]

(x

i
o

(¢, x)

n-1 n n=1 n-1 k ﬁ~1
(Vnsx ) = (X ¢ X ) + Zo(nkx o X ) = 0
' k=0

Cvest un systéme lindaire, de matrice

=1
(191) (19X) boonooeon(1gxn )
A = PR
(Xné-qgl')et")vo -ooaooonun(Xn“‘gxn.“‘)

Cette matrime symétrique ne peut &tre simgulidre, car, A supposer

que Ab = 0, avec

o
i
IS seee6c 0

-1

on obtiendrait
T n=1

" i 3 -1
0 = b Ab = 193'2= 'o (3) N Fj(xl,xa) =} F>0+ ﬁ1x+.” Pn_’?xn 3§

il
o
0

soit

Fb + P1x+°nua+ Pn~1xn‘1 =0 PeDe
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cd qui suppose PO= [51=°=°= Pn_.]:O. Dés lors, les coefficients o(nk

existent et sont uniques, et il en est de méme des Lf?n, (Bn fait,

la matrice A est définie positive).

9,3 - La matrice A est une matrice de GRAM, trés mal condi=-
tionnde. Aussi,vaut-il mieux, pour le calcul des polynbmes orthogo-
naux, recourir aux formules de récurrence, qui sont fondées sur le
théoréme suivant:

T1l existe une relation de la forme

(Pn = (x - O(n) spnﬂ - ﬂn Prapo

o t Fn étant des nombre réels dépendant de n.

Divisons en effet tFn par ‘fn_,]: on trouve

?n = (x - oln) yn-—"l + 1311--2

et, pour tput k <« n-2, on a
k . k+1 k k
O"((fn’x) "((fn-'l”x ) - O(n((f?n-1’x)+(pn—2”x)

et, comme (k+1) < (n-1), cela donne

si bien que

Php = F" Pn-2

comme annoncé.

Pour trouver les coefficients O(n et pn’ on note que

2
0 = (‘Iand’ ()an) = (x Yneﬂ’ (r”rr-‘t) -o/n” (7”n~1” ‘)Bn(fﬂ n-1° ?n-Z) 9

d'ou

- (x(fn-’l ? ‘fn-1)

°(n
2 ’
H ?ne‘l“

puls que

2
0= ((fn-Z’ (Ion) = (x Yn=1” ?n-nZ) - 0(n( ({n-—ﬁ [.fnv-z) ”Pn“ ?n-E“ s

d'on

s Pnp)
fn g o 11°
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Il est encore possible d'exprimer ces coefficients en

termes des coefficients des.polyndmes » En effet, si 1'on écrit

Yn(x) = x4 b &1 4L )

on obtient, en identifiant les coefficients de degré (n-1) de la
relation de récurrence:

by =Py T Ay s

soit

0(Jn_ = by 7 Dy

Dfautre part, on: 1, en vertu de l'orthogonalité,

-1 -2 -1
( ﬁan-wXS"n«z) =(‘{’n=1,x + b, , 75 4 L) = ((f‘n, )

1~ n-2 2
= ((.(11“1 9 X + bﬂ—1 X -+ oco) = 'gcfn""ﬂi 9
d'ol
2
ll(pn“T!I
=T 9
SR TTANTE
soit, en définitive,
2
[T ? th
n=1
(fn = (x - bn—1 + bn) ? n-1 2 ?:n~2
11 Yn_zfl

9.4 - Zéros des polynSmes orthogonaux

Voici une propriété de grande importance pour 1'intégration

numérique: Le polynfme orthogonal (Fn‘posséde exactement n zéros sim-

ples dans 1l'ouvert Ja, b(

Soient en effet x,,...,x  les zéros de Y&Ldans Da, b({ . Ils.

peuvent a priori avoir une multiplicité Myseeoslyo Formons le poly-

k
ndme

PG = IV ey

zéros de
multiplicité
impaire

9

dont le degré r est évidemment égal au nombre de zéros de multipli-
cité impaire de ?n“ Ce polyndme a les mémes changements de signe

que Lfn . En le multipliant par K = % 1, on peut donc obtenir
(fnoo(Pr>o
presque partout dans Ja, b( , ce qui entralne

(. s&P) =I(Y P )70 .
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Mais si r<n , ona
((Ion‘,’, O(PI') =9
ce qui est contradictoire. Donc, v, 2 exactement n zéros simples dans
Ja, b( .

10._PROPRIETES COMPLEMENTAIRES DE CERTAINS POLYNOMES = .7
ORTHOGONAUX C 16 1

10,1 = Densité de Rodrigues

Soit @,la fonction poéitive définie comme suit:
(x = a)(b = x) si 1l'intervalle est borné

) ) g
ﬁ - Po+ P1X . ngz - (x - a) sur 1l'intervalle ( a, @(
(b = x) sur l'intervalle J=e, b )

1 sur l'intervalle )=, +o(

Nous dirons que la densité w est de Rodrigues gi les fonctions

1 .0 n
F:n=WD(wﬁ)

sont des polynlmes de degré n,

Tl est aisé de dégager une condition nécessaire pour gqu'il
b q

en soit ainsi., En effet, on doit avoir

Fh,=% W’F +w°p)9
goit

%i.”f’v =

ou encore,
I T A PNk I 2 ¢3)
"TF T F T

o (x) étant une fonction affine,

w?v
w

Montrons que cette condition est également suffisante., A

cette fin, observons d'abord que

D°wp™ =w BB ,

et montrons que si

Dk(w Pn) =w ﬁn“k Pk .

on a aussi

Dk+1 (X Pn) = W ﬁn“k“‘I Pk+1

(Dans tout ceci, Py représente un polyndme de degré 1). On a en effet

DO (w M) = p(w B2F p )

=wt pPE R 4w - x) pOET B By 4w BT py
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n=k="1 o oy L n=lk-1
= wﬁ (aPk + (n=k) B! P+ ﬁPk) =w p Pk+1'

Par écurrence, on obtient

Dn(W ?n) = W Pn 9

comme annoncé., Par conséquent, la condition nécessaire et suffigante

pour qu'une densité w soit de Rodrigues est qu'elle vérifie 1'équation

différentielle
wio o o (x)
w P(x) ’

& étant une fonection affine. .

10,2 = Densités de Rodrigues pour a et b finis

Pour a et b finis, on peut toujours se ramener & l'intervalle

[f4,+4ﬂ o L'8quation différentielle de la densité s'écrit alors

w! oy X - A T

w T - 1-x T Trx !
avec

oK, o+ Oy x ==A(x + 1) + M= %),
soit o \

O(O =N">\ 9 0(1 = ’:(A"‘/}-’)
et

o (x) m%%ﬁﬁ)-~(X+ﬁ)m
Intégrant, on obtient

Inw = /uln(x+1) + Aln(1=x) + 1n C

! soit
weC (1-x0 (x+ M
Cette fonction n'est intégrable que si
A>-1, m>=1
Les polyndmes orthogonaux correspondants sont les polyndmes
débiacobi p(% ’V’)(x)u Ils ont deux cas particuliers importants:

"

0, ona w=1 , o= 0. On obbtient les

- Pour A =M

polynbmes de Legendre,

- Pour 4A =f»=-% , on a

RaEe— , =—X.

—

On obtient les polyndmes de Tchébicheff




10,3 - Densitds de Rodrigues lorsgue 1'une des deux extrémités

de 1'intervalle est infinie

Dans ce cas, il est toujours possible, par un changement de
variables affine, de se ramener & 1l'intervalle C 0, +® ( . L'équation
différentielle de la densité est alors

w? oy +o(1x oy

= - O(
w X x  t g
ce qui s'intégre en
lnw = (Xo In x + u1_x + 1In C
solt o( of . %
o] 1
W'—"‘CX e [

Cette fonction n'est intégrable que si d1,
a4 zéro, Moyennant un changement de variables, elle se ramene toujours

est strictement inférieur

& la forme

w=Cx e °

Eette densité n'est intégrable que si A>=1, On a

d::}\-x 9P=Xa

Les polynbmes orthogonaux correspondants sont les polyndmes
(

rd rd e A 3
de Laguerre géndralisés 1. )(x)o Dans le cas particulier important

A= 0, il s'agit des polynSmes de Laguerre (classiques) Ln(x).

10,4 = Densités de Rodrigues lorsque les deux extrémités

de 1l'intervalle sont infinies,

La densité vérifie 1'équation

wﬂ
fo)

w 1
soit Xz
= o =
Inw aA x + & > + C
ou encore o X2

» 1
w=e C +-dox + )

Cette fonction n'est intégrable que si®, <0 . En .premant pour

constante C le nomBre

¢ - Zo
- 2 | d1! ’
on obtient (x - x )2
o)
w = exp(=10( 1 s

aver
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Un changement de variables affine - permet toujours de

se ramener a la forme

I1 vient alors
O = =2 x 0 f_’o:'i

et les polyndmes orthogonaux correspondants sont les polyndmes d'Hermite.

10,5 = On le voit, les densitéds de Rodrigues sont trés parti-

culiéres. Blles passédent toutre la propriété suivante: soismt w une

densité de Rodrigues sur 1l'intervalle (a,b), et Pl un polyndme de degré

r. On a

() B 2 (012 =0 .

En effet, si a et b sont finis, on a

i) Blx) = (b - x) M (x - a) P
avec (A+ 1)>0 et (/u+ 1)>0 3
poura:_@etb:-»w”ona

W(X) P(X) - XA +1 e-‘)i

2t enfins; pour a = -e® et b =+0 , on a

2
w(x) B(x) = e™™

10.6 - Dans les mémes conditions, pour k €n, on a

k n b
O wprl =0
Ceci résulte de la propriété précédente et du fait que
k n S n“-k,. _
D™ (w P )Pi' =wp Py =7 ? Prin-1 °

10,7 - L'intérét que portent les physiciens aux polynlmes
orthogonaux résulte du fait qu'ils sont solutions de certaines
équations différentielles lindaires du second ordre. Pour le démontrer,

observons d'abord que
(Pweid)t = pwel + pur pr o+ pwor = W((0‘+fb') o+ pr)  (a)
et calculons 1l'intégrale
P k

Jk=./a(PW(f1!l)'X dx , O0gk<n .

Une intégration par parties donne
Kb b k-1
- ¥ - ¢
Jk-[w?nx]a k/apwcfnx ax ,

et le terme intégré disparalt, car (lorvx xk est un polyndme. Une seconde



intégration par parties conduit & 1l'expression
. k=120 b k=14,
,’]k-_--»k[Pw(fnx }a+k/a ?n(ﬁwx ) odx

dont le terme intégré est également nul. Par ailleurs, on calcule
comme ci-dessus

K=1y, _ oy k=1 T - N
(Bwx" ) =wl(o+p") x + Bk = 1) x ) = WP,

ol Py est un polynfme de degré k. On a donc
‘ b
Jk=kf we P dx=0 , Ogk<n
a
Mais ceci revient & dire que le polyndme de degré n
d v v "
(a+§)rn+ptpn

est orthogonal & xk s 0O £k < n : 11 doit donc s'identifier & un

multiple de ?ﬁo On a donc

Bon+ (x+ P gy =-¥, ¢y

Clegt 1'équation différentielle des polyndmes orthogonaux par rapport

4 une densité de Rodrigues., On peut encore, en la multipliant par w,

la mettre sous la forme auto-adjointe que voilci:

(Bwep)' = =0n"¥n

A noter que les coefficients de (Pg et de (p}f'l sont indépendants

de n. Quant & Jﬁ 9 on peut le calculer en identifiant les coefficients

de t€te des deux membres de 1l'équation, ce qui donne
ﬁzn(n—1)+(0(1+2ﬁz)n=—[n R

soit

b’n=—n(o(1+(n+1)P2)

Nous montrerons plus loin que U}lest toujours positif,

10.8 = La véritable motivation de 1l'introduction des densités

de Rodrigues est la formule de Rodrigues: si w est une densité de Rodfi—

gues, le ne polynbme orthogonal est donné par

?nzAn°%Iﬁmpn) ?

An dtant un coefficient destiné 3 obtenir un coefficient de t8te égal

.

a 1.

(Cette formule a été démontrée par Rodrigues en 1814 pour les polyndmes

de Legendre).
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Tout d'abord, 1l'expression proposée est un polyndme par
définition des densités de Rodrigues. Il reste donc & démontrer

les relations d'orthogonalité. Pour k¢n, on a

b
(o x) = [ wiDwp™ = ax
a

il

b
k  n-i nyy b k=1 _n=1 n
An[}c D (wp )]a - A, k/a X DT (wp) ax,

et le terme intégré s'annule en vertu de la propriété 10.6. Pour-
suivank les intégrations par parties, on obtient de proche en proche

b
(@0 ) = A Kkt / D™ w ™) ax = 4, kt [P P’ = 0,
a

pour autant que k soit strictement inférieur a n.

10.9 =~ Calcul de An et du deuxiéme coefficient bn du polynbme (fno

Dérivant la relation

Dk—1 (w f_,'n) - w Pn«kﬂ Pk-q .

on obtient

D" (w 8" = w' pn'k+1pk_1 +w (n-k+1) @776 B' Ppq + W ried P .
= w Yo+ (neka1) BB, + BRI = w BB,
dfou
B Pp=(at+ (n=-k+1)p") P, +BPL g - (a)

Utilisant la notation
¥ =
Pk =‘ﬂ‘k}§ + ﬁk.x + osoe F3
on peut-ainsivobtenir P, par’ récurrence. Alors,

n n-1
Sﬂn—AnPnr.An(.ﬂ;nx +ﬁnx + eoe)

dfol
1 Bn

Identifions donc les coefficients de Xk el xk—1 dans  la

relation de rdcurrence (a). On arrive =&

‘ﬁk (Ol1 + (21r1.‘=1c+1){3'2)}}1{_“1 , o=

0

| em

]

ﬁk (O‘1 + (2n<k) F)E) Bk—-']‘ + (0(O +n p‘i)‘ﬁk-’l‘ , B =0

9]

Pour les th s 11 est immédiat que

2n
‘ﬂ‘n = (0(1+_(n+1)'(52)(0(1+(n+2) PZ)OM(O(1+2n) = E1(cx1 + jpz) R
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clest-a~dire

¥
A =
" TT (o, + 3B,
o+ ]
CJena 1 ﬁz

En ce gul concerne 1es.ﬁk, montrons que l'on a

B _ Do *TP1 o4

k d1 + 2n PE k

Pour k = 0, c'est immédiat, et nous allons montrer que si cette
relation est vraie & l'ordre (k-1), elle 1l'est encore a 1l'ordre k., On

a en effet

B (( o, +(2n=k) )<1tc1)tz(—‘lﬂ—p—l (ol N A
x = g+ (20-k) B ) (e o+ p, + Lo )0 Ay g
o _4n
= :+2np12( o, (k=1) + (2n=k-2n-k+k) '92 + &+ 2n FZ) Je'k_q
o(ojrn@w,), A, + 1 91
= W(ka,' + k(2n-k+‘!) Pz) ﬂk—? = km k °

En conséquence,

8 _ . Zor2P A

n oy +2np2
et
, o‘o + n’ﬁT
bn = n-~°(1 + 21’1@2

10,10 = La norme des polyndmes orthogonaux par rapport &

une densité de Rodrigues est donnée par

]

b
e 1? = (=" 1 Anfa w B ax

En effet,

| b
NS

b
jf W'qi dx = An /; ?n En(w pn) dx

a

b ‘
LR S RN T T R

et nous savons que le terme intégré s'annule. Continuant & intégrer

par parties, on obtient

b b
i ()vnll2 = (-1)" fa (Pr(ln) W F)n ax = (=1)" a1 A, /a w Pn ax,

comme annoncé.



90,11 = Les dérivées des polynSmes orthogonaux par rapport

3 une densité de Rodrigues sont également des polynbmes orthogonaux:

les polyndmes k[’n-—'l =jﬁ 1?1 sont les polyndmes orthogonaux par rapport

a3 1a densité WP , qui egt elle-méme de Rodrigues,

En effet, on a

Brs = [ Py o

[wP(fn 77 - /  (w' B x4 wp x4 wpk ax
/ cpn((o(+p ) % +Pk =1y ax = ==-fa we P, 9x,

et cette intégrale est nulle chaque fois que k < n-1,

It

Te coefficient 1/n est évidemment destiné 3 maintenir le
coefficient de té&te de ‘I,n—‘l égal a 1.
Enfin, la densité w  vérifie
s . 2 % v 1
(wpye . w'p +wpht =~ w! -
wp WP w p

et correspond donc & P* = fs s ol¥*= o+ P'a

10.12 - Norme du polyndme L‘fn_1

La norme des \l’n-»‘] dans la métrique donnée par la densité wP

est

oy,

’ b

fbw 2 dx:lfbw ! dx:-—/w’“andx
a P\Vnﬂ n a P?n‘ifn-ﬂ nJ Pcpn

i

b
Lfwpg °X1fb 2[ B 1) = ax.
a.

Tenant compte de 1'équation différentielle des (sous forme
D (fn

autoadjointe), on obtient

b
2 b'n n {n
oy, 12 - ——nzéw o <" = p_112

Ce résultat admet deux corollaires:
a) Le coefficient [n est nécessairement positif.
b) Par comparaison avec ler résultat obtenu en 10.10, on

obtient, si A;{ est le coefficient de la formule de Rodrigues pour

-1
\f’n-fl s

n ¥y n-1
(=1)" nt A 2 D =) ax

soit .-
P 1

n=1 wnTn
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10,13 - Récurrence relative aux dérivées (pour une densité

de Rodrigues)

Divisons P(f)l:l par @ : on obtient

F‘P;l B (ﬂ’nx * Bn) Pn * Bpaq o

Rn-1 gtant le reste, Pour k<n=-1, on a

0= (Bpr, 2 = (g, N+ B (¢, =)+ ® _., ) =@_,x),

ce qui implique que Rn- est un multiple de S”n_ » On a donc

1 1

ﬁ‘”rql ( dz‘n X+ ‘ﬁn) Pn * fn Pt °

Il nous reste & calculer les coefficients fﬁ'n . @n et Z’ne En

identifiant les coefficients de an dans 1'équation ci-dessusg,

on obtient immédiatement
‘ﬁn =n pz °

A la puissance n, on trouve

ﬂz(nm1)bn+P1n=di’nbn+ .ﬁn= anb +‘Bn’

n
d?ol

ﬁn=n'f51 "Pz by e
Enfin, pour obtenir ‘fng on note que

(Bps &1y - & ", g) + fn(xn_1, #,y) = dtnn g 11° + B 11 ‘fn-1”2

On sait par ailleurs:que - - ¥
(Bpns =71 = n(Py, 40 7 =0 (Y 0¥, y) = 2 LG 1T

Par conséquent,

2 2
Bl 1t Y. 1 I
¢ =_-'.__?i.13.......__(¢7%‘ ..,-——)z—--——(f—ﬁ—-——-—-(o( + (2n+1) B )
n I oo 1 e o 2
‘an‘l 2 -1
Finalement, on obtient la formule
| (e 11°
v — . -r . T —————————————
Bon = mPox+npy - Boo )y, - (&, + (2041) B)) 2 a1

(e .t
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11, LES ' POLYNOMES ORTHOGONAUX TES PLUS COURANTS

Nous allons rapidement énumérer les propriétés essentielles
de tous les polyndmes orthogonaux pour une densité de Rodrigues. On
trouvera de nombreux renseignements complémentaires dans les tables
de fonctions dfAbramowitz et Stegun [ 51 . UNous adoptons systéma=-
tiquement un coefficient de téte égal & 1'unité. Il convient de noter
que ce choix n'est pas nécessairement conforme & la tradition. Clest
pourquoi nous surmonterons le symbole du polyndme d'un accent circon=
flexe.

11,1 = Polynlmes de Jacobi 851)\ 9/“") (Jacobi, 1859)

by
a=%1; b=1T; w=(1-=x) (1+x)f~ s A> =1 /A)"1

Po 3 P2=a1
ox, o= p-h; d1==(/\+}’-)

o]

[}
—

a0
o

t
O

Equation de Rodrigues: ¢ = ;—- DM (1 - x)n’h)‘ (1 + )™
n

n D +Xeps 1)
Cn +Xeps 1)

A = L = (-1)

2n
TT (=(Asp)= )

J=n+1

b =n_~2‘;&.~._
n 2n+)~+/4

Bguation différentielle

8o = n(n +)\+/u.+ 1)

of

+

B' = ()u—-k) - (>\+,,¢+ 2)
(1

) g1+ ((p=X) = (Arps 2)x) g1+ aln +haps 1) ¢ =0

Norme

2 M (nt+ N+ pmet1) +1 n+A n+
g tt B! Eom A ey f-—‘l (1-x) (1+2)™"F ax.

#

Posant

X =2y -1 9 0 €£y< 1 9

on transforme 1'intégrale en

2n + N4+ g4l LE
2 F / o (1-=y)n+>' dy = 220+ M+ pr 1 B+ A +1, n+ u+1)
0

2n+ )+/a-+1 Mo+ A +1) F<n+,‘+1)

=2 I"(2n+>~+/u.+2)

I1 en découle
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2n+ A+ pu 41 Ko+t Mep+1) Clns M+1) Mnepx+1)

nt 2
2n +A+,4-+1 ° r—.2(2n+}\

1y 1° =

Relations de récurrence

Yn = (x+ Bn) ‘fn-‘l + Cn (Fn—Z i

avec

_ %2(n~1)(n+ Arp=1)(n+ A =1) (n4 pr =1)
(2n+h @ =1) (2n+ A + -2)2(2n+ N+ =3)

2 2
B = N - u
n (2n+).+/n.)(2n+).+/u -2)

Récurrence sur les dérivdes

2 ? -
(1 - x7) ¢n =(tﬁn’” fﬁn) o t fn Pr-1

avec
&, = -n
ﬁn - 0 onta +pr
£ - 22 n(n+ A +m) (e ) {(n+r )

n(2n4 hepa1) (204 At p )2

~

11.2 = Polyndmes de Legendre P (Legendre, 1785)

“Les ‘polyndmes. [de: Jacobi. .paﬂziculiers -qui: corkespondent
a /\=/u. = 0 sont appelés polyndmes de Legendre. Classiquement, on
utilise le polyndme
v A
_ (on)t P

Pn” n 2 n
2" (n1)

°

w o= 1 ; a = =1 H b =1

Pormule de Rodrigues: P, = -l—- Dn((‘l—-x)n(1+x)n)
n _
n nt
Ay = (-1) (on)1
b =20
n

Bquation différentielle

Yo = n(n+1)

(1-x2)P]'f1 - 2% Plfl + n(n+1) P, =0

Norme ~ 5 22n+1  (n1 )4

1P 11" = )
n ((2n)1)? (2n4+1)
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Relation de récurrence

. 95 (n=1)2 .
Pp =X P T (an=1)(2ne3) ©

Récurrence sur les ddérivées

2 ~

2y3e _ - n- .
(1-x )Pn = - nxPn + 2n-1°Pn-1

11.3 = Polyndmes de Tchébicheff :T ,(Tchébicheff, 1859)

Les polynbmes de Jacobi corresPondant aux valeurs A=t=%
rk=§;% gont appeléds polyndmes de Tchébicheff., Nous les avons deaa
rencontrés dans le chapitre relatif & 1'interpolation. La définition

usuelle est

avec
Tn(cose) = cos nB .,

w o= -—l—~—§ s a= =1
1T = x

o’
[
s

A -1
Formule de Rodrigues: T = == Dn((‘l'nxz)n 2(1+x

n (n = 1)1
Ay (=1) (2n - 1)1

b =20
n

i

Equation différentielle
¥, = n°
n

(1 - xz) Tﬂ - X Tﬁ +n Tn =0

Norme

2 _ n! 2n (n-1)1 Fz(n+1)

(T 1
n 2n ((2n-1)1)?

Notant que

Mn+t) = (n=%)(n- Z 1{«(%) _ (2n~’l)(in==3)a”2 VT - (gg)g W
2 2°7 nt

on pbtlent
f!T I!

22n~1

Relation de récurrence

Tn =x T Tnag

FNE

ne="T

Récurrence sur les dérivées

- P - A a .
(T - x ) T = =N X T + 3 Tn~1



11.4 = PolynOmes de Laguerre généralisds

200)
n
(Tchébicheff, 1859; Laguerre, 1879)

Pour A= 0, il s'agit des polyndmes de Laguerre classiques, notés Ln .

On utilise souvent les polyndmes

R . n a
L‘...g.:l)._L

n  nf n

a =0 3 b =003 W =X € 9 A =1

™
o}
It
O
T
—
i
-—
>
o
i
O

Formule de Rodrigues : ?n.= i— D
n

T A
An = 2n = (=1)
T 1
J=n+1
b = -n(n+ A)

Equation différentielle

By =

X(P£+(>\+1=-x)<f;l+n(fn=o

Norme

w0 -
1 ?n!!z = nl J[ Xn+k e X ax =n1 [ +)+ 1)
0

Relation de récurrence

Pp=(x-2ns 1)@ =(m=-1@+r-1)¢ ,

Récurrence sur les dérivées

xPf=nbp + n(n +A) -

A

T1.5 = Polyndmes d%Hermite Hn
’ (Tchébicheff, 18593 :Hermite, 1864)

La définition classique est Hn = 2" Hn o

2
a = =00 b =00 w=eX
po=1 H p1=0 H §2=O
O(O=O; a1_=-2
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~ 2 2
Formule de Rodrigues:. Hn = A e* DMe™F )
1 n _=n
Ap = 2n = (=1)" 2
(=2)
J=n+1
b =0
n
Bguation différentielle
¥, =-n(-2) =2n
H" = 2x H' + 2n H = O
n n n
Norme
2.2 o [P -n
llHnll = nt 2 f e ™~ dx = n! 2 - ¥t (Intégrale de Poisson)
= QD
Relations de récurrence
n ” n=-1 2
Hn =X Hne’t T2 Hn—z

Récurrence sur les dérivées

H' = n H
n n=1

12, POLYNOMES ORTHOGONAUX ET TNTECGRATION NUMERIQUE

Le lien entre les polynbmes orthogonaux et 1'intégration
numérique est exprimé par le théordme suivant [3} :

Soit l{{n+1, un polyndme de degré (n+1), dont tous les zéros

est orthogonal &

sont distincts.et contenus dans Ca, b D). Si \Vn+1

tous les polyndmes de degré £ m, 1la formule polynomiale ayant pour

support les (n+1) zéros de ‘l’nﬂ est de degré (n + m + 1),
(Gain de (m+1) unités)

Soit en effet Pn+m+1 un polyn8me de degré (n+m+1). On peut

le diviser par ({fn+1‘ , ce qui donne

Pn+m+1 = an+1 Qm + Rn ?

olt Qm et Rn 0 quotient et reste de la division, sont respectivement
de degrés m et n., Intégrant, on obtient

(e ) = Ty, ., Q) + IR = IR ,

n+m+T

puisque

“"nﬂ’ Qm) =0



Quant au calcul numérique, il donne

T(» =Ty, o) + TR = TR ,

n+m+12
car

I(\Vn+T Qm) = :EE; Hi ‘pn+1(xi) Qm(xi) =0.

zéros
de
Yﬁ+1

Or, une formule polynomiale & (n+1) points est toujours de degré n

n
au moins, donc I(Rn) = I(Rn)9 ce qui acheéve la démonstration.,

13. FORMULES DE GAUSS

Les forthules de Gauss s'obtiennent en prenant pour points

d'intégration les zdéros du polyndme orthogonal y%+1 . Le degré de

ces formules est donc (2n + 1). Les points d'intégration de ces for-

mules sont souvent appelés points de Gauss et les poids Hi correspon-

dants, poids de Gauss.

13.17 = Montrons que les poids de Gauss sont positifs,.

Considérons en effet les fonctiozis L].Z_(x)9 ot L; est le i® polynbme

de Lagrange sur les points de Gauss:

mn
Li(x) - ‘—I.‘T (X = X.)
j=0 (x. - x.)
#1 o

Evidemment, Li(xj) =6 . Comme c'est un polyndme de degré 2n, il

ij
est intégré exactement., Clest, de plus une fonction positive, donc

<1(12) - Y12 n 2
0 I(Li) = I(Li) = 5%% Hj Li(xj) = Hi .

Cette propriété nous permet d'affirmer que, sur un intervalle

borné, les formules de Gauss convergent aussi bien en degré que par

raffinement de 1'intervalle pour w = 1,

13,2 - Optimalité desFformules de Gauss

Les formules de Gauss sont optimales au sens suivant:

a) Leur degré est le plus élevé possible: nous avons vu en

section 9 qu'il n'est pas possible d'excéder le degré (2n + 1).

b) Ce sont les seules formules de degré (2n+1): .-

En effet, nous avons vu ed section 9.% quune formule de
degré (2n .+ 1) doit avoir son‘support,¢el‘qﬁe;ﬁfxfi), soit orthogbnal
a4 tout polynbme de degré n. Mais il n'existe qu'un tel polyndme, c'est

?n+1

41



13,3 - Erreur d'intégration

Le degré étant (2n + 1), on peut, dans la formule générale
de l'erreur, poser

X =x x = X
n+1 o ¥ °°° 7 Tony n ’

ce qui donne

— 2n+2) (2n+2)
AI(f) = I( () _f )

(2n+2)t (pn+1) (2n+2)1 ”(f’nﬂ‘

Y dtant un point de l'intervalle.

13.4 = Calcul direct des poids de Gauss

Le polynbme ?n Li est de degré 2n, donc

ICQ. L) =H ¢ ()
dtautre part, ()
b ' x
e 1) = [ wx) ¢ L= ax
a “(x= -X; ) P

P e (o ad o (2
/awcpn San+ ?n_ﬂ,-k“e =()0(X)H?nl

i

I1 en découle la formule générale

NS
ic (Pn(xl) (pn+'l

Dans le cas ol la densité w est de Rodrigues, cette formule
peut &tre améliorde de manidre & ne plus faire apparaltre que ?n+1 et

4 8tre indépendante du coefficient de téte de ce polynSme. Appliquant

en effet la formule de récurrence aux dérivées a g o OB obtient

Py = (o) ox + () By = Boo, ) ¢, 5
1

R
- (0, + (2ne3) p)) — B — ¢

2 n
't
Aux zéros x; de ?n+1 s 11 vient donc
. 2
1= (o, + (20+3) B,) 1y 11
0 0p) P Pnat) "y 2 7
n

de qui donne

(o, + (2043) B) 11 ¢p
* Blx,) (@2 . (x, )2

n+1
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14, QUELQUES FORMULES D'INTEGRATION DE GAUSS

14.1 - Intégration de Gauss-Legendre (Gauss classique)

a==1 , b=1 , w=1

Points de Gauss: zdros des polyndmes de Legendre

2n+2 4
Poids: Hi = 2 ((n+1;!) N 22 = >
((2n+2)1) (1—xi)(P£+1(xi))
Brreur: I{f) = En 22n+3 f(2n+2)('§) .
avec
, _ (nn? o
n

((2n+2)¥)3 (2n+3)

Pour la formule transformée sur 1l'intervalle

on a
I(f) - 8n h2n+3 f(n+2)(.§) .

Volr tableau 3

(a, b)) de longueur h,

14,2 = Intdgration de Gauss-Tchébicheff

1

7(1-x)

a=-1 , b=1, ws=

Points de Gauss: zéros des polyndmes de Tchébicheff

il

X cos 2kt1) k = 0Oy

k 2n+2

e oo 9 n

(2n+2) !!Tn+1|32
Poids: H

i

i 2, °.2
(1°xi) T%+1(Xi)

I1 est plus aisé de travailler avec les T

(Gk = arcos Xk)

(x) , qui vérifient

n+1
Tn+T(cose) = cos (n+1) & .
I1 vient en effet
'
2 2 T
l!Tn+1ll = /; cos“(n+t) © de = 3
1T = x? = sin2 e.
i i
aT . .
n+l _ d(cos(n+1)6) de _ _ (n41) sin(n+1)e
dx de ® d(cos & ) sine
et
sin(n+1)9i =1,
dfol
sin29
- - G S o (+ , )
;= > e g e = T ous égaux

sin ei (n+1)2a 1
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Erreur (2n+2)
Lrreur L £ (8) _ 2n+3  _(2n+2)

I(f) = p2n+1 ° (2n+2)1 - En° 2 - T (%),
avec T

E

no oAt

Pour un intervalle de longueur h, la formule transformée donne une

erreur
T(f) = gﬁ [, 20+3 35.(2n+2)(._g ).

Voir tableau 4

14.3 - Intégration de Gauss-lLaguerre
-X

a=20 s b=co0, w=c¢

Points de Gauss: zéros des polyndmes de Laguerre.

POidS: - _ ((n+1)!)2
. — Av 2
Xi (Ln+1(xi))
Erreur:
_— (2n+2)
1(e) = L) | (mmn? - g 223
avec . ((n+1)!)2

n  (2n+2)1

Voir tableau 5

14.4 - Intégration de CGauss=-Hermite

a==-00, b=0w , w=e

Pointsg de Gauss: zéros des polynbmes d'Hermite.,

Poids: _ gj?(n+T)! ¥
i " “v
B (%)
Erreur :

1e) = £ 22 (g)y

avec

_ (ne)y VT

g =
n o o)

Voir tableau 6
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15, = CONVERGENCE EN DEGRE DES FORMULES DE TAGUERRE ET HERMITE

Les formules de Laguerre et Hermite ayant trait & des inter-

valles non bornés, on ne peut leur appliquer la démdstration fondde
sur le théoreme de Weierstrass. Cependant, on peut démonter la conver-
gence en degré de ces formules moyennant des hypothéses raisonnables,
en se fondant sur cerains théorémes d'appromimation sur C 0, o ( ou
J=o, +00( que nous allons établir. Ces développements, quelque peu

techniques, peuvent &tre passés en premidre lecture.

1517 = Temme T C 17 3 - Soit N un entier positif, et soit

P(x) un polynSme donné., Tl existe des polyndmes P, tels que

- O x2 -=1\Io(x2
pm(x) e —> P(x) e . o > 0 quelcongue.
:)-OO,MC
La démonstration de ce lemme se fait en trois étapes:

a) Soit d'abord P (x) = 1 et soit N = 2 ¢ il faut montrer

que 5 o
- X =
pm(x) = X = e 26 x o
On remargue simplement que, pour X = o<x2 9
K=1 k hod k
= sup { e—-ZX - eaX Z -g-:)l-i—z— | = sup e XIZ (“)13 !
Xe(,00( k=0 ’ Xe(C0,w( k=K :

et, en utilisant la majoration du reste des séries alterndes,

=X 1 k K e .1
E'I"{TX= ~

sup
Xe(Co,e(

par la formule de Stirling.

b) Toujours pour PO = 1, on peut falire une récurrence sur H :

vu a), il existe des polyndmes Py tels que

Y2 - o (N+1) x
pm(x) e > e
Or, , ) o
ol 2 wi(NM) %2 %2 %y 4P
2 2 2 2
e = e = e (=] °

Supposgant la proposition vraie jusqu'a la valeur N, il existe des

polyndmes 4, tels que

X 2 o 2
-1—2=X “"Z“N X
q (x) e _— e
n
.-)"“;‘fw(:
et, dés lors, > 5
- o " - of (N+1
p (1) q (x) o” %% =p o ¥V,

-2, 20
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¢) Dans le cas d'un polyndme guelconque, on effectue la

décomposition - o=t >
-No % o
P(x) e = (P(x) e ) e o
Alors, Q2
sup 1P(x) e I €M borné,
DEL

et, pour &0 donné d'avance, il existe un polyndme P tel que

X 2 2N =1 2
_ 2 2 | < £
sup ' pm(x) e - e ST 5
J-w,00 (
ce qui entraine
-=-o(x2 - NO(X2
sup 1P(x) pm(x) e - P(x) e 1<&

D.sac,eo

15,2 = Lemme 2 = Soit N un entier positif, et soit P(x) un

polyndme donné, Il existe des polyndmes 1 tels que

o, (x) e~ %X => p(x) o ~Nax , o> 0 quelconque
Co,C

I1 suffit en effet de paraphraser ladémonstration ci-dessus en rempla-

2
gant x~ par X.

15.3 = Premier théoréme d'approximation L 17 ] - Toute
fonction £ € C2( D=w, 20( ) telle que

lim f(x) =0
x| —>
est limite uniforme dans R d'expressions de la forme
no(xz
e Pm(x) 9

P, dégsignant un polyndme, & >0 arbitraire.

En effet, l'ensemble de R2 défini par
2 2
a O -
k=14 ("%, xe"%"), xer} v {o}
2 ¢y
est un compact de R” (*) dont les points X sont en correspondance

biunivoque avec R, La fonction

(*) Soit {(e..,o(xmg X eedxrfi) ! une suite de points de K. Si la suite
{xm} estebornée, on peut en gxtraire une sous-suite convergente{xm.}

et e *¥pr —s . e~ Xy —m o 8i la suite {xm}n'est pas bornde,
on pegt en extraire une soug-suite qul tend vers +e0 ou -
e ¥ Fpr— . e” ¥t — 0, au total, toute suite de K a un

point d'amcumulation, donc K est compact (Théoréme de Bolzano-Weierstrass).

, et



f(Xz/X1) si X £0 47

(X)) =
(,0 0 si X =0

est continue sur K. Dés lors, par le théoréme de Weierstrass, il existe
des polyndmes pm(X) qui convergent uniformément vers ¢(X) sur K, et on
peut méme imposer que pm(O) = 0, Ceci revient & dire que

2 2
D, (e, x ™M) = £(x)
m

R

et le théoréme en découle, vu le lemme 1,

15.4 - Second théoréme d'approximation [ 17 ]

Toute fonction £&€ C°(L 0, ) telle que

lim f(x) =0
X a0

est limite uniforme sur ( 0,90 ( d'expressions de la forme

- X

€ Pm(x) 9
P étant un polynfme, &> 0 arbitraire.
En effet, pour y = " XF , posons
0 s1iy=20

(y) =
P £( 22T ) g5 yedo, 1D .

Cette fonction est continue dans (0, 1D , donc, par le théordme de
Weierstrass, il existe des polynbmes pm(y) qui convergent uniformément
vers @(y) dans (o, 1) , et on peut méme imposer que pm(y) = 0. Ceci
revient & dire que
pm(e"dx) = f(x) ,
Co,e(

d'ol le théoréme, par le lemme 2.

15.5 -~ Nous somme & présent en mesure de démontrer le théordme

sulvant: Soit £ une fonction continue sur ] Co,aoc et telle que
J=00, +0(
1lim "X f(x) =0
P OO
* o 2 0 € &< 1
lim e f(x) =0

fx| —dco

Alors, les intégrales numériques de degré croissant par la formule de

0 =X
%’-Zﬁgz—%— ; convergent vers jO e ” f(x) ax
jgermice roo 2

/ e * f(x) dx
- O

I1 suffit en effet de choisir un polyndme P, tel que



sup 1e”% %P (x) = " *F £(x)1 1 =% ¢
m 2
C 09°°(.
o 2 o 2 1 =& &
sup te” %% Pm(x) - e " F () ‘fé;“— 3
J-oo 9°°C

car,, alors, pour toute formule de degré m au moins,

1IT(£) - T(E)H1

1T(f - Pm) - I(f - Pm) + I(Pm) - I(Pm)l

S H1I(f = Pm)l + 1I(f = Pm)!o

") ad '(1”0‘)}{ é
o, [T Ox o x (o p gy axel=® [ @ x €7
0 " 2 %
[I(£-P )'S +92 2 2 o0 2
(1= - - & (]
n / e (1-of )x je *x (£-P_)fax< V == —-/ e (1= )x dx<-é=
m T 2 =2
= O - o0
et

- - - ~ ‘d
SH %% Jem *Fi(r-p g mES g ¥ < &
1 i m 2 i 2

~ 2 2 , 2
ITE-P NS sy (oKX =X ey of 12X E Sy &% g &
;1 m m 2 PR 2
car
T(e®%) = 1(e*™) -AT(e®™) & T(eX™)= T )

~ 2 2 2 2
TE®E ) T1(® ) AT(e®%F ) £ 1(e®% )= ¥ 1

l

1=-of
puisque l'erreur d'intégration est de la forme .
ATI(F) = § F(Zn*z)(f{) , €,>0
‘ ' - ’ oA x axz
et que les dérivées paires de e et e sont toutes positiwes,

15,5 = On peubt étendre ce résultat de convergence aux

fonctions caractéristigues de semi-intervalles éC:C dC‘ , avec
9

c et d finis. Pour cela, on considére les fonctions continues @, et
Wﬁ définies en section 7.5, et on note que ces fonctions satisfont
aux exigences du théoréme ci-dessus. Cela étant, la démonstration
est la méme quien 7.5.
15.6 = Partant de 1a et paraphrasant les démonstration de la
section 7, on peut généraliser le théoréme de convergence aux fonctions

dtagdes, puls aux fonciions 3 support compact, intégrables au sens de

Riemann.
15,7 = Voici encore un résultat plus général: Seit £ une

fonction telle que

- Xy

lim: sup le ft =0
e e 0 ®x<1
lim sup le f1 =0

Ixl ~»w0
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et telle que les fonctions tronquées

fy(x) = ¢ éc o, u(

fy(x) =1 5'(: -N, NC

soient, pour tout N fini., intégrables au sens de Riemann, Alors,

leg intderales numériques de (Laguerre E de T convergent en degré.

Hermite

Pixons € 0, Par hypothése, on peut trouver une valeur NO de N

telle que
-y €
sup le X £y < (1—“)2
x;NO
2
sup leeaxfls l%i ..% 3
lxli;NO

ce qui implique, guel gue soit le degré de la formule,
(1-a) £ /we'“‘a)x ax €= 7
- N .

4 4
o ' o -
lI(f-fNo)ls % £, / (1= R)2 < £
TC 8 o . e . . \ 4
N
(o]
et
E Oy o &€
- X — -
. (1 >4 I(e™) & 7
YI(f-—fNO)!$ T --e--'f(edxz)< € o
T 8 T4
On en déduit _. ... . -
P~ £
AT(f- - F(fa < £
| AI(f fNO)IsII(f fNO)I + 1I(f fNO)Is > o

Par ailleurs; fN est & support compact et intégrable au
sens de Riemann.. Il exist® donc un certain degré & partir duquel
les formules d'intéBration numérique vérifient

£
IAI(fNO)I S 5.

Mais alors,

LAT(E)T < IAI(fN IS lAI(f-—fN Ji<sg .
! Q (o]




16. FORMULES DE TOBATTO

16.1 = Sur l'intervalle de référence ( -1, +1 ), considérons

1'intégrale particuliére

L(f) = 1( L),
avec

B(x) =1 = %2 .
On peut construire une suite de polyndmes orthogonaux wgg.,., Whg.aa
pour cette intégrale de densité w . Soit alors P2n—1”un polyndme . de
degré (2n-1). divisons-le par \Fn-1 3 11 vient, en notant les degrés
en indices,

P2n~1 = Yﬁ-T Qn-2 + Rn ?

ce qui entraine
I(P,y) = IC Y . )+ I(R) =I[R) ,

en vertu des propriétés d'orthogonalité de \Vn_1o Pour intégrer
numériquement Rn, il suffit de (n+1) points disposés de manidre
quelconque. Le résultat de 1l'intégration numérique,

~ ~

I<P2n—1) = I ‘Fn—T anz) * I(Rn) ’
sera donc exact si

~N

1 q/n—1 anz) =0
quel que soilt Qn—2° Or, ceci est réalisé si 1l'on choisit le support

constituds

- des deux extrémités de 1l'intervalle, ob f= 0

-~ des (n-~1) zéros de\yn

-1

Les formules ainsi construites portent le nom de formules
de Lobatto. Bien que ne garantissant que le degré (2n-1) pour (n+1)
points, elles sont parfois plus performantes que les formules de Gauss

dans les problémes & plusieurs dimensions f 3, 47 .

1602 - I1 est alsé de montrer que les poids de Lobatto sont

positifs, Pour i = 1,..., (n=-1), d'abord, on remarque que la fonction

2
(x-x.)
P.(x) = x) 1—r _d
i (x,) X 2
i J:’] (X.“X.)
#i o
est positive, et de degré 2 + 2(n - 2) = 2n - 2, Elle s'annule en
tous les points du support, & l'exception de %, ol elle vaut 1l'unité.

Par conséquent,

~
0 <I(Fi) = I(Fi) =Hi .

50
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Pour les points Xo=-1 et X, = +1 , on tient le méme raisonnement avec

les polyndmes

PG = 1:2?& i«‘l (x) ot T () = '1'72;}2 \Przm(")“

16.3 = Erreur d'intégration

Conformément & la théorie g8nérale, on peut choisir les points
X = X o e X = X
n+2 1 2°°°% Ton n=1 °?

ce qui conduit & la fonction négative

e ry g2 2 a2
TTén(X) = (=" = 1) qrn—1 =" P\Vn—1 °

I1 en découle l'expression suivante de 1l'erreur:

£(20) g

AT() = - 5y I(F“yli-q)

16.4 = Poids de Lobatto

a) Pour i = 1,000, (n=1), calculons 1l'intégrale de la fonction

¥inq )
P, (x) = P(x) %ﬂm ‘{I=2(X) o
Comme
?£~1(X) =2
=X, = 4 4+ o000 9
i
on a

I(e,) = I(pxn“’g Yooo) = I(P\{/i_z) .

La fonction Fi étant un polyndme de degré (2n-2), son intégrale numé-

rique est exacte:
TE;) = T(y) = Hy Blx;) gp_q0c) Yy p (x50

On en déduit

I(p ‘|’i-2>

H, = ,
: HERETMRICRINCY

b) Pour i=0, on a

I((1—x)\y§_,‘) = I((1~x)‘y§_1) =2 Ho‘f’rzl—1(“”)

soit

(=Y 2 )

292 (=1)

o}
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c) De la méme fagon, pour i = n ,

L2 ) = (a2 ) =2 g2 (1)

ot (1) ¢ )

2
2\{’11»1 )

16.5 = Cas d'une densité de Rodrigues

H =
n

Comme on sait, lorsque w est une densité de Rodigues, les
polyndmes \lfn-ﬂ ne sont autres que
U
Vo1 = 7 Pn ’

ol les (pn gsont les polyndmes orthogonaux pour w, La densité est

nécessairement de la forme

w(x) = ¢ (1=x)* (14x)* A L
et
AaCA o) NE@EY TR
(fn =Py F 9 qfnaT = pn-=1'+ )‘-+ 0

On peut alors transformer la formule donnant les poids de
Lobatto pour i= 1,..., (n=1) en partant de.la relation de récurrence
aux dérivées
v - . .
PYn-1 = (hy_q = +ﬁn~1) Yalt + Cpoq Yamo

o £ ’ - ~
ul, aux zéros x. de se réduit a
auts i ‘yn—ﬂ

BY a1 (x;) = T:n-1 Voo (%75

ce qul donne

(yZ)

2
‘gn—’l V-2 (xs)

H, =
i

avec
4(n-1) (n+A +pk +1) (n+ A ) (nape )
(2n+ A +}L~;-1)(2n+)\ + )2

€ -1 =fn_a1(l\+1,’L+1) =

n

On obtient ainsi des expressions des poids indépendantes des coeffi-
cients de t8te des Yn'

I1 est également pogsible, et souvent préférable, de tout

exprimer en fonction des polynbmes (fna Tout d'abord, on sait que

Iy ,,) = 52—4 e r®

ce qui donne pour l'erreur d'intégration
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(2n)
AI&)=-—f(a£f) Ign TNk

Pour obtenir les poids H, , i = 1Ty0eey(n=1), considérons la

fonction '

Comme v'
n
Tewe—— = e 1] X +eoveg
KXeX. T
i
on a directement

1) =-nI(g ¥ =-n1tgn°.

Liintégrale numérique de cette Ffonction vaut
"~
1"
() =H Blx)en(x) ¢ (x) .

Or, 1'équation différentielle régissant les ?n g¥écrit

Bpn + (o4 B = =8, Py

et, aux zéros x, de ¢! , elle se réduit a
i n

BPnCr) = = ¥ Pulxy)

On a donc
Tr,) = - p, 1 Qo).

Comme la fonction P, est un polyndme de degré (2n), 1'intégrale
numérique est entachde d'une erreur que l'on peut calciiler: puisque

Fi(x) I coe g

on a

Fézn)(x) = -n (2n)1

et .
n 2
AT(F) =—= L@ 117 .
Dés lors, l'équation
o
I(F,) = I(F;) + I(F;)

conduit, aprés remplacement par les valeurs explicites, &

Kn

n(1+ ) 1 e 1

¥ PaCy)

Pour trouver H0 , considérons la fonction

Polx) = () @)
qui est de ha forme
FO - n(pn( (Pn + Pn—‘l‘)

et a donc pour intégrale



2
I(F) =nli@ t1° .
Son intégrale numérique vaut par ailleurs
~
U — ()
I®) =~-2H ¢ (-1) @2(-1) .
On peut éliminer la dérivée & partir de 1'équation différentielle

Bon + (d+p) el =-y ¢

dont, en x = =1, le premier terme disparalt. Il vient

\ ¥n Pnl-T)
(fn(_1) =" dz -nd1. + 2

et 2
Yoy . olo¥nfalD
o) oLo - Dt1 + 2
Comme
F (x)=nx2n+oooa 9
o
on a
{2 0 (2n)1
o
et X
n 2
AI(FO) = - n2 H(fni! o

~
TIdentifiant I(FO) et I(FO) + ATI(F,), on obtient

n(1 + ln}-;- ) (o(o -0+ 2)11 (gnn2 n(t+ ii'-é—)(,m'r)n (pnng
H = o=

2y, $2(-1) 8, 92(-1)

Enfin, Hn se calcule en intégrant la fonction
. ¢
Fn(x) = (x+1) ¢, 0.

qui a pour intégrale

2
I(F) =n 11y 11°,

et, pour intégrale numérique,
~
- ¢
@) =28 ¢ (1)¢:(1) .

On peut encore éliminer ‘-Ff"’l(‘l) par la relation

Yu Pl

(?rvl(” =" o+, -2 °

ce qui donne

2
~ 2 H (1)

T+, -2 °
fo} 1

Enfin, "
n 2
AI(Fn) = B (fn!l s

et on trouve finalement



n(1 + é’-lf,‘_f-)(e— o~ At ((nll2 n(1 + %)( A+1)11 ‘Pnlfz
H = = = =

2 8, (1) F, )

On notera que, si la densité est symétrique, Aip-et

' + . .
(Pn('l) = e (Pn(—1) s S bien que HO Hn °

16.6 = Pormule de TLobatto classigue

C'est celle qui correspond & une densité unitaire. On a donc

A =f'= 0

Xn = n(n+1)
. ig _ 2n+1
n2 T oon °

Les polyndmes orthogonaux Qn sont ceux de Legendre, On sait que

2 22yt

!!E 1" =
n ((2n)1)2(2n+1)

ce qui permet de calculer

_ 228 (n1)* 2
- — [+] 62
n(n+1)Pn(Xi)

+ (2n!)2

pour i = 0, ... , N, Pour HO et Hn’ on peut calculer a priori Pn(i1)

de la fagon suivante:

~ n
n 2.1 k _k 2 n=k 2.1n=1
A P =D ((1-x ) kE_O'. c, D (1-x") D7 " (1-x")

i

0 - 21 x DY (1-x2)>" 1) - 2 cfl D22 ((1-x2)*" Ny

+
et, en x = =%

S+ - n +
AP (=) =+ (-1)"2ma P .(=1) .
Comme -
A P =1,
oo
on a " a 0
P (1) ; 2 nt ("‘1) = 2 (n!)
- A -7 (2n)1
n
et 2
Ho - Hn - nan(n+1)
L'erreur d'intégration est donnée par
2n+1 ,(2n)
I(f) =-€, 2 £ () ,
avec £ = n+1 Ln!)4

n n(2n+1) (2n!)3 °
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Ta formule adaptée & un intervalle de longueur h conduit a
une erreur

I(f) - - en 1’12n+1 f(zn)(-g)

Voir tableau 7

17. PARTTE PRINCIPALE DE L'ERREUR POUR w = 1 SUR UN INTERVALLE.
BORNE

Lorsque 1l'intervalle dfintégration a une lopgueur h petite,
les puissances successives de h vont en décroissant. Il est alors
intéressant de développer lferreur d'intégration en puissances de h.

Supposong £ € ¢3((C a, b)) et développons cette fonction en série

limitée de puissances autour du centre ¢ de 1'intervalle:

£f(x) = £(e) + (x=c)f'(c) + b—‘-g—c—)—z— f9(c) + coe + E&?—)E :E‘(q)(x%"')°

En intégrant, on obtient
um=fmmm>+w@n@w>+w@né%ﬂ§+“,+uﬁﬁﬁfmhﬂn
De méme, 1'intégrale numérique se développe en

T(e) = £(0)T(1) + £1(c)T(x-0) + f"(c)fciggﬁlf) S oaee t fciﬁé%qu(Q)(x%)>

et, par différence, on obtlent
AI(f) f(C) AI(1) + fv<C) AI(X“'C) + f"(c) AI((Y’Z'C) )
+AI(L§?9— £ () (xx))

Deo

Les termes jusqu'ia 1l'ordre (g-1) se raménent avec profit & 1l'intervalle

de référence ( =1, +1 ) par la transformation
n
X =c+3 E,

ce qui donne

k a k
(x~c) Dk z ok
ardERly - Ay =y,
en introduisant la notation
k
1 3
8 = St 13

Quant au dernier terme, il est majoré par
q+1 'f(q)‘

vo h sup
d Caubj

avec

-

o 2,134 ~ 1214
= (=) + I(—~—
¥q ( ql ) ( q! )
On obtient ainsi



ATI(E) = ¥h flc) + 51h2 fr(e) + ouo + ¥q-1 n¢ f(q—T)(c)-r Sq s

avec

°

° hQ+1 sup lf(q)!

d Ca, )

Cela étant, la partie principale de 1'erreur est le premier

I 6q|<3'

terme non nul du développement de 1'erreur. Pour une formule de degré

p, on a par définition Yo = % = e = Bb = 0, d'ol
_ p+2 o (p+1) p+3 o (p+2)
BI(E) = ¥ a0 F (e + Yo~ 1T (e) + oo

et la partie principale de l'erreur est

- p+2 . (p+1)
AIprinc(f) - 3%+1 h £ () .

Le cas courant des formules symétriques mérite une certaine

attention. En effet, pour ces formules, on a, pour k impair,

=) =0 (7)) =0,

ce qui entrafne la nullité de tous les Y d'ordre impair. Ceci implique

en particulier qu'une formule symétrigue est toujours de degré impair,

en accord avec les résultats de la section 4. Son erreur est de la

forme

A1() =y, ne (P y o You3 nPt4 e (P43 L,

p+1
. 4
En particulier, la partie principale de 1'erreur est exacte & o(nP*)

. \ s . 2
prés, clegst-a-dire avec une erreur relative o(h™).

18. EXTRAPOLATION DE RICHARDSON

Soit & calculer l'intégrale de £ sur Ca, b ), On subdivise
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l'intervalle en N sous-intervalles de longueur h = (b-a)/N et de centres

respectifs Cys =oo 5 Cpo En utilisant dans le sous-intervalle n® k une

formule de .degré p, on a
_ p+2 . (p+1) p+4 _(p+2)
AT (f) = ¥ps1 h f (e ) + ¥pe3 h f (e ) + oo

et, pour l'intervalle complet,
N N
_ p+2 (p+1) p+4 (p+3)
AT(f) = Y part E§1f (c,) + Ype3? £§1f (e ) + «oe

Le sommes effectuédes sur les centres des sous-intervalles peuvent
8tre considérées comme le calcul d'une intégrale par la formule des
rectangles, qui est une formule symétrique de degré 1. Notant E% les

nombres N de cette dermiére formule, on a, pouk toube fonction ¢,
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L(¢) = b ¢lc ) + }2 h3<,0"(ck) + 6;4 n’ ?Iv(ck) + oee

d'ou
= .3 - . 5., IV,
I(¢)=h'%?um)+ hh%@%%}+ CYPEE (o) + e
On peut en déduire le systéme lindaire
_ P2 < (p+1) Pl (D43 p+6_.(p+5
AI(f)—zb+1h :%f 2ck)+5b+3h_ %%T 2ck>+5b+5h =t Qck)+.,°

k

hp+gsf(p+5z

A C. V¥aae

hp+1I(f(p+1))=hp+%;f(p+1zck)4;-hp+4jif(p+3)(c )+ 3 .
k

hp+31(f(p+3))= hp+42f(p+3)(c ) + XZ p+6 f(P+52ck) 4

55 0006006000 O0OEGDODHHOEOOOHOODOO OO GO0 O

qui, par élimination des sommes, donne, en supposant flqu*z s q pair,

WP (@3)y o, pqhql(f(q))+ o(nd*?y |

Cecl peut aussi s'écrire

_ p+1 (p+1) 2, (p+3) q+2
I(f) = I(f) +h (pIH4I(f ) +-@@+3h I(f ) + eo.) + 01
ou encore,

oh )= p+1 p+3 q q+2
I(f:h)= I(f)+ap+1h +ap+3h +a.o+aqh +0(h )

les coefficients I dépendant de la formule utilisée et de la fonction,
mais non de h, Il est clair qu'a la limite, I(f;0) = I(f). Ceci suggére

une procédure d'extrapolation. Partant d'abord de deux calculs avec des

valeurs différentes de h, h h2, on écrira

1

— ° ~Nt p+1
I, = I(f,h1) v I(f) + 841 hy

- . ~ p+1
12 = I(f,h2) x I(F) + ap+1 h2 .

Par différence, on obtient

_ p+1 p+1
I, - I= p+1(h =hyt )
ce qui permet d'écrire, & partir de la premiére relation,
- D+1 -
(I,-I,)ny (1,-1,)
I(f)xI, = ———5f—— = I - \
1 p+1 p+1 1 h
Wl n : 2 yp+l
1 2 1= (=)
h1

soit

I,)

h
2 \p+1
(1,- (2% 1,

2 )p+1 1
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Ceci permet d'ailleurs d'évaluer l'erreur d'intégration de I1 ou 12
(Régle de RUNGE) :

+1
(n,/n,)P

(1, - 1,)

AT I(f) - I,
2 2T 1 - (mym P

12 = I1

p+1
1 - (hz/h1)

AI,' I(f) —112

Quelle est l'erreur résiduelle? Comme

~ p+1 p+3
I1~ T(f) + ap+1h1 + ap+3h1

~ p+1 p+3
I2~ I(f) + ap+1h2 + ap+3h2 s

la valeur extrapolée I} vérifie

7! - L (1. = (hz/h1)p+111)

1 p+172
17 - (h2/h1)

, 2
T = (hz/h1)

. p+1
1 (hg/h1)

= I(f) - a N

p+3 p+1
e 3h1 mQAH)

c'est-a~dire que 1l'on a gagné deux degrds et deux erdres de h, pulsque

ap+1 (et, donc f(p+1)) n'intervient plus.

A titre d'exemple, examinons ce que devient la formule des

trapézes dans ce processus, lorsque hg/h1 = %+ . Au départ, on calcule

Q) -

Avec des intervalles deux foisg plus petits,

Iq(f) = (h/2) (fo + f

Iz(f) = (h/4) (fo + 2 f, + f2) .

1

Par l'extrapolation, on obtient

I)(8) = =7y (I, E) = (1/8) I,(8))

i

(4/3)  (a/a)(e, + 2 1

il

g+ E,) = (n/8) (£ + £)))
(h/6) (£, + 4 £, +1,) ,

c'est-a-dire la formule de Simpson qui est, en effet, de degré 3,

19, METHODES A TA ROMBERG
Considérons une formule de degré 1, symétrique, & poids positifs.

On a

I(f3h) = I(f) + a2h2 + a4h4 Toeee

I1 est tentant, & partir d'un certain nombre (m+1) de valeurs calculdes
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pour différentes valeurs de h, d'extrapoler sous la forme d'un polyndme

d'interpolation en.hza Ayvant deux valeurs h1 et h2 conduisant & I1 et 129

on peut calculer une extrapolation
1 I = (/m) I

I1 =

2
1= (hy/h,)
1 m N
Ayant donc 119 soe 3 Im+1 , on  meut former de la sorte I1,a°°,Ij@ De 1z,

les extrapolations sur trois valeurs de h2 g'obtiennent par la formule
d'Aitken:

2 2
(0O=hs NI, 2.2 - (0-n5)I,, 2 2
12 - T2 n2 p2 3y . 14277 (hy by ) 17 (hy 005 ,5)
179412442 2 2
hS - he
i i4+2
solt 2 _1 2 1 1 2 1
2 M Tigg "By Iy Ty = (b p/h)" Ty
i = P 2 - 2
By =iy T by plhy)
.. 0 . 3 2 .2 2
Plus généralement, l'interpolation Ii sur hi, hi+19 oae g hi+j

se calcule par

T 5 31
e L5 41 (hy,4/By)7 I

1= (hi+j/hi)2

On peut donc former un tableau d'approximations successives

11 1
12 11
1 2
i, I, I,
1 2 3
14 I3 12 11
° 1.2 .3 °n-1
n In—? nm2 nma -2 3 I1

d'autant meilleures gue l'on est plus bas et plus a droite dand le ta-
bleau. L'application de ce schéma & la;formule des trapézes, avec

hi/hi+1 = 2 porte le nom de méthode de Romberg

Examinons 1'ordre de grandeur de l'erreur en supposant, pour

la simplicité, f € ¢*° . Ii est la valeur obftenue par extrapolation entre

2 h2 h2 0 3
n? Dppqs see B o erreur est dogic, en posant F(f) = I(f;h),

T(f) = I® = (0-b2)... (0-h2 (2 2
(£) 0 ( hn) (o hn+m)F'(hn9,,°9hn+m,O)

me4, 2 2 2 2
-1 a0
LD PP L Te A )

1



2
m#, 2 2 DR ( E9) 2 2

[

m#, 2 2 2
(=1) th cee h o (a2m + (m+1) Bomep B F oo ) .

2m+2 )

BElle est donc au pire O(h o Dans le cas ou la fonction & intégrer

est un polynbme de degré r < 2m, 1l'erreur s'annule, puisque
(k)
8y = P TE)

s'annule pour k »>r. Ainsi, les.approximations de la diagonale finissent

par &tre exactes pour tout polynbme donné.
Que dire du signe des poids? Nous allons montrer que si le

calcul de I . reprend tous les p01nts de. I1 chacun & la méme place

dans les sous-lntervalles, les poids des I _sont tous pos:Ltlfsu

Cette circonstance se prodult dans la méthode de Romberg,
car chaque sous-intervalle servant au calcul de Ii contient exactement

deux sous~intervalles de Ii+1 (fig. 10).
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Si 1%on veut utiliser la formule des rectangles, ce qui présente

l'avantage d'une formule ouvebte, permettant de trgiter certaines sin-
gularités ou indéterminations aux extrémitéds de l'intervalle, il
convient de diviser les sous-intervalles en trois parties (h,]/h2 = 3),
comme 1'illustre la fig. 11. _

Démontrons donc notre assertion relative aux poids. Les poids
des Ii’ tout d"abordﬂ sont positifs par hypothdse. Montrons donc que
si les poids des I§=| sont positifs, il en est de méme de ceux des I

(récurrence sur les colonnes du tableau). Tout repose sur la formule

me=t 2 n
m In+1 - (b n+m/hn) n

n 2
1= (hn+m/hn)

Pour les points du support de 12:1 non repris dans le support de 12"1
m=

c'est évident, car seule intervient I 419 a4 poids positifs. Pour les

autres points, la contribution de T est de la forme K h s celle
n+1 n+1
m=1

de I~ étant alors K b . Il en résulte, pour (hn+1/hn) constant,

la valeur sulvante du poids:

B (b n+m/hn) by h - (

(hn+m/hn) T (

h - (n /h ) nh
>K 1141 n-+ gm no_ 0
1= (0 /b))

2m
n+1/h ) n

/h )2m

X

n+1

n+1



Nous avons donc obtenu le résultat suilvant: la méthode des

extrapolations successives, obtenuesg & partir

de la formule des Lrapézes, de la formule des rechtanglies,

avec hn/hn+1 = 2 avec hn/hn+1 = 3

donne sur la diagonale du tableau des valeurs pouvant &tre considérées

comme obtenues par des formules de degrés croissant & 1'infini et &

poids positifs: il v a donc convergence pour toute fonction continue

et méme pour toute fonction intégrable au sens de Riemann.

En pratique, on se limite souvent & construire quelques colon-

nes du tableau, soit les Iﬁ s, m < ko Alors, les IE sont des intégrales

approchées par des formules & poids positifs sur des sous-intervalles

. . . N 2k+2 .
décroissants, ce qui assure la convergence a 1l'ordre O(h ) si la

fonction est régulidre et méme, en général, la convergencéd (mais sans

garantie d'ordre) pour toute fonction intdgrable au sens de Riemann.

20. INTERPOLATION DES FONCTIONS FORTEMENT OSCILLANTES

I1 arrive parfois que 1l'on alt & intégrer des fonctions qui
oscillent rapidement. L'exemple caractéristique est le calcul des

coefficients de Fourier d'ordre élevé

1 21 1 271
a, == j; £(e) cos ne de bn = j;<\‘f(9) sin ne de

Dans ce cas, les méthodes classiques ne peuvent &tre appliquées
directement. Supposens par exemple gue 1l'on utilise une formule de
degré p, sur un découpage de 1l'intervalle )0, 2m C en sous-inter-

valles de longueur h. Pour une fonction g, on a alors
1(e) = x P! (P (3,

le coefficient K dépendant de la formule utilisde. Mais la dérivée

,

d'ordre (p+1) crolt rapidement avec l'ordre de 1'harmonique considéré:

. p+1 _
Dp+1(f elne) - Ck (in)p+1 k Dkf - O(np+1).
Eé% p+1

Dés lors, lorsque n crolt, la précision d'intégration se détériore

trés vite.

Pour contourner cette difficulté, il faut interpoler f seu-

lement. Imaginons que l'on utilise une interpolation linéaire par

morceaux, Dans ce cas, on aura, dang un sous-intervalle. [ Gk’ 9k+1 )]
e - 8 6 - 8
1~ k41 k
£06) = g =5 £(8) + g5~ £48,)

k+1 k k+1 kOt
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et
o, .. (e, ) + £, ,)
. ‘J/ ,k+1f(9) a6 = k k+1 (6
Gk :

e, )

2 k+1 = “k

- f(@k)sin n@k)

e
et 1 .
{g f(8) cos ne 46 = n(f(ek+1) sin n@k+1
k

e ~d
-1/ 7 Fi(e) sin ne ae

o
1 . .
= ﬂ(f(ek+1)Sln'E?k+1‘ f(@k)s1n n@k)
+ - f(gk+1)—f(ek) {(cos ne - cos ne. )
2 e =8 k+1 k
n k+1 "k

e
/ k+1,, 1
A £(0) sin n6 d6 = = E(f(@k+1)cos ne

. - f(@k)cos n@k)

0 c+1° k+1
f(ek+1)“f(@k)

Ori1”

(sin ne - sin n@k)

1
T2 k+1
n
Btant donné une subdivision de 1’intervalle§,0,2?t2 en

N sous-intervalles ]909 @1(; }G%, QEC,Q,.,]GN_1, GNC’ avec 8, = 0

et eN = 2% , 6n peut sommer sur ces sous-intervalles en distinguant
éventuellement les valeurs & droite et & gauche des ek, ce qui permet

de traiter les fonctions présentant des sauts. Dans ce cag, on a

a, = 0(1/n) . b = o(1/n) .

Lorsque la fonction f est continue, avec £(0)=f(2n ), les termes en

(1/n) se compensent et

e, = 001/2°) , b =o(i/m?),

e
gi bien que la série calculée converfe uniformément verg f . Tout

dépend donc de l'erreur d'interpolation entre £ et t.

Les critéres de convergence sont:

M 2n
- Convergence dans 12 . (2a§ + :E:(ai + bi)) — ‘[ %? ae,
n="1 0
avec
27 N=1 © - 8
~2 k41 k 2 2
j; £° de = E%% 3 (£ (ek) + f(@k)f(ek+1) + F (ek+1))

- Qonvergence éventuelle des dérivées:

2
i o Net (£8, ) - £(8.))
Z‘(ai+bi)-‘—-b-f Fila0 = S R
I)_::1 O k=o k+1 k

I1 est donc aisé de mesurer l'erreur de troncature de la série.
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Par ailleurs, on peut mesurer l'erreur en norme de 1'interpola-

tion 1T AL 5 = e - 11 , comme suit., On suppose le découpage en
L L

sous-intervalles réalisé de fagon que pour tout k,

/ Okt )
2 4o

9
Gk

ce qui suppose que tout saut ou tout point anguleux soit situé & une .
frontietre de sous-intervalle. Alors, dans chaque sous-intervalle, Af
est une fonction nulle aux deux extrémités et admet donc un développe-

ment en série de sinus: si hk = ek+1 - 9k9 on a

.. n
AT = j% A sin = (6 - 8,)

k k

2 2
Agn opn o STBEE 4 gin B (g - g )

n ml R Bk
I1 en résulte
e e 4 4
T
S el e - S a2 / el g0 = > 2 7 a2
9 n "9, n hk
et
4
e h, e .
/ k1 A2y g6 € Z / Ktlop2 4o
@k 3¢ Gk
Sommant sur les intervalles, on obtient
e
k+1 1
ItAfue gsl-g(z,hif £n2 de)2=o(h2) » h = sup hy
L n k e k

k

Alors, 1l'erreur sur un harmonique particulier vérifie

i
2

2

2T
IAal:lj Af cos ne del< 11AFIE | T
2 L

et, de méme

4

z
|Ab | < HAfHLZT\:

1
(Aa i < VvIAfIL | (27)?
o 2
L
Des formules plus élaborées que ci-dessus ont été développées
par FILON [ 51 . Pourillustrer 1'avantage des formules ci-dessus par
rapport & une interpolation classique de fcos ne ou f sin ne, envisa-

geons le cas d'un maillage uniforme Gk+1 = ek + h . Alors, la formule
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classique des trapézes donne, pour une fonction continue vérifiant

Lo
Yow

ingk
(8, +i1B)=nh :E f(e ) e
n n
k=0
Les formules proposées ci-dessus donnent
;N i1
(a, +1b)="7 = (£(6 ;) - f(6)) =
n- k=0
N-1 ine . .
= ; > £(e,) e Ko o ot | ominhy
n"h k=0
N-1 in®
- 2(1 = cos nh) S £(e) e k
2 k
n h
2 nh .
sin =% 1nek
= (nh)Z h j{j £(e, ) e .
2
On constate que la différence réside dans un facteur correctif
51n2 2% /( . Pour situer l'ordre de grandeur de ce facteur, supposons
que = Tt/9 = 20° , ce qul équivaut & 18 sous-intervalles. En fonction

de n, on obtient:

n |facteur correctif
1 0,9899
2 0,9600
3 0,7706
10 0,3184
20 0,0096
50 0,0054
100 0,0032

Déja pour n = 5, la différence est de 23%h. A partir de n = 20, il n'y
a plus de commune mesure entre les coefficients calculés par la formule
des trapézes et les cbefficients améliorés. La correction apportée est
donec blen nécessaire, Mais il y a plus: pour une fonction f, on a

eln@)

- . . 1
c. =a 4+ i bn =z (£,

1
n n 90 =§T{(f9 1)9

0]

ot (£, %) est la fonctionnelle définie & partir de f par
f H 21
(£,¢) = [ £y ae .
0
La mesure de Dirac en GO est la fonctionnelle définie par 59 (qr)==y(eo),

Ses coefficients de Fourier sont donc



1 ine 1 ine 1
cn(égo):_‘c 690(8 )=_me I TR

Deés lors, par application classique de la formule des trapézes, on
a
= e 6
& =c ( f(e,) ) s
n nt o k ek
cl'est-a-dire que le développement, loin de converger vers f, converge

au sens des distributions vers Zf(@k) S .

k Gk

66
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Exercice 1 ~ Soit P,q un polyndme de degré. (n+1) sur fa,bl . Montrer

gue le polyndme Qn de degré n gul 1l'interpole aux points de Gauss,

s . . 2
zéros de ¢,,q Sur f2,b] réalise le minimum de I((Pn+1 - Rn? ) sur

1

1'ensemble des polyndmes R de degré n,

. n n-1 . ros
Solution = Posant RIl =a, X +a, X 4+ o000 o On obtient, en dérivant

par rapport & Bys g9 ooe s leg conditions

. ;
:t((Pn ~Rn)x)=0 s K = 1,000t ,

+1

qui expriment que Pn - Rn est un multiple de qh+1 o

+1

1
Exercice 2 - On considére 1l'intégrale I = ./. vV 1+2x dx .
0

a) On donne les points et poids de Gauss sur [-1,+11

(3/5)%

1
- (3/5)F , %, =0 s X

x 1

0

[}
il

2

H = 5/9 , H, =8/9 , H 5/9

o 1

[}

2

Transformer ces points et poids pour gqu'ils conviennent a4 1'intervalle 10,11,

b) Btant donné la formule de 1'erreur:

AT(f) = 496,0 . 1079 n' f(6)(‘€) 5

déterminer le nombre de chiffres nécessaires aux points et aux poids pour

gue 1'erreur numérique soit inférieure au dixiéme de l'erreur dédalgorithme.

Déterminer simultandment la précision exigde du calcul de la fonction.

¢) Faire le calcul dang ces circonstances.

d) Calculer la vraie valeur de I et vérifier 1'évaluation de AT.

Solution

a) On effectue la transformation y = (1 + x), E; = % H;

ce gul denne

v, =201 - /95,y

L=t L o, = 30 s (3/5))

H = 5/18 » Hy 4/9 H, = 5/18 .

b) f(x) = (1 + 2x)%

$ (DD D=D- D2 ()2
11/2

f(6)(x)

945 (1 + 2x)°

i

Dans 1l'intervalle [0,1]1 ,.cette fonction évolue entre 2,453 et 945.
Dés lors,

1‘,114.,10'6 £ I(f) < 4,687,10“4.
Lterreur sur le calcul de

T(£) = 213 m, £(x,)
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est

P STI sEi. lHil max 1 6f(xi)! + mix !f(xi)!uB miax 1 SHil

max léf(xi)l + 3 ¥3 max 18H, 1 .
i i
En admettant une erreur identique sur f et sur les poids, on obtient

la condition

m o+ 3F3) 1,114 . 1077 |

soit
- A8
Mm<1,797.10 o
I1 faut donc faire les calculs avec huit chiffres aprés la virgule. Pour

obtenir

1§t 1,797,108,

il faut que

-y -
1621 = (1422) 72 1 6x1 < 1,797.1072

ce qui aura lieu si
1&x1< 1,797,107,

ce qui demande également 8 chiffres aprés la virgule, L'erreur d'évalu-
ation de la racine doit &tre inférieure & cette valeur, ce que nous

supposerons (Cela dépend de la machine utilisde).

c)
POLNT v i T HT
0 0,112 701 67 | 0,277 777 78 | 1,106 979 380,307 494 27
0,500 000 00 | 0,444 444 44 | 1,414 213 56(0,628 539 35
2 0,887 298 33| 0,277 777 78 | 1,665 712 06[0,462 697 80
I {1,398 731 42
d) Posant

Yi12x =1+y, yel0o, V3 - 11,
on obtient

142X = (1+y)2 et 2dx = 2(1+y)d:y' ’

d'ou
V 142x% dx = (1+y)2 dy
et
/3= 2 1
I = j[ (1+2y+y°)ay =V 3 -3 = 1,398 T17 48 ,
0
4

Lterreur vaut 1,394010" o Elle est bien comprise entre les deux

bornes prévues.
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Exercice 3 - On considdre 1l'intégrale
.

ax

1= 14+x

0

On donne les points et poids de Gauss:

X

=2 =G/, x, =, %y = 20+ (3/5)F)

H

] HB = 5/18 H2 = 8/18
On demande:

a) De calculer 1l'intégrale approchde.

b) De comparer le résultat & 1'intégrale exacte,.

¢) De vérifier la formule

IBT(ENN € 496.1072 07 sup 128 (x)1
{a,h]

Solution
a) 0,69312
b) 1n 2 = 0,69315
¢) £v(x) = (14x)7 ;s f(x) = ~(14x)7 L.

(2080 ()l = [(=1) (=2) (=3) (=4) (=5) (142 8] < 120

TAT(E)1 & 496,1072.120 = 0,00006

Exercice 4 - Calculer la constgnte d'Euler

. o
X’= - J[ e x Inx dx
0

Suggestion =¥ = f e Inx dx + f e Inx dx = T
0 1

1 + 12 .

Pour calculer I1 , on note que

o%)
~X k Xk
e = (-1)" =5
k=0 '

et que lem fonctions

e k Xk
fn = ééo (-1) ET lnx

gsont majorées en module par la fonction intégrable e ,1lnxl, et
fn.'EE?> éjx Inx. Dés lors, par le théoreéme de Lebesgue, on peut
intégrer la série terme & terme. Or,

/ I - 1 Tt 1 1
b dx = [ S - T L) = e ————
, kI (k11 meO /O (et x &% (k1)1 (41 °

ce qui permet d'écrire

11 = Z ("1)k+1

k=0 (k+1)(k+1)7 ’



série dont la convergence est trés rapide., On obtient aisément

I1 = "09796599599000 °

Pour le calcul de 12 , en faisant x =1+ y , on obtient

¥ x @ ~(1+y) w—-y

e  1lnx dx = J[ e In(l+y) dy = (1/e) e Y 1In(1+y) dy

T 0 0

La fonction 1n(1+y) jouit des conditions voulues pour que les
formules de Laguerre convergent en degré. Cependant, on ne peut
majorer l'erreur, car
2n+2

)21'1.4‘1 X)-En—Zs

D In(1+x) = (=1

ce qui monne la majoration

2 2
1)1 n+1 )1
8 Tl Gnnyr - L@

'qui tend vers 1'infini, Ceci résulte du falt que la fonction consi-

(en+1) 1 (1+

dérée n'a pas de développement en série entiére sur 0,0l . Le seul

recours est de comparer les intégrales numériques successives:

I I/e ¥

= 2o ol

i1

0,61100 5058
0,59674 0086
0,59637 7846
0459634 7721

0,22477 6199
0,21952 8409
0,21939 5149
0,21938 4066

0,57182 3400
0,57707 1190
0,57720 4450
0,57721 5533

Ta valeur exacte est [ 51

= 095‘7721 56649 Oeooo

Bxercice 5 = Calculer
+1 J 1—x2
I = — dx
-1 24X

avec 6 décimales exactes,

Solution = On a

2

T=x" 1 1-x _
24X a 2 " 24+x ° ‘

s
On peut donc utiliser une formule de Gauss-Tchébicheff. On a

1«x2 = —x + 3 .
243 X+2 ’

f(x) = £I(x) = =1 = B(X+2)"2 H

£M(x) = 3.2(x+2) "> S eee 3 f(k)(x) = (~1)k(k~1)!(x+2)“k,

ie® o g (k=)

TLes erreurs vérifient done

IAT| € T (2n+1) T

' =1
22n+1 (2n+2)1 (2n+2)22n+1



n 0 2 4 e Ve & g

~3 -6 6. -6

27,107°(6.107°[1,33.107% 299, 6,107

JATI€|0,785|0,016[ 6,10

La formule n=9 (& O points) convient donc., On fera les calculs avec

2 chiffres de réserve:

x f(x)

-0,987 688 341 | 0,024 174 12
-0,891 006 524 | 0,185 850 84
-0,707 106 781 | 0,386 729 54
-0,453 990 500 | 0,513 510 83
-0,156 434 465 | 0,529 153 01
00,156 434 465 0,452 380 20
0,453 990 500 | 0,323 510 88
0,707 106 781 | 0,184 699 03
0,891 006 524 | 0,071 292 60
0,987 688 341 | 0,008 190 86

E=2,679 491 92 T = —17-‘5 = = 0,841 787 21 X 0,841 787

Vérifions en calculant la valeur exacte de 1'intégrale. On a, en posgnt

x:cos(p

T 2 T 2
- sin @ _ 1=cos™ @ - _
1= /O 2+cosép dy = /02+cosc)p ' f (2 cosg )dg 3/ 2+cosq:
= 2T = IZ .
n ‘I+tg2 £ =T d(tg -) o0
I, =3 22 ap = _.‘....2’_2._.___:._,2/__@_;}52__
0 3+te” £ p=0 3+te” - 0 1+(y%/3)
=2\fq/ .@_@;Y_[___ =2‘l—5 [arctg(y/\/?)] = MV3 ,
0 14y /3 0
dtol

I =T (2-73) =0,841 787 213 &

On a donc trés largement les 6 chiffres exacts aprés la virgule.

Exercice 6 ~ Calculer

T =/1 e dx
o Vi-x
avec :6 décimalles exactes au moins,
Solution =~ En posant m = u, on obtient

1 __u2
I=Zef e du ,
0

71



T2

qui se calcule aisément par une formule de Gauss. Il est encore plus

rapide de noter que

2 2k
e‘u = Z (-1 )k 9
k=0

ce guil donne

Ie2e > (-1 —
k=0 ki (2k+1)

gérie trés rapidement convergente: le reste, aprés N termes, est

Wlﬁ

majoré par

1 1
(W+1)1 2N+2 °

Avec - 13 termes, on obtient
I/e = 0,746 824 133,

tous chiffres stabilisés. I1 en découle
I = 4,060 156 938,
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{TABLEAU 2 -~FORMULES DE NEWTON-COTES OUVERTES

i I
I b h n p¥2  (p+1) ! [
l/f(x)dx=—zsf(x)+Eh f (57 1 h=5b-a |
1 Ya A i=D i i n I I
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ITABLEAU 7 —~ INTEGRATION DE LOBATTO CS53

I
! +1 n 2n+1  (2n) |
I f f(x) dx = > H f(x)> - E h £ g h o= 2 I
I -1 i=0 i i n I
I n 1 + % { H 1 E i
1 | - i | i I n !
| 2 | 1 | 1/3 | 347.2 E~-06 |
l ! ] 1 473 | |
I3 1 1 I 176 f b61,4 E-09 |
i | 0,44721 340 | 5/7& | I
I | 1 | 0,10000 Qao I i
14 1 0,65465 367 1 0,54444 444 1 703,0 E-12 |
| { 0 | 0,71111 111 1 |
i i 1 I 0,06666 6467 I |
I 5 I 0,76505 532 ] 0,37847 496 | 4734 E-15 1
| 1 0,28523 152 | 0,55485 838 | |
i i 1 | 0,04761 904 i i
| b 1 0,83022 390 ] 0,27682 604 1 219,4 E-18 {
| I 0,46884 879 | 0,43174 538 I |
I I ] | 0,48761 204 | |

1 0,03571 428

0,59170 018
0,20929 922

I | . I !
7ol 0,87174 015 ] 0,21070 422 ! 74,20 E-21
| | | |
| | | !

0,29204 26836
0,32753 97612

! ! 1 1 0,02777 77778 ! i
! 1 0,89975 79954 | D,16549 53616 ! {
I8 | a,67718 &2795 | 0,27453 87126 1 19,10 E-24 !
! ! 0,36311 744638 I 0,34642 85110 ! 1
! ! [a} I 0,37151 92744 | I
[ | 1 i 0,02222 22222 ] !
| ! 0,91953 39082 1 0,13330 59908 1 !
P9 1 0,73877 38651 { 0,22488 93420 I 3,864 E-27 !
I ] | i !
| | | [ |
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RESOLUT?TION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES

Les équations algébriques peuvent &tre traitdes par un certain nombre

d'algokithmes simples spécialement appropriés,.

1. REPRESENTATION DES POLYNOMES EN MACHINE., CALCULS SUR LES POLYNOMES
1.1 = Le polyndme

P (x) =a ¥ +a 1 4 + a
n T Fn ne4 eee o

peut étre représenté en machine par la suite des (n+1) nombres
(ao, 845 voo s an) .

Nous ne considérerons ici que le cas des polyndmes & coefficients réels.,

Pour calculer la valeur de Pn(x), il ne faut pas faire comme suit:

P(x) =0

i-0

P(x) = P(x) + ay X+

oui

car cet algorithme nécessite:
- (n + 1) exponentiations (avec des problémes éventuels si x = 0)
- (n + 1) produits

- (n + 1) additions.
La seule méthode efficace consiste & calculer

P(x) = ((ay x+a ) x+a ) x+.0 ,

soit

P(x) = a

P(x) = x P(x) + a, i




On notera que la combinaison lindaire de deux polyndmes de méme

degré s'obtient simplement en combinant leurs tableaux de coeffidients.

1,2 - Division par (x = p) : algorithme de HORNER

‘Soit & diviser le polyndme
n-1

P(x) =a x* +a X ¥ oee + &
n n N1 (o}

par (x - p). On a

Pn(x) = (x = p) Qn..‘]‘(x) + R,
ol Qn-1 est le polyndme quotient, et R, le reste, qui est un nombre. Nous
chechons les coefficients de Qn-1 :

ne=1 n=g2

Qn~1(X) =b . x +b X + cee + b

On a
n n=1

Pn(x) =b 4 X + (bn‘m2 ) bn,1) X + soce + (b0 - D b1) X+R=pb ,
ce qui donne

bpa1 = 8y

bn-2 =P bnu1 = An--1 soit bn—z =8+ P bnc1

b0 - P b1 = a, soit bO =a, +p b1

R=-0p bo = a, soit R = a, +p bo

CPest 1l'algorithme de Horner,

1¢3 = Division par un trinbme du second degré (x2 - D X = .q)

On a ici

P (x) = (® = px - q) Q_,(x) + Bx + 8

reste
soit explicitement
n n=1 n-2 2
a, ¥ +a . X + eee +a = (bn_2 X + 0o + bo)(x - pxX = q) + Rx + S
ce qui donne .
ag = bn=2 soit bnwz = a,
8,1 = bn~3 - D bn=2 soit bn—3 =a, 4+ pbn_2
Bpep = Ppog TP Pyg = aby , SOVE Py = Ep o PO, gt Al
a, = bo - pb1 - qb2 soit bo = a, + pb1 + qb2



o
i

a

L}

R - pbo - qb1 soit R + pbo + gb

1
S = qbo soit S = a, + qbO

1

o
il

2. TLOCALISATION DES ZEROS

Il existe un certain nombre de théorémes permettant de localiser
les zéros d'un polyndme. Nous en citerons troisg qui sont particuliérement

simples et efficaces.

2.7 - Borne supérieure du module

Tout zéro x, (réel ou complexe) du polyndme

n
Pn(X) =aX + .o +ag

vérifie la relation

v 8

, 9
lanl

'xk’ < 1 + a = Sup(!an_a,ll, oeog 'ao‘)

Démonstration : Si lxkl £ 1, le théordme est satisfait. Examinons donc

le comportement du polyndme pour Ixl > 1. On a successivement

an(x)(

! a 4 eee + 2l
n o

n
;lanx 1 = lan_.]! !xn_.ll = see = Iao'
z

ta_t 15°1 - sup(la

n=1
0 neqls cres taol)(tx T+ oo + 1)

T n
;la'nt 1< ~dxl =1

Ix] - 1
n
n Ix1
>lahl Ix] = ITTEE]
soit
ol n
12,1 > fla b = g7 1=l
Pour
>
tagt 2 3 =3 ’

on a donc an(x)l > 0. D&s lors, on ne peut avoir an(x)! = 0 que si

a <—-—-———
! n' Ix] = 1 ?

soit si

Ix) = 1 & e
la_ 1 ’
n

comme annoncé,

| 2.2 - Borne inférieure . module

Tout zéro X du polyndme Pn(x) = anxn + ese + 8 vérifie la relation

!aol

1= 1> m‘ 0 p= Sup('lan?, ceas la-1!)




Démonstration : Posant x = o s on obtient

3

n 11
¥ Pn(1/y) =ay+ eeo +a = Qn(y) .

Les racines de ce polyndme vérifient donc, en vertu du théoréme précédent,

sup(la1ﬂ, csosy Ian!) fa 1 + B
Il 1+ ta_1 REX .

Or, ce sont les inverses des racines de Pn + Doncy
k laolv+p

2.3 = Localisation d'un zéro proche d'un point

Voici encore un résultat intéressgnt: Pour tout polyndme Pn(z)

de degré n, et pour tout nombre complexe Zo’ une racine au moins de Pn

se trouve dans le disque

LVAERERIE
lz - zol;{ N

n

Remarquons &'abord que Pn(z)~= an(z - z1)...(z - zn) , Ce qui

implique a_ = a 2z, ... zﬁ.(—1)n-. Dés lors, la racine de module minimal

n
vérifie
m
a
inf < 2
1 lzkl\ a H
k n

ce qui démontre le théoréme en z, = 0 . Mais on peut éerire le polyndme
Pn(z) sous la forme . |, :

. n g ne=1 3*
Pn(z) = an(z - zo) + an_1(z - zo) +eee v B

ce qui donnera de méme, %

%o
inf 1z, -z gl |—
B 12y ol € a,

comme annoncé, i !

3, METHODE DE GRAEEFE
Le principe de cette méthode est que le polynbme Pn(x) a la forme

! n
Pn(X) = an(x - x1) cee (x = xn) = an(xn - & fiaxi +

n
» 272 2 XX, 4 eeos + (-1)" Z.x;)
igg + 7 i=1

c'est-a-dire que

an.-,-1 n
n i=1



a
an-2 = (--1)2 2= X X
n igg 9
a_ 3 jz:::
n 1,5,k
différents
®n-p P ng
= = (=1) . X Ky Xy oeee Xy
n 11 9. ‘e glp 1 2 3 P
différents

5 ©00¢ 000000

a
n
';'o" = (“’1) X,I.oeexn

B

Supposons que les racines du polyndme soient de modules trés différents

en ordre de grandeur:
Ix, 15> 1x,1>> !x3! P> cecs .a>>lxn)

'lors, les relations précédentes admettent les approximations

a
n=1 .

= = - x1(1 + O(xz/x1))
n

fnap

A = x1x2(1 + 0(x3/x2))
n-3 _ -

. x1x2x3(1+0(x4/x3))

© 2966000 630000

a
B=R 43P
o (=1) x1,o“xp(1 + 0(xp+1/xp))

CO0OH O e anO QOO

a.o n
=2 = (-1 xpeeexy
. .
dont *‘on  déduit. 3
3
an— 1 anu 2 ~ an- ~ _n-1
x12«'"a ? Xzz‘“a 9 x3~“' - 9 ©oeoe ? xn'“aa ’
n n=1 ne? i

avec des erreurs relatives dont les ordres de grandeur sont respectivement

. Y, o
lxz/x1! , lxz/x1l + Ix 7x219 !x3/x21 + Ix4/x3!, 000} Ixn_Tl/!xnl o

Malheureusement, méme si toutes les racines d'un polyndme sont
distinctes, il est rare qu'elles soient aussi bien séparées. Par contre,

si 1'on parvient & construire un polyndme ayant comme racines les carrés



des X5 les rapports xi/x§+1 gseront plus petits. Or, c'est chose simple,
car le polyndme Pn(nx) a pour expression
Pn(wx) = an(«x - xT) coo (=x = xn) .

st bien que le produit

pI0R) = (<) 2 (1) 2 (=x) = 82(x® = x2) .u (x® = D)

admet les xi comme racines, Il suffit donc de calculer ses coefficients.

4

On a
2 2n 2n=2
P (x") = b x"" + b _.x + eee + b
= (axt +a LI +a)(ax* - &1 + a8 X2, ceot(=1)"a
n n-1 ee® o’ *"n n-1 n=-2 )
ce qui permet de calculer bp par identifications
A 2 k ‘}
b = (=1 2 -3 =1)"a. a
p(){ap+ =% 2o

{k5o.’p+k5n et p=kr:<?,'ﬁ}-u‘:-- .

Une meilleure approximation des racines est alors

x2 _ bn-1 xz bn=2 x2 bo
L = e 9 = e Te—— 9 o0 ? -~ et o
1 bn 2 bn~1 n b1

Aprés un certain nombre de mises au carré successives, les racines
des nouveaux polyndmes s'écartant de plus en plus, le calcul converge

pour autant que toutes les racines différent en module.

U r U4 03 ] -
n otera que dans ce procédé, les grands coefficients croissent de

plus en plus, ce qui nécessite de diviser 34 chaque itération tous les

coefficients par le plus grand d'entre eux, afin d'éviter le dépassement

de capacité. Méme ce faisant, on est limité par le fait qu'au bout d'un cer-

tain nombre d'itérations, les plus petits coefficients deviennent, au sens

de la machine, assimilables & 0. ("underflow" sur certaines machines).

Lorsque le processus est suffisamment avancé, on a

a a . X

ptl =i | B=prl| g

a a X

P D n=p
a “a X X

E+2 [ Q"’Z ~ n-g+2 1’1"'2+1 <&

P~y e
’ag xn--p+1 n=p

etCoes , clegt=a~dire que les doubles produits deviennent négligeables. ILe

critére de convergence est donc la petitesse des doubles produits.

11 existe un certain nombre de cas ol la méthode de Graeffe ne converge



pass
a) une racine est multiple
b) deux racines ont le méme module
¢) deux racines sont complexes conjuguées.
I1 est possible d'aménager cette méthode pour certains de ces cas,

mais c'est au prix d'une plus grande complicabion 1 7 !,

On obtient finalement le module des racines. On obtient les signes par

des essais,

4. EQUATIONS RECURRENTES - METHODE DE BERNOULLT

Une méthode trés simple de recherche des zéros des polyndmes, due

& Bernoulli, est fondée sur la théorie des équations de récurrence 2

coefficients constants. On appelle équation récurrente &4 n pas une équation

de la forme

any(m) + an_1y(m-1) + eoo + aoy(m—n) =0 (1)
avec ao¢#0 s an# 0 » Les solutions de ces équations sont des suites.

4,1 -~ Solutions lindairement indépendantes

es solutions y, (m), soc; ¥y, (m) de 1lféquation sont linéairemen
D luti y1( ) k( ) de 1° t 1) t 1 2} t

dépendantes s'il existe k nombres X1, cesi A
pour tout m,

x Ton tous nuls tels que,

X1 yT(m) + )2y2(m) + ceo + Xkyk(m) =0 , ‘ (2)

Dans le cas contraire, les k solutions sont linéairement indépendantes.

En fait, il suffit de vérifier la dépendance lindaire : . de k solutions

d'une édquation récurrente & n pas sur n points consécutifs. En effet, si les

solutions sont lindairement ddpendantes, la condition (2) est certainement
vérifide sur n points consémutifs. A 1l'inverse, considérons k solutions

vérifiant en un m donné

1
(@]

X1yﬁ ‘(m=1) + eoee + A, ¥, (m=-n) =

Wk

cCewo o9

A1y1(m-n) F cesee + Akyk(man) =

I
(e}

On a d'une part

XTy1(m) + oee + Ay (m) =

1k
1 k k k

e L > Mgry 1)+ 2, 0 3 My @e2) ¢ een b 2 gliyi(m-m))} -0
n 1= i= =

et, d'autre part,



A y1(mnn-1) + eee + Xkyk(m-n~1) =
k

= L {a zx 7 @)+ 2y C 2y @e2) + e 4oy gx y, (@n))} =
ce qui permet de conclure par récurrence,.

4,2 = Solution générale de 1'équation homogene

Supposons que l'on connaisse n solutions indépendantes X‘Qm)n scog

Yn(m) de 1'éguation récurrente (19, Alors, toute solution yu(m) dé cette

équation est de la forme

¥y, (m) = )\Ty1(m) + eeo *)\nyn(m) .

En effet, on a nécessairement

a ¥, (m) + a 1Y, (m=1) + coe + a¥, (m=n) = 0
anyn(m) + an_1ym(m=1) + coe + aoyn(mnn) =0
anyo(m) + anﬂ1yo(m—T) + see aoyo(man) =0

On peut considérer qu'il s'agit d'un systéme homogéne de (n+1) équations
portant sur les (n+1) inconnues B9 sesy Bge Pour que ce systéme soit
compatible, il faut que le déterminant de la matrice

y1 (m) 31(m-1 ) REEE] y1 (m"n)_

y2 (m) yz.(m""l ) cescon y2 (m"’n)

yn(m) yn(m«1) evoeo yn(man)

_yo (m) yo (m"“1 ) s 000 yn'<ln."‘r].)’i
goit nul, ce qui implique 1l'existence d'une relation de la forme
N3 () +A,3g(8) + aee + Ay (s) + Ay (s) =

aux (n+1) points s = my m=1, ..o, (m=n). Cette relation subsiste donc
partout (voir section 4.1). On ne peut avoir )‘o = O, car cela contredi-
rait la condition d'indépendance des solutions Tqo cces Yo Dés lors,

pour tout m, on a

Yo(m) = = fxi yT(m) “ soes = -if yn(m) o

4,3 = Conditions de départ. Unicité de la solution

Montrons que &i 1'on se donne les valeurs y(1) = y(1), ..., y(n) = Y(n),
1'équation récurrente (1) admet une solution unique. A cette fin, con-

sidérons deux solutions y1(m) et yz(m) vérifiant ces conditions de départ.
On a alors



y1(1) - y2(1; = 0, ceo yT(n) - yz(n) =0,
d'ol
y1(n+1) - yz(n+T) = - if {anm1(y1(n)-y2(n)) + eoe + ao(y1(T)~y2(1))} =0
n

et ainsi de suite, ce qui implique y1(m) = yz(m).

4.4 - Solutions particulidres des équations & coefficients constgnts

Soient x seey X les racines de 1l'équation polynomiale

1’

n
Pn(X) = anx 4+ ss0 + ao = 0 9

et supposons d'abord qu'elles sont toutes distinctes. Alors, n solutions

particuliéres de 1l'équation de récurrence
a ym) + oo ¥ a_y(m-n) =0
sont données par
m
y(m) = X, ’

car

m me=n Mm=n
8,%X + oeee + B X =X Pn(xk) =0 o

La solution générale de 1l'équation de récurrence est donc
q

m m
y(m) = 01 X1 + ce0 ¥ Cn Xn °

Lorsque les racines ne sont pas toutes distinctes, il manque des
solutions particuliéres de ce type. Examinons le cas d'une racine xk#O

de multiplicité p. . On a donc

P (x) =0, Bi(x) =0, e, 2P ) <o,

Le polynéme

M= m M= m
fo(x) = X nPn(x) =a X +a X + eeo + BX

possede le zéro X, avec la méme multiplicité p. Dés lors, sa dérivée

fo(x) =a,mx +a (m=-1) x 4 see + ao(m n) x
posséde en X, un zéro de multiplicité (p-%) , de méme que le polyndme
m m-1 . _ , Me
f1(x) = X fé(x) =a.0X +a .. (m-1) x +inoe b ao(m_n) R

dont la dérivée posséde un zéro de multiplicité (p=2) en X0 Poursuivant

de la sorte, on obtient que tout polyndme

- v _ Y m r m-1 T Mmen
) =x£) 0 (x) =a m x + a,_¢(m=1)" x4 .00 4+ a (m-n)” x

avec r < p, posséde en X, un zéro de multiplicité (p-r). Mais cela signifie

précisément qu'il existe p solutions indépendantes de 1'équation récurrente,

données par
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i
el

Vi ()

m
ykT(m) =m x

9 0 0Q0QC0 0SS0 80

-1
Tepiny@ =m B

Plus généralement, s'il existe q zéros de multiplicités respectives

Pps esey pq » la solution générale de 1l'équation de récurrence est de la
forme

P, p
1 m 2 m
1,0 + a0e + C1,p1 m ) X, + (0290 + oee + 02”P2 m “) X, +

P
4+ oee -+ (C + s00 + C m q) Xm °
q,0 U5P a

ym) = (¢

4,5 - Méthode de Bernoulli simple

Supposons que les racines x see 3 X du polyndme Pn soient séparées

19
en module:

let >'!x2| > X, > eee !xn! o

3
Dans ce cas, la solution de 1'équation de récurrence (1) a la forme

m m
Y(m) = 01 x1 4+ oee + Cn xn

et, pour autant que C, #0 ,

1 4+ "2 2 m"+ + EE (fé)m
x o oo0o C.

C. x
m) 1 1 1 1 m=1
y%m-‘[') =X U0, sxoame T e = %O oGy /) ),
T+ —2-(—3) + oeee + == (—9?
C1 x1 C1 Xy

ce qul montre que le rapport ym/ym~1 converge vers la racine de plus grand
module,

Dans le cas ol la premiére racine est multiple, la convergence est
encore assurée, mais elle est beaucoup plus lente, En effet, si p est 1la

mulpiplicité de X, OB a

. 4 P=1y (B tmi o m
ygm) . (Cq g tooot Cy gm0 ) B+ (G054 ooe) Xy + e
y(m=1 T A _1yP-1 m-1 m=1
(@1’0 + ese + C1’p¢1(m N x4 (0290 +eee) X,

( m ) p“1 N gc1gp~1 + O(T/m)) + (CZ,O + occ) (Xg/XT)m + see

1

(c + 0(1/(m=1)) + (C + cee) (xz/x1)m + eoe

1,p=1 2,0

- x, (1 4+ 0(1/m)y

Dans les cas sulvants: deux racines complexes conjuguées, deux racines
différentes mais de méme module, la méthode de Bernoulli simple ne converge
EaSo
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Remarques

a) Un mauvais choix des conditions initiales pourrait conduire a un
coefficient CT,p1—1 nul, ce qui détruirait nos conclusions. HILDEBRAND [ 15.]
a proposé de choisir y(1); cee, y(m) dé manidre que tous les coefficients
Ci soient égaux & 1 si les racines sont simples. Mais il n'est pas besoin
d'utiliser de tels raffinements, car on peut montrer que le choix

(1) = veee = y(n=1) =0 , yn) =

conduit nécessairement i 61 p=1 £ 0 .
9

En effet, swupposornis le contraire: alors, les (n-1) premidres con-
ditions ont la forme

+C X + o000 =0

Ci,0Fg ¥ eee ¥ C19p-,‘"gs2x1 2,0 X2

® 000 C 00 Oa G

-2
n=1 Pq -1 n~1
C1,OX1 + oo CT,p1~2(mQ1) Xy o+ 02 0 Xp toeee = 0

Ce systéme Thomogéne de (n-1) équations & (n-1) incconnues n'admet de
non _nulle
solutionYque si son déterminant est nul, ce qui implique l'existénce
de (n=1) coefficients,b19_.§,9 bﬁ_ﬁ-@@ﬁ’ﬁ@pﬁ*nuls et tels que
2 n=1

b1x1 + b2x1 + ooe# b ,I x1 = O
c-oooooo-oop -2 p_2
1 2 - 1 n-1
b X, + b2x2 Xy o+ oeeo D, (n=-1) x, =0
2 n-=1
b1x2 + b2x2 + o0e b u1 X2 = O

06 fe0d

Mais cela revient & dire que le polynlme de degré (n-2)

N=?

Qx) = b1 + b2 1 ¥

admet en X, un zéro de multiplicité (p1 - 1), en les autres X, un zéro

de multiplicité . Or, la somme de ces multlpllcltes est (n=1), supérieure
Py

X"'eoo‘é‘bn

au degré du polyndme, ce qui est impossible. Par conséquent, tous les

coefficients autres que C1 D, =1 sont également nuls, Mais alors, tous
oD, =
1
les coefficients étant nuls, on ne pourra vérifier y(n) = 1.

b) I1 est nécessaire de surveiller 1'évolution de l'ordre de gran-
deur des y(m). Lorsqu'ils deviennent trop grands ou trop petits, on di-
vise y(m), oo, y(m=n) par un méme nombre, de manidre i les ramener i
une grandeur raisonnable. Cette division ne modifie en rien 18 convergence

puisque seuls interviennent les rapports y(m)/y(m-1) .

¢c) On obtient la plus petite racine en appliquant la méthode de

Bernoulli au polyndme

Pg(x) = x° Pn(1/x) =a, 2 b eee + a,
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dont les racines sont les inverses de celles de Pn N

d) Pour trouver les racines suivantes, on recommence les opérations

sur le quotient Pn(x)/(x - XT) .

4,6 - Méthode de Bermoulli double

Lorsque deux racines distinctes ont le méme module, ou lorsqu'on

est en présence de deux racines complexes conjuguées, la méthode de Ber-
noulli simple ne converge pas; dans le cas d'une racine multiple, elle
converge lentement., Les racines multiples peuvent 8tre éliminées par un

artifice (voir section 5). Les autres cas courants sont:

3!>»!x4! ¢ la méthode de Bernoulli simple permet

R . .
d'obtenir X9 Mals non x, et Xq

! : la méthode de Bernoulli simple ne converge

° !x1!>lx2| = Ix

o !x1l = lx21> lx3

pas pour x, .

Examinons d'abord le second cas. Aprés un nombre suffisant d'itérations,

xm + C xm
1™ 22 ?

ol X, et X, sont solutions de 1l'équation du second degré

2
X =px =q =0 s D = (x1 + xz) » Q==X X, o

ym)x C

On a donc asymptotiquement le

ym) - p ym=1) = q y(m-2) = 0

ce qui, pris sur deux valeurs successives de m, donne le systéme linéaire

en p et g
p y(m=1) + q y(m=2) = y(m)
p y(m=2) + q y(@m=3) = y(m=1)
Posant
§peq = ¥(m=1) y(m-3) - y%(n-2) ,
on a donc & lfitération m Sux
a(m) = 15 ( ¥2(m-1) = y(m) y(m-2) ) = -
m=1 8m-1
et
1
p(m) = jg-;ﬂ (y(m) y(m=3) - y(m-1) y(m-2)) ,
m=1

ce qui raméne a la résolution d'une équation du second degré.
En général, deux cas sont possibles:

a) 1Ix,1 > 1x,! = Ix,1 , auquel cas y(m)/y(m-1) —> x

1 3 1°?

tandis que q(m) et p(m) ne convergent pas. Dans ce cas, 6m —> 0,
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b) si 6m+> 0 et Ix,l>Ix
ble,

31 , 11 y a convergence de la méthode dou-

Une méthode fort géndrale résulte donc de la combinaison de la métho-
de simple et de la double, avec les tests appropriés.
Dans le cas d'une racine double, la méthode double converge beau-

coup plus vite que la méthode simple.

Remarques

a) Le test de convergence des q(m).et p(m) est assez délicat, car il
peut arriver que la méme valeur se répéte systématiquement deux fois
(cas x

= = x.,, voir exercice). Il faut donc en vérifier la stabilisation

2 1
sur un certain nombre d'itérations.

b) Il faut se garder de calculer 6m/ 6mm1 dans vérifier la non=-nullité
du dénominateur. Dans les tout premiers pas, celle-ci peut &tre acciden~-
telle., La encore, il faut éviter d'en déduire errondment que cela signi-

fie 6m—->0 °

5. SUPPRESSION DES RACINES MULTIPLES

Les racines multiples peuvent &tre éliminées par 1'artifice suivant C7 T

Soit le polyndme
m,‘ mp
Pn(X) = a (X = X1} RN Y (X - xp) Q

Hontrons que sa dérivée a la forme
m1—{t . mp-;»i
' = - s -
Pn(x) (x x1) eoo  (x xp) H(x)

ot H(x) est un polyndme gui ne s’annule en aucun des zdéros de Pﬁ(xz.

En effet, en supposant le contraire, c'est-a-dire H(xi) = 0 pour
un certain i, on a nécessairement

H(x) = (x = xi) K(x) , K(x) = polynlme

et
1

m, =1 m, m -
200 (X"'Xi) 606 (anp) p K(X)

P;(X) = (x = x1) !

m,
= (x = xi) T a(x).

On peut alors calculer par la formuhe de LEIBNITZ

k. 1
(14k) -1
Py (x) = é oy Myeeemy =1 +1) (x - xi)mi gDy

3 r
Dans cette expression, on peut mettre le facteur (z - xi) én évidence tant que

k €m, =1 . Mais cela signifie qu'en X0 P s'annule avec toutes ses

Vd L3 d . '\ ' 4
dérivées jusqu'a l'ordre m; 3 en d'autres termes, que le zéro Xy est de
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multiplicité (mi + 1) au moins. Or, ceci contrdit les hypothéses de départ.

Ce résultat signifie que le plus grand commun diviseur G de Pn et

Pﬁ est
m, =1 1

1 my=
a(x) = (x - XT) 0eo (x = xp)

si bien que le guotient P(x)/G(x) n'a plus que des zéros simples.

Or, le calcul du plus grand commun diviseur peut &tre effectué
par l'algorithme d'EUCLIDE, dont le principe est le suivant: si G(x)

divise Pn(x) et P;(x), effectuons la diwision de ces deux polyndmes:
P,(x) = P} (x) Q(x) + R(x) ,

R(x) étant le reste., Comme G(x) divise Pn(x) et Pﬁ(x)Q(x), il doit divi-
ser leur différence R(x). De la méme fagon, G(x) diwisera le reste de la
division de Pﬁ(x) et R(x) et ainsi de suite, jusqu'a trouver une division

exaxte. Alors, le dernier diviseur est le pegoCodes

Exemple - Eliminons les racines multiples du polyndme

£f(x) = % - 4 x2 +5x =2
Ona

f1(x) = 3 x2 -8x+ 5
Divisons:

2

X = 2 3x =8x+5
x 1 _ 4

o 3 9
X +~'Qx -2

+
Wl

3

22 4, %é

Wi wislwio »
N
Ty

9
RESTE: -2 x + §

9
= =(2/9) (x = 1)

peuxidme division: on s'apergoit aisément par l'algorithme de HORNER que

3% =8x+5=(x=1)(3x=-5)+0 .

Ie pogZecCods est donc (x=1) . La division de f(x) par (x-1), qui peut
8tre effectude par 1l'algorithme de HORNER, donne le polyndme
£*(x) = % - 3x 4+ 2

qui donne de toute évidence 2 racines simples, & savoir, x = 1 et x = 2

L'application de ce procédé d'élimination des zéros multiples pose

cependant la question d'un algorithme général de division des polyndmes.
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Soient

(an, 8, 19 eees ao) les coefficients du dividende

(bp 2 bp_»] 14
(cq, Cqe1? oo co) les coefficients du quotient.

On aura, bien entendu, p + @ = n . On procéde comme suit: partant de

secsy bo) les coefficients du diviseur

Cq=an/bp,

on calcule

L

n
(1) _
n1 = ®noq 7 Cq Ppq

I
(@]

Qo000

ROM

= b
=] n=p q o

Ensuite, partant de

.M

¢ N1

q-1 / bp ’

on calcule

(2) _ _(1)
8p-1 = Pno1 T Cq-q Ppeq

9o 20000

(2> _ (@)
Bp=p=1 = Zn-p-1 = Sg-1 P

(q)

et ainsi de suite, jusques et y compris la qe étape. Les ay sont alors
les coefficients du reste, dont l'expression commence au premier coefficient

non nul.

* 6, METHODE DE BAIRSTOW
Le principe de cette méthode est de chercher des diviseurs du
polyndme de la forme (x2 - pX = gq) o On sait que dans le cas général,

2 : , n=2
Pn(x) = (x° - px - q)@bn__2 X + oee + bo) +Rx+8S.,

Les coefficients R et S du reste seront nuls si(x2 -px=q) est un
diviseur de Pn . On peut les considérer comme des fonctions de p et q,
dont on cherchera les zéros par la méthode de Newton-Raphson: étant

donné une approximation de départ (po, qo), on écrira

p=p0+Ap ’ q=qo+Aq
et
oR R
~ LA oy _—
R(psa) ® R(p_, q,) + . 87t g Bqg =0

23 o -
S(p,q) % S(p,s q,) + N Ap + 2q, Aq =0



Le déterminant de ce systdme de damux équations aux inconnues Qp

& 2R 95 _ 2R 28
¥, q, vq, °p,
La solution est donc
1
AP=8 ( S(P ,Q) ‘bp R(P 9Q))
Aq = 1 <?-§—R<p a,) - 22 5(p_,a,) )
8 P, o’*o dq, ’

et Aq vaut

Mais comment calculer les dérivées de R et S? L'algorithme général de

division par

un trindme donne

it
£

n-2 n
bn=3 = 81 P Ppep
bn—4 =a, 5 + D bn__3 + q bnm2
bo =a, + P b1 + q b2
R = a, +p bO + q b1
S = a +p bo
Introduisant les notations
ob °b
. k k
€y =30 et dk =3
on obtient
cn_2 = 0
Cpe3 = Ppap P Cup = P,
°n~4 = bn_3 + p cn_3 taqc, 5
c, = b? +piCy +4qc,
oR b +pec +qc¢
op P e, +a¢
a~s— — c
20 2%
et
dnm_2 = 0
Gpe3 =P Oy p =0
dn-4 =P dn»B +a dn==2 + bn-z
d

=p d1 +qd, + b

16
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OR

?q - D do + q d1 + b1
98

SE = q do + bo .

On recommence les calculs jusqu'a convergence de p et q. Deux racines sont
ainsi obtenues (elles peuvent &tre confondues en module ou complexes
conjuguées). On divise alors le polyndme initial par (x2 - px=-q) (on

a déja calculé les coefficients du quotient!?!), et on recommence le processus,
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. PRI . . . 1 .m .
Exercice 1 = Vérifier l'indépendance deg solutions m xk de 1'équa-
tion de récurrence

a, y(m) + coo + a y(m-n) = 0 .

Exercice 2 ~ On considére l'équation de récurrence non homogéne

a, y(m) + oo0 + a, ym-n}) = b , b = cte. )
@) Montrer gque' si 1l'on se donne les valeurs y(1), ...;E&g)ﬁdéjjlsolution

pour m = 1 & n, elle est univoquement définie.

b) Montrer gque la solution générale de l'équation est la somme d'une so-
lution particuliére de 1'équation compléte et de la solution générale de

1'équation homogéne.

¢) Dans quelles conditions existe-t-il une solution particuliére constante ?
Quelle est—elle?

Solution

a) Soient deux molutions 4 et Iy Leur différence z = ¥q=Y, vérifie
1'équation homogeéne et s'annule aux n premiers points, Elle est donc nulle,

b) Soit ¥, une solution particulidre, et soit-y une quelecongue autre
solution de 1l'équation. Leur différence z vérifie évidemment 1. .équation
homogéne,

c) soit yo(m) =z = cte . On a donc

(an+ cee + ao) z =Db,
ce qui donne

b

a_  + + a
n cee o

a4 condition que le quotient ne soit pas nul, cé qui a lieu si 1l'équa-

9

tion

a xn + +a =0
n e o0 o"‘

n'admet pas le nombre 1 comme racine.

Bxercice 3 = Soit le polyndme

f(x) = 231 x6 - 315 x"' + 105 x2 -5

On demande

a) De chercher un borne supérieure du module des rachnes,

b) De chercher une borne inférieure des racanes.

¢) De déterminer & quelle distance de l'origine on est certain de trou-

ver un zéro de f(m).

d) Be calculer par la méthode de Bernoulli la racine de plus grand

module.
Solution A
= = 315 _
a) d=315 , la | = 231 ! <1+ 557 = 2,364
b) f =315 , la,l =5 Iz 1 > 37—2-;—-5- = 0,01563
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c) on a 1Eflxk - 0l<€ l231 = 0,5279

d) Le polyndme étant pair, on aura automatiquement
f(xk) = f(mxk) =0,
donc il faut employer la méthode de Bermoulli double. Aprés 46 itérations
eeo =y(5) =0, y(6) =1 , on obtient

i

en partant des données y(1)
pour la troisiéme fois
am) = = (6 /6 )
On a donc
X1,2 = & 1V 4 g =+ 0,9324695.

0,8694995, et on calcule alors p = 0 .

]

I1 faut noter que 6m/ Sm- garde systématiquement la méme valeur pendant

1

deux pgs.

Bxercice 4 - Ne peut on imaginer un artifice permettant de ne garder

systématiquement gu'une des deux racines symétriques de 1l'équation de

l'exercice précddent et de le traiter par la méthode de Bernoulli simple?

Solution = En posant 2 = x2 , on obtient 1'équation
231 23 = 315 22 + 105 z = 5 =0
Partant de y(1) = y(2) =0 , y(3) =1 , on obtient
ZT = 0,8694995
aprés 23 itérations. Il en découle

X = i 099324‘6950

1,2



RESOLUTIORN DES EQUATIONS

ALGEBRIQUES ET TRANSCENDANTES

1. REPERAGE DES ZEROS
Le probléme de la résolution d'une équation de la forme

f(x) =0

se pose fréquemment. La premieére étape de sa résolution consiste & situer

approximativement les zéros. Dans bien des cas, un diagramme peut rendre

s

de précieux services. Soit par exemple & résoudre 1l'équation

f(x) = cos x + =0 ,

ch x

que 1l'on rencontre dans 1'étude des vibrations d'une poutre encastrée-libre
(fig. 1). I1 est aisé de se faire une idée de l'emplacement des zéros en
pemarquant qu'il s'agit des points de rencontre des graphes de cos x et
.(=1/ch x), A 1%side d%un diagramme (fig. 2), on peut observer les faits
suivants:

a) I1 y a une infinité de solutions positives Xq9 seey X

® 00

n9
b) Pour x suffisamment grand, 1/ch x & 0 , ce qui signifie que

pour les grandes valeurs de n,

cos xn’,:: o,

soit
xnx%4-mq)K,

¢) La premiére racine est contenue entre ‘%' et ™ , la segonde,
entremet %3 s, la troisiéme entre Q%L et 2 , etec .... En général,
une racine d°ordre impair Xt vérifie

% + 2kM< xy < (kDT
et une racine ‘d'ordre pair x,, admet 1'encadrement

(2k-1)T < %, < =+ (2k=D)T

2k 2

Nous avons donc obtenu un encadrement séparé de chaque racine ou,

comme on dit, nous les avons séparées.




2, MULTIPLICITE DES ZEROS
On dit qu'un zéro E est simple ou de multiplicité 1 si £9(F ) est

un nombre fini ou nul. Dans ce cas, on a

fv(g) = linm _M

x =>E x-3

ce qui entraine

- [}
14m  EEEE)

x =% (x)
Un zéro de multiplicité entiére m se caractérise par les corditions

f(E) =0, £'(F) =0, «eoy f(m"”('g) =0 , f(m)("g) £ 0 et fini,

ce qui permet d'écrire, si f € Cm+1,

£(x) = £ () (x=8)" 4 £ ™D (en) (x )™

et, par dérivation,

£rx) =m £ ™E) (x -3 4 olx - D)
I1 en découle la relation

(x -3) f'(x) _
£(x) -

lim m .

X =5

Nous dirons qu'en général, ume fonction fe C1 ( CE) admet un zéro

de multiplicité m, m réel>0, éventuellement infini, si

(x =?3fzx§1£xl = m+glx) ,

! avec g(x) tendant vers zéro pour x —>E% de telle fagon gque

g(x)
X -8

soit intégrable au voisinage e . eette derniere condition est certai=-

nement vérifiée s'il existe un nombre €>0 tel que

g(x) = o((x -£)°).

La définition ci-dessus implique un comportement particulier au
voisinage de € , comme le montre le théoréme suivant:
Théoréme 1 - Si f€C1([;§) admet en x =¥ un zéro de multiplicité m,

0<m<oo , il existe une constgnte finie A telle que

lim 1f(x)1 = A

x =% _E1"

L d




En effet, on a

) m ., &)
f(x) -~ x =% x -5 °

Intégrant entre un point X, £E et x, on obtient

X

1 | EEL mlnfx"§|+/ %ﬁ%dt
X
o}

f(xo) X, -E

m 1n | ;’z:’-:?g|+G(X)—G(xo),

(o]
o

G est la fonetion continue définie par

X t)
6(x) =fg sl 4.

On en déduit

()t - !?(Xo) !
fx -21"  1x, -zt"

exp [ a(x) - G(Xo) 1,

et

f(x )1
1im ff(x)t _ £ix,
x=>E 1x =517 Ix, -FI"

exp [ - G(x,) 3 = .

Ce théoréeme admet une réciproque, a savoir:

Théoréme 2 - Si 1la fonction f vérifie

ol & est une fonction dont le logarithme est absolument continu au voi-

sinage de B ., f admet en E un zéro de multiplicité m,

En effet; on a dans ce cas

lnﬂx—)—'fﬂ = 1n G(x) =/xh(t) dat ,
Ix -5} £

avec h intégrable, soit

X
In | f(x) { =m 1n fx =% | +/ h(t) 4t ,
€

ce qui entraine

£°(x)
f(x’§ = xm_g + h(x)

et

(x ~“5;gx:§'(x) =m+ (x -E) h(x) ,




c'est-a-dire que f admet un zéro de multiplicité m.

Notons que l'on peut trouver des zéros de multiplicité infinie. Clest

le cgs de la fonctiold

f(x) = exp(~ !;! )

en x = 0, On a en effef

£1(x) = - é@«,ﬁ) .

x|
et

x £7(x) 1

Fx) < 1= %

I1 s'agit d'in contact infiniment intime avem l'axe des x. A l'inverse,

on peut trouver des multiplicités nulles, La fonction

£(x) = sign x - - sign x
N 1 N 1n x|

In] =1
X

s'anmule en x = 0 , On a .

sign x 1

£f9(x) =
lnzlxl

et

2£@ 1

f(x) - " 1n x|

Le graphe de cette fonction épouse 1l'axe des y de maniére parfaitement

intime,

4. SEPARATION DU ZEBO PAR LES VALEURS DE LA FONCTION

Comment déterminer si une approximation x du zéro ¥ est bonne ou
mauvaise? On est tenté de dire qu'il suffit de vérifier que I1f(x)} est
trés petit. Malheureusement, les choses ne sont pas si simples. Tout

dfabord, il faudrait pouvoir dire par rapport & quoi If(x)! est petit.

Ainsi, la racine positive de 1l'équation

2

f(x) =x“ =1=0

est égale & 1, Pour x = 1,001, on a
£(1,001) = 0,002

la m8me valeur de x intoduite dans la fonctiog

g(x) = 106 X = 106



donne
g£(1,001) = 2000,

assurément petit devant 106, mais non dans 1'absdlu,

D'autre part, le comportement m8me de la fonction au voisinage du
zéro joue un grand rdle: lorsque le zéro a une multiplicité supérieure
4 1l'unité, il y a contact entre le graphe de la fonction et l'axe des x,

ce qui signifie que f(x)=x 0 pour x déjh assez éloigné du zéro E (fig. 3).

Etudions plus précisément cette relation. En supposant que le zéro

soit de multiplicité m, on a

x =% {x -FI

9

et il existe un voisinage ol

=d o

a
Ix _glnl 2

Dans ce voisinage, on a donc

°

x g1 < (L 1/

La relation

y = ( ‘fo(CX)' ) 1/m

est représentée en figure 4 pour diverses valeurs de m. On constate aisé-
ment que pour les fortes valeurs de m, une petite valeur de 1f(x)! cor-

respond 3 une grande valeur de Ix =%,

Cette circonstance s'aggrave encore du fait des erreurs d'arrondi.
Supposong le calcul de f entaché d'une erreur maximale +rq » €t que 1'on

~

arréte le calcul dés que la valeur calculée f(x) vérifie

”~
I£(x)! <¢ .

~

On ne pourra rien affirmer de plus que

IE(x)1 < g+m ,

ce qui donne

Ix -E1g (L) V/m

?

valeur d'autant plus grande que la multiplicité m du zéro est plus éle-

A L) ., by ~
vée. Méme si le processus de calcul méne & f(x) = O, on ne pourra jamais
garantir mieux que

Ix =gl (=) V"

°



Il est donc difficile de tester la valeur d'un zéro de multiplicité

dlevée, Pour illustrer ce fait, supposons que l'on calcule, avec une pré-

cision de 10'6, le zéro positif de
£(x) = x> - 10.
La solution est

= V10 = 3,162277660...
5

Les nombres entrant en jeu étant voisins de 10, on aura Afx 2.10 7. Pour

£(x) = 2. 10~2, on obtient

x=710-2.10" =V 10V 1 - 2.10"‘6 ~ v10 (1 - 10"6) .

soit

jx == 3.107°

Soit & présent la fonction

g(x) = $(x> = 2 ¥ 10 x + 10),

admettant le méme zéro, mais avec une multiplicité 2. Pour une précision

de 10"6 , on aura Agx 2.10“5 , et, pour g(x) = = 2, 102 » il vient
x° -5
=V 10x+10 =210 =0,

soit 4 - )
x=V 10 + v/'"w'o 210 + 2,102 =¥ 10 + 4,5.10‘3 .

ce qui donne

(x '“-g’ = 495510"3 9

soit une erreur quinze cents fois plus grande sur la racine, pour une mé-
me erreur sur la fonction,

La figure 5 permet de visualiser 1l'influence de l'erreur de calcul de f,

5. METHODES DE SUBDIVISION DE L'INTERVALLE
. Les méthodes de subdivision de 1'intervalle ne stappliquent que si

la fonction passe par la valeur zéro en changeant de signe.

5.1 = Subdivision binaire (fig, 6)

Partant d'un encadrementl(gn 0 dn) tel que
f(g,) « £(d)) < 0 ,

on calcule
g + d
= a2

Xn+1 2

S5i ce point est & droite du zéro, il remplacera avantageusement dn; dans

le cas contraire, il remplacera 80 Ces conditions s'écrivent explicitement



- S5i f(Xn+1) o f(gn) < 0 , alors

_g dn+1 = xn.+1
g

n+t

|
[He]

- Si f(xn+1) o f(gn) >0 , alors

_g gn+1 xn.+1

[
f=1]

n+1 n

= Dans le cas fortuit ol f(xn+1) =0, on a évidemment ¥ = x

La convergence de cet algorithme est évidente, puisque
-1
ldn-gn[cZ 'do"'go' 9

ce qui entraine la convergence des deux extrémités de 1l'intervalle:

e =X

14, -Elstd -gl=2"1d -gl —=0

=) N

2 !do “"gol — O 'y

i

1§ - gl <14, =g
Cependant, tout ceci suppose qu'il n'y a pas d'erreur de décision:
supposons que, dans le.cas du prémier diagramme de la figure 6, les

erreurs d'arrondi entrafnent %(Xn+1) < 0 ., On cherchera alors le

2 ¢
zéro dans l'intervalle C:gn+1

x ., =E 1< 1M/t

s dh.j' Or, ceci est possible dés que

1 étant 1'erreur de calcul de f et m, la multiplicité du zéro. On
peut donc s'attendre & une erreur

tagt = 1q/at'/m

ce qui signifie que ce procédé est pratiquement limité aux zéros simples

ou de multiplicité inférieure a 4.

5.2 = Méthode de la sécante (fig. 7)

Le principe de la méthode de la sécante est d'essayer de construire

un découpage plus efficace que le découpage binaire, A cette fin, on

remplace la fonction f par son interpolée linéaire

dnagn

f(x) = f(gn) + (‘.f(dn) - f(gn) )

et on calcule le zéro de cette derniére, qui est donné par
g, £(a ) -da f(g)

f(dn) - f(gn)

X
n+1



Pour le reste, on procéde comme dans le cas de la subdivision binaire.

L'étude de la convergence de cette méthode nécessite 1l'hypothése
que le zéro solt gsimple, ce qui implique l'existence de deux constantes
o et A telles que

& Ix =gl € 1f(x)! €A Ix -E1

dans un certain voisinage du zéro ¥ . Supposons, pour fixer les idées,

s &

el = Bn ° Examinons

que x .>FE . Alors (fig. 8) d = X "

n+1 n+1

quelle est la relation entre 1Id -E1 et 'dn -1 .0na

n+1
(dn+1 -%) = (dn -%) - (dn - d‘n+‘l’) ’

soit

dper =81 =18y =Bl = 1d, = dj 41 . )

Cherchons donc une borne inférieure de Idn | !

n+1

I, = d 4! =ld, = xn+1'" )

\ g, £(d) - da_ £(g)]| |
m=ld = - =
n £(a) - £(g,)

1a, - g 1 1£(a )1

tf(dn) - f(gn)x

(4~ &) £(a))
£(3) - ilg)

Or, on a d'une part

lf(dn)l 2 ldn -E .
et, d'autre part,

1£a,) - £(g )1 < 1508 )1 + 12(g )1 < A 14, =Bl + A lg, -E1 = A 14~ g1

ce qui entraine

ld, =4 14, -E!

g §°3

>
n+1‘ -

et, par (1),

) -
ld, ., -8l < (* -3 ) 14 -%1!

Ainsi, chaque fois que la borne droite se déplace, sa distance

I d . O’ a . I
au zéro est multipliée par (1 = T ). De la méme manidére, on montrerait

aisément que tout mouvement de la borne gauche la rapproche du zéro d'mn
facteur (1 -% )e

Sur n itérations, on observera ng mouvements de la. borne droite

et ng mouvements de la borne gauche, avec



ng +n; =1,

si bien que
o
)

a 1< -2 % 14 1 € (1-2 )4 g {
td, =31 < T A o "8l S T A o~ 8

0

n , n
1E-gls0-D818-g1s (1-7)81a -¢
On peut imaginer quatre cas:
a) On obtient £ aprés un nombre fini d'itérations. Ce cas exceptionnel
n'exige aucun commentaire. ;
b) Les itérations se passent de telle manidre que
n_ - oo s n

d < Nd fini,

Alors, 8, —>% , De plus, il existe nécessairement une valeur N de n

au-deld de laquelle seule la borne inférieure de meut. Donc xn-a—gf.

¢) Au contraire, n, tend vers 1'infini, tandis que ng reste fini,

i
C'est exactement le cas symétrique du précédent et on a toujours xdu—?g .

d) Quel que soit N, il existe toujours une itération n, > N ou

1

l'extrémité gauche se meut et une itération n, > N ou la droite se meut,

alors, gn--'g ? dn-—’-:g ? Xn—»'g ° .

2

Comment évaluer 1l'erreur aprés‘une itération (n-+ 1y 2 On peut

se fonder sur la relation

A
de '3'5 « !dn+‘l - c,ln'
ou son équivalent & gauche, selon que l'une ou l'autre des extrémités

est en mouvement,

6. METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES
6.1 = Imaginons que 1l'on ait & résoudre l'équation

3

X +5x=1=0 ,

Il est tentant de mettre cette dquation sous la forme

-15-(1 - x2)

et d'essayer de la résoudre itérativement en posant

X =

X =
n+1

Partant de

1 3y
5 (1 Xn) .
x = 0 , on obtient successivement:

X =0

™
!

= 0,2000

™
]

0,1984

»
]

0,1984
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et

6

3 -1 =4,499 . 107° .

3+ 3%

On le voit, la convergence est rapide. Par contre, si 1l'on part de
Xy = 10, on obtient

x =10
o]
x, = =199,8
6
x2 = 19595010
Xy = = 811,9.10°,

soit une suite nettement divergente,
0@ congoit donc 1'utilité d'une étude approfondie des processus comme

ci-dessus, permettant de déterminer les conditions de convergence.

6.2 - Le principe de la méthode exposée ci-dessus est de construire
une suite de la forme

a1 = F(Xn) ’

qui devrg converger vers la racine B de l'équation. La fonction F est
supposée continue,
Une premidére condition nécessaire est F(E) =F . En effet, si

xn——b'g , On a
IF(E) =81 < 1IF(B) - F(x )1 + X, 4 ~Z1=—>0 .

Mais cette condition ne suffit pas,

6.3 = Critére-de 1l'application contractante
Une condition suffisante est le critére de l'application contractante,

encore connu sous le nom de théoréme du point fixe., Ce résultat est trés
général et s'applique bien au-~deld du seul probléme des racines des équa-
tions. Citons par exemple

= legs systémes non linéaires dans r®

- les solutions d'équations différentielles dans €°(Ca , bD) .
Aussi travaillerons-nous dans le cadre général des espaces métriques
complets, Rappelons qu'un espace E est métrique si & tout couple (x,¥y)

de points de E, on peut associer une distance d(x,y) telle que:

ad(x,y) >0 six#y .
=) d(x,x) =0 , dix,y)= d(y.»)
d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) pour tous x, y, 2 & B .
Cet espace est complet si la condition de CAUCHY

lim d.(Xp s X ) = 0
Pyq => 4

sur une suite { xn} implique l'existence d'une limite '§ telle que

lim d(x ,E) = O.
m =00



Dans un espace métrique complet E, une application F de E dans E
est dite lipschitzienne s'il existe une constante L, positive et finie,
telle que

d(F(X)vF(y)) < L d(x,y) ,
guels que soient x et g € E, Elle est contractante si L<1.

On a les théorémes suivants:

Théoréme 1 : Soit £ une solution de 1'équation P(x) = x., Alors, si F

est contractante dans une boule §R(§) = {xeE ] d(x, € )sR} , boute

guite de la forme x ., = F(xn) » BVEC X € BR( § ), converge vers X .

On a en effet
a(x_,,,E) = aP(x), F(E)) € L a(x, E)E «ov § L+ a(x,E)

éLn+1R —_— 0 .

Théordme 2 (d'existence de la limite) : Soit F une application con=
tractante dans une boule §R(c) = {xeE ] d(x,c) < R} , et soit I 1a

constante de Lipsohits correspondante. Si

d(F(c)ye) € (T = L)R,

1°équation admet une et une seule racine Ee-ﬁR(c), et clest la limite

de la suite xn+1 = F(xn), avec un point de départ quelconqgue dans la boule

fermée,

Démonstration

a) La suite ne sort pas de la boule §R(c), car si x e-ﬁR(c), on g

AP (x),c) a(F(x),F(c)) + d(F(ec),c)
£L d(x,e) + (1 =L)R < R

b) La suite est de CAUCHY. En effet, pour p < q, on a

q-1 q=1
' k
d(xp, xq) < kE=p d(x,, Xk+1) < k%; L d(x1, xo)
0 , P
< ey, x.) 152.—.1) LW =dlxy, x) 7057 >0

pour inf (p,q) = 0o,
c) La limite ¥ vérifie F(E) =E . En effet,

a(F(E), )< aAF(S), Flx)) + dlx,,,»E )

€L dalx,g) + dlx ,F) —= 0 .

6.4 = Un critére de divergence

Le critdre suivant permet d'écarter des processus qui ne peuvent

converger:

M



Théoréme 3 : Si la fonction B vérifie

A\
—

a(F(x,), F(x,)) 2 @ d(x,, x,) s G

dans un ouvert 0 ., une suite de la forme

X

n+l F(xn)

ne peut converger en aucun point de N ., 4 moins que F(xa) = xo cas

excdptionnel de la suite X , X, X5 oo )

Nous démontrerons ce théoreme par l'absurde: supposons gue la suite

xn+1 = F(xn)

converge vers un point € eJdl, sans que F(xo) = x o Posons (fig. 9)

P

d(x,cfl) > 0 (L1 est ouvertt )

P2

d(xo, F(xo)) >0 ( X # F(xo) 1)

et

inf( Py, Pp) ;é 0

wi—

F=

Comme la suite {xn} converge vers 5 , il ;doit exister un nombre N tel que

vérifient cette condition,

pour n 2N, x e Bf’ (). Mais si x, et x

on a aussi

2p2 d(xn, xn+1) > g* d(xo, x1) > d(xo, x1) = FZ? BF ’
soit
223,

ce qul est contradictoire,

6.5 = Estimation pratique de l'erreur dans un prcessus contractant

Aprés n itérations, on a

' k
d(xn,'-g) \(]Z-;l d(xk’ Ji:k-»)-‘l) < d(Xn’ xn+1) 1«:2::0 L ?
soit
alx_, x_ ,)
n n+1
Az, »B) € —3 -

I1 suffit donc de vérifier que deux itérés successifs sont suffisamment

voisins,.

6.6 - Stabilité numérique de la contraction

Supposons qu'a un instgnt quelconque du processias apparaisse une

erreur, de telle sorte que l'on traite un point §£ # X, ¢

e, =d(x, , x) # 0.

12



Mais on a

F.¥) . -~
a(F(x) , F(x,)) € Lalx ,x) =Le < e ,

si bien que l'erreur diminue au cours de l'itération.

7. APPLICATION AUX FONCTIONS NUMERIQUES D'UNE VARTABLE

7+1 = Pour une fonetion F(x) dérivable, on a, par le théoréme des

accroissements finis,

IF(x) = F(y)l = 1x = y1 1F'(2)1 ,
avec z situé strictement entre x et y. Dés lors,

- La fonction F est contractante sur Ca, b)) si

L = sup IF(z)l < 1 3
I a, b X

Dans un ouvert ou IF'(z)l =1 , il ne peut ¥y avoir convergence.

Un examen plus approfondi permet d'améliorer ces conclusions. En

effet, si E est la racine, on a

F(x) =F(€) = F'(z)e(x - F)
ce qui donne, au cours de l'itération,
-E = RBY -
xn+1 E = R (Z)n(xn g) ° E
Dés lors, si dans on yEC (ou DE, xOC ) , P (z)e CO0, 1 C , 1a

suite est monotone et bornée, donc convergente. Au contraire, si

F'(z)e D=1, 0 (, la suite oscille autour de ¥ , et il convient de
s'assurer que l'on ne sortira pas de l'intervalle de convergence, Cette
condition de stabilité sera garantie si IF'(z)l < 1 dans Ca, b)) , avec

E contenu dans ( a+% 0 b-»— ) ,obih=D>b=a, & condition de
partir dans ce sous-intervalle. En effet (fig. 10), le cas le plus
défavorable est alors celuli ol E=b = h/3 et X, =a+ h/3 (ou l'inverse).

Alors, |x - E1 < h/3 et x, sera dans Ca, )

La figure 11 donne une interprétation graphique des considérations

qui précédent.

T.2 = Imaginons que l'on veuille résoudre l'équation
tgx=x |, ) ,
qui apparalt dans certains problémes thermlques. L'examen de la flgure 12

montre que 1es 1’&611188 pos:.tives sont - emeadrees pa:r

T

" nﬂ< § < uT 4+ g #

et, pour lTes grandes valeurs de n et, donc de x, ces racines finissent
par se confondre avec celles de l'équation

tg x = 00 ,
ce qul donne

13
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?nz' T—;- + nTe (n grand) .

Partant de nt , on est tenté d'essayer l'algorithme

xk+1 = tg xk
ce qui revient & écrire F(x) = tg x .« On a alors
PI(x) = 1 + tg2x3,1 ’

si bien que cet algorithme diverge toujours. En partant par exemple de

X, = 4 , on obtient
X, = 1,158 x5 = 1,127 x9 = =14,06
x3 = =1,160 x7 = =1,696 .
X, = =2,297 Xg = 7,925 :

Mais on peut aussi écrire

-gn = nT + arctg §n

(Le terme n est nécessaire, car la fonction arctg a ses valeurs entre
L)

-3 et % )o L'algorithme de recherche de §n est alors
X1 = n® + arctg X
ce qui correspond &
Fn(x) = ni + arctg X .
On a ici
1
Fr'l(x) = — < 1 .
1 + x

et l'algorithme converge dans [:O. Voyons par exemple comment convergent

les suites construites pour 31, f29 ‘§3 en partant de nwW ,

i k n =1 n=2 n=3
0 2 3
1 4,4042 7,6962 10,890
214 4,4891 T,7248 10,904
3| 4,4932 74,7252 10,904
4|  4,4934 7,7253
5| 4,4934 7,7253

La situation que nous venoms de constater est générale:

8i la fonction P posséde une dérivée supérieure en valeur absolus &

1'unité, 1la fonction inverse, si elle existe, posséde une dérivie

de valeur absolue inférieure & 1'unité.
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En effet, de

y = P(x) et x =P (y)
on déduit
4y _ qe ax _ e~y
3 = T (x) et ay = @ ),

d'on
Pr(x) « @ ) (y) =1 .

8. COMPARATISON DES VITESSES DE CONVERGENCE. ORDRE BT TAUX DE CONVERGENCE

8.1-Un bon algorithme est avant tout un algorithme qui converge vite, ce
qui signifie que 1l'on en obtient un résultat bien approché aprés un petit
nombre d'itérations. Il est donc naturel de définir des critéres permettant
de comparer les algorithmes sur ce point.

Dés qu'un algorithme est contractant, on a au moins

dlx . »% )< Ldlx,%) ’ L<1

ce qui signifie que la distance & la solution est multipliée par L &

chaque itération, Plus précisément, notons

a(x )

_ n+1?
n dzxn, = ) ¢

Les nombres Aﬁ' devront &tre aussi petits que possible si 1l'on veut que

A

la suite des x  converge vite. On s'intéresse souvent, & ce propos, au
comportement de la suite pour n trés grand. Si la suite des nombres An
converge, on définit le taux de convergence asymptotique (& 1l%'ordre un)
par

7- lim N

n —soe “n
Cette notion est intéressante en ce que, quel que soit &€ , il existe une

valeur de n a partir de laquelle
A < T+ E
n ,
Mais en général, rien ne garantit la convergence de la suite des Ana

Cependant, on peut la remplacer par la suite des Bn définis par

_ sup
By ™ kmn My

Comme cette suite est décroissante et bornée inférieurement par zéro, elle

admet une limite qui constitue la définition la plus générale du taux de

convergence asymptotique (& 1l'ordre 1 ) :

d(xk+1’?§)
d(x,,E) }

T = 1lim { sup
n—»=0 k>n
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ce que l'on note souvent

d(x, 1,15)
T = 14 — o

Cette définition remplit le m&me office que la précédente, car pour tout g,

il existe une valeur N de n & partir de laquelle

sup Ak< T+ E s
k>N

sl bien que 1'on a encore pour tout n N
A< T+E &

(La convergence donnerait plus: T =& <1%1<’ T + € o, mais précisément,

nous n'avons pas besoin de la minoration).

8.2 = Mais on peut imaginer des algorithmes ol An décroilt rapidement
avec n, donnant ainsi une convergence de plus en plus rapide a mesure que

1'on avance., I1 arrive par exemple que

-1
A< B (x,E) , p>1 ,
ce qui implique
P
dlx . 4+F) € Ba (x,5).

Dans ce cas, on dit que l'algorithme est d'ordre p. On définit alors le

taux de convergence asymptotique & l'ordre p par

a(x ag)
= lim sup = nfT - o
n =p= o0 ;dp(xhgig)'

On examinera avec attention la figure 13, qui donne une comparaison

graphique d?un algorithme du premier ordre avec un algorithme du second

ordre,

8,3 = Dans R, on a les lemmes suivants:
Temme 1 - Soit F une fonction telle gue
lim ) =51 _ - é i 29
x —>% [Ix-%I°
avec p >1, Alors, 1l'algorithme
xn+1 = F(xn)

converge vers 3 si le point de départ X egst suffisamment proche de¥®,

son ordre est p et son taux de convergence asymptotique i ;'brdre p est T .

Il existe en effet un nombre'rl1 tel que pour |x =Tl < n1 , on ait

IF(x) =21 _

T+ 1 .
.._Ix‘_g'p =~ o

Soit alors L <1 . On a
(T+1) I1x -81°< L 1x =51



pour .. 1

oy r——————

Ix ~£1< L(z+ 1) p"1=412.

Pour !xO -3l /q = inf(fyh, 'Y'Z) , la suite {xn}vérifiera donc

E -E] = lF(xn) ~EBl< L lIx) -Z! ,

ce qui implique la convergence. Dés lors,

1 x -5 IF(x.) -E1
1im @ —2t1 T . g4 -2 -z,
n —=o0 | X, - f!p n —>o0 Ixn —‘g!p

Temme 2 = Soit F une fonction telle que

1im __.ﬁ_______lF!‘XxZ "g' = T< 1
X —>% g

Alors, l'algorithme
Xn+1 = F(Xn)

converge vers & gi le point de départ x est suffisamment proche de k3 s

son ordre est 1 et son taux de convergence asymptotique est r.

Sait_‘.'Eﬁf;t"ee!'ffietf-;'Z.‘f-‘tizé.’f"né;fiib’wé,»;mérifié;hf PR I TR AR
T<L<1 .
I1 existe -un m;mbreirltel que pour jXx -5 [< 7 5 on ait
IF(x) -8t _
% ~Z1 £L <1

Pour |x - El<m , la suite {xn} vérifiera alors
Ix

et sera donc convergente. Il en découle

lim g “BY lim ) -2 =T
F) =0 1:X:n "'g! n oo 'xn ...g' o

8.4 - Voici un critéere relatif & ltordre des algorithmes itératifs
dans R : Soit F une fonction dérivable dans (5 , telle que (B(x) -Z)
admette en$ un zéro de multiplicité p > 1 . Alors, 1'algorithme

Xnyp = Flay)

est d'fordre p.

En effet, il existe alors une constante T telle que

iim‘ IB(x) =31 T
x =% fx -%1°

8.5 = 81 F est p fois différentiable, {F{x) =F:) admet Ui zéro-de
multiplicité prsi- et seulement si

P(Z) =€ , F'(B) = ... =F(p"*“)(§) =0 , F(p)(g) ﬁ ;‘;’

Dans ce cas, on a

- P
o) -x= E=EL 2 eg) 4 oux -21Y)
ce qui entrafne visiblement

(p)
r = | E—.—C‘.g_.)- '

p!
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9. METHODE DE _NEWTON
Pour résoudre l'équation f(x) = 0 , utilisons le développement
£(B) = £(x) + (F~=x) £'(x) + o(1E = x1) .

pour {E€= x| suffisamment petit, le dernier terme est négligeable
et on aura donc £(*§) = 0 pour '

0% £(x) + (£~ x) £'(x) ,
c'est-a-dire
&= x-%zc(})-;)' = F(x) .

La méthode de NEWTON consiste & utiliser cette approximation sous forme

itérative:

f(xn)

X = Pl = x) - ETTE;T

L'interprétation graphique de la méthode de NEWTON est illustrée
par la figure 14 : partant de X,» On progresse suivant la tangente au
graphe de f, jusqu'a rencontrer l'ame des x au point X5 de 13, on

recommence le processus,

Convergence de la méthode de NEWTON ..

Il,convieﬁt”a'qbqﬁd'de;montrerfqueﬁFﬁﬁg)ﬁéfjg‘; ce qui n'a rien

d'évident, car on peut avoir £'(€) = 0 . Ecrivons F(x) sous la forme

F(x) =% + (x~-gJ(1- (i(?g)f'(x) ).

Par définition de la multiplicité du zéro, il existe un nombre m tel
que pour [x =E[<m , on ait

f(x) 1
l x = %)t (x) I = i

(pour autant, bien entendu, que m # 0). Donc, pour m non nul, on a,

dans un voisinage de ¥ , la relation

Ip(x) =81 < |x %1 (%+2"s) —> 0

Cela étant, on a

P(x) - (%) = x-F - 28,

x)
i _ v- S .
P(x) =F(E) _ , _ £(x)
X =g B (x =€)t (x) °

ce qui entraine



' - 14 - Elx) 1221
r (:g) = ilfng ’ 1 (X—'g)f'(X) , = 1 z °

Pour un géro simple, F'(E) = 0 , donc la méthode est du second ordre.

Pour m # 1, on ne peut avoir jF'(x% )< 1 dans un voisinage de "€ que
si
-1<1 -2 <
m
soit, d'une part,
-;-1- < 0 , Co=a=d, m< @
et, d'autre part,

1 .
;;l. <2 ? c."a"‘d' m>‘% °

La convergence de la méthode de Newton a donc lieu dans un certain

voisinage de la racine pour autant gue sa multiplicité m'vérifie

< m< oo,

Pour m = 1 , la convergence est guadratique.

Le taux de convergence & l'ordre 1 pour m # 1 vaut donc 1 =~ % .
“: le cas ea m = 1, on calcule successivement
- .
] - " "
Fr(x) = 1 - f (x; £f{x)f"(x) _ f(x)zf (x) , F'(E) =0
£1°(x) £9°(x)

(£ (x)£™x) + f(x)f"'(gg)f'z(x) -2 f(x)f'(xzfnz(x)
214 (x)

F"(x) -

9

" P ﬂ—;—)—
B = Y

ce qui donne finalement le taux de convergence au second ordre

10. METHODE DE SHROEDER

10,1 - La méthode de Schréder permet d'obtenir des algorithmes

d'un degré aussi élevé que 1l'on veut. L'idée est la suivante: le graphe
(x, £(x)) peut tout aussi bien 8tre exprimé sous la forme inverse

x = gly) ,
au moins dans le voisimage du zéro, si celui-ci est simple. Alorsg,
la racine cherchéde n'est autre que

= g(0) .

Développons la fonction g en série de Taylor i partir du point y :
aura 5

(=DP y°

g(0) = g(y) -y g'(y) +4§— " (¥y) + oo + ——-57-1— g(p)(y) + oeee

on

19
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et en revenant & f, () _
g(0) = gly) - g'(y) £(x) + % g"(y) £2(x) 4 wee + i:f;!-— g (y) P x) + ..

Tl est aisé d'exprimer les dérivées de g en termes de f, en notant que

v s E————
g' () =
d dx £" 1 g
g"(y) = = (g') . = (= ). - d
dx dy f‘2 K f93
nv( ) = .l_. _d__( ") - _l__ (f”v fe3 -3 fqz f"2) _ 3 f,,z - F1 fFue
) Voo ws i Eh f°6 fn5

etc oo

ce qui donne

" 2 112 Fow (3 "we : )
g(0) = x - 2b. £r00 £ Ga) NG = D@ S o3y L,
£9(x) 2f”3(x) s fvs(x)

L*algorithme-de Schiddes mumére.m est donné par

*ne1 T Fm(xn) s
ol Fm est le développement de g(o) arrété au terme de degré (m=1) en £(x).
Pour m = 2, on retrouve la méthode de Newton.

11.2 = Montrons que l'algorithme de Schr@der numéro m est d'ordre m,
On a, par la formule générale du reste de la formule de Taylor,
IP (x) -8B = 1P (x) - g(0)]

m #*
= B Mty L e

+#*
y étant un point intermédiaire entre y et 0. Pour un zéro de multiplicité

égale 4 1, on a
If(x)1 €A Jx =81,
d'ol :
(m),_*
(P (x) -8l g | B Td 4" 1x -gy"
(m)
m
sup g"njriﬂlﬁx Ix -£1"
Cf(a), £(p) D '
a et b étant les bornes de l'intervalle de variation de x. . RO
Pour autant que le zéro soit simple, 1l'expression de g(m) est finie si

fec"” s, ce qui achéve la démonstration.



11, METHODE DE LA SECANTE MODIFIEE

Dans certains cas, le dérivée de la fonction f n'est pas calculable

ou est trop longue & calculer. On ne peut alors utiliser la méthode de
NEWTON, Mais on peut en construire un succédanéd en remplagant f“(xn) par
la différence finid (fig. 16)

flx ) - f(xn-1)

X =X
n =1

ce qui donne
(xn- xn--‘l) f(xn)
X X =

n+l T Cm £(x) - fx,_,)

soit, tous calculs faits,

T
£x,) - £(x,_,)

X1 f(xn) - %, f(xn_1)

b'd
n+1

On retrouve la méthode de la sécante, a cette différence preés
que, dans le cas présent, on ne s'interdit pas l'extrapelation. Celle=ci
constitue, bien entendu, un risque d°'instabilité de l'algorithme, mais

on obtient &4 ce prix une amélioration du taux de convergence,

Calcul de l'ordre de convergence asymptotigue
Comme il s'agit d'une récurrence & plusieurs points, nous partirons

de la définition
Ix -5

; fini et non nul.
n-=0 Ix -% 1P

Il nous faut déterminer p et T . A cette fin, posons en = gn-fg o On &
X1 f(xn) - x, f(xn_1) - g(f(xn) - f($§“1)

n+1 N
f(xn) - f(xnn1)
soit
€ - €n-1 f(xn) - 5 f(x:n--1)
n+1 f(xn) - f(xnn?)
Suppogant alors f deux fois différentiable, on peut écrire
2 .
& i SRS
£(x) = £1(E).e + —— £"(F) + o€
D86 lors,
g Tlxy) - Enf(xn-1) =

Epoy € T108) - € & FU(E) + 2 € E2gm(g) -1 E E_fn(E)

2 2
+ E En.o( En) - E_ €& o( € )

n=1 n n=1 n-1

--tE €, (€ - E"(E) +o(ed) ;

n

21



d'autre part,
£lx) - £(x ) = (€ =€ ) £7(E) + 0(&?)

On en déduit
£

(g 2
i1 =~ * €n En- ET%?E% +o(e%),

et nous négligerons le dernier terme. Passant aux logarithmes, on

obtient, en notant d_=1n t €_1I ,
n n

dogr = Gy =4y q =K

avec K = In(l£"(€)/f'(€)). I1 s'agit d'une équation aux différences.

Avec son second membre, elle admet visiblement la solution particuliére

d =-K ,
n

La solution générale de 1l'équation homogéne est la somme de deux solutions

de la forme

n
dn =P .

Introduisant cette expression dans 1l'équation, on trouve
n+1 n =1
p  -p -p =0,

soit
2
p =~p=1=0,

ce qui méne aux deux valeurs

Py = 1—%———2— = 1,618,400 (nombre dfor)
. 1=V5 5 -
pz =) -2 ) =2 e 0,618000

Au total, la solution générale de 1l'équation complete est

n n
dn = = K + A P, + B P,

et pour n suffisamment grand,

n
~y -
dn ~ A p1 K o

On en déduit aisément
dn+1 - p1 dn‘£ (p1 - K,

soit, en prenant les exponentielles des deux membres,

! En+1'

: > = exp ( (p1 -=1)X )= T , fini et non nul.
E_1™1
n

L'ordre de convergence asymptotique est donc Py = 1,618.00
Bien qu'il ne s'agisse pas de convergence quadratique, c'est de loin

supérieur a une convergence d'ordre 1. Le taux de convergence a

1lfordre p, se calcule aisément & partir de la définition de K:

T = ' ?:(gé; l 0,618...

22
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12, METHODE DE LA PARABOLE

Par les points Xpo Xp_qe Xpope OB fait passer une parabole d'équation

gkx) = f(xn) + a(x = xn) + b(x = xn)2 .

On calcule aisément les coefficients a et b par

flx,_ ) - £lx) ) f(xn_,g) - fx))
‘b - -1 = *n : T S
xn-1 - xn--2
f(xn-‘l) - f(Xn)
a = - b(x -x ) .
b4 - X o] n
n=1 n

~
On cherche alors le point de rencontre x du graphe de f ave l'axe des x :

n+1
il sfagit de résoudre 1l'équation du second degré

2 .
b(xn_*‘1 - xn) + a(xn+1 - xn) + f(xn) =0 ,
Des deux solutions 3 J
- a + V[~a._éc&vb £(x,)
Xn+1 - Xn = 2 b

il faut évidemment choisir celle dont le radical est affecté du signe posi-

tif, car & la limite, si f(x_ ) = 0, on doit obteni¥ x = X_, Du reste,
n n+1 n

on améliore le conditionnement numérique en multipliant haut et bas par

14

==a-V/ a2-4bf(xn) ’
ce qui donne finalement

2f(xn)

Tl =% T T Ja2 - 25 t(x)
a+Va" ~40D f(xn)



13. RESOLUTION DES SYSTEMES D'EQUATIONS HOK LINEATRES

Dans ce qui suit, nous ferons les conventions de notations

suivantes: les vecteurs de R sewrosnt motés par ses minuscules latines:

a, by «eos Ce sont toujours des vecteurs-colonnes. Pour désigner les

mémes vecteurs écrits sous forme de lignes, nous utiliserons la notation

aT, bT, eseo Les lettres latines majuscules désignent des matrices. Enfin,

pour les scalaires, nous utiliserons des lettres grecques.

by

Soit donc & résoudre le systéme
f(x) = O °
On utilisera souvent une méthode itérative de 1la forme
x(k+1) - g(ﬁf(k)) .
Mais pour obtenir des conditions suffisantes de convergence, il ne suffit

pas, comme dans R, d'invoquer le théoréme de Taylor, car on aurait
g; (¥} = gz(x) = Ek:. D, g (x+0,(y -x)) ,

avec Gi différent pour chague i. La bonne méthode est donnée par le

théoréme suivant {7 J: Soit 'Jij(x) = ngi(x), Alors, si g est conti-

nfiment différentiable sur le segment ( x, x +Ax ) , on a

He(x +4x) = g(x) ), g 1130 + 0 Ax)11, 1 Axlh,

pour un certain 6 € )0 , 1C.,

Considérons en effet la fonction
() = 2 & [gi(x +7A x) - g (x) 1
i=1 |

les & étant des nombres fixes & .C0 , 1D ., On a ¢ec1(;(€io s 10 )

dol, par le théoréme des accroissements finis, comme g(0) = 0 , il
existe e € 0, 1 I tel qie

n
> & [eg(x+bx)-gx) ] =401)=-4(0) =4(e)
i=1

Or’yf'(e)-- Z g C Zng (x+eAx)ij] = 1531 £, 52; (x+@Ax)Ax
et, comme leslfileCO I I I
{gr(e)t &£ 5.1! E;1 1(I(x + ebx)Ax),
g’.l(J(x +08x)Ax); 1 = Il 3(x + eAx) Axll,

it a(x + 9Ax)”1 “Ax“1

Dans le cas particulier olt 1'on choisit

24
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€ = sign L gi(x +Ax) - gi(x5 1

on obtient
n

s 'gi(x +Ax) - gi(x)' < Ha(x + 9Ax)“1 ”Ax“1 R
i=1

soit
Itg(x +A x) - g(x)H1£ 1Ha(x + eAx)H1 HAxH.’

comme annoncé,

_ I1 résulte de ce théordme que la contraction est assurde dans un
ensemble V si HJ(x)H1~$ o< 1 dans Ve

14, METHODE DE NEWTON-RAPHSON

Soit un systéme f(x)=0 admettant une solution s rY, Développant

en série de Taylor limitée, on a

O_f(a)mf€x3+2 D i(x) (s =x.) 4+ o(fls = xI1)
3 3 J

Définissant la matrice des dérivées
Fij (x) = Djfi (x)

on aura donc

F(x) (s = x) ¥ - £(x)

soit, si P est inversible,

8 = X z-F'1(x) f(x)

Cette relation suggére l'algorithme

x(k+1) = X(k) - F"‘1 (x<k)) f(x(k))

dit de Newton-Raphson. C'est la généralisgtion & n dimensions de

l'algorithme de Newton.

Nous démontrerons la convergence de cet algorithme dans le cas ol
l'on sait qu'il existe une solution s et que, dans une certaine boule
Bf (s), on a les relations suivantes:

a) 1, €%, a>o0

b) HF(x) - P, €M itx -3l , 0<A<oo

La premiére de ces conditions 31gn1fle que la matrice des dérivées F
est inversible au voisinage de la solutlon (zéro simple). La seconde

est une condition de Lipschitz sur ces dérivées.

La démonstration se fait en deux étapes:



A, On montre d*abord que

ie(x +A x) = £(x) = F‘(x)l\x“1 <€ P (x + 8640 x) = F(x)“,l HAXH,. )

aveg _0& 3. 0 , 1 C. Il suffit pour cela de s'inspirer de la démonstration

du 13 ci-dessus, et de considérer la fonction auxiliaire

avec -1< E; € 1 . Cette fonction est continfiment dérivable et s'annule

en T= 0 , Par le théoréme des accroissements finis, il existe donc un

@ strictement compris entre O et 1, tel que ¢(1) = g*(8) . Or,

g7(e) Zi:Ei [ Zj: ?fé;{iw el x) ij - Za Fij(x) ij]

2 € [ @(x + 6 0x) = P(x) ]i
i

et, comme tous les Ei sont inférieurs en valeur absolue a 1,

(#7(e)t € 2 1(F(x + 84x) = F(x)) Ax) ) = {1(F(x)+ 68x) = F(x)) Bxll,
i .

<P (x+ 60 x) - F(x)“1 HAXH.] .
Choigissant alors

€ = sign(fi(x +40x) - £, (x) - dj_'. Fij(x) ij) ’
on obtient

¢U$=thX+Ax)-f&)~deAxHq9

d'ou 1'inégalité annoncée,

B, On a alors, en posant

g(x) = x = F ' (x) £(x) ,
1'égalité

gx) = s =x -8 = F“1(x) £(x)
goit, comme f(s) = 0 ,

-1

g(x) =8 =F {(x) [f(s) - f(x) = F(x) (s =x)] .

On en déduit, en utilisapt 1'inégalité démontrée en A,

Hex) = st g HET G, He(s) - £) = P(x) (s = x) HL,

< :xF‘1(x)1t1 P (x+6(s=x)) = PG, Ms = xIf, .

~

Tenant enfin compte des hypothéses a et b , on obtient
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A
Hg(x)-sllT.{-&—QHs-foé ‘%;’Hs-x”f .

ce qui montre que l'algorithme est du second ordre. La convergence sera

assurée si au départ,

Hs-=-x(0)l!1$-%i—[5 . o< pB<1 &

15, METHODE DE NEWTON-RAPHSON MODIFIEE

Le calcul de la matrice F & chaque itération étant généralement

trés long, on préfére bien souvent ne le faire que de temps en temps,

et utiliser la récurrence simplifiée
X(k+1) - x(k) - F-1(X(O)) f(x(k)) .

Eventuellement, on réactualise de temps en temps la matrice F pour
accélérer (ou simplement garantir) la convergence. Le choix de la stra-
tégie de calcul (mettre & jour fréquemment ou rarement) demande une

cértaine expérience du genre de problémes & traiter,
*' La convei'gence de cet algorithme r(axarqua!e 1'6n me remet pas & jour)
peut étre démontrée dans le cadre des hypothéses sulvantes:
a) llF_1(x(O§')ll1 =0 <00 ,
b) Dans une boule Bf’ (s), on a 1IF(x) - F(y)tIE A [1x - yIt ,
avec O< A< 00,

Ta démonstration est trés voisine de celle de la convergence de la

méthode de Newton-Raphson.,

Ao On a la relation

HEf(x) - I"(x(o)) (x = S)H1 < 1P(s + o(x = 8g)) = }.i‘(x(o))!l1 ix = S”‘l ’

avee 0<8<1 , Il suffit, pour le montrer, de congidérer la fonction

#T) = Z £ [£s+1(x-9) - = 7 cztx, =507
i 1 i 1d d d
avec -1§£is 1 . Cette fonction est nulle en =0, ce qui permet

d'affirmer 1l'existence d'un © strictement‘ compris entre O et 1 tel que

g(1) = g7(e). oOr, .
‘o) = 5y} - 7. (x(® ‘
§1(0) = 2 &, Z;J [y (sv0(x=s)) =7, (=) T (x; - 5

.t

et, comme tous les €i sont inférieurs en module & 1l'unité,

19" @ | [E(erea) - 26N @) 1, |

= 11E(sex-s)) = PO (x - o)1,
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< 1P (s+6(x=s)) = F(x(o))ll,I ix - sH1 .

Choisissant d'autre part

8 - st () - = r ) =80 ),

on obtient

g(1) = Hf&x) - F(x(O)) (x - s)n1 .

d'olr 1'inégalité annoncée.

B. On a alors
g(x) =s =x =8 = F(x(o)) £f(x) = Fg1(x(o)) L F(i(o)) (x = s) =f(x)7,
ce qui entrafne

11g(x) - slt, <€« 1P (s+8(x=5)) = F(x(o))!l1 11x - sl

(0)

<o M s +68(x =-8) = x "IL;

4 IIx = s!!1

o™ | Ils—x(O)H1+9Hs~xH1] 1x - sti,

+ s = xi1, ] Ix - st .

(0) X(1) ot

En particulier, pour x = x' °, on a g(x) =

x(1) : (0) (0)

: : (O)
amgsa.zxnx ~sH1lm -sH1S @lm -sH1

avec P< 1 dés que

(0) _ stt, € -

!'x 2}.“ Qe °

Si cette condition est vérifide, on a automatiquement

(k) (0)

Hx - sll, 5]3!!x - sl1,

pour tout k., En effet,.@?ést vrai pour k = 1, Si c'est vrai ﬁour la

valeur (k-=1) de 1'indice, on a

l!x(k) - s!l1$de:t le(o? -,slligééétx(k_1) - sll1] llx(k"1) - sl
<o) (4 +f ) tho)-»sIH.P Hx(o)~ sIf

(0)

1
1

£ 2N 11x - gll, o lfx( - sll P llx - s!l1 .

1

béﬁ*iors, on a tout au cours de 1l'itération

Y-

) L grr, € 20 1129 < s, 1 - sid <p 1= < sy,
1 1 1 1
ce qui garantit la convergence 3 l'ordre 1 dés que le point de départ
vérifie
(0) &
[1x —sll,‘<2d>‘ . O<f6<1°



Exercice 1 = Soit f une fonction admettant en un zéro d'ordre p # 1
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mais connu., Montrer que l'algorithme
f(xn)
X = X

- D Eiivw )
n+1 n f (xn)

est d'ordre deux,

Solution - On a donc

F(X) = X - iiﬂl—

1Y £1(x)
et, comme F(£) = & ,

Px) - P(¥) = (x -3) - p $E

gsoit
Plx) = P(2) _, _  __£(x)
x - E h P x=%)f' (%)
et

F' =1-B=Oo
(x) D |

Exercice 2 - On considére 1l'équation;

x2 =1ln (x + 1) .

On demande

a) De situer les racines, s'il y en a.

b) D'en chercher une approximation & 4 chiffres significatifs

par une méthode d'itération spécialement congue & cet effet,

dont on aura au préalable démontré la convergence

Exercice 3 = On considére 1'itération suivante:

2
*ni1 = Fp t @y - xn) ’

avee YE€D) 0 , 1 Q o xo = 0 , Démontrer la convergence et trouver la
limite.

Solution « Si le processus converge, la limite doit vérifier

E-E+% (y -2 ,

soit €= + ¥y . Pos;nt X1

= F(xn)', on a ici

Fi(x) =1 =x
donc IF'(x)!>1 pour x<0 . On ne peut donc converger que vers 4V ¥ o
Pour cette dernidre racine, on remarque que O<1i;°(x)<1 dans D0 , 1

donc la convergence est assurée,

Exercice 4 - Résoudre 1l'équation x ln x = 1

Solution - Situons d'abord les racines. x In x n'a de sens réel

que pour x >» 0 . Pour x = 0 ,



lim x1nx=1im%-’};’-‘-=11m -}{-}-E-=1im(~x)=o.
x->» 0 >
b4

On a d'ailleurs xIlnx = 0 en x = 1 , Comme
Dx(’ x1lnx )=1nx + 1> 0 pour x>% » <0 pour x<-;- ,

= =0 pour x = 0 ,
comme par ailleurs , x ln x ==& pour x == , gon graphe a la forme
représentée en figure 17. On en déduit que la racine cherchée se situe
en un point x> 1. Elle est unique. Pour la trouver, on peut utiliser
la méthode de Newbton: comme
f(x) =x1nx =1 s, F'(x) =1lnx+ 1, ona
X, In X, = 1 X, + 1

“n
nt1 - 0T T1mx + 1 = 1nx + 1
n n

Partant de X, = 1, on ovtient successivement

X, =2 5, X, =1,772 , x

2 = 19763 9 X, = 1@763 °

3 4

Exercice 5 = Résoudre 1l'égquation x = sin x = 1/4

Solution = Un diagramme (fig. 18) montre qu'il n'existe qu'une
racine § , qui est positive, Elle est enoutre inférieure & m/2 , car
W/2 =1 = 0,5Te00 > 0,25
On utilise la méthode suivante:

X .1 =sinx + 1/4 = F(xn) ’

pour laquelle
F'(x) = cos xe )0, 1C pour xe Jo, m/2 C

Partant de X = /2, on obtient

x, = 1,250 Xg = 1,173
x2 = 1,199 Xe = 1,172
Xy = 1,182 X, = 1,171
x, = 1,175 Xg = 1,171

Exercice 6 - Trouver les trois premiéres racines strictement

positives 'de 1'équation te x = th x

Solution - X, = 3,9266023
x, = 7,0685827
x, = 10,210176

Exercice 7 - Montrer que si,ehtre la racine® ¢% le point de départ X s

il n'y a pas de second zdéro de f et £(x).f"(x)>0 , la convergence de la

méthode de Newton est monotone.

Solution: Développons £ en série de Taylor limitée au second ordre

autour du point Xyt
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2
(5~ x)
0=f(E) = f(xo) + (5 - xo) f'(xo) + £ (z)
avec 1z compris entre X, et ¥ , Divisons par f(xo): il vient
2
v { -
0=1+(3-x )f {x) + (E- %) nia)
= o’ f(x) 2 f(x ) °
() )
et le dernier terme est positif, ce qui entrafne
f.’(xo)
(g - XO) f(xo) < w1 °

Supposons d'abord f(xo)of'(xo) > 0 . Il vient

£lx,)
- X < - f'(xo)

et
f(xo)
< XO = f'(xo) < XO °
8 l'inverse, si f(xo)°f°(xo) <0 ,o0na
B x> - )
et f(xo)

‘§>x0~f,(xos > Xy e

Le méme raisonnement reste valable pour les itérations suivantes. La

suite des x_ est donc monotone et bornée, donc elle converge, Puisqu'i

k
la limite, on doit avoir

fgxz 0
= ?

TEETE

on a donc certaimement f(x) = O , pour autant que la déri¥ée ne soit pas

nulle (zéro simple) .
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