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Plan de la theése

Le premier chapitre expose les objectifs visés par le travail de doctorat. A la base
se trouve le principe qui sous-tend tous les développements: le nouveau concept de
représentation d’image est une sorte de langage de haut niveau destiné a une description
précise et rigoureuse de tous les traitements orientés par la notion d’objet, opérés sur
I’image.

La premiere étape importante est la détection des objets dans I'image, opération appelée
segmentation. Sa réalisation pratique fait intervenir plusieurs outils appartenant a deux
grandes familles: la morphologie mathématique et 1’extrapolation de tertures. La premiere
décrit principalement les formes des objets; elle est développée dans le chapitre 2. La
seconde sert a analyser les signaux de texture. Le chapitre 3 énonce les principes théoriques
de 'extrapolation et aboutit a des tests d’efficacité de codage. 1l ressort des essais que le
taux de compression est inversement proportionnel au nombre de raies spectrales conservées
pour représenter la texture. Pour des grandes textures, il atteint aisément la valeur de 50.

La deuxieme partie du document est consacrée a I’étude de la forme. Filtrage et codage
des contours en constituent 1’ossature principale.

En étudiant de pres les opérations de filtrage des contours, il est apparu que le temps
de calcul constituait une limitation importante pour les techniques de filtrage et de codage
développées. Pour lever cette difficulté, nous examinons, dans le chapitre 5, des nouveaux
algorithmes adaptés a nos besoins mais dont le champ d’application est plus étendu. Par
I'intermédiaire de nos algorithmes, nous sommes méme parvenu a réduire le temps de
calcul des opérations morphologiques usuelles que sont I'ouverture et la fermeture. Des
développements théoriques completent la description des algorithmes par une réflexion
fondamentale.

Le chapitre 6 explique comment se réalise le filtrage des contours. C’est I’aboutisse-
ment d’idées visant a assouplir les opérations morphologiques élémentaires. Nous proposons
également le nouveau concept de polymorphisme, sorte de fonction distance, qui fournit un
moyen d’estimer les effets du filtrage.

Le dernier chapitre termine 1’étude de la représentation de la forme, integre les no-
tions de polymorphisme dans une nouvelle description des contours et propose, comme
perspective, une représentation par squelette propagé.

Démarche

Il n’est pas vain de rappeler que 'objectif du travail est double: développer une batte-
rie d’outils orientés par la notion d’objet et mettre au point une technique de codage en



4 Démarche

termes d’objets. En filigrane, I’ensemble des travaux se présente comme le développement,
d’une série d’outils adaptés aux objets. Par contre, en surface, le role principal revient a
une application particuliere qui s’épanouit dans un cadre cohérent : le codage synthétique
d’image par objets.

Enfin, le cadre global et la notation commune entre les différentes parties de ce docu-
ment sont destinés & rassembler une panoplie de nouveaux outils convenant a des objets
(représentation d’un objet, extrapolation de la texture d’un objet, filtrage de sa forme, ...)
en vue de les appliquer au codage d’image.



Chapitre 1

Représentation d’image

1.1 Description du cadre de travail

Ce chapitre développe et présente un cadre général axé sur la notion d’objet, dans lequel
on pourra modéliser toutes les étapes de traitement d’image intervenant dans la construc-
tion d’un procédé de codage d’image évolué, qu’il s’agisse par exemple de la segmentation,
d’un filtrage non-linéaire ou encore d’une simplification du contenu de I'image. La raison
d’une telle entreprise est qu’il n’existe pas a I'heure actuelle, du moins a notre connais-
sance, de formalisme universellement adopté ; sans doute parce que certains domaines du
traitement d’image demeurent fortement cloisonnés. C’est donc un cadre de travail que
nous développons dans ce chapitre.

1.1.1 Présentation des techniques de traitement d’image orien-
tées par la notion d’objet

Comme I'univers se compose d’objets, la description précise d’une scéne emprunte sou-
vent un vocabulaire lié aux objets. Pourtant, le domaine du traitement d’image y fait
rarement allusion. C’est vrai notamment pour le codage d’image ou 1’on voit a priori mal
par quel biais introduire une information en termes d’objet. De plus, les auteurs commet-
tent ’erreur de croire que les objets doivent toujours correspondre a des objets physiques,
alors que définir un objet comme une surface présentant une certaine homogénéité spatiale,
statistique ou spectrale, est plus utile en traitement d’image.

Une difficulté supplémentaire provient sans doute de I’inexistence d’un modéle d’image
orienté par la notion d’objet et d'une étude trop succincte des schémas de codage. Pour
remédier a ces manquements, nous proposons dans ce travail un modele d’image axé sur
la signature spectrale locale et un schéma de codage entierement axé sur la notion d’objet.
Ce cadre général et cohérent permettra d’intégrer les trois taches qui incombent a toute
technique de codage par objet. En effet, pour ce type de codage il faut

— segmenter I'image, autrement dit identifier les objets présents dans la scéne;

— qualifier les objets, les décrire précisément. Le concept de représentation introduit
plus loin y pourvoit ;
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— puis il appartient de coder ces objets de la maniere la plus compacte possible. Cette
fonction est le fruit d’un schéma de codage.

Ces trois points sont abordés dans le présent document sous un angle différent de
celui des travaux présentés dans la littérature, puisque nous avons veillé a adopter une
démarche globale depuis I’étape de segmentation jusqu’au codage. Si le theme pivot de
ce travail est le codage, la mise au point de notre technique de codage nécessiterait bien
des études complémentaires. C’est pourquoi nous ne dessinerons que le fil conducteur du
codage, émaillé toutefois de résultats complets dans ce chapitre, en mettant l’accent plutot
sur des nouvelles techniques de traitement d’image orientées par la notion d’objet.

1.1.2 Vers un codage d’image orienté par la notion d’objet:
bref historique

Représenter une image numérique nécessite un nombre élevé de bits. Dans 1’avis 601,
le CCIR définit une norme a 216 Mbit/s. Les canaux de transmission actuels ne s’accom-
modent pas de tels débits. L’objectif du codage d’images est de réduire les débits tout en
demeurant capable de reconstruire a la réception une image aussi proche que possible de
I'image de départ.

Les premieres techniques de codage se sont inspirées de la théorie de I'information.
Deux groupes de techniques de codage d’images fixes se sont développés depuis les années
septante: les techniques de codage spatiales, qui travaillent directement a partir des
échantillons de I'image, et les techniques de codage par transformées. A cela s’ajoute en-
core la compression hybride d’images qui combine les deux schémas de codage précédents.

Au début, ces méthodes fournissaient des taux de compression qui ne dépassaient guére
10. Moyennant la suppression d’informations peu visibles par ’ceil, ce taux a été légerement
accru; il s’agit du codage perceptif. En voici la description simplifiée. Chaque bloc de
8x8 pixels découpé dans 'image subit un changement de représentation par transformée
en cosinus discrete (DCT!). Les coefficients obtenus dans l'espace décorrélé se codent
ensuite de maniere perceptive et passent dans un codeur entropique, tel celui développé
par MAcQ [55]. Afin de supprimer les effets de blocs inhérents a un découpage en carrés
de taille 8, on peut plutot décomposer le signal en bandes de fréquences. C’est alors le
domaine du codage en sous-bandes (cf. VANDENDORPE [109]).

Apres avoir exploité toutes les possibilités de la théorie de I'information, ces techniques
procurent des taux de compression allant de 5 a 100. Mais pour obtenir des taux aussi
élevés, le codage spatial se double d’un codage temporel qui agit par comparaison d’images
successives et interprete les mouvements. L’exemple suivant résume un codage complet.

Un exemple: la norme H261

La norme H261 [52] du CCITT reprend les éléments d’un codec? vidéo pour les services
audio-visuels & px64 kbit/s (ou p va de 1 & 30), qui s’appuie sur le format d’image CIF3
de 288 lignes et 360 pixels par ligne. La configuration du codec comprend une structure
hybride alliant un codage spatial par DCT a un codage prédictif inter-images pour réduire

1. Discrete Cosine Transform
2. Abréviation pour codeur-décodeur
3. Common Intermediate Format
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la redondance temporelle. Les erreurs de troncature qui apparaissent lors du calcul de la
transformée dans le codeur et le décodeur, ainsi que les erreurs de transmission, introdui-
sent, a cause du traitement décorrélatif temporel, une distorsion qui croit dans le temps,
ce qui nécessite un rafraichissement régulier de I'image.

D’autres standards ont vu le jour récemment : JPEG* [72, 112] pour des images fixes,
MPEG 5-1,2 pour des séquences. Par ailleurs, ’ambitieux programme MPEG-4 est en cours.

Ces schémas de codage établis considérent peu les particularités du systeme visuel
humain et ne conviennent pas a l'interprétation robotique d’image. Poussées par le désir
de se rapprocher d’une vérité physiologique et d’effectuer des traitements automatiques
plus efficaces, quelques recherches ont exploré des pistes centrées sur le concept d’objet.
L’intérét du codage par objet est d’obtenir des images dépouillées mais contenant une
information intelligente, c’est-a-dire comprenant toutes les caractéristiques importantes
pour l’application désirée; le codage par objet réalise pour ainsi dire une synthése du
contenu de 'image.

KuUNT [43, 44] est sans doute le premier & avoir contribué a diffuser le codage par objet,
qu’il nomme codage de seconde génération. Il distingue deux familles de techniques de co-
dage par objet: les premieres décomposent I'image en canaux de fréquences orientés puis
codent I'information des contours (position et amplitude), les autres traitent des régions
fermées, les textures étant représentées par des polynomes ou des fonctions de base ortho-
gonalisées [29]. Au registre des sources d’inspiration, on retrouve le domaine de la synthese
ou de la discrimination de textures qui alimente la recherche de techniques de codage de
textures et surtout de segmentation. Ainsi BARNSLEY s’appuie sur la notion de fractal pour
décrire les textures et parvenir a des hauts taux de compression (quoique la confirmation
des valeurs annoncées tarde a venir...). D’autres auteurs modélisent les textures par des
fonctions aléatoires (voir par exemple HARALICK [32] ou HSIAO et al. [35]). Par ailleurs,
la Communauté européenne finance depuis 1992 le projet de recherches RACE Morpheco
destiné a développer une technique de codage d’image par objet.

Dans ’état actuel des connaissances, le codage par objet est a considérer comme un
complément potentiel des techniques éprouvées ou comme substitut pour des applications
spécifiques, telle la vidéotéléphonie a tres bas débit, qui privilégient la notion d’objet sans
exiger la reproduction exacte de 'image.

Les méthodes par objet : complément des techniques actuelles

En couplant un algorithme axé sur la notion d’objet a un codec ‘classique’, certains
défauts disparaitraient :

— quelques modes de fonctionnement définis dans la norme JPEG permettent une re-
construction progressive de I'image. A cette fin, aide qu’apporte un algorithme qui
détecte les objets et les classe par ordre d’importance, pourrait conduire a allouer les
bits disponibles aux zones d’image a restituer préalablement ;

— un algorithme par objet peut servir a supprimer les effets de blocs qui dérivent du
traitement par DCT ou lors de la compensation de mouvement.

4. Joint Photographic Experts Group
5. Motion Picture Experts Group
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Ces deux modes d’action montrent les méthodes de traitement d’image orientées par
la notion d’objet, analysant le contenu de I'image et influencant le comportement d’un
codeur. Il est vrai qu’apres ’analyse de I'image, on peut espérer optimiser le comportement
du codeur.

Le codage basé sur la notion d’objet : substitut aux techniques actuelles

Deux inconvénients majeurs dus principalement a la volonté de conserver toute 1’in-
formation contenue dans l'image, propre au codage a haut débit, sont apparus lors des
premieres tentatives de réalisation des codages par objet:

— pour le codage d’images naturelles, les résultats affichés jusqu’a présent [43, 50| ne
parviennent pas a concurrencer les algorithmes plus anciens. A qualité égale, il n’est
pas certain qu’'un codage par objet s’avere plus efficace. C’est le sévere bilan que
dressent BIGGAR et al. [2];

— les résultats dépendent fortement du contenu de I'image a traiter, conclusion que
tendent a confirmer les résultats obtenus dans le cadre du projet RACE Morpheco [4].
Les techniques par objet sont moins universelles.

Des lors, 'objectif n’est pas de restituer apres décodage une image identique a 1’origi-
nale, mais d’extraire de "image une information en termes d’objets, capable de produire
une image simplifiée. Le domaine des faibles débits se préte probablement davantage a
I'usage d’un codec axé sur la notion d’objet. Pour l'illustrer, nous comparons une image
codée par JPEG et par notre méthode a la figure 1.1. Les effets de bloc affectent I'image
(b) & tel point que, sans post-traitement, ils limitent I'usage de la norme & des taux de
compression de 1'ordre de 30. L’image (d), codée par notre technique, présente plutét un
effet de lissage, moins génant dans ce cas.

1.1.3 Description de notre schéma de codage orienté par la no-
tion d’objet

Avant de poursuivre et afin de clarifier la démarche, nous présentons a la figure 1.2 le
schéma de codage général utilisé pour nos travaux.

Un premier opérateur décompose I'image en objets décrits par leur forme ou contour
et leur aspect appelé texture. Ces deux informations sont ensuite codées, transmises ou
stockées, et enfin décodées au récepteur.

Une remarque s’impose a la vue de ce schéma: les contours et les textures sont deux
types d’information pas toujours tres bien décorrélées entre elles. Comme le précise la
théorie de I'information, plus les informations de contour et de texture sont décorrélées,
plus le code est compact. Alors, dans la mesure du possible et pour arriver a des taux de
compression importants, on récupérera le contenu d’une branche pour injecter I’informa-
tion dans ’autre branche. Dans la figure, c’est 'information de contour qui est introduite
dans la branche de codage des textures. Cette constatation influe considérablement sur les
développements d’algorithmes de codage. C’est elle qui justifie I’extrapolation de textures,
encore appelée déconvolution, dont il sera question au chapitre 3. Elle est destinée a simpli-
fier les textures d’une partie de I'information résiduelle de contour. Réutiliser I’information
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(c) Segmentatlon complete. étape
préliminaire d’'un codage par objet.

y I|-|, 0 "-_
e \h\u‘. ..J “"\‘ '...

ol " I ||‘ I =
(b) Image codee par JPEG avec un
taux de compression de 34.

(d) Le résultat de notre technique de
codage a partir de (c). Le taux de
compression vaut 37.

Fic. 1.1 - Comparaison d’images codées dans le domaine des hauts débits.
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Image
Segmentation
Objets
I
Contours Textures
Codage --» Codage
1
v | v
Transmission : Transmission
{ | {
Décodage r-» Décodage
R |
Y
Objets

FiG. 1.2 - Un schéma de codage orienté par la notion d’objet.

d’une branche dans ’autre est la principale innovation du schéma. Bien sur, un tel schéma
exige que soit transmise en premier lieu I'information des contours mais rien n’interdit
cette hypothese.

Les quelques techniques de codage par objet déja indiquées dans la littérature (cf. [43]
par exemple) n’établissent aucune connexion entre les deux branches du codeur. Pourtant,
dans la plupart des schémas publiés, le récepteur doit d’abord décoder completement un
signal pour arriver a décoder le signal de ’autre branche, ce qui signifie qu'une forte
corrélation subsiste entre les deux branches sans qu’elle ne soit considérée durant le codage.

Théoriquement, il est aussi possible d’inverser le role des contours et des textures en
récupérant a cette fois 'information décodée de texture. Il n’y a guere que si le récepteur
doit recevoir simultanément les deux types d’information, qu’on évitera un schéma en
boucle ouverte.

Hypothese importante pour le codage des textures. Nous conserverons tout au
long du travail le schéma de la figure 1.2, ¢’est-a-dire que 'information de contour servira a
décorréler davantage les entités contour et texture et qu’au moment de décoder les textures,
le récepteur posséde déja l’information de contour.

Nous allons a présent introduire un cadre mathématique et une notation pour les trai-
tements d’image par objet.
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1.1.4 Cadre mathématique et notations

Soit une image I a niveaux de gris a traiter. Nous parlerons indifféremment d’image
a niweaur ou teintes de gris, de fonction ou d’image numérique. Les opérations entre-
prises en traitement d’image sont nombreuses et parfois fort différentes. L’application qui
nous concerne plus particulierement est le codage d’image par objet. Si la partie de codage
entropique supprime la redondance présente dans une image sans dégradation, la quanti-
fication introduit des irréversibilités de sorte que 'image décodée est différente de I'image
de départ et cela d’autant plus que les débits sont faibles. Présenté de la sorte, le codage
opere une transformation de suppression de redondance d’information et fournit en fin de
compte une approzimation de l’image I notée 7 (I).

Si ’écart entre 1'image I et son approximation 7 (/) est faible, la technique de codage
est de bonne qualité. Idéalement, il y a égalité ‘perceptive’ parfaite entre 'image et sa
représentation, c’est-a-dire qu'un observateur ne percgoit aucune différence entre les deux.

A ce stade de la discussion, il est utile de fournir un cadre mathématique plus rigoureux.

Cadre mathématique. Chaque image de luminance I définit de maniére unique une
application ni injective ni surjective qui, & chaque point du plan E (il s’agit du plan discret
Z* ou euclidien R?)®, associe une valeur de gris comprise dans un intervalle donné G :

I: E—=G: (z,y) — I(z,y) (1.1)

Si la position (z,y) est fixée, une nouvelle série d’applications a valeurs dans G s’obtient
en définissant un opérateur ¢ qui transforme une image en une autre image:

¢: G¥ = G¥: VY(z,y) €E, I(x,y) = ¢(I(z,y)) (1.2)

L’opérateur approrimation est une application de ce type, tout comme ’est une opéra-
tion de filtrage. L’ opérateur identité noté 1 envoie un ensemble sur lui-méme: 1(I) = 1.

Il arrive que I’ensemble de définition et I’ensemble image soient distincts. La définition
de composition d’opérateurs reste valable a condition que l’ensemble d’arrivée du pre-
mier opérateur concorde avec ’ensemble de départ du second opérateur. Les opérateurs
de représentation et de reconstruction décrits plus loin constituent une paire d’opérateurs
appartenant a cette famille.

Egalité entre deux opérateurs. L’égalité entre deux opérateurs ¢ et ¢ se traduit par
une égalité en tout point du plan:

o) =) <= V(z,9), o(I(z,y)) = ¢(I(z,y)) (1.3)

Avec ces définitions, toute opération intervenant dans la formation d’une technique de
codage acquiert une cohérence mathématique a partir de laquelle il est possible de ’étudier
en détail.

o, s . . N 2 3 .

6. Pour la commodité des démonstrations, nombreux sont les auteurs qui recourent & IR* systémati-

quement. Ils perdent parfois de vue que la discrétisation de I'image altere la nature de la modélisation et
escamote ainsi les considérations.



12 Chapitre 1. Représentation d’image

Une mesure de la fidélité de 'approximation 7 () a I'image I est par exemple la valeur
moyenne des écarts absolus

_ ey U(w,y) —w((z,y))]

C(I, ) (1.4)
ou M;M; représente la taille de I'image. C’est la mesure que nous utiliserons pour présenter
les résultats de I’extrapolation de textures.

L’approximation est parfaite si, en tout point, 7(I) = 1(/) = I ; autrement dit, il s’agit
de 'opérateur identité.

D’autres types d’images: les images binaires et les images de labels. Lorsque
G ne contient que deux valeurs, ’application agit comme une indicatrice: elle indique si
un point appartient ou non a un ensemble. Nous parlerons alors indifféremment d’smage
binaire ou d’ensemble. Si les niveaux de gris, plus nombreux, refletent I’appartenance a des
régions et que la relation d’ordre ne joue aucun role, il s’agit d’images de labels.

1.2 Représentation d’image

1.2.1 Définition

Le codage que nous désirons synthétiser repose sur la notion d’objet. Une image est
composée d’objets, véritables ensembles de points voisins ayant des propriétés homogenes
entre eux. Pour la modélisation, nous introduisons le concept de représentation d’image p(I)
qui, par un procédé de recomposition adéquat noté 7, conduira a une forme particuliere
d’approzimation w(I) = 7(p(I))7. La représentation d’image est le concept-clef de tout
algorithme s’appuyant sur la notion d’objet. Elle guide tous les traitements depuis la phase
de détection d’objets a celle du codage en passant par I’étude du mouvement.

Insistons sur la nécessité d’adjoindre un procédé de reconstruction 7 a toute représen-
tation d’image p(I). Cette remarque nous conduit & définir la représentation d’une image.

Définition 1 FEn toute généralité, une représentation de l'tmage I est un outil de
modélisation p(I), qui par Uintermédiaire d’une paire représentation-reconstruction (p, ),
définit une application d’approrimation m = Tp.

Toute représentation d’image p(/) met certains aspects en lumiere. C’est par son in-
termédiaire que se mene une réflexion d’interprétation de I'image, tantot en termes de
fréquences, tantot en termes d’objet. Donnons quelques exemples d’approximations
générées par des paires (p, 7).

Exemples:

1. Une opération de filtrage linéaire de 'image se transcrit sans difficulté dans le nou-
veau formalisme. Pour ce faire, la représentation d’image p(I) est constituée de

7. 7(p(I)) € G, tout comme I ; ce n’est pas toujours le cas pour p(I).
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nombres complexes dans le plan transformé. Soient (u,v) les coordonnées du plan
transformé et F la transformée de Fourier de I'image I: p(I) = {(u,v, F(u,v))}, ou

+o¢  pto0 .
(u,v) € E et F(u,v) = /_ /_ I(z,y)e 1@+ dady

Le filtrage s’opere a la reconstruction par un mécanisme a deux niveaux: (i) I'am-
plitude F(u,v) est multipliée par la réponse fréquentielle du filtre H(u,v), (ii)
vient ensuite la transformation inverse. Cet exemple montre clairement que si
la représentation fixe le cadre de travail, toute liberté est allouée au procédé de
reconstruction de choisir la réponse impulsionnelle du filtre.

2. Soit la représentation d’image regroupant les coefficients a; obtenus par une transfor-
mation orthogonale de tous les blocs de 'image et associant une position dans le bloc
et dans I'image. Cette représentation est 1’ensemble des coefficients ordonnés a; ou
encore p(I) = {(a;,0;)} ol 0; est un numéro d’ordre. La reconstruction procede primo
au positionnement exact de chaque coefficient, secundo a la transformation inverse.
La plupart des techniques de codage actuelles (codage sous-bande, codage par trans-
formée en cosinus discrete, ...) s’appuient sur des variantes plus ou moins complexes
de I’approximation offerte par cette combinaison p — 7. Remarquons la présence d'un
concept d’ordre dans I'approximation. Bien des techniques nécessitent un ordre, ce
qui n’est pas sans danger car toute perturbation dans l’ordre amene inéluctablement
une distorsion de I'approximation. Dans la mise au point d’une technique de codage,
il faudra veiller a protéger I’ordre ou a éliminer au mieux toute la partie d’ordre qu’il
n’est pas possible de connaitre a priori.

3. Une image est représentée par une collection d’objets qui se caractérisent par leur
forme X et par leur aspect, leur texture 7'. Une représentation possible est composée
de la réunion de 'information concernant la forme de tous les objets X et leur posi-
tion dans I'image (z,y): p(I) = {(X, z,y)}. La recomposition replace correctement
les formes dans I'image, mais l'information de texture a disparu. L’approximation
résultante n’est, en toute généralité, pas a reconstruction parfaite.

Les images mosaiques illustrent un style de représentation d’image ou la seule infor-
mation de texture disponible est la valeur moyenne de la luminance sur chacune des
régions.

1.2.2 Etude de représentations d’image par objet
Représentations

Le procédé de codage exige la connaissance d’une représentation de la forme des objets
X et de leur texture T': p(I) = px.r(I). A des fins de transmission, c’est cette représentation
qui sera codée et envoyée au récepteur apres transformation. Caractériser la forme est aisé
mais définir la notion de texture releve du défi. D’autre part, segmenter une image n’est
pas toujours une mince affaire. La nouvelle définition de texture fournie ci-apres met en
lumiere I'origine de ces difficultés.

Définition 2 Une texture est un signal qui peut étre étendu naturellement au-dela de son
domaine de définition.
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La définition d’une texture exige la présence d’une certaine régularité dans le signal, pas
nécessairement de caractére périodique, et elle s’appuie sur une extrapolation cohérente.
Le signal de la figure 1.3 est un exemple de texture. En voyant ce signal, on comprend
que l'extrapolation d’une texture n’est pas toujours unique; elle dépend de la maniere
d’exprimer cette régularité. Poussé par la volonté de coder efficacement les textures, nous
avons choisi un critere de périodicité, équivalent a une interprétation fréquentielle en termes
de fréquences dominantes, mais par le fait, nous avons perdu toute généralité.

Fi1G. 1.3 - Un exemple de texture (d’aprés LANTUEJOUL).

Vu la complexité des textures naturelles, un procédé de segmentation s’avere incapable
de les détecter toutes avec précision. Il en résulte que, régulierement, la décorrélation
d’information entre la forme et la texture est imparfaite, tant et si bien que la représentation
se compose en toute rigueur de plusieurs parties: px r(I) = px\r(I) + pr\x (I) + pxer(I)®
ol les composantes sont

— la partie descriptive de forme px\r([);
— T'information de texture pr\x (1) ;

— une partie commune pxnr(7).

Pour la commodité de la notation et par souci de clarté, nous noterons px\r(/) par
p(X), pr\x(I) par p(T) et, par extension, pxnr(I) par p(X NT). La partie commune
p(X NT) de la représentation comprend par exemple la position du coin supérieur gauche
du plus petit rectangle circonscrit a chaque objet ou un ordre de description commun. Du
point de vue de la démarche, p(X NT) est la partie d’information extraite d’une branche et
injectée dans ’autre branche, opération illustrée par la figure 1.2. Parfois il s’agit d’une part
d’information plus difficile a expliciter. En effet, aprés codage, les représentations p(X) et
p(T) empruntent physiquement ou virtuellement deux canaux distincts. Alors, si le codage
de la texture s’effectue par I’envoi de coefficients transformés, il importe de déconvoluer
le spectre —autrement dit, d’étendre le signal de texture jusqu’a ce qu’il occupe un do-
maine rectangulaire— par une fonction qui décrit la forme de ’objet, sinon les coefficients

8. Les symboles \ et N désignent respectivement la différence et 'intersection ensemblistes.
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contiendraient une partie d’information relative aux contours. Or la déconvolution est sou-
vent imparfaite: toute information de texture contiendra résiduellement une information
de contour. Nous avons choisi d’inclure implicitement p(X N T) dans p(X). Il s’agit 1a
certes d’'un manque de rigueur critiquable mais ce choix privilégie le codage des contours
ce qui, dans la pratique et pour des hauts taux de compression, s’explique parce que le
débit nécessaire aux contours représente la plus grande part du débit total. Il parait alors
logique de concentrer les efforts sur le codage des contours et de récupérer tant que faire se
peut cette information pour les textures. En moyenne, il faut compter 1,8 bit par point de
contour pour décrire parfaitement p(X) [22], valeur que nous prendrons comme référence.

Recompositions et approximations

L’approximation de ’image s’obtient au récepteur par recomposition des représenta-
tions. Elle se dédouble également en parties relatives a la forme et la texture des différents
objets. En filigrane sont obtenues deux approximations d’image incompletes si elles sont
prises séparément et bien plus précises si considérées simultanément. Les approximations
en termes d’objets et de textures valent respectivement 7(X) = 7(p(X) + p(X NT)) et
7(T) = 7(p(T) + p(X NT)), alors que 'approximation d’une image codée par un schéma
orienté objet est 7(I) = 7(p(X) + p(T) + p(X N T)).

Il est licite de s’interroger sur les propriétés d’'une approximation en termes d’objets.
Sans prétendre clore le débat, il semble logique d’exiger que la représentation d’une ap-
proximation soit conforme a la représentation premiere, en d’autres termes, il est exigé
que p(I) = p(t[p(I)]). Dans ce cas, m(I) = w[r([)], autrement dit I’approximation est
un opérateur idempotent ou opérateur de projection. En fait, cette propriété est rarement
vérifiée.

La figure 1.4 montre différentes approximations de p(I). Nous sommes parti des mémes
représentations p(X) et p(T) pour les quatre images, seule varie la qualité de restitution des
textures, c’est-a-dire 7(7). La qualité de ’approximation est inversement proportionnelle
au taux de compression. Il est intéressant de remarquer que, contrairement a un codage
JPEG, le signal codé ne se dégrade pas brutalement, avantage que présentent les techniques
de codage par objet. Mentionnons aussi qu’a fort taux de compression, notre technique de
codage crée des ‘zones d’ombre’ dans les grandes régions. Ce défaut est lié a I'usage de la
transformée de Fourier et a la quantification qui s’y rattache. La technique de codage des
textures est détaillée dans le chapitre 3.

Transformations de représentation

Un procédé de traitement du signal de forme ou de texture comprend généralement
plusieurs étapes. Ainsi, le codage de la forme tire sa matiére premiere des résultats de
la segmentation, puis il filtre les contours et, in fine, les passe a un codeur entropique
apres avoir organisé la source que représente ce signal —1’organisation de la source appelée
réduction est détaillée au point suivant. C’est donc un enchevétrement de techniques ayant
chacune un roéle propre qui dresse I'ossature du procédé de codage. Dans un tel contexte,
il n’existe pas de représentation unique pouvant servir de vocable pour 1’ensemble des
étapes. Tantot c’est une description spatiale qui convient, tantot le traitement s’axe sur
le spectre local de I'image. Des lors, méme si elles traduisent une information précise, les
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FIG. 1.4 - Etude de la sensibilité de notre méthode de codage orientée par la notion d’objet
en fonction du taux de compression. Les tauzr valent respectivement: 15, 21, 31 et 39. Le
cott de codage des contours a été calculé sur base de 1,3 bit par point de contour [22].
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représentations s’adaptent au traitement dont il est question. Par exemple, lors du filtrage
de forme, les contours sont vus comme délimitant les surfaces des régions; au moment du
codage, on peut les transformer en une chaine reliant voisin a voisin.

Réduction de représentation et codage

La derniere étape d’une chaine de codage est la phase de codage entropique. Telles
quelles, les représentations p(X) et p(7) ne conviennent pas spécifiquement au codage
entropique ; en cause, la redondance présente dans la représentation et le manque d’organi-
sation. Pour le codage, nous réduisons les représentations afin d’obtenir des représentations
épurées et ordonnées, indicées par le symbole r. Pour diminuer davantage le débit binaire
nécessaire a la transmission, utilisation est faite de résultats de la théorie de I'informa-
tion. Dans un schéma global de codage par objet, le codage capable de supprimer la
redondance agit séparément sur les contours et sur les textures. Plus précisément, c’est
par l'intermédiaire de trés bonnes représentations réduites p,(X), p,(T') et éventuellement
pr(X NT) que nous comptons concurrencer les techniques actuelles dans certaines appli-
cations de codage.

1.2.3 Mouvement d’objets

Jusqu’a présent, nous avons attiré ’attention sur la modélisation des opérations sur
une image fixe. Hormis le cas particulier du changement de scéne, la plupart des objets
se retrouvent dans les images successives; quelques-uns se sont déplacés, d’autres sont
demeurés immobiles. L’exploitation de la correspondance entre blocs similaires d’image
a image se nomme compensation de mouvement. Dans une approche axée sur la notion
d’objet, ce n’est pas le bloc qui est considéré comme ’entité de comparaison mais I’objet.
Passer a la notion d’objet complique le traitement parce que la forme n’est plus fixe mais
dépendante du contenu de I'image, des objets. Pour utiliser I'information de mouvement
d’objets dans un codage, plusieurs phases sont indispensables:

1. identifier les objets présents, ce qui revient a découvrir une représentation de 'image
au temps t, p*(I,t) = p*(X,t) + p*(T, t) + p*(X NT,t) adaptée a I’étude temporelle.
Concretement, il s’agira de la représentation p(I) obtenue au terme de la détection
de régions, légerement modifiée ;

2. analyser I'image au temps t* (7 est le moment qui suit immédiatement t) par le
méme outil afin d’obtenir la représentation p*(I,t");

3. établir la correspondance entre p*(I,t) et p*(I,t1);

4. coder le mouvement des objets retrouvés dans la scéne au temps ¢+ et les nouveaux
objets.

Il va sans dire que I'avant-derniére étape s’avere particulierement difficile. Dans I'ap-
proche classique ou s’utilise le critere d’identification par sommation de valeurs absolues,
on fait correspondre les objets des représentations de p*(I,t) et p*(I,t") qui possedent des
textures identiques. Mais les objets se ressemblent aussi par leur forme, qu’ils aient subi
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un mouvement de translation, de rotation ou de déformation. C’est pourquoi, I’identifi-
cation d’objet se réalise parfois par 'analyse de la forme. Ce procédé n’est pas toujours
adéquat pour un codage. En effet, un objet qui se déplace découvre une zone de 1'espace
et, par conséquent, tous les objets ayant une frontiere commune avec la zone découverte et
réellement cachés au temps précédent subissent une déformation importante de leur forme.
Autrement dit, par le simple mouvement d’un objet, on risque de croire que les objets du
fond sont différents, du moins si I'identification d’objet porte uniquement sur la forme.
Nous montrerons comment utiliser des notions d’extrapolation spatiale pour établir une
correspondance de formes entre objets ayant subi un mouvement planaire quelconque ou
un mouvement de déformation homothétique. C’est une des raisons supplémentaires qui
fait de 'extrapolation un outil important : identifier un objet par sa texture quelle que soit
sa forme.

Conclusions du chapitre

Nous avons présenté un cadre de travail mathématique et des notations cohérentes
dans ce chapitre. Le concept central est celui de représentation d’image qui, dans une
technique de traitement par objet, se découpe en deux composantes principales que sont
la représentation de forme p(X) et de texture p(T'). Elles sont obtenues au terme d’une
phase de segmentation.

La notion de représentation est importante ; c’est elle qui servira de fil conducteur et
de lien dans ce travail. Ainsi, les chapitres suivants décrivent des outils pour construire les
représentations p(X) et p(7T'). Plus loin encore, nous expliquerons comment transformer la
représentation de forme pour 'adapter a une technique de codage et réduire ainsi le débit
binaire.
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Introduction

La premiere tache a accomplir dans un procédé de codage par objet est la détermination
des représentations p(X) et p(7). Mais la complexité de cette opération est telle qu’elle
requiert une intégration de plusieurs mécanismes, sans quoi les résultats ne pourraient
convenir. Ces mécanismes agissent parfois sur la forme ou sur la texture des objets a
détecter.

Cette partie du document décrit les outils de traitement d’objet qui interviennent prin-
cipalement dans la phase de segmentation (cf. chapitre 4). La premiere famille d’outils,
reprise sous les termes de la théorie de la morphologie mathématique au chapitre 2, four-
nit une batterie de moyens pour traiter la forme des objets. Il y a par exemple la notion
d’ouverture morphologique, qui indique de quelle maniere on peut recouvrir une forme
par une autre, ou la ligne de partage des eauz, qui servira a parfaire la segmentation. Nous
présenterons ensuite I'important procédé d’extrapolation de textures dont 1’utilisation per-
met a la fois la détection des régions texturées dans des images, la mise en correspondance
de textures similaires dans des images successives, ou encore, facilite le codage de la tex-
ture en supprimant l'information résiduelle de contour. Enfin, le chapitre 4 expliquera le
fonctionnement de la segmentation. La technique de segmentation est, avec ’analyse des
textures, I’apport original majeur de cette partie.







Chapitre 2

Morphologie mathématique

2.1 Introduction a la morphologie mathématique

L’analyse d’image a pour objectif la description aussi compléete que possible des ca-
ractéristiques d’'une image. Mais une image est constituée d’objets. Pour extraire des in-
formations quantitatives de ces objets, plusieurs attitudes sont possibles: adopter une
démarche relativement passive en déterminant tous les parametres relatifs a cette image
—cette démarche aboutit a un surplus informatif—, ou alors se contenter de quelques pa-
rametres suffisants a caractériser 'image. L.’approche morphologique s’inscrit dans ce se-
cond courant de pensée. De nature fondamentalement géométrique, elle consiste ¢ comparer
les objets a analyser a un autre objet de forme connue, appelé élément structurant. De la
sorte, chaque élément structurant fait apparaitre I'image sous un jour nouveau ; tout I’art
revient a choisir le bon éclairage.

Historique

La description morphologique repose sur des notions purement ensemblistes. C’est en
1901 que MINKOWSKI énonce les premiers concepts d’une théorie, qui sous I'impulsion de
MATHERON et SERRA, donnera naissance a la morphologie mathématique.

Trois aspects la caractérisent: ’aspect algébrique traitant les opérations ensemblis-
tes et plus généralement les transformations, ’aspect probabiliste qui décrit des modeles
aléatoires applicables aux ensembles, et celui de la géométrie intégrale, lié a 1’étude des
fonctionnelles d’images.

Actuellement la théorie morphologique jouit d’une place de choix a c6té des théories
que sont

— le traitement de signal classique, nous entendons par la celle qui s’occupe de filtrage
linéaire, de convolution, des transformées, des ondelettes, ...;

— les méthodes statistiques ol 'accent est placé sur ’extraction de parametres, et non
sur la transformation d’une image en une autre image;

— les méthodes syntaxiques, qui extraient des primitives significatives de I'image, pri-
mitives souvent géométriques, et leur associent des regles grammaticales.
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La théorie de la morphologie est largement diffusée dans la communauté internatio-
nale de nos jours comme 'atteste la kyrielle de conférences, d’articles et d’applications
industrielles qui 'utilisent. Par ailleurs, son champ d’application couvre quantité de do-
maines : imagerie médicale, sciences des matériaux, vision robotique, télédétection, analyse
topographique, reconnaissance de caracteres, ...

L’objectif de ce chapitre est de présenter uniquement les éléments théoriques essentiels,
permettant de manipuler les concepts de la morphologie mathématique pour la segmenta-
tion, le filtrage et le codage des contours.

Plan du chapitre

Cette introduction poursuit I’entrée dans le monde de la morphologie mathématique par
le biais d’un rappel de notions de la théorie des ensembles. La section suivante définit les
opérations élémentaires de morphologie mathématique sur des ensembles et décrit quelques-
unes de leurs propriétés. Nous étudierons ensuite les notions de géodésie et de reconstruc-
tion (section 2.3). Comme tous ces opérateurs sont croissants, les définitions et propriétés
énoncées s’étendent naturellement a des fonctions. La derniére section aborde le procédé
de segmentation par la ligne de partage des eaux.

2.1.1 Rappels sur les notions d’ensembles

Les ensembles seront notés par des majuscules A, B, ... et les éléments qu’ils compren-
nent par des minuscules a, b, ... Faisons un bref rappel sur des notions de la théorie des
ensembles.

Egalité d’ensembles. Deux ensembles sont égauz s’ils sont formés des mémes éléments :
X=Y & (peX=peY et peY = pe X). L'égalité entre ensembles est réflexive,
symétrique et transitive. L’ensemble vide sera noté ().

Inclusion. X est un sous-ensemble de Y (X inclus dans Y) si tous les éléments de X
appartiennent Y : X CY & (p€ X = p € Y). L'inclusion est réflexive, antisymétrique
et transitive.

Intersection. L’intersection de deux ensembles X et Y est I’ensemble des éléments qui
appartiennent aux deux: X NY = {p tel que p € X et p € Y}. L'intersection est commu-
tative, associative et idempotente, ce dernier terme traduit X N X = X.

Union. La réunion de deux ensembles est constituée des éléments appartenant a I'un ou
a lautre, c’est-a-dire X UY = {p tel que p € X ou p € Y}. La réunion d’ensembles est
commutative, associative et idempotente. Remarquons que contrairement a I'intersection,
la réunion de deux ensembles dont I'un n’est pas vide, n’est jamais vide.

Différence. Etant donnés X et Y, la différence de X par Y, notée X —Y ou X\Y est
I'ensemble des éléments de X qui n’appartiennent pas 4 Y: X —Y = {p|p € X et p ¢
Y'}. La différence entre ensembles n’est en général pas commutative et ne possede pas de



2.1 Introduction a la morphologie mathématique 25

bonnes propriétés. Certains utilisent parfois une autre loi de composition, appelée différence
symétrique, notée XAY, et définie par XAY = X UY — X NY. C’est donc I'ensemble
des éléments qui appartiennent a I’'un ou a l’autre mais jamais aux deux ensembles. La
différence symétrique est une opération commutative et associative.

Apres le rappel de ces opérations d’ensembles usuelles, nous introduisons des opérations
qui seront utiles pour la définition d’opérateurs morphologiques.

Complémentaire. Soit un sous-ensemble X d’un ensemble E servant de référentiel, le
complémentaire de X dans E est le sous-ensemble noté X ¢, fourni par X¢ = {p tel que p €
E et p ¢ X}. Si le référentiel E est modifié, le complémentaire différe. Tout comme pour
les opérateurs logiques, il existe des formules de Morgan ol intervient le complémentaire :
le complémentaire d’une intersection est égal & I'union des complémentaires (X NY)¢ =
XeUYF€ et vice versa.

Addition de Minkowski. Soient X et Y deux ensembles quelconques de 1’espace E. A
tout z € X et y € Y, il est possible de faire correspondre la somme algébrique =z + y. En
choisissant tous les = et y, on forme un nouvel ensemble appelé addition de Minkowski et
noté X @ Y. Cet ensemble se définit par X @Y = {x + y| 2 € X, y € Y}. Du fait de la
commutativité de addition, X @Y = Uzex Yz = Uyey Xy ou Y, désigne le translaté de V'
par z et vaut {p€ E|p=x+y,y € Y}.

2.1.2 Propriétés de base des transformations morphologiques

Toute opération morphologique est par construction le résultat d’une ou plusieurs trans-
formations sur des ensembles, en abrégé 1)(X) suivi éventuellement d’une mesure P(¢(X)).
Assez grossierement, une transformation morphologique est vue comme la réalisation d’opé-
rations ensemblistes (union, intersection, complémentarité, ...) faisant intervenir X et 1’en-
semble ou élément structurant B déplacé a travers tout 1’espace F, opérations dont le
résultat s’interprete pour tout point de cet espace. Pour que I'outil de transformation ait
une quelconque utilité, les opérations satisfont souvent a quatre principes (les opérateurs
morphologiques introduits par la suite ne rencontrent pas tous ces principes) :

1. Invariance en translation.
La convolution et le filtrage linéaire sont des opérations invariantes en translation.
Dans le méme état d’esprit, il parait logique d’'imposer I'invariance en translation
des transformations morphologiques, traduite mathématiquement par la relation
P(Xp) = (¥(X))p- 11 est clair qu’ainsi 'origine de 1’espace ne joue plus le moindre
role privilégié et que les seules transformations admises seront insensibles a la
position des coordonnées.

2. Compatibilité avec les homothéties.
Les transformations dépendent parfois d'un facteur d’échelle positif A. Soient AX un
ensemble homothétique de X dans IR"™ et 1, une transformation de parametre \.
La transformation est compatible avec les homothéties s’il est équivalent d’appliquer
¥\ & 'ensemble X dilaté du facteur A ou de dilater le résultat de la transformée
de X pour A = 1. Cela se traduit par la relation: ¥,(AX) = A)(X) ou ¢ = 1.
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A titre d’exemple, la transformation consistant & extraire d’un ensemble les cordes
horizontales de longueur A, est compatible avec les homothéties. Ce principe concerne
toutes les transformations oll opére un parametre métrique.

3. Connaissance locale.

Le principe de connaissance locale intervient lorsque le champ de mesures ne contient
qu’une partie de I'ensemble X : c’est le cas de structures observées au microscope.
Grace a cette propriété, I'extérieur de I'image peut étre adapté de maniere a faciliter
I’application, sans que cela n’ait trop d’incidence sur le contenu informatif de I'image.
Soit M ’ensemble borné fermé (de volume fini) définissant le champ de mesures. L’en-
semble X n’est connu qu’a I'intérieur de ce champ, car on dispose de XN M. La trans-
formation v vérifie le principe de connaissance locale si, quel que soit ’ensemble M
borné, il existe N borné, ne dépendant pas de X, tel que (X NN)NM = (X)NM ;
ce qui signifie que le comportement de 1 a I'intérieur de M ne dépend que de ce qu’il
y a dans N.

D’un point de vue pratique, la connaissance locale souléve la question du bord de
I'image ; comment faut-il traiter un objet qui touche le bord du champ? Nous revien-
drons sur ce probleme dans ce chapitre.

4. Continuité.

Considérons deux ensembles X et Y. Intuitivement, une transformation est dite conti-
nue si, lorsque Y tend vers X, la transformée de Y se rapproche de plus en plus de
la transformée de X: X - Y = ¢(X) — ¥(Y). Formellement la continuité est
obtenue lorsque, pour tout voisinage V' de ¢(X), il existe un voisinage V' de X tel
que pour Y C V' (YY) C V. Trés clairement la continuité dépend de la notion
de voisinage, c’est-a-dire de la topologie. SERRA [87] parle de semi-continuité, un
concept ‘plus faible’ de continuité.

Dans la suite du document, nous verrons apparaitre des correspondances avec les pro-
priétés énoncées ci-dessus, parfois pour constater qu’elles ne sont pas toutes respectées par
certains opérateurs morphologiques.

2.2 Transformations morphologiques élémentaires

Les développements repris ci-apres concernent des ensembles et non des fonctions parce
que les opérations serviront principalement a traiter la forme des objets. Les définitions
seront étendues a des fonctions dans le chapitre consacré a I’étude d’algorithmes d’ouverture
performants.

2.2.1 Erosion

La transformation par érosion est la premiere a avoir été proposée ; c’est d’ailleurs la plus
importante avec la dilatation. Pour définir intuitivement ’opération d’érosion, situons-nous
dans D'espace euclidien R? partiellement occupé par un ensemble X !. Prenons un élément

1. Pour plus de clarté, les notations différencient les ensembles & traiter et les éléments structurants en
les désignant respectivement par X, Y, ...et A, B, C, ...
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structurant B représentant une figure géométrique simple, par exemple un disque. Cet
élément B, est repéré par son centre et placé en p. Il est ensuite déplacé de telle sorte
que son centre occupe successivement toutes les positions de ’espace. Pour chacune de
ces positions, la question suivante est posée: ’ensemble B est-il entierement inclus dans
I'ensemble X (B, C X) pour cette position de p? L’ensemble des p fournissant une réponse
positive forme un nouvel ensemble appelé érosion de X par B et noté X © B. Par ailleurs,

Définition 3

XoeB=()X_,={pe R*B,C X} (2.1)

beB

ce qui signifie que la transformation par érosion d’un ensemble X par B s’obtient en
translatant X par 'opposé de chaque élément de B et en ne conservant que les points
appartenant a toutes les translations de X. Avec cette interprétation, il est clair que si
la taille de B dépasse celle de X, ’ensemble X érodé par B est vide. Parfois I’opération
d’érosion est définie avec B ayant préalablement subi une symétrie centrale autour de 1’ori-
gine (cf. SERRA [87]), dans le but d’accroitre le formalisme de dualité par complémentation
inhérent a la plupart des transformées morphologiques.

L’opération d’érosion est illustrée par la figure 2.1. On voit que la petite composante
de X a presque disparu. Les effets habituels de 1’érosion sont: la séparation des objets
a ’endroit des étranglements, le rétrécissement des objets de taille supérieure a B et la
disparition des petites composantes. Dans le chapitre consacré au filtrage des contours, nous
parlerons d’'une opération appelée érosion partielle, qui assouplit la condition d’inclusion
reprise dans la définition 3.

“,_-XoB

FI1G. 2.1 - Erosion de X par un disque B. L’origine de [’élément structurant est représentée
par un point noir.

2.2.2 Dilatation

L’opération de dilatation, appelée dilation en anglais, due a Minkowski, se définit de
maniere analogue. On obtient le dilaté de X par B en prenant la totalité de la surface
recouverte lorsque 'origine de B occupe successivement toutes les positions x € X.

Définition 4 FEn termes ensemblistes, la dilatation de X par B est l’'union des translatés
de X par des éléments de B :

XeB=JX,=J B,={z+blze X,be B} (2.2)

beB z€X
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La figure 2.2 montre la dilatation par un disque du méme ensemble X que celui traité
lors de ’érosion. Dans cet exemple, les deux composantes connexes? sont réunies dans le
dilaté ; tout comme 1’érosion, la dilatation ne préserve pas la connexité.

@

B

X®B

4D

Fiac. 2.2 - Dilatation de X par un disque B.

Dualité. La transformation de dilatation n’est pas indépendante de ’opération d’érosion.
Eroder X revient a dilater son complémentaire X°. Les opérations de dilatation et d’érosion
sont donc deux opérations duales par rapport a la complémentation :

X6 B=(X‘®B)* (2.3)
X6 B=(X‘®B)° (2.4)

oll B est le symétrique de B, défini par B = {—b| b € B}.
Avec nos définitions d’érosion et de dilatation, la présence du symétrique de B est
inévitable. C’est pour I’éviter que certains adoptent parfois une autre définition de 1’érosion.
L’exploitation des propriétés de dualité permet de transposer le travail fait pour
une érosion a celui d’'une dilatation et vice versa. De plus, la pratique favorise 1’emploi
d’éléments symétriques, d’ou découle une forme simplifiée du principe de dualité par
complémentation.

2.2.3 Propriétés des opérations d’érosion et de dilatation

Les opérations d’érosion et de dilatation vérifient les principes des transformations
morphologiques idéales :

1. T’érosion et la dilatation sont invariantes en translation : de fait, il revient au méme de
translater un ensemble X puis de I’éroder, que de I’éroder puis de translater I'image
transformée: X, © B = (X © B),. De méme, X, ® B = (X & B),;

2. I’érosion et la dilatation sont compatibles avec les homothéties: AX ©AB = A(X & B)
et A X @ AB =XAX & B);

3. D’érosion et la dilatation vérifient la condition de connaissance locale pour B borné;

2. Un ensemble X est connexe si Vx1,22 € X, il existe toujours un chemin reliant x; & z-» totalement
inclus dans X.
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4. nous admettrons sans démonstration que 1’érosion et la dilatation sont des transfor-
mations semi-continues. Pour une démonstration rigoureuse, le lecteur consultera par
exemple l'ouvrage de SERRA [87]. Dans la pratique, la morphologie mathématique
s'utilise dans Z?; la discrétisation escamote considérablement les probleémes de conti-
nuité.

Les deux opérations morphologiques jouissent aussi de propriétés algébriques:

— D’érosion et la dilatation sont des opérations croissantes: si X C Y, alors (X © B) C
(YeB)et (X®B)C (Y& B);

— st I’élément structurant contient [’origine, I’érosion est une opération anti-extensive
alors que la dilatation est extensive, c’est-a-dire X © B C X et X C X & B.

2.2.4 Ouverture

Puisque ’érosion et la dilatation sont des opérations morphologiques, il vient a ’esprit
de combiner ces opérations élémentaires.

Définition 5 L’opération obtenue par la succession d’une érosion et d’une dilatation est
louverture®. Elle se note X o B et vaut (X © B) & B.

En général, 'ensemble traité differe de ’ensemble de départ : I’ensemble ouvert est plus
régulier et moins riche en détails que ’ensemble initial. La transformation par ouverture
adoucit donc les contours. L’ouverture joue le réle d’un filtrage que nous retrouverons d’une
facon formelle plus loin.

2.2.5 Fermeture

Définition 6 FEn inversant [’ordre des opérations utilisées pour définir [’ouverture, nous
obtenons une nouvelle opération appelée fermeture; c’est la transformation X e B = (X &
B) & B.

I s’agit bien de I'opération duale de I’ouverture pour la complémentation, car (XoB)¢ =
X¢e Bet (X @ B)°= X¢o B. La fermeture d’'un ensemble effectue donc une opération de
filtrage similaire a celle effectuée par I’ouverture mais sur le complémentaire de ’ensemble.
L’ouverture et la fermeture sont illustrées a la figure 2.3.

Interprétation de 'ouverture et de la fermeture. L’interprétation la plus commode
de 'opération d’ouverture est fournie par la propriété que voici:

XoB= |J B, telque B,CX (2.5)
pER?

Ainsi, 'ouverture d’une figure par un élément structurant B est ’ensemble des points
recouverts lors du déplacement de B a l'intérieur de la figure ; cette interprétation explique

3. La morphologie mathématique propose des ouvertures ne résultant pas de la mise en série d’une
érosion et d’une dilatation. Dans ce texte, il ne sera pourtant question que de ce type d’ouverture.
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la présence de disques noirs dans le dessin inférieur gauche de la figure 2.3. Une propriété
similaire vaut par dualité pour la fermeture mais, a cette fois, I’élément structurant parcourt
le complémentaire de la figure (cf. dessin inférieur droit de la figure 2.3).

Fi1ac. 2.3 - Quwverture et fermeture de X par un disque B.

2.2.6 Propriétés de 'ouverture et de la fermeture

Par construction, 'ouverture et la fermeture respectent les quatre principes de toute
transformation morphologique. Concernant les propriétés algébriques, citons les propriétés
suivantes:

— Douverture et la fermeture sont des transformations croissantes:
SiXCVY,alors (XoB)C(YoB)et (XeB)C (YeB);

— l'ouverture est anti-extensive alors que la fermeture est extensive :
XoBCX, XCXeB;

— Pouverture et la fermeture sont des opérateurs idempotents (ou opérateurs de pro-
jection), ce qui revient a dire que (X o B)oB=XoBet (XeB)eB= X eB.

2.2.7 Propriétés générales

Pour décrire des réalisations matérielles ou par logiciel, il est utile de mettre en lumiere
quelques propriétés supplémentaires (les démonstrations manquantes sont disponibles
dans l'article ’HARALICK [33]). Nous ferons aussi usage de ces propriétés pour certaines
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démonstrations relatives a 1’étude des propriétés des opérations partielles et pour justifier
la description d’algorithmes rapides.

Propriété 7 La dilatation est commutative et associative
X®B=Bp X (2.6)
(XeB)eC=Xa(BaO) (2.7)

Démonstration

Relation d’associativité:

p € X®(B@®C) siet seulement si (ssi) il existe © € X,b € B et ¢ € C tel que
p =+ (b+ c). Mais 'addition dans JR? est une opération associative p = (z + b) + ¢, ce
qui suffit a démontrer la propriété. [ ]

Quelques remarques sur 'implémentation des opérations morphologiques é1é-
mentaires. Dans la pratique, X et B sont des objets tres différents puisque B est
I’élément structurant. La dilatation par un carré de taille 3x3 est une opération aisée a
réaliser dans une architecture actuelle. La propriété d’associativité est fondamentale pour
ce qui est du nombre d’opérations a réaliser lorsque X est analysé par (B & C). Soit N
une dimension caractéristique de B et C' (largeur ou hauteur). Une application brutale de
la dilatation de X par B @ C nécessite N? opérations alors que la succession de la dilata-
tion X @ B suivie de la dilatation par C requiert 2N opérations. Cependant 'intérét reste
restreint pour des architectures qui effectuent la dilatation par acces aléatoire a tous les
points du voisinage. Des efforts de recherche constants sont entrepris pour réduire le nom-
bre d’opérations nécessaires. Ainsi, VINCENT [111] a mis au point un algorithme souple et
performant pour déterminer les dilatations et érosions d’images binaires avec des éléments
structurants quelconques. La premiere étape consiste en un suivi de contours de I'image
et en leur codage sous forme de boucles. Dans un second temps, I’élément structurant
représenté par une structure de données appropriée, est efficacement propagé le long de
ces boucles. Pour traiter des images en niveaux de gris, nous avons nous-méme proposé un
algorithme de complexité N et un autre algorithme indépendant de la taille de I’élément
structurant sur base de la manipulation d’un histogramme local [104]. Ces algorithmes,
décrits dans ce document, permettent aussi d’effectuer une ouverture en une seule passe.
ZHUANG [113] propose une méthode utilisable pour des éléments structurants convexes
du type B = (B; @ By); on les appelle des “Steiner”. En fait, la plupart des propriétés
citées ci-apres induisent un algorithme particulier permettant une certaine optimisation
des opérations morphologiques. Tantot 1’élément structurant est décomposé par dilatation,
tantot par intersection ou encore par union.

Propriété 8 La dilatation distribue 'union :

(UXJ’)@C:U(XJ'@C) (2.8)

Démonstmtz’on
(U X7) & C = Upeuxi Cp = Upext Cp) U . U (Upexr Gp) = (X' @ O)U ..U (X*F @ C) =
U;(X? @ C). n



32 Chapitre 2. Morphologie mathématique

Par commutativité, X & (BUC) = (X @ B)U(X & (). Cette égalité est importante; elle
permet la décomposition d’un élément structurant en une union d’éléments structurants,
offrant ainsi une alternative dans I’évaluation du coiit d’une réalisation.

Propriété 9 L’érosion est distributive par rapport a lintersection :

(QXJ') oC = Q(Xjec) (2.9)

Démonstration

(N; X9) 8 C = Necc(N; X9)—e = Neec(N; X20) = Nj(Neece X2) = N;(X7 € C). n

La relation suivante est régulierement utilisée pour réduire le temps de calcul d’une
érosion par un grand élément structurant. C’est la relation de chaine ou de mise en cascade.

Propriété 10

XeBaC)=(XeB)eC (2.10)
Démonstration
En vertu de l'invariance en translation de 1’érosion :
X (B S C) = nbEB,cEC Xf(b+c) = ncEC’(nbEB be)fc = (X © B) eC. u

Cette relation a son importance car elle permet d’effectuer des érosions d’éléments
structurants de grande taille et décomposables en une dilatation de deux plus petits
éléments —par exemple, un carré est équivalent a une dilatation d’un segment horizontal
par un segment vertical- par deux érosions successives de taille réduite.

Propriété 11

XopBCY & XCYOoSB (2.11)
Démonstration
X®B=UpXp CYSVWbeB: X CYSVeB: XCY 1, & X C MY =
Y © B. ]

La propriété précitée est appelée adjonction [34].
Propriété 12

XoelC=(Xel)eC=(XoC)oC (2.12)
XepC=XpC)oC=(XeC)aC (2.13)

Propriété 13 L’ouverture et la fermeture ne dépendent pas de lorigine de [’élément
structurant, comme le suggérait linterprétation de ces opérations. Soit p € R?,

XoB,=XoB (2.14)

XeB,=XeB (2.15)
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Un probléme pratique: la gestion du bord dans les réalisations

Si l'invariance en translation découle des définitions des opérations morphologiques,
la pratique contredit sa véracité parce que le bord de champ limite la connaissance de
I’'objet a un certain domaine. Une translation de I'image entraine une perte irréversible
d’information. Deux attitudes, correspondant a des hypotheses physiques sur l'extérieur
du domaine d’observation et illustrées a la figure 2.4, sont possibles: soit ’objet s’étend
au-dela du masque (hypothese 1), soit on suppose que, physiquement, il n’y a rien en dehors
du masque (hypothese 2).

Hypothese physique 1 Hypothese physique 2

F1G. 2.4 - Deuz hypotheéses physiques pour traiter les objets qui touchent le bord de ['image.
La premiére hypotheése, illustrée sur l’image de gauche, considére que le masque de [’'tmage
coupe en partie [’objet. Dans la seconde hypothése, on admet que X ne s’étend pas au-dela
du masque.

Dans la seconde situation, les traitements morphologiques ne posent pas de probleme
car on dispose de toute I'information nécessaire. Il en va autrement pour la premiere hy-
pothese. Soit a effectuer, par exemple, une érosion. On a beau admettre que 'objet s’étende
en dehors de I'image, cela ne signifie pas pour autant que 1’on puisse délimiter cette zone
d’extension. Le pis-aller habituel consiste a ajouter a X tous les points situés a l'extérieur
de I'image lors du calcul de 1’érodé. Cela modifie le résultat de 1’érosion, comme le mon-
trent les érosions par un disque centré, représentées a la figure 2.5. Par dualité, le calcul
de la dilatation s’effectue en supposant que les points extérieurs n’appartiennent pas a
I’ensemble.

Contrairement aux apparences, ceci n’est pas suffisant pour traiter correctement une
ouverture dans le cas de '’hypothese 1. Prenons I’exemple de I'ouverture de X par le disque
B décentré, dessiné a la figure 2.6. Malgré la présence d’un bord lors du calcul de I’érosion,
le rectangle du haut ne crée aucune contribution dans X & B, et donc dans I’ouvert, alors
qu'une méme surface située a droite subsistera en partie dans I'ouvert. De plus, déplacer
I'origine de B vers 'extrémité droite du disque inverse le résultat. Il n’est pourtant pas
logique que le résultat dépende a ce point de la position de 'origine, surtout apres avoir
énoncé la propriété d’'indépendance de cette position dans le résultat de ’ouverture.

Soit M le masque d’observation, celui fixé par le bord de I'image. Comme remede, nous
proposons une ‘définition pratique’ de 'ouverture, a savoir
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Une partie des points ajoutés a X /G)
| B

Hypothese physique 1 Hypothése physique 2

F1G. 2.5 - Comparaison de I’érosion de X, composé de deuz losanges dans le plan R?, par
un disque centré B pour les deuzx hypothéses physiques.

Origine de B

Erosion dans I’hypothése 1 Ouverture de X

Fi1G. 2.6 - Pour illustrer que ’ouverture n’est pas unique malgré l’ajout d’un bord lors de
l’érosion.
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XoB= |J ((XUM)&B,|®B,)N M (2.16)

peZ’

Pour la plupart des éléments structurants, quelques positions p suffiront a obtenir la
totalité de 'ouvert. Dans le pire des cas, il faudra les prendre en nombre égal au périmetre
de B.

2.3 Géodésie et reconstruction

Pour reconstituer une particule connexe X a partir d’'un de ses points z, il faut
déterminer les points connexes de proche en proche. Ce procédé appelé reconstruction
appartient a la famille des opérateurs géodésiques. Comme la technique de segmentation
proposée au chapitre 4 recourt explicitement a la reconstruction, nous développons son
expression. Mais avant, il convient encore de préciser quelle est la relation de voisinage uti-
lisée. Cette notion de voisinage joue aussi un role dans I’expression de p(X) (cf. chapitre 7),
ou elle permet de construire le graphe des régions voisines.

Relations de voisinage. Sur une grille d’échantillonnage ou trame, carrée ou hexago-
nale, il y a plusieurs chemins possibles pour joindre un point a un autre; le plus court
chemin étant appelé chemin géodésique. Méme ce dernier n’est pas unique et dépend en
outre de la relation de voisinage. Nous introduisons pour cela le concept de 4-voisinage;
les autres voisinages s’obtiennent similairement.

Définition 14 Dans un réseau rectangulaire discrétisé, le 4-voisinage du point (i,7) est
Pensemble V,(i, j) des points voisins dans les quatre directions cardinales. Voici la définition
de ’ensemble en extension :

Le voisinage intervient également pour définir la frontiére d’un ensemble discret.

Définition 15 Soit X une région du plan Z2. La frontiére 0X est I’ensemble :

0X ={(i,5) € Z% (i,5) € X et Vu(i,5) N X # P} (2.18)

C’est la définition d’une 4-frontiere. On pourrait tout aussi bien définir une notion de
voisinage en 8-adjacence et déduire ’expression de frontiere analogue a la définition 15. En
trame carrée se pose toujours la question de savoir quelle relation d’adjacence sert de sup-
port théorique. Par contre, il n’existe qu'une connexité en trame hexagonale (6-connexité
ou 6-adjacence). C’est la principale raison qui pousse la plupart des morphologues a tra-
vailler en trame hexagonale quand bien méme la caméra d’acquisition ou ’écran produisent
des images en trame carrée.
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2.3.1 Dilatation géodésique

Une dilatation géodésique fait toujours intervenir deux images. La premiere est le dilaté
par un élément structurant élémentaire isotropique adapté a la trame; il s’agit d’un carré
de trois pixels de large pour une trame carrée en 8-adjacence et d'un hexagone dans une
trame hexagonale. Quant a la seconde image, elle limite I’extension de la dilatation de la
premiere image.

Définition 16 La dilatation géodésique de taille 1 de I’ensemble X conditionnellement a
Y, notée Dg/l) (X), est définie comme Uintersection du dilaté de taille 1 et de Y :
vxcy, DPX)=XeB)nY (2.19)
ou B est le voisinage de [’origine pour [’adjacence choisie.
Suite & ’apparition de I'intersection dans la définition, Dg)(X ) est toujours inclus ou
égal a Y. On dit aussi que Y sert de masque géodésique. La figure 2.7 illustre le principe
de la dilatation géodésique de taille 1 dans une trame carrée.
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(c) Dilatation élémentaire. (d) Dilatation géodésique.

Fi1Gc. 2.7 - Dilatation géodésique de taille 1 d’un ensemble.

Définition 17 La dilatation géodésique de taille n de l’ensemble X conditionnellement a
Y, notée Dg/") (X), est définie comme une succession du dilaté géodésique de taille 1:

VX CY, DP(X) = DY(DY)(.. DY(X)) (2.20)

v~

n fois
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ou B est I’élément le plus simple adapté a la trame.

Il est important de remarquer que Dgl ) (X)) n’est pas toujours égal & I’ensemble obtenu
en intersectant X dilaté par I’élément structurant B de taille n avec Y. Prenons le cas d'un
ensemble Y formé de plusieurs composantes connexes et de X réduit a une composante de
Y. Suite a la définition de la dilatation géodésique, Dgf ) (X) = X alors que le résultat de
I'intersection apres plusieurs dilatations pourra contenir des parties des autres composantes
connexes de Y.

2.3.2 Reconstruction

L’opération de dilatation géodésique est rarement utilisée en tant que telle. C’est plutot
I’ensemble vers lequel converge cette opération lorsque m croit qui permet de résoudre
certains problemes pratiques. En fait, la dilatation géodésique converge apres un certain
nombre d’itérations. Le procédé de reconstruction tire profit de ce principe.

Définition 18 La reconstruction de X conditionnellement a Y est la dilatation géodésique
de X jusqu’a idempotence. Soit i, la valeur a partir de laquelle lidempotence est acquise,
la reconstruction de X est définie par

Ry(X)=DW(X) avec DYV (X)= DY (X) (2.21)

Comme I'indique son nom, cette opération permet de reconstruire des détails perdus
éventuellement lors d’'une autre opération. La figure 2.8 représente les trois étapes mises
en ceuvre pour extraire des particules choisies dans une image. L'image (a) est le signal de
départ. Dans 'image (b), on sélectionne certaines particules en insérant quelques points
appelés marqueurs dans celles-ci. La reconstruction conduit alors a 'image (c) ou ne sont
reconstituées que les particules sélectionnées; les autres ont été gommeées.
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(a) Collection de particules. (b) Sélection de particules. (c) Particules reconstruites.

Fic. 2.8 - Extraction de particules pré-sélectionnées dans une image.

L’itération de la dilatation dans la phase de reconstruction pousse a penser que le temps
de calcul de la reconstruction est élevé. En fait, il existe des algorithmes rapides et simples
pour réaliser la reconstruction. Ils ont méme été implantés dans un processeur spécialisé
de traitement d’images par morphologie mathématique.

Avant de conclure ce chapitre, nous détaillons le procédé de segmentation par ligne de
partage des eaux, parce qu’il interviendra dans notre technique de segmentation.
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2.4 Segmentation d’image par ligne de partage des
eaux

Dans le domaine de I’analyse d’image et plus particulierement en morphologie ma-
thématique, on considere que les fonctions sont des surfaces ou la valeur de luminance
est synonyme d’élévation. Cette représentation est pratique pour I’étude de techniques de
segmentation utilisant des outils morphologiques. Avec quelques variantes, les techniques de
segmentation morphologique se faconnent a partir de deux outils que sont la transformation
de ligne de partage des eauz et le marquage.

A lorigine, 'algorithme de la ligne de partage des eaux a été proposé par LANTUE-
JOUL [46] dans le cadre des fonctions en escalier. BEUCHER [1] a ensuite eu I'idée d’étendre
loutil & la segmentation d’'images a teintes de gris. SOILLE et VINCENT [94] ont le mérite
d’avoir mis au point des algorithmes de calcul performants.

2.4.1 Que penser de la ligne de partage des eaux?

Si dans une interprétation topographique, la valeur de luminance représente 1’élévation,
cela ne signifie pas que le profil puisse étre découpé correctement par un simple effet de
seuillage. Un seuil élevé détectera bien les pics et un seuil faible extraira les vallées mais
ces fonctions ne sont pas compatibles.

Puisque les valeurs de luminance ne semblent pas convenir directement, on est tenté de
recourir 3 des gradients morphologiques®. L’inconvénient majeur de ceci est que le gradient
est lui-méme une fonction et que, comble de malheur, il faut a nouveau essayer des seuils
pour segmenter. Bien siir, a priori, I'information du gradient est plus pertinente que la
simple valeur de luminance mais le probleme reste entier. On peut encore remplacer le
gradient par un outil qui analyse les transitions.

Trouver la procédure optimale pour placer des contours sur la fonction gradient n’est
pas simple du tout. Par contre, identifier les régions ou il n'y a pas de contours est plus
simple : il s’agit de régions dans lesquelles le gradient est minimum. La surface de la fonction
gradient décrit en quelque sorte des bassins séparés par des crétes. Il parait assez logique
d’identifier ces crétes a des contours idéaux. En termes imagés, un bassin C(M) est associé
a chaque minimum M. Si une goutte d’eau tombe en un point de la surface, elle descendra
jusqu’a se retrouver dans le fond d’un bassin. Ainsi chaque bassin M a sa propre zone
d’attraction constituée des points a partir desquels le minimum sera atteint. Deux bassins
voisins possedent une frontiere commune, frontiere a partir de laquelle une goutte d’eau
pourra glisser au choix dans I’'un ou I'autre des bassins. ’ensemble de ces frontieres forme
la ligne de partage des eauz (LPE). On peut comprendre ces notions sur la figure 2.9.

Une seconde interprétation est envisageable: 1’approche par immersion. L’eau vient
par le bas, des sources jaillissent dans le fond de la surface. Les bassins d’inondation se
rejoignent et forment des frontieres qui, elles aussi, sont des contours. Avant de poursuivre,
il nous faut parler encore d’un remede a la sur-segmentation. Une application pure et simple

4. En principe, le gradient est un vecteur. Cependant, les gradients morphologiques, comme le gradient
morphologique interne obtenu par différence entre une image et cette image érodée, se caractérisent uni-
quement par une amplitude. C’est la raison pour laquelle, dans cette section, nous parlons de gradient et
non d’amplitude du gradient, terme plus précis dans un contexte général.
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bassins versants

LPE

minima
F1G. 2.9 - Minima, bassins versants et ligne de partage des eaux (extrait de [94]).

du schéma de détection de contours décrit conduit inéluctablement a une sur-segmentation
parce que l'opérateur gradient est trés sensible au bruit, ce qui a comme conséquence
désastreuse d’introduire des minima artificiels et donc des bassins indésirables. Pour éviter
ce désagrément, il nous faut une information supplémentaire: les centres des véritables
vallées et sommets. L'introduction d’une distinction entre vrais et faux extrema modifie
légerement I’algorithme de segmentation ; c’est ’étape de marquage.

niveau de I'eau

barrage
J barrage

minima
F1G. 2.10 - Construction d’un barrage au raccord de deux bassins versants (extrait de [94]).

Lors d’une montée des eaux, on construit un barrage entre deux vrais bassins. Ce
mécanisme est illustré a la figure 2.10. Par contre, le faux bassin sera immergé par le
flux d’eau en provenance de son voisin sans qu’'un quelconque barrage ne soit construit.
Apres avoir inondé completement le profil, seuls les barrages feront office de vrais contours.
N’avons-nous pas simplement déformé le probleme de la sur-segmentation? La valeur du
gradient n’est plus suffisante, il faut aussi des marqueurs différenciant les vraies et les
fausses sources. En fait, le probléme est souvent plus simple parce que ’expérimentateur
dispose d’une information a priori. On peut faire les remarques suivantes:

— dans un mode interactif d’interprétation d’image ou l'intéressé a la possibilité de
donner des indications, la détermination des véritables extrema se reporte sur ce que
fournit I'opérateur. Il n’est évidemment plus question d’interprétation automatique
d’image;;

— si 'image a traiter se compose d’objets de luminance fort distincte, un algorithme
un tant soit peu intelligent pourra focaliser la recherche des extrema sur les centres
des véritables régions;
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— en recourant a une décomposition pyramidale, il est possible de franchir un premier
pas dans la direction d’une automatisation de I’élimination des faux contours. Ainsi,
une étape de la pyramide fournit une version filtrée et sous-échantillonnée de I’image
de départ. L’image interpolée reconstruite ne contiendra plus les objets dont la taille
est inférieure a celle de 1’élément structurant de filtrage. Plus généralement, il peut
étre souhaitable de supprimer par filtrage des régions non désirées, par exemple des
régions étroites orientées dans une certaine direction;

— les ouvertures et les fermetures offrent un moyen commode de détection des pics et
des vallées et elles effectuent un filtrage intéressant. L’opérateur de chapeau haut-
de-forme P(f) obtenu par f — (f o B)® est un opérateur toujours positif qui repere
a merveille les pics présents dans le signal f. Par contre, les vallées seront localisées
par l'opérateur suivant V(f) = (f @ B) — f, signal lui aussi toujours positif. Avec ces
deux filtres, il est possible de détecter les quelques pics ou vallées accentués.

Toutes ces démarches se réduisent a exiger une information a priori concernant ’image
analysée. Si la pratique s’accorde mieux a un marquage des vraies régions par un humain
ou par un algorithme semi-automatique, le probleme d’une détermination automatique
et universelle est loin d’étre résolu. Ceci explique que nous n’ayons appliqué la ligne de
partage des eaux que pour segmenter des régions a variations lentes.

Conclusions du chapitre

Ce chapitre a présenté toute une panoplie d’opérations de la morphologie mathématique
que nous utiliserons par la suite. La combinaison d’opérations simples que sont 1’érosion et
la dilatation aboutissent a définir 'ouverture dont il sera abondamment question lors du
traitement de la forme. Ces opérations, ainsi que la reconstruction, servent aussi lors de la
segmentation. Elles délimitent des masques géodésiques dans lesquels pourront s’étendre
les textures. Quant a la ligne de partage des eaux, son application est destinée a terminer
la segmentation en détectant les régions a variations lentes, présentes dans une image.

5. L’ouverture f o B et la fermeture f ¢ B d’une fonction sont définies & la page 106.



Chapitre 3

De la représentation au codage des
textures

Introduction

Dans une chaine de télécommunications, le signal de texture est transformé en un si-
gnal analogique ou numérique, puis il est adapté au canal et transmis. On pourrait étre
tenté de le traiter comme tel sans se soucier de sa signification physique et de son in-
terprétation. Une approche orientée par la notion d’objet prend cette démarche a contre-
pied : la représentation des textures p(7’) précede tout codage. Cette derniére est construite
pour conserver les éléments visuellement importants mais il importe également de décorréler
au mieux les textures des contours sinon l’information des contours serait transmise par
deux voies distinctes. Dans le schéma de codage que nous avons retenu, le décodeur recoit
d’abord I'information concernant les contours. Elle est donc disponible au récepteur lorsque
parvient I'information relative aux textures. Le theme qui guide nos travaux consiste a uti-
liser au maximum I'information des contours pour réduire le débit des textures.

Plan du chapitre Le chapitre s’articule autour du concept d’extrapolation de texture.
Dans un premier temps, nous décrirons sommairement quelques techniques existantes de
représentation des textures.

La cohérence de toute la chaine depuis la segmentation jusqu’au codage, theme central
de ce travail, est réalisée grace a une représentation spectrale de la texture. Le traitement
spectral des textures est introduit a la section 3.2. Cette description s’accompagne d’une
modélisation du probleme d’extrapolation.

Dans la section 3.3, nous proposons I’expression d’un algorithme tout a fait général d’ex-
trapolation par itération. Il apparait que de nombreuses solutions exposées précédemment
dans la littérature correspondent a des cas particuliers de 1’algorithme général, mais que
la forme de I'opérateur se préte aussi a la création de plusieurs procédés pratiques d’extra-
polation. La section 3.4 fournit quelques résultats d’extrapolation de textures et évalue la
performance de schémas inspirés de I’analyse en sous-bandes.

L’extrapolation de textures se réféere a la notion de facteur de sélection, lié au nombre
de raies spectrales qui suffisent a décrire la texture. La relation entre le facteur de sélection
et un véritable taux de compression est examinée a la fin de ce chapitre. Nous évoquerons
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également 'utilisation de ’extrapolation pour une prédiction dans une phase de codage et
la possibilité de synthétiser une texture.

3.1 Représentation des textures

3.1.1 Représentation d’une texture dans le domaine spatial

Le profil de luminance que dessine I'aspect d’une région peut étre décrit a ’aide d’une
fonction a deux dimensions; c’est a tout le moins 'interprétation la plus sommaire et la
plus ancienne du signal de luminance. Dans certaines disciplines dont la morphologie, la
fonction de luminance est vue comme une surface topographique sur laquelle s’appliquent
les opérateurs. La technique de segmentation par ligne de partage des eaux se réfere a ce
vocabulaire de géologue ou d’hydrologue.

Une simple description du signal de luminance consiste a choisir une fonction polyno-
miale. Il est évidemment impensable de réaliser cette représentation de textures avec un seul
polynome qui serait alors de degré prohibitif. La solution proposée par ’analyse numérique
est d’utiliser une fonction définie par morceaux de polynoémes de degré 2 ou 3, procédé qu’a
repris KUNT [43] dans ses articles relatifs aux méthodes de codage de ‘seconde génération’.
Le codeur du projet RACE Morpheco [4] fait également usage d’une approximation poly-
nomiale apres orthogonalisation. Ce codeur réalise aussi le codage de certaines textures par
une quantification vectorielle ou par la méthode BTC! (voir RABBANI et al. [77] pour une
description de ces techniques). Citons encore les travaux récents de LEOU et CHEN [51] qui
présentent une description de textures unidimensionnelle simplifiée, résultant d’un parcours
en spirale de la région.

La littérature suggere de nombreuses techniques d’approximation et d’interpolation,
tant locales que globales. On pourra consulter les “Numerical Recipes” [76] ou 1’étude
de FRANKE [23] pour une liste de ces méthodes. Dés lors que nous disposons d’une des-
cription de la fonction de luminance, il suffit d’envoyer les parametres de la fonction de
représentation pour transmettre 'information. La réduction de débit peut étre importante.

Il importe que la reconstruction de la texture soit visuellement pertinente, c’est-a-dire
que la texture codée soit interprétée comme la texture originale. Bon nombre des techniques
citées ci-dessus souffrent, de ce point de vue, d’'un manque d’interprétation physique. De
plus, ces méthodes n’ont que rarement été appliquées au traitement d’image numérique.

Pour ces raisons, nous n’avons pas retenu de traitement spatial d’extrapolation. Nous
ne prétendons pas qu’une telle méthode mene a des résultats décevants ; mais les avantages
(exposés plus loin) issus de ’emploi d’une analyse spectrale et 1’expérience acquise dans
ce domaine nous ont poussé a choisir un traitement spectral. D’autre part, il faut voir
I’extrapolation comme un outil général qui peut méme servir dans 1’utilisation de techniques
de codage spatiales en étendant la texture a un domaine plus adéquat, ou comme un filtre.

3.1.2 Représentation de la texture dans le domaine spectral

Les transformées spectrales utilisées habituellement en traitement d’image (transformée
de Fourier ou transformée en cosinus) possedent des propriétés décorrélatives remarquables.

1. Block Truncation Coding
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En effet, elles approximent correctement la transformation décorrélative idéale: la trans-
formée de Karhuhnen-Loeve (KLT). Celle-ci transforme les échantillons de départ en un
ensemble de coefficients non corrélés. Elle est malheureusement inapplicable ici car elle
nécessite la connaissance des propriétés statistiques de corrélation des échantillons de
données.

Grace a cette décorrélation et puisque les transformations orthonormées conservent
I’énergie, elles réalisent une concentration d’énergie dans les coefficients les plus bas. De
plus, les transformations orthogonales offrent des possibilités de codage pondératif.

En résumé, ces transformations possedent un double avantage :

— d’une part, elles réalisent une décorrélation et la théorie de I'information nous apprend
que le débit binaire est minimum pour des échantillons codés indépendamment ;

— d’autre part, ’ceil étant moins sensible aux hautes fréquences, le pas de quantification
peut étre plus important pour les coefficients d’ordre élevé.

Ces propriétés expliquent I'usage généralisé des transformations orthogonales en traite-
ment d'image numérique. Combinées a une quantification pondérée et a un codage entro-
pique, elles permettent d’atteindre des débits inférieurs a 1 bit par pixel pour la plupart
des images (cf. MACQ [55]).

Dans le probleme qui nous concerne, nous avons segmenté 'image en différents objets
ou segments. Parmi ceux-ci figurent des régions au contenu spectral limité. L’objet peut
donc étre décrit a l'aide d’'un nombre restreint de coefficients transformés. Encore faut-il
que la forme de la région se conjugue a une description spectrale discrete définie sur un
domaine rectangulaire! L’extrapolation des textures exposée ci-apres apporte une solution
pour 'analyse de textures définies sur un support de forme quelconque.

3.2 Extrapolation de textures

3.2.1 Objectifs

Conformément au modele d’image proposé plus loin (cf. section 4.1.2), trois types de
régions sont issues de 1’étape de segmentation : les régions a variations lentes, les régions
texturées et les régions actives a contenu énergétique élevé. Rien ne les différencie quant a
leur contour puisque nous avons pris le parti de caractériser I’aspect des objets, information
contenue dans p(7") mais pas le moins du monde la forme p(X). Les régions texturées et
les régions a wvariations lentes présentent une certaine régularité dans leur motif, si bien
qu’il parait possible d’étendre les motifs au-dela de la forme apparente des objets. Cette
extension appelée eztrapolation est a la base de trois idées maitresses qui animent nos
travaux:

1. Détection de textures par croissance de germes.

Des petites régions au contenu spectral local spécifique sont extraites grace a 1'utili-
sation de filtres gaussiens. Ces régions constituent le coeur de textures ou de régions
basses fréquences. Pour obtenir les régions completes, nous avons imaginé d’étendre
progressivement ces germes et de comparer, dans les zones de croissance, les valeurs
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des pixels obtenues par extrapolation et les valeurs véritables des pixels. Si la corres-
pondance est ‘bonne’, la surface est étendue?. Par ce procédé d’extension inhabituel
s’établit une liaison entre pixels, qui englobe & la fois ’aspect local et ’aspect global
des rendus de régions. De plus, grace a la correspondance établie entre pixels d’une
meéme région des le procédé de segmentation, le codage qui exploiterait cette unifor-
mité de propriété, s’effectuera a moindre cotit. De fait, par le regroupement de pixels
ayant une méme signature spectrale locale, les régions formées se coderont avec un
nombre restreint de fréquences. Ce traitement est propre aux textures; les régions
actives nécessitent la transmission d’une grande partie de leur spectre. Si besoin en
était encore, nous rappelons qu’il est toujours souhaitable d’assurer une cohérence
totale depuis I’étape de segmentation jusqu’a celle du codage.

. Extrapolation a un rectangle pour faciliter le codage, décorrélation des contours et

des textures, et syntheése de textures a partir d’un échantillon.

Les objets issus de la segmentation possedent une forme quelconque, ce qui complique
le traitement spectral de codage essentiellement pour deux raisons:

(a) les transformations décorrélatives classiques (DFT? ou DCT) ne peuvent étre
calculées que sur des domaines réguliers, rectangulaires par exemple, et pas sur
un domaine quelconque;

(b) une transformée orthogonale appliquée directement au bloc rectangulaire con-
tient en partie 'information relative au contour parce que la texture n’occupe
pas la totalité du bloc. Or, la forme étant codée séparément, il est totalement
inutile de ’envoyer a nouveau indirectement par I’entremise de la représentation
de textures p(7T). Etendre une texture jusqu’a ce qu’elle occupe entierement le
rectangle circonscrit a une région supprime la redondance d’information due
au contour, contenue dans p(X N 7). Dans la mesure ol seul un certain nom-
bre de fréquences sont reprises pour décrire et coder les textures, il importe de
concentrer 'information relative a la texture et de se départir completement de
la forme.

La figure 3.1 illustre le procédé d’extrapolation et 'intérét de la méthode pour du
codage. Le signal de gauche n’est connu qu’a l'intérieur d’un domaine (en forme
de fleur dans cet exemple). Apres extrapolation, 3% du contenu spectral suffisent
a reconstituer le signal de droite. Dans cette derniere image, sans la surimpression
du contour du domaine en noir, il serait impossible de dire ou s’arréte la texture
connue bien que le nombre de raies sélectionnées soit petit. Par le biais de la sélection
des raies spectrales, le codeur privilégie inéluctablement certaines directions ce qui,
sur le plan du principe, se rapproche tres fort des méthodes de codage orientées,
proposées par KUNT [44]. Cette analyse est saine dans la mesure oti, comme ’affirme
DAUGMAN [12], Paire visuelle du cortex cérébral humain serait composée de cellules
sensibles & des fréquences et des orientations bien précises.

Pour étre complet sur la question de l’extrapolation en vue du codage, nous de-
vons encore mentionner les travaux de GILGE et al. [29]. Ces derniers ont décidé

2. Pour y parvenir, nous proposons un critere de décision dans le chapitre consacré a la segmentation.
3. Discrete Fourier Transform
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Fi1c. 3.1 - FEzemple d’extrapolation d’un signal. L’image de droite est l'image extrapolée
avec quelques coefficients spectrauz seulement (3%).

de transformer toutes les fonctions de base d’une DCT pour les adapter a la forme
d’une région; il suffit d’ajouter la fonction fenétre w(n) (définie plus loin) dans la
définition du produit scalaire et d’orthogonaliser les fonctions de base les unes par
rapport aux autres pour y parvenir. On dispose alors d’un jeu de nouvelles fonctions
de base adaptées a la forme de la région. Cette méthode présente plusieurs défauts
majeurs :

— les fonctions de base different pour toutes les régions, ce qui signifie qu’il faut les
calculer a I’émetteur et au récepteur pour chaque région. Pour cette raison, les
approximations sont souvent limitées a quelques coefficients et, en conséquence,
elles ne s’appliquent qu’a des régions a variations lentes. D’autre part, limiter le
nombre de fonctions de base s’effectue en prenant les fonctions aux variations
lentes, par exemple les fonctions proches de la composante continue (DC) dans
une description en cosinus. A part des arguments d’ordre empirique, rien ne
garantit que ces fonctions contribuent activement a la description de la texture
car il se peut que les coefficients importants correspondent a des fonctions de
base plus éloignées du DC;

— le nombre total de fonctions de base est fixé par le rectangle qui inscrit la région,
produisant un surplus inutile de coefficients spectrauz;

— malgré les efforts de certains auteurs dont PHILIPS [74], le temps de calcul de
I’orthogonalisation est considérable et largement supérieur aux méthodes que
nous proposons des que 'approximation ne se limite pas a quelques fonctions
de base;

— quel sens physique faut-il accorder au processus d’orthogonalisation? Ainsi,
dans une région en forme de ‘C’, le sommet de la fonction cosinus d’ordre (1,0)
épousera la courbure apres orthogonalisation, alors qu’il dessine une ligne ver-
ticale dans un domaine rectangulaire.
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Durant I’expérimentation nous est venue une autre idée. Une partie du signal suffit-
elle a reconstruire toute la terture ¥ C’est une maniere de se rapprocher de la no-
tion de terton de JULESzZ [40], sorte d’élément minimal de représentation de tex-
ture. Le procédé d’extrapolation que nous avons développé permet de synthétiser
des textures & partir d'un échantillon* minimal de texture. Il reste alors a choisir
I’échantillon et a déterminer sa taille et sa position, en prenant soin de sélectionner de
préférence un échantillon défini sur un rectangle entier pour se défaire des problemes
de décorrélation d’information de contour et de texture sur ce segment. La syntheése ou
reconstruction de texture, menée au moment du codage, ouvre une voie nouvelle vers
des ‘procédés d’hyper-compression’. Assez curieusement, méme des régions actives
homogenes peuvent étre synthétisées et fournir un résultat visuellement acceptable
(cf. figure 3.17 & la page 74). Nous reviendrons sur ce sujet dans la conclusion de ce
chapitre.

3. Prédiction des zones découvertes et identification des régions dans une séquence
dimages.
Les objets, qui se déplacent d’une image a I'autre, couvrent ou découvrent des zones
de 'image. Si le cas des zones couvertes n’est pas critique parce que la surface n’est
plus codée, il en va tout autrement des régions découvertes. Apparemment, le seul
moyen de prédire I'aspect de la région consiste a extraire 'information des images
futures; dans ce schéma, la variable temps sert a détecter le déplacement d’objet,
alors que I'outil d’extrapolation sert a prédire les zones découvertes. Quelquefois, par
un mécanisme similaire a celui de I'extraction de textures par croissance de germes,
certaines parties des zones découvertes se prédisent correctement par une extrapo-
lation spatiale des régions voisines. La proximité spatiale permet de penser qu’il est
possible de prédire en partie la texture de certaines régions découvertes par l'ana-
lyse d’une image fixe. Dans certaines séquences d’images comme en vidéotéléphonie,
I’extrapolation de I'arriere-fond convient bien a une prédiction des zones découvertes
par un mouvement de téte.
Un dernier objectif visé par ’extrapolation de textures est I'identification de textures
entre images successives. Le recouvrement d’objets interdit d’élaborer une méthode
d’identification axée uniquement sur la forme des objets; il suffirait d’un léger mou-
vement relatif pour déformer plusieurs objets et perdre la correspondance. Le signal
extrapolé offre I'occasion de s’affranchir en grande partie de la forme de I'objet. Un
examen du spectre des signaux extrapolés permet alors de rétablir les correspon-
dances entre objets. Cette idée est illustrée a la section 4.5 du chapitre relatif a la
segmentation.

La démarche habituelle d’extrapolation consiste a construire d’abord une approxima-
tion ou une interpolation du signal sur son support a partir d’'un modele. Les fonctions de
décomposition mises en ceuvre lors de 'approximation sont ensuite étendues hors support
en conservant les coefficients des fonctions exprimées a I'intérieur du domaine de départ.
La littérature propose bien des techniques d’interpolation et d’approximation : surfaces-
splines, méthode de Shépard, techniques d’éléments finis, etc. La méthode d’extrapolation
de texture que nous avons mise au point part des meémes principes: elle évalue les pa-
rametres significatifs de la texture sur le segment de départ et le reproduit tout autour

4. Echantillon de texture est pris au sens d’une ‘partie du signal de texture’.
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bien que, a cette fois, le traitement ne se fasse plus dans le plan spatial mais dans le
domaine spectral.

3.2.2 Eléments de théorie
Introduction a la déconvolution

Les algorithmes d’extrapolation travaillant dans un plan transformé sélectionnent dans
celui-ci des amplitudes et des positions. Malheureusement, pour le calcul du spectre, la
région est étendue a un support rectangulaire si bien que le spectre d’une région de forme
quelconque comprend l'information propre au motif a étendre mais aussi celle due au
contour. Pour déjouer I'imbrication des deux informations, nous désirons estimer le spectre
du seul motif. Au premier abord, le probleme parait insoluble car ’imbrication des in-
formations introduit une dispersion spectrale subséquente (voir par exemple 'article de
FRANKE [24], figure 2) qui interdit toute sélection efficace des fréquences. La modification
spectrale due a 'imbrication est connue sous le nom d’effet de fenétre. Dans une image, la
fenétre est une fonction bidimensionnelle w valant 1 a 'intérieur de 'objet et 0 a 'extérieur.
La fenétre est en quelque sorte I’indicatrice de la forme de 'objet traité. Pour supprimer
I’influence du contour, une solution consiste a extrapoler la texture jusqu’a occupation
complete d'un bloc rectangulaire. De cette fagon, le réseau de données ne contient plus la
moindre information concernant le contour mais uniquement I’aspect.

Modéle

Pour la commodité du développement, nous utiliserons une notation unidimensionnelle.
Le passage a un signal bidimensionnel ne présente pas de difficulté particuliere. Les signaux
de variable n sont des échantillons des signaux analogiques correspondants.

Soit y(n), le signal observé. y(n) s’obtient par ‘fenétrage’ou ‘apodisation’de la fonction®
f(n) a extrapoler:

y(n) =w(n)f(n) n=0,1,.,N—-1 (3.1)
avec
v ={ g "5 gD 2

D,, est la partie du domaine de la fonction w(n) sur laquelle la valeur de la fenétre
est 1. Bien qu’inclus dans Z, cet ensemble n’est pas nécessairement un intervalle. Cette
précision compte pour le traitement d’image car, si le traitement s’effectue d’abord dans
une direction puis dans la direction orthogonale a la premiere par séparation de variables,
I’échantillonnage d’une ligne conduit a définir un ensemble D,, composé de plusieurs parties
de Z.

5. Les fonctions dont il est question ici sont des applications de Z dans R. Si les niveaux de gris
d’une image sont forcément des valeurs discretes, il faut obligatoirement travailler dans R durant la phase
d’extrapolation, sous peine de perte de précision importante. La quantification aura lieu & la fin.
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La détermination de la fonction f(n) a lextérieur de l’ensemble D,, requiert une
modélisation plus fournie du probléeme sans quoi il n’offre aucune solution. Nous choisissons
I’hypothése qui considere que [’équation 3.1 résulte de l’action d’un systéme linéaire, inva-
riant en translation. L’équation s’exprime donc aussi par une convolution dans le domaine
spectral (cf. CANDY [8]). Par analogie avec le probléeme classique qui fait correspondre une
convolution temporelle & une multiplication dans un domaine transformé et, comme les
transformées directe et inverse sont des opérations duales, le probleme d’extrapolation se
rameéne & la convolution de la transformée de f(n) par celle de w(n)®

V&) =Wk) @ F(k) k=0,1,..,N—1 (3.3)

Cette équation indique clairement que le spectre de la fonction a extrapoler est altéré
par le spectre de la fenétre W(k), effet dont il convient de se débarrasser au mieux.

La figure 3.2 montre une ligne d’une texture” y(n) et le signal idéal f(n) qui lui cor-
respond dans les deux domaines. Pour bien distinguer la fenétre w(n) dans le domaine
spatial, nous avons placé la valeur de la moyenne, c’est-a-dire 196, la ou la fonction aurait
du s’annuler. Au vu des signaux, il est facile de comprendre que le passage du spectre Y (k)
a celui du signal idéal est délicat, d’autant que le spectre d’une fonction w(n) rectangulaire
perd beaucoup d’énergie dans les lobes secondaires.

Forme itérative des opérateurs de déconvolution

Une simple inversion ne permet pas de résoudre le probleme de la déconvolution. Et
si certains auteurs affirment y parvenir (SABRI et STEENAART [83]), nous émettons de
nettes réserves sur la validité des résultats rapportés pour deux raisons: les valeurs propres
de la matrice d’inversion sont tres proches de 1, compliquant a ’extréme les résolutions
numériques, et puis, nous ne sommes pas parvenu a reproduire les résultats présentés ni
a obtenir des résultats similaires sur d’autres signaux! Ceci explique sans doute pour-
quoi les auteurs ont eu recours a une résolution itérative, usage usuel pour les problemes
numériques. Le principe est simple: par le choix d’un opérateur O, on construit une suite
de valeurs ..., f;(n), fiz1(n), ... obtenues par

fiv1(n) = O[fi(n)] (3.4)

Déterminer un opérateur itératif a partir d’une équation est assez direct. Encore faut-il
que la convergence du procédé itératif soit assurée et que la solution soit unique! Ceci
n’est pas garanti surtout que dans certains cas 'opérateur se modifie au fil des itérations.
Le processus est alors du type: fii1(n) = Oy fi(n)]. Le procédé de déconvolution sélective
développé plus loin est précisément un opérateur adaptatif de ce type.

Illustration :

L’algorithme approximant une fonction par une somme de fonctions de base, croissante a
chaque itération, génere un processus itératif. L’erreur d’approximation diminue & chaque
étape ou reste a la rigueur constante (c’est ce qui se produit si une fonction de base
nécessaire a la reconstruction est volontairement écartée).

6. Le facteur qui se place devant I’équation est régi par le type de transformée, nous évitons d’en placer
un. C’est donc une relation valable & un facteur pres.
7.1l s’agit d’une ligne centrale de la texture de la figure 3.8.
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Fi1G. 3.2 - Un signal unidimensionnel dans le domaine spatial et dans le domaine spectral.

Approche déterministe ou aléatoire?

En toute généralité les échantillons f(n) peuvent provenir d’un signal déterministe ou
aléatoire. La théorie du traitement du signal rattache quantité de méthodes et d’algo-
rithmes a chacune de ces hypothéeses. Pour y voir plus clair, nous avons dressé un tableau
récapitulatif a la figure 3.3.

L’analyse déterministe veille & tirer des renseignements de la séquence f(n): étude de
la moyenne, recherche d’une fréquence dominante dans la transformée de Fourier, condi-
tionnement du signal pour éviter le repli de spectre, ...

L’analyse ‘corrélatoire’, terme emprunté a DuUVAUT [21], introduit un outil de com-
paraison entre deux signaux décalés, la fonction d’autocorrélation I'sz(7). Si ceux-ci sont
déterministes, la forme de la fonction I'f¢(7) reste voisine des variations de f(n); elle repro-
duit par exemple les mémes périodicités. S’ils sont aléatoires, I’aspect de la fonction varie
a chaque réalisation et des lors ne constitue qu'une indication. Ce n’est que lorsque les si-
gnaux sont stationnaires (faiblement au moins), que ’analyse corrélatoire prend son sens.
A ce stade, 1’analyse spectrale compléete I’étude par une signature spectrale de la fonction
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Analyse déterministe

Signaux déterministes: f(0),..., f(N —1) = F(k)

N/

Analyse corrélatoire .

Etude déterministe :
\ Lp(0), ., Dpp(M = 1) = Fp(w)
Signaux aléatoires /

Analyse spectrale \

Etude stochastique: .
fQO), e, f(IN=1) = Tpp(r) et Fp(w)

Fi1G. 3.3 - Récapitulatif des techniques de caractérisation des signauz.

d’autocorrélation ; il s’agit de sa transformée de Fourier appelée densité spectrale, notée
vr(w), et son usage, assujetti a la méme contrainte de stationnarité, indique la répartition
fréquentielle de I’énergie.

Selon PApPouLIs [69], I’analyse spectrale, c’est-a-dire ’analyse corrélatoire appliquée
a des signaux aléatoires stationnaires, se découpe en deux catégories dépendant de la
connaissance de la fonction d’autocorrélation. Supposons que soient connus M échantillons
Lr(0),...,[pp(M —1). L’étude s’apparente a une ‘étude déterministe’ ol certains échantil-
lons de I'yf(7) sont manquants. Pour estimer la densité spectrale 7;(w), il faut tenir compte
de cette apodisation soit en gérant 'influence de la fenétre (méthodes non paramétriques),
soit en identifiant le spectre a celui d’un modele de données (méthodes paramétriques), ce
qui conduit a une extrapolation de I'sf(7) au-dela du segment connu. Souvent on utilise
des modeles autorégressifs ou a moyenne mobile. Parfois le signal est supposé a bande
spectrale limitée ou alors ’objectif consiste & maximiser ’entropie de la densité spectrale.
Il arrive aussi qu’aucun échantillon de la fonction d’autocorrélation ne soit a disposition.
Ce cas, repris sous le terme d’une ‘étude stochastique’, nécessite le calcul conjoint des
estimées I';f(7) et 7;(w). Nous renvoyons & DELOGNE [13] pour une discussion complete
de ’analyse spectrale.

Ce survol des techniques spectrales suffit & comprendre la réelle difficulté de la sélection
d’un modele. Nous avons jugé préférable de restreindre le travail a une analyse déterministe.
Pourquoi un tel choix?

(1) La raison principale est la facilité de mise en ceuvre: le recours a I’analyse spectrale



3.8 Description d’un opérateur d’extrapolation itératif général par représentation
matricielle 51

nécessite un complément de modélisation, or aucune méthode ne satisfait tous les
points de vue (qualité de l’estimation, réduction du bruit, minimisation des biais,
etc). Il ne faudrait pas en conclure que nous perdons tout bénéfice des méthodes
propres a des signaux aléatoires. En effet, les méthodes s’appuient sur des algorithmes
qui eux s’appliquent a toutes les analyses. Par exemple, I'extrapolation itérative
d’une séquence, a bande étroite, de signaux déterministes ou de la fonction d’au-
tocorrélation, peut se réaliser de la méme maniere.

(2) Un autre argument justifiant notre choix est la mise en doute de ’hypothese de sta-
tionnarité qui sous-tend les développements de ’analyse spectrale. HUNT [37] met sa
validité en cause dans le cas d’une image. Pour y remédier, il propose de stationnari-
ser le signal, de le traiter et de revenir au signal de départ par inversion du processus
de stationnarisation.

(3) Enfin, si 'analyse spectrale achéve une bonne discrimination de fréquences, elle rem-
plit moins notre objectif de codage. De fait, les textures sont représentées par des
échantillons de la transformée de Fourier du signal extrapolé et non de sa fonction
d’autocorrélation. Une analyse corrélatoire devra donc se doubler d’'un schéma pour
convertir ces types d’information.

En conclusion, les développements théoriques repris dans ce chapitre dérivent d’une
approche déterministe au probleme d’extrapolation, quoique les algorithmes étudiés soient
parfois repris par la littérature dans d’autres contextes, tel celui de ’analyse corrélatoire.

3.3 Description d’un opérateur d’extrapolation ité-
ratif général par représentation matricielle

Les principales notations intervenant dans la formulation en extension de I'opérateur
d’extrapolation sont les suivantes. Soient M, I’expression matricielle d’un opérateur de
transformation, M !, son inverse, et II, un opérateur de filtrage exprimé sous forme ma-
tricielle agissant sur le spectre. Les opérations de sous et sur-échantillonnage se noteront
respectivement [| 2] et [1 2]. L’opérateur D réalise ’application de la fenétre, ¢’est-a-dire
qu’il met les valeurs correctes a l'intérieur de la fenétre et laisse les autres valeurs intactes.
Et finalement, 'opération d’écrétage T rajuste la dynamique des valeurs de f(n); son role
est mineur.

Définition 19 L’opérateur général d’extrapolation, noté G, découle de la mise en cascade,
de droite a gauche, de toutes les opérations décrites ci-dessus. En voici [’expression :

G =TDM T,M[ 2]M 'SMI[} 2]M ‘I, M (3.5)

La matrice S sélectionne certaines fréquences; elle interviendra plus tard.
L’algorithme itératif correspondant est :

firi(n) = Gfi(n) (3.6)
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L’expression de G mérite quelques explications:

— M 'IILM et M 'II,M exécutent des opérations de filtrage dont les objectifs sont
respectivement d’éviter le repli de spectre et d’interpoler correctement les fonctions.
Ce schéma, correspond typiquement a celui d’'une décomposition en sous-bandes.

L’insertion du filtre IT; permet le sous-échantillonnage du vecteur® f(n). C’est 1a tout
I'intérét de ce nouveau schéma qui ne travaille plus avec N échantillons, mais avec un
nombre d’échantillons réduit. Cet élément est fondamental dans ’application d’un
schéma itératif ol le nombre de données a traiter conditionne directement la durée
du processus.

— Les opérations composant G servent de guide a la conception d’autres algorithmes
mais elles n’indiquent pas nécessairement comment se réalise l'algorithme. Ainsi,
il s’avere souvent plus commode de filtrer le signal par convolution circulaire ou
cyclique, sans transiter par le plan transformé. Ou encore, ’opération de transformée
inverse suivie du sous-échantillonnage ne nécessite pas le calcul d’'un échantillon sur
deux.

— La matrice S constitue le cceur de ’algorithme. Elle agit en sélectionnant un certain
nombre de raies dans le spectre, les autres sont mises a zéro. La sélection dépend du
signal de texture.

Convergence et unicité

L’expression de 'opérateur d’extrapolation itératif couvre par sa généralité la plupart
des algorithmes cités dans la littérature. On congoit le profit a tirer d’une condition de
convergence et d’unicité. Cette derniere fait 'objet d’un théoreme :

Théoréme 20 (Convergence et critére d’unicité stricte) Quel que soit le vecteur
de données initial fo(n), Uitération fii1(n) = Gfi(n), ou G est fize et a l’expression in-
diquée par la relation 3.5, converge vers une solution f*(n), unique moyennant la condition
suffisante d’unicité stricte qui stipule que le nombre de raies spectrales conservées (c’est-a-
dire non nulles) doit étre inférieur au cardinal de la fenétre.

Commentaires. La démonstration de ce nouveau théoreme nécessite des notions de
I’analyse fonctionnelle et manipule des concepts topologiques. Elle est développée dans
I’annexe A.

Si la démonstration de la convergence ne requiert pas d’hypothese particuliere quant au
signal, bande passante limitée ou autre, ’algorithme n’indique malheureusement pas com-
ment sélectionner les raies spectrales significatives. Ce qui veut dire que si théoriquement
la solution est unique, I’algorithme risque de détecter et de conserver quelques raies moins
significatives, effet dii au bruit qu’introduit le spectre de forme sur le spectre de texture.
Pour un signal a périodicité marquée, I'algorithme détectera sans erreur les raies parce que
le rapport signal a bruit est élevé. C’est la raison pour laquelle 'extrapolation de textures
de synthese pose moins de difficultés.

8. Dans ce qui suit f(n) est mis parfois sous la forme d’un vecteur.
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3.3.1 La matrice S, coeur de ’algorithme : vers un filtrage adap-
tatif?

Introduction. L’utilisation d’un procédé itératif d’extrapolation par déconvolution spec-
trale remonte a 1974. C’est GERCHBERG [27] qui, le premier, a appliqué la technique au
traitement d’image. Quasi simultanément, PAPOULIS [68] proposa d’estimer le spectre d’un
signal a bande limitée multipliée temporellement par une fonction fenétre w(n) ; la méthode
correspond A un cas particulier de G, & savoir G = DM~'SM. Ces auteurs partent d’un
signal limité en fréquences et lui appliquent un filtre S ayant une fréquence de coupure o,
ce qui nécessite de connaitre la valeur de la fréquence de coupure du signal non corrompu
par le spectre de forme.

Le choix de la fréquence de coupure o, du filtre est critique : une bande passante de filtre
trop petite contrarie la reconstitution du signal dans la fenétre temporelle, et dans la situa-
tion inverse, I’algorithme perd de son efficacité et aboutit a une solution qui n’est pas unique
et qui dépend de la valeur initiale ainsi que ’a montré FRANKE [24]; le théoréme précédent
appuie par ailleurs cette remarque. Nous avons tenté d’utiliser ’algorithme de GERCHBERG
sur les textures en ignorant I’hypothese de contenu spectral limité. Les résultats sont in-
utilisables parce que l’algorithme ajoute de 1’énergie prés de o, pour compenser la perte
d’énergie des raies situées au-dela. Quels que soient les arguments heuristiques invoqués
par PAPOULIS, il n'y a méme pas convergence car 1’erreur résulte d’une suite non bornée.

Déconvolution sélective. Résoudre I'extrapolation, quand aucune information relative
au signal n’est disponible, doit s’accomplir autrement. Nous disposons toutefois d’une ca-
ractérisation qualitative partielle des signaux : les signaux sont des régions texturées ou des
régions a variations lentes ayant une cohérence spectrale. Des lors que la région est grande,
le spectre du signal, défini sur le rectangle qui circonscrit la région, contient une série de
fréquences dominantes et ce, malgré la perturbation introduite par la fenétre. Cette suppo-
sition conditionne toutes les démarches qui suivent. Il est clair qu’en ’absence d’une telle
hypothese, étendre le signal n’a plus vraiment de sens. Pourtant, a des fins de codage, il
est utile d’étendre tous les signaux parce que, pour un nombre de raies spectrales fixé, le
signal extrapolé exprime toujours mieux le signal contenu dans la fenétre qu’en ’absence
de déconvolution. Nous y reviendrons par le biais d’une conjecture a la page 63.

Dans nos travaux, nous avons suivi le principe d’extrapolation mis en ceuvre par
FRANKE [24] et qui est illustré & la figure 3.4; il consiste a choisir G = DM~'SM, ol
S opere une sélection des coefficients transformés.

A la base de Ialgorithme de déconvolution sélective apparalt une matrice S qui est
modifiée a chaque itération. La matrice de sélection de I’étape i+1 s’obtient en sélectionnant
une fréquence supplémentaire non choisie dans S; ; ¢’est-a-dire que, si k, est la position du
nouveau coefficient choisi, alors

1 si k=k,

Sz-l—l(k) - { Sz(k) si k ?é ks (37)
FRANKE suggere de sélectionner a chaque étape le plus grand coefficient non sélectionné
auparavant. En remplissant progressivement la matrice S, le filtre est devenu adaptatif.
Remarquons qu’il faut s’arranger pour ne conserver, a la fin du processus, qu'un faible
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Transformation
fi(n) Fi(k)
Appliquer w(n) Adapter S;(k)
Transformation !
sip1(n) ® fi(n) Si+1(k) Fi(k)

Fic. 3.4 - Bloc-diagramme de [’algorithme d’extrapolation par déconvolution sélective,
proposé par FRANKE.

nombre de coefficients spectraux, inférieur a la taille de la fenétre. Dans le cas contraire,
on dépasserait le nombre de raies strictement nécessaires pour décrire le signal.

DocAMPO et FIGUEIRAS [15] agissent a 'opposé de FRANKE en éliminant les raies peu
significatives a partir d’un algorithme du gradient. Si les résultats semblent acceptables, les
premieres étapes du processus itératif bafouent la condition d’unicité stricte et présentent
de ce fait un risque non négligeable d’instabilité. Au contraire, la déconvolution sélective
extrait en premier lieu les raies importantes d’ou il résulte que, en conformité avec le
théoreme de Parseval, ’erreur diminue au fur et a mesure.

Nous avons prolongé 1’étude de FRANKE sous trois angles qui décomposent davan-
tage le processus de déconvolution. La question de la convergence de ’algorithme et d’un
ajustement de la taille des échantillons fait I’objet des deux sections suivantes. Enfin, au
point 3.3.4, nous passons en revue des implémentations particulieres du schéma général
d’extrapolation qui entrainent une réalisation plus rapide.

3.3.2 Convergence et unicité de la déconvolution sélective

Le théoreme 20 établit la convergence et 'unicité d’un opérateur fixe. Or dans I’algo-
rithme de déconvolution, I'opérateur se modifie durant les étapes et, en toute rigueur, le
théoreme ne s’y applique pas; il faudrait un nombre de boucles internes, autrement dit sans
modification de S, infini avant de modifier 'opérateur. La pratique montre que le signal
se stabilise apres quelques boucles et que, en outre, leur nombre peut étre réduit durant le
processus de déconvolution. Pour assurer une démarche rigoureuse et pratique, nous avons
adopté un algorithme itératif dégressif. Partant du signal original, nous sélectionnons une
raie et effectuons K boucles internes; K = 10 dans nos essais. Au moment d’ajouter une
autre raie, K passe a K — 1 et ainsi de suite jusqu’au moment ou K = 1. Cette démarche
satisfait les conditions du théoreme et conduit a de tres bons résultats alors que prendre
des le départ K = 1 produit une interférence entre la stabilisation et la déconvolution, qui
se répercute sur la qualité du résultat.

La figure 3.5 montre 1’évolution du spectre de la figure 3.2 durant le processus de
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déconvolution. Le spectre de départ est représenté au temps ¢ = 0. Puis l'algorithme
sélectionne la composante DC; pour la clarté du dessin, nous avons écrété ’amplitude de
cette composante. L’effet de 1la déconvolution s’observe déja pres de 1'origine. L’algorithme
détecte ensuite les fréquences 42 et 21 au temps respectifs ¢t = 2 et ¢ = 3. 1l en résulte un
aplatissement important du spectre. Remarquons que 'amplitude des raies sélectionnées
augmente au fil du temps avant de saturer, ce qui signifie qu’il ne faut pas s’arréter trop
tot. D’autant que la fréquence 1, extraite au temps ¢ = 4, ne représente plus qu’une faible
partie du contenu énergétique du signal, fournissant un critere d’arrét facile & mettre en
ceuvre.

Amplitude de la transformée de Fourier

e
RO
-

6000 - /}
5000 /'
4000 /
3000
2000 |
1000
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FiGc. 3.5 - FEwolution du spectre d’un signal unidimensionnel durant un processus de
déconvolution sélective.

Les résultats de la déconvolution sélective d’une image sont présentés a la figure 3.6.
Il convient de remarquer que les premieres étapes de la déconvolution fournissent déja un
résultat tres acceptable —s4(n) ® f3(n) est obtenu avec seulement 4 raies spectrales!—, ce
qui s’accompagne d’une réduction de I’entropie du spectre. La déconvolution atténue la
dispersion du spectre autour des raies sélectionnées.

3.3.3 Un pré-traitement souhaitable: recherche du maximum
de la fonction d’autocorrélation

Si le critere de Shannon est respecté, le signal numérique interpolé reconstitue le signal
analogique de départ. Malheureusement, I’échantillonnage introduit des effets liés entre eux
qui perturbent la déconvolution : la périodisation du signal et le choiz imposé de la fréquence
d’échantillonnage. La périodisation du signal provient de I’échantillonnage du spectre. Dans
la plupart des situations, elle introduit une discordance de phase au bord du rectangle qui
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FiG. 3.6 - Premiéres étapes de l’algorithme de déconvolution sélective.
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se traduit par un léger phénomene de dispersion dans le spectre. D’autre part, le choix de la
fréquence d’échantillonnage influence aussi la qualité de la déconvolution puisqu’il indique
ol sélectionner les raies du signal analogique correspondant. Or, nous avons la possibilité
de modifier 1égerement cette fréquence en adaptant la taille du rectangle extérieur.

Pour améliorer la qualité de la déconvolution, nous proposons de recourir a ’analyse
corrélatoire en évaluant le marimum de la fonction d’autocorrélation dans un sous-espace
de son domaine de définition et en prenant une taille de rectangle extérieur, multiple de
la position de ce mazimum. En guise de justification, mentionnons que la fonction d’auto-
corrélation reproduit la périodicité du signal examiné.

Soit D, la partie de I’espace ot le signal f(n) est connu et D,, ce domaine translaté de
p. Dans I'hypothese de signaux réels faiblement stationnaires, la fonction d’autocorrélation
est définie par

1
T ) = —f(n n-—+rT 3.8

HO= S papy e (33)
ou A représente 'aire. La fonction d’autocorrélation est symétrique et non nulle sur le
domaine D @ D mais, au vu du peu de signification des valeurs de T 71(7) pour 7 élevé?,
nous n’avons considéré que la moitié inférieure de D @ D. D’autre part, les valeurs T 77(0)
et I's¢(1), bien qu’élevées, ne permettent pas d’adapter la taille de la fenétre extérieure;
nous les avons également écartées. Dans le cas de signaux bidimensionnels, le procédé est
similaire : recherche du maximum de I';f(7) dans le quart inférieur amputé des 4 valeurs &
I’origine et recherche dans la direction perpendiculaire si une coordonnée vaut 0 ou 1.

L’augmentation de la variance de l’estimation de I';;(7) pour 7 élevé est particuliere-
ment visible sur le relief de la figure 3.7. On y discerne aussi la périodicité marquée de la
fonction pres de l'origine.

Ala figure 3.8, nous illustrons 'influence des phénomenes perturbateurs précités sur la
qualité de ’extrapolation d’un échantillon de texture central. La comparaison des images
confirme le besoin d’adapter la taille de rectangle extérieur a la période de I’échantillon. En
effet, pour passer de I'image de gauche a I'image de droite, nous avons fait en sorte que la
taille du rectangle extérieur soit un multiple du maximum de la fonction d’autocorrélation.

Bien que les problemes de ’échantillonnage de la transformée de Fourier soient connus
depuis longtemps, aucune réalisation de déconvolution proposée dans la littérature n’avait
considéré le besoin de modifier la taille du rectangle. Peut-étre est ce di a la lenteur du
calcul des transformées pour des tailles qui ne sont pas des puissances de 27 Si dans
certaines situations ‘bien conditionnées’, la modification de la taille se limite & accélérer
le processus de convergence, la question prend tout son sens quand on sait que les deux
images de la figure 3.8 sont les meilleurs signaux obtenus par déconvolution sans ou avec
adaptation de la taille du rectangle extérieur (ce sont respectivement les images de gauche
et de droite).

9. Pour des séquences finies, on utilise parfois I’estimateur

Uy = 3 ﬁf(n)f(nw) (3.9)

neDND,

qui, bien qu’il introduise un biais, réduit la variance pour les valeurs de 7 élevées (voir PAPOULIS [69, page
491-492] ou DUVAUT [21, page 443]) Mais puisque nous avons délibérément ignoré ces valeurs, l’expres-
sion 3.8 suffit. La précision des estimateurs stochastiques, cceur de cette discussion, est examinée dans [13].
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Fic. 3.7 - Fonction d’autocorrélation d’une image 16116 périodique. Prés de [’origine, la
fonction d’autocorrélation présente une périodicité similaire a celle de [’échantillon mais
elle perd tout intérét pour des décalages horizontaux ou verticaur proches de 15.
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Fic. 3.8 - Influence de la taille sur le résultat de la déconvolution. L’image de droite
représente la méme partie utile que l’image de gauche avec un nombre de raies sélectionnées
identiques mais apres adaptation de la taille du rectangle extérieur.

3.3.4 Algorithmes hiérarchiques de déconvolution

Nous venons de voir comment améliorer la qualité de I'extrapolation par un ajustement
de la taille du rectangle extérieur, mais il nous reste a examiner la question de la vitesse
du traitement a partir de I’expression de G.

L’inconvénient responsable de I'insucces de la plupart des algorithmes d’extrapolation,
dont celui de FRANKE, est la lenteur de traitement. Alors plutot que de chercher 'extra-
polation du signal a pleine résolution, nous préférons réaliser ’extrapolation de signaux
plus petits dérivés du signal original. La décomposition en sous-bandes offre une solu-
tion élégante au probleme. Suivant son schéma, un signal de taille N est décomposé en
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deux signaux de taille N/2, chacun limité en fréquences et capables de reconstruire a eux
deux le signal de départ. Comme la réalisation par logiciel de la transformée de Fourier
discrete est proportionnelle a N log IV, il apparait clairement que l'extrapolation des si-
gnaux décomposés réduit considérablement le temps de calcul. En contrepartie surgissent
des effets inhérents a ’échantillonnage de la fonction fenétre et des problemes de distribu-
tion d’énergie dans les bandes. Les algorithmes d’extrapolation intégrés a une structure en
sous-bande sont principalement de deux sortes: soit ils agissent sur des bandes résultant
d’une découpe parallele, soit ils traitent les bandes d'une structure hiérarchique. Examinons
ces deux possibilités.

1. Déconvolution construite sur un schéma sous-bande travaillant a résolution fixe.

En prenant G tel qu’exprimé par ’équation 3.5, tout le bénéfice simplificateur par
rapport aux méthodes précitées est perdu. Mais si I'itération s’effectue, par exemple,
par déconvolution sélective uniquement sur la partie centrale M ~'SM de G a laquelle
est adjointe un opérateur composé TD similaire & TD, le gain en nombre de calculs
est appréciable parce que I'image est réduite d’un facteur quatre.

L’algorithme se résume par un schéma en trois phases. Nous fournissons ci-apres
une formulation mathématique de ’algorithme, dans laquelle u(n) et v(n) sont des
vecteurs intermédiaires, et ou seule la partie centrale est itérative.

Etapes de I’algorithme::

up(n) = [} 2]M T, My(n)
uip1(n) = TDM™'SMu;(n)
v(n) = TDM 'TI,M[1 2Ju(n)

Le concept pivot du nouvel algorithme est celui de décomposition sous-bande. Par un
choix adéquat d’un filtre sous-bandes de décomposition [| 2)JM~'TI; M et d’un filtre
de recomposition M I, M[1 2] satisfaisant les conditions de reconstruction par-
faite, tout le travail central de 'opérateur s’effectue a résolution réduite. En contre-
partie, 'information contenue dans toutes les sous-bandes n’intervient pas dans le
mécanisme d’extrapolation. De fait, un schéma de décomposition sous-bandes hori-
zontal et vertical d’ordre 2 fournit quatre sous-bandes, contenant toutes des éléments
d’interprétation du signal traité. Ces bandes permettent une reconstruction parfaite
si les filtres sont bien choisis.

La figure 3.9 présente les étapes d’une décomposition en sous-bandes suivie de 1’ex-
trapolation de chacun des signaux intermédiaires.

Allocation des coefficients dans les bandes. La question centrale qui se pose est
la détermination de la bande dont la contribution a I’extrapolation est la plus élevée.
A priori, il est préférable de travailler d’abord avec la bande de basses fréquences hori-
zontales et verticales car toute image accumule une partie considérable de 1’énergie
dans cette bande. Autrement dit, le nombre de coefficients a sélectionner dans cette
bande sera plus élevé que le nombre de coefficients d’une autre bande. Dans ce cas,

10. L’énergie est évaluée par I’écart type du signal.
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Fi1c. 3.9 - Eztrapolation de signauz issus d’une décomposition en sous-bandes. L’échan-
tillon de texture est tout d’abord passé a travers un étage d’analyse en sous-bandes. Il en
résulte quatre signauzr au contenu fréquentiel distinct. Signalons que le signal contenant
les basses fréquences est situé dans le coin supérieur gauche. Avant de revenir a la pleine
résolution par ’étage de synthese, les quatre signaux subissent une extrapolation.
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la distribution des coefficients (ou de I’énergie) sur I’ensemble des bandes suit une
allocation dynamique. A lautre extréme, on peut trouver une distribution statique
des coefficients, en simple rapport avec la surface de la bande. Les meilleurs résultats
s’obtiennent dans une situation intermédiaire, distribuant la moitié des coefficients
suivant le schéma statique et I'autre moitié par la voie dynamique. La raison qui
nous fait renoncer a un schéma purement dynamique est la disproportion des énergies
contenues dans les bandes. Elle conduit a allouer trop peu de coefficients aux bandes
a contenu en hautes fréquences, or ces fréquences caractérisent en ’occurrence les
textures.

2. Déconvolution construite sur un schéma sous-bande utilisant [’information de toutes
les bandes par résolution progressive : approche hiérarchique.

Nous venons de proposer un schéma qui décompose I'information spectrale par ana-
lyse en sous-bandes paralleles. Ce schéma souffre des variantes plus complexes les
unes que les autres. Un amendement possible revient a poursuivre la décomposition
d’une seule bande seulement, obtenant de la sorte un schéma hiérarchique. Une telle
approche allie une allocation dynamique totale ou partielle des coefficients a une
décomposition fonction du signal a traiter. L’objectif est de réduire la taille des
bandes ou sont sélectionnés de nombreux coefficients tout en conservant la résolution
maximale des autres bandes. Le critere d’attribution des coefficients ou de décision
de découpage inclut par exemple les aspects pondératifs de maniere a atténuer I'in-
fluence des contours, information principalement contenue dans les hautes fréquences,
ou considere un rapport entre I’énergie présente dans la bande et ’énergie du seul
signal de forme contenue dans la méme bande. Par ce procédé, I'influence de la forme
de la fenétre est prise en compte dans 1’étape de sélection des coefficients.

A partir du moment ol plusieurs bandes sont impliquées simultanément dans le
processus itératif, cela signifie que 'opérateur I, M[t 2]M~1SM[| 2]M 11, est or-
ganisé en une structure parallele pour permettre d’utiliser toute l'information dis-
ponible. La parallélisation de 'opérateur n’affecte aucunement la convergence parce
qu’elle résulte d’'une sommation d’opérations toutes non extensives. Par contre, elle
procure d’importants gains de temps de calcul comme lillustreront les exemples
de la section suivante. Concernant l'unicité de la solution, la condition suffisante
d’unicité stricte proposée dans la démonstration de convergence reste d’application
pour chaque bande.

3.3.5 Exemples d’utilisation de ’extrapolation

L’extrapolation de signaux de texture remplit plusieurs roles: croissance de germes de
texture, décorrélation, codage, ... Les résultats des essais s’organisent suivant ces axes.
D’autres exemples seront proposés dans le chapitre consacré a la segmentation.

Croissance de germes

Au chapitre 4, nous verrons que I'opérateur de segmentation détecte les textures par
croissance d’'un germe de texture. L’intérét de cette démarche tient au respect d’une
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cohérence spectrale tout au long de la chaine mais, qui plus est, elle correspond a une
interprétation simple des textures.

FiGc. 3.10 - Segmentation d’une texture par croissance d’un germe. Le processus de seg-
mentation consiste a détecter un germe durant une phase d’initialisation, a l’extrapoler et
a comparer les valeurs du signal extrapolé a celles du signal de départ.

La figure 3.10 détaille une détection de texture par croissance de germes non connexes.
Le procédé de segmentation consiste a détecter un germe de texture pendant une phase
d’initialisation, a étendre ce signal par extrapolation et a comparer les valeurs extrapolées
aux valeurs de I'image. S’il y a concordance des valeurs, on ajoute ces valeurs au germe
et le processus recommence. Comme critere de comparaison entre les valeurs de I'image
extrapolée et celles de I'image originale, nous avons pris, dans cet exemple, la moyenne
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‘ Nombre de coefficients ‘ Sans extrapolation ‘ Apres extrapolation

20 10.5 7.0
100 9.2 9.5
200 7.7 3.8
300 6.7 3.0
400 6.1 2.2
200 9.5 1.8
1000 3.6 0.2

TAB. 3.1 - Relevé de la valeur moyenne des erreurs absolues pour différents signaux obtenus
en ne sélectionnant qu’un certain nombre de coefficients spectrau.

locale sur une fenétre 3x3. Le germe initial est entouré d’un trait dans la premiére image.
Le résultat de ’extrapolation est surtout conforme au contenu de la texture a la périphérie
du germe. C’est pourquoi le germe commence par grossir. La deuxieme image reprend
I’extrapolation d’un germe légerement étendu. Etant donné que le germe s’étend en res-
pectant la cohérence spectrale de la région, il incorpore des points qui renforcent les traits
dominants de la texture. Cet effet est visible sur la troisieme image: les germes croissent
en identifiant les points qui respectent et accentuent la cohérence spectrale. La texture
identifiée correspond exactement a notre souhait.

Décorrélation des informations relatives aux contours et aux textures

Pour une compression du signal de texture, il faut que la qualité du signal a I'intérieur
de I'objet, peu importe ’extérieur, soit la meilleure avec un minimum de raies spectrales.
La figure 3.11 compare ’approximation obtenue en ne gardant qu’un certain nombre de
raies spectrales du spectre. Les images sont respectivement: le signal original de taille
64x64 connu sur un segment de forme assez quelconque, une extrapolation possible ou
toute information de contours a disparu, le signal approximé avec seulement 2% des raies
spectrales et le méme signal apres extrapolation.

La derniéere image représente mieux le signal de texture. Des valeurs numériques de la
qualité d’approximation ont été rassemblées dans le tableau 3.1. Elles correspondent aux
valeurs moyennes des erreurs absolues a l'intérieur de la fenétre. Ces résultats confirment
I'impression visuelle ; dans cet exemple, il faut a peu pres 5 fois plus de coefficients pour
approximer un signal non extrapolé de qualité comparable! On arrive a des conclusions
similaires en examinant le SNR™ (voir figure 3.13). Ces exemples montraient des textures
régulieres, pourtant la conclusion est tout a fait générale comme nous ’ont, prouvé tous nos
essais. Nous conjecturons donc que la déconvolution sélective réduit [’entropie du spectre.

Conjecture 21 Quel que soit le contenu spectral d’une région (texture réguliére, région
active ou d& variations lentes), 'approximation résultant d’une sélection d’un nombre fize
de raies spectrales est toujours meilleure aprés extrapolation.

11. Signal to Noise Ratio
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o

a) Image originale. ) Une extrapolation compléte.

(d) Approximation avec un méme
nombre de raies spectrales que (c)
mais apres extrapolation.

(c) Approximation sans extrapola-
tion préalable.

Fic. 3.11 - Comparaison de l’approximation d’un signal sans ou avec extrapolation préa-
lable (extrait de [10]).
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Cet énoncé résume 'action de décorrélation des signaux de contour et de texture que
nous souhaitions obtenir dans le procédé de codage complet.

Avant de terminer ce chapitre, nous parlerons encore de la qualité d’approximation
dans un schéma en sous-bandes, des vitesses correspondantes, du codage des textures et
d’une perspective de synthese.

Vitesse et qualité de 1’extrapolation. Les tableaux 3.2 et 3.3 reproduisent des
résultats présentés a une conférence [105]. Les valeurs proviennent de I’extrapolation des
composantes de représentations en sous-bandes hiérarchiques d’une image de synthese. Les
symboles €¢, €. et € désignent les moyennes des erreurs absolues par rapport a l’original
respectivement dans la fenétre, sur le complémentaire et totale pour une image a 255
niveaux de gris. En suivant la diagonale orientée a —45° dans les tableaux, la comparaison
indique une qualité similaire d’approximation pour un gain de temps de calcul d’un
facteur 3. Si en plus de recourir a un schéma hiérarchique, nous avons la possibilité d’im-
planter I’algorithme, les calculs pourront étre menés en parallele. Le tableau 3.4 permet
d’apprécier le gain potentiel énorme d’une réalisation matérielle. Il compare les temps de
calcul requis pour une architecture séquentielle, comme celle d’un ordinateur classique,
et les temps prévus pour une architecture parallele, c’est-a-dire les temps de la colonne
précédente divisés par le nombre de sous-bandes. Indiquons qu’il s’agit de signaux issus de
décompositions paralleles avec allocation statique des coefficients dans les bandes.

Il n’y a aucune commune mesure entre les 520 secondes de calcul que demande 1’algo-
rithme initial de FRANKE et les 3 secondes d’'un schéma parallele: le gain atteint presque
200. En plus de I’économie réalisée sur le temps de calcul, le traitement s’effectue sur des
signaux plus petits, donc plus faciles a mettre en ceuvre.

3.4 Codage des textures

Pour décrire des régions texturées ou des régions a variations lentes, quelques compo-
santes du spectre de Fourier suffisent, de ’ordre de quelques pour cent. Le codeur se trouve
alors devant la difficile tache de devoir coder un plan de valeurs, qu’il s’agisse d’une DFT
ou d’une DCT, dont la plupart sont nulles. De plus, a notre connaissance, aucune étude
n’examine sérieusement I’impact perceptif d’une mise a zéro de nombreux coefficients d’une
transformée spectrale de taille quelconque.

Il n’entre pas dans nos intentions d’entreprendre ’examen complet d’une technique de
codage des textures car cet exercice met en jeu un grand nombre de parametres. Notre
approche est tres pragmatique : établir, a travers un exemple détaillé, une relation entre le
nombre de raies spectrales, le pas de quantification et le taux de compression.

Signalons tout d’abord que nous proposons que les régions actives soient codées par
transmission des coefficients transformés apres découpage en blocs 4x4. 11 est logique de
prendre une taille 4x4 plutot que 8x8 pour éviter quantité de blocs de régions actives
incomplets, et de choisir la DCT parce qu’elle décorrele mieux des échantillons quelconques
d’une image. De plus, cela ne pénalise nullement le codage car, vu la faible corrélation entre
blocs de régions actives, la fonction qui exprime le coiit de codage par rapport a la taille
des blocs présente un minimum tres plat sur une large plage de tailles de bloc différentes;
cette conclusion est empruntée & MACQ [55]. Ainsi, aprés un découpage préalable en blocs
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Nombres de Type de | Nombre d’étages de décomposition
raies conservées | 'erreur o | 1 ] 2 | 3 | 4

30 €f 10.67 | 14.82 | 15.91 | 17.08 | 17.04

€fe 12.67 | 15.20 | 16.90 | 18.08 | 18.03

€ 11.89 | 15.01 | 16.40 | 17.57 | 17.53

60 €f 2.02 | 833 | 9.04 | 9.85 | 9.87

€fc 2.65 | 8.64 | 9.87 | 12.31 | 12.29

€ 2.40 | 848 | 9.46 | 11.08 | 11.07

100 €f 0.5 | 213 | 2.63 | 3.70 | 3.63

€fe 0.5 | 231 | 417 | 7.70 | 7.69

€ 0.5 | 222 | 3.40 | 5.69 | 5.65

200 €f 0.5 | 1.06 | 1.50 | 2.52 | 2.40

€fe 0.5 | 1.97 | 3.83 | 7.06 | 7.02

€ 0.5 | 1.52 | 2.66 | 4.78 | 4.70

300 €f 0.5 | 1.11 | 1.50 | 2.46 | 2.52

€fe 0.5 | 253 | 415 | 7.18 | 7.14

€ 0.5 | 1.82 | 2.82 | 4.80 | 4.68

600 €f 0.5 | 1.13 | 1.55 | 2.44 | 2.28

€fe 0.5 | 3.27 | 470 | 7.62 | 7.59

€ 0.5 | 220 | 3.12 | 5.02 | 4.92

1000 €f 0.5 | 1.13 | 1.57 | 2.44 | 2.32

€fec 0.5 | 3.62 | 5.00 | 7.88 | 7.84

€ 0.5 | 237 | 3.28 | 5.15 | 5.06

TAB. 3.2 - Moyennes des erreurs absolues (extrait de [105]).

Nombre de raies Nombre d’étages de décomposition
spectrales conservées | 0 | 1 | 2 [ 3 | 4

30 184 | 38 | 33 | 32 32

60 264 | 62 | 44 | 44 44

100 408 | 91 | 63 | 60 63
200 802 | 164 | 109 | 104 106
300 1194 | 241 | 149 | 148 146
600 2372 | 457 | 285 | 276 273
1000 3556 | 678 | 415 | 402 395

TAB. 3.3 - Temps de calcul en secondes pour une déconvolution des bandes de schémas
hiérarchiques (extrait de [105]).

de taille 4x4 et une éventuelle extrapolation destinée a compléter certains blocs, les régions
actives seront codées par I’entremise de coefficients DCT, laquelle conduit a des taux de
compression de I'ordre de 10.
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Nombre d’étages Type d’architecture
de décomposition | Séquentielle ‘ Parallele

0 920 520
1 126 31.5
2 42 3

TAB. 3.4 - Comparaison des temps de calcul (en secondes) de deuz architectures.

Suivant le double axe substitut-complément des techniques de codage actuelles men-
tionné dans le chapitre 1, nous nous intéressons ci-apres a une technique de codage par
coefficients transformés et a l’'utilisation de l'extrapolation comme moyen de prédiction.
Ces deux utilisations s’articulent sur le concept central de facteur de sélection.

Définition 22 Le facteur de sélection est le nombre de composantes spectrales, partie
réelle ou imaginaire dans le cas de coefficients complexes, non nulles et distinctes, utilisées
pour décrire une texture.

3.4.1 Codage par ’envoi de positions et d’amplitudes des coef-
ficients transformés

Il nous reste encore a résoudre la question du codage des régions texturées et des régions
a variations lentes. Puisque ces régions sont représentées par quelques raies dispersées dans
le plan spectral, il est préférable de coder uniquement les positions et les amplitudes. Parfois,
ces opérations sont confondues a 'intérieur méme du codeur comme c’est le cas du codeur
UVLC'? développé par MAcQ [14, 55]. Pour apprécier le coiit de codage, nous préférons
une approche analytique qui met en relief les principaux parametres. Les voici passés en
revue:

le type de transformée. Pour un modele d’image markovien d’ordre un, il est connu
que la DCT approxime mieux la KLLT. Bon gré mal gré, la DCT introduit un effet de
miroir qui détériore les signaux orientés autrement qu’a I’horizontale ou a la verticale.
Conséquemment, on pourrait suggérer de conjuguer un codage par DFT pour les
signaux orientés a 45° et 135°, et par DCT pour les signaux qui concentrent leur
énergie plutot le long de I’axe horizontal et vertical [50]. Il s’avere que cette distinction
n’est pas indispensable pour des signaux texturés ou a variations lentes, étant donné
le faible écart du cotit de codage par DF'T ou DCT, et de plus, il peut arriver qu’une
texture suive une orientation marquée avec en filigrane une autre direction; d’ou
notre décision de prendre la DFT. A titre illustratif, la texture de la figure 3.12
(image de taille 128x128) a été codée par DFT'3. A sa droite est reproduite une
approximation avec un facteur de sélection de 100, soit moins de 1% du contenu
spectral du rectangle qui circonscrit la texture.

12. Universal Variable Length Coding
13. Nous rappelons au passage que la transformée de Fourier d’un signal réel est symétrique conjuguée.
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Fi1Gc. 3.12 - Une texture et son approrimation avec un facteur de sélection de 100. Le
tauz de compression (sans contour) correspondant vaut 42. Le mazimum de la fonction
d’autocorrélation se situe au point (5,12).

le codage des positions. Le taux de compression dépend aussi de la surface du rectangle

qui circonscrit la région, laquelle est liée a sa taille. Par ailleurs, il doit s’exprimer en
nombre de bits rapportés a la surface de la région et non a la surface du rectangle,
confusion qui a parfois été faite dans la littérature.

Tout au plus faut-il un bit par position pour dire si un coefficient non nul est placé
en chaque point. Grace a ’'usage de codeurs performants, il y a moyen d’améliorer le
codage puisque la probabilité d’un coefficient nul est nettement plus élevée que celle
d’un coefficient non nul, c’est-a-dire que ’entropie de la source est inférieure a 1 bit.
La plupart des codeurs entropiques (run-length, codeur arithmétique, ...) d’ordre 0
approchent la limite théorique, égale au produit du nombre de symboles par I’entropie
d’un symbole, avec une efficacité de I'ordre de 0.97 [73, 99]. Apres I’essai de plusieurs
codeurs, nous avons choisi d’utiliser un codeur arithmétique d’ordre 1, dont le code
en langage C a été fourni par NELSON [66]. Expérimentalement, le nombre de bits
nécessaires au codage des positions suit une loi linéaire. Autrement dit, le cotit du
codage est directement proportionnel au facteur de sélection, avec toutefois une pente
inférieure a celle d’un codeur arithmétique d’ordre 0.

le codage des amplitudes. Quelle que soit la transformée utilisée, les variables aléatoi-

res qui modélisent les valeurs des coefficients n’obéissent pas & une loi unique, surtout
pour des blocs aussi grands. En ’absence d’un modele, il est logique de coder chaque
coefficient avec un nombre fixe de bits et d’appliquer une technique de la théorie de
I'information au flot de bits résultant. Cette maniere d’agir souléve la double question
de la quantification et du choix du codeur.

Au départ, les coefficients représentés par des réels occupent 32 voire 64 bits. L’action
utilisée pour réduire le nombre de bits requis s’appelle la quantification. Elle n’est
autre que le processus d’approximation qui meéne a une perte de précision sous la
forme d’une fonction en escalier dans ’espace valeurs spectrales — valeurs quantifiées,
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et dont I'allure dépend du délicat compromis compression-distorsion. En traitement
d’image, la matrice de quantification est 'ensemble des pas de quantification associés
a chaque coefficient, le pas étant la hauteur d’une marche d’escalier. Si le choix
d’une matrice fait souvent ’objet de vives discussions, tant il y a de criteres d’op-
timisation, les propositions s’accordent pour octroyer une précision plus importante
aux coefficients proches de l'origine. Cette conclusion ne tient plus dans notre si-
tuation en raison d’une taille de bloc nettement supérieure et de la caractérisation
des textures par des hautes fréquences. Ainsi, a défaut d’une analyse en profondeur,
nous avons opté pour une quantification uniforme ; sans doute pourrions-nous utiliser
une pondération des coefficients. Pratiquement, la gamme dynamique du coefficient
DC est tout d’abord ramenée au quadruple de la plage des valeurs de la fonction
de luminance. Par exemple, si f(n) € [0,255] alors F(0) € [0,1020]. Sauf de tres
rares exceptions, cela garantit que les autres valeurs de la transformée restent dans
[—127,128]. En guise de référence, nous considérons qu’un pas de quantification ¢ = 1
revient a arrondir & ’entier le plus proche.

Pour étayer la discussion du codage des textures, nous avons rapporté les résultats
de plusieurs essais sous forme de graphiques a la figure 3.13. Les courbes comparent les
taux de compression (sans 'information des contours!) et SNR de deux séries de codage
de la texture présentée a la figure précédente, a pas de quantification différent, apres
une éventuelle extrapolation ou ajustement de la taille. La comparaison appelle plusieurs
remarques :

— l'ajustement de la taille par recherche du maximum de la fonction d’autocorrélation
ne sert a rien pour le codage. A faible ou forte quantification et des réalisation d’un
processus d’extrapolation, les courbes se superposent, ce qui ne signifie nullement son
inutilité ! En effet, si le contenu de la région est peu influencé par un ajustement de la
taille, la qualité de I’extrapolation varie du tout au tout. Il suffit de revoir la figure 3.8,
page 58, pour s’en convaincre. Toutefois, dans le cadre strict du codage de textures,
ne s’avere pas utile de modifier la taille de [’échantillon. Cette constatation autorise,
par extension, a choisir une taille proche de celle du rectangle qui circonscrit la région
et plus commode pour les calculs de transformée rapide.

— a I’évidence, qualité et taur de compression sont tnversement proportionnels. En
outre, la valeur du pas de quantification joue un role déterminant. Si ¢ vaut 1, il
est presque indifférent, du point de vue du taux de compression, de coder le signal
extrapolé ou non, constatation contredite pour ¢ = 10. Par contre, la qualité de
I’extrapolation exprimée par le SNR, quoique nous soyons conscient de sa pietre si-
gnification physique, varie fortement pour ¢ = 1 comme pour ¢ = 10. A tauz de
compression et pas de quantification identiques, [’extrapolation améliore toujours la
qualité du signal codé.

— par le passé, le probleme de la quantification a suscité de nombreuses réflexions,
aboutissant pour la plupart a des schémas d’optimisation. Il y a fort a parier qu’une
stratégie de quantification optimale permette d’obtenir des meilleurs compromis entre
le taux de compression et la qualité. Ainsi, pour des facteurs de sélection inférieurs a
50, les courbes spécifiées par les symboles < et x se rejoignent dans le graphe du SNR
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Fic. 3.13 - Evolution du tauz de compression (sans contour) et du SNR en fonction du
facteur de sélection.
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alors que les taux de compression varient de 40%. Cette conclusion s’étend aux autres
courbes. Une stratégie optimale consiste donc a prendre un pas de quantification élevé
lorsque la région est codée par quelques raies spectrales seulement.

3.4.2 Codage par prédiction et DCT

La DFT, a la différence de la DCT, permet une bonne représentation des textures dans
toutes les directions, bien qu’elle décorrele moins les signaux quelconques. Malheureuse-
ment, son usage nécessite de traiter des nombres complexes. Pour ces raisons, on utilise
plus souvent la DCT, avec son inévitable effet de miroir. Imaginons qu’il faille coder une
texture périodique. Quel sens y a-t-il a lui appliquer un découpage en blocs 8x8 suivi du
codage des coefficients DCT correspondants? Pour peu que la période d’échantillonnage
differe de la taille du bloc, la liaison entre blocs DCT voisins disparait. La figure 3.14 illustre
ces propos; 'image du haut représente deux blocs 8x8 voisins. Les valeurs des coefficients
DCT sont dessinées en dessous. Elles ne présentent aucune ressemblance alors que dans le
plan spatial le second bloc prolonge naturellement la texture du premier!

Fi1Gc. 3.14 - Effet de la phase dans une DCT. La premiere image représente les deuz blocs
8z8 voisins d’une texture. En dessous, nous avons reproduit le profil des coefficients DCT
correspondants.

Prédiction des blocs durant le balayage de ’image. Pour déjouer la perte de
cohérence entre blocs DCT wvoisins, nous avons mis en ceuvre une technique de prédiction
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des blocs a venir sur base de l’extrapolation des échantillons déja transmis. L'image de
droite de la figure 3.15 montre la différence, centrée autour de 128, entre 'image de gauche
et la prédiction de chaque bloc par extrapolation des blocs précédents dans un balayage
horizontal partant du coin supérieur gauche. Le premier bloc est codé tel quel. En ba-
layant la premiére bande, ’algorithme évalue rapidement la période horizontale puisque la
différence observée est proche de 0. Au moment d’arriver au premier bloc de la seconde
bande, 1’algorithme ne connait pas encore la période verticale mais, des le bloc voisin, la
prédiction est suffisante pour arriver a un faible signal d’erreur.
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Fia. 3.15 - Codage d’une texture par prédiction des blocs 8 x 8 d venir.

Afin d’apprécier la pertinence de la démarche, nous avons mis les deux signaux de la
figure 3.15 a l’entrée de 'UVLC en veillant & adopter un pas de quantification uniforme qui
conduit a une reconstruction parfaite des signaux. Le résultat parle de lui-méme: il faut
a peine 25% du nombre de bits du codage de 'image de gauche pour représenter celle de
droite. Le méme procédé a été appliqué a une partie rectangulaire compléte de la texture
de la figure 3.12, filtrée au préalable par sélection d’un certain nombre de raies spectrales.
Suivant ce nombre, la proportion passe de 75% a 85%. On pourrait croire a tort que ce
procédé ne convient qu’aux textures dans un schéma orienté par la notion d’objet. Certes
I’extrapolation exploite la périodicité des signaux; néanmoins, il est possible de 'utiliser
a I'intérieur de l'algorithme JPEG, en indiquant par un bit si chaque bloc appartient a la
méme texture que le bloc précédent. Si ce bit vaut 1, I’extrapolation des blocs connectés au
bloc a coder et pour lesquels ce bit valait aussi 1 sert de prédiction, sinon le codeur lignore.
Ce simple découpage permettra le codage efficace de régions homogenes, caractérisées par
quelques raies spectrales dominantes. Il s’agit bien d’'un complément a une technique de
codage actuelle.

Conclusions du chapitre

Ce chapitre a développé tous les aspects associés a un algorithme itératif général de
déconvolution. Nous avons d’abord montré qu’il s’agit d’'une formulation suffisamment



Conclusions du chapitre 73

générale pour recouvrir les algorithmes existants tout en proposant de nouveaux schémas.
La question de convergence et d’unicité est examinée par le biais d'un théoreéme et traitée
dans le cas pratique de la déconvolution sélective. Ensuite, nous avons proposé d’améliorer
la qualité de 'extrapolation en adaptant la taille du rectangle extérieur suite a une ana-
lyse de la fonction d’autocorrélation, et nous avons décrit de nouveaux algorithmes de
déconvolution spectrale fondés sur la déconvolution sélective et la décomposition d’un si-
gnal en sous-bandes. Il ressort des expériences que les objectifs fixés, a savoir la croissance
de germes de texture pour l'identification de textures lors de la segmentation, la suppres-
sion de l'information de contours dans le spectre d’une texture et la réduction du temps
de calcul, sont tous remplis.

Quant au codage, un exemple détaillé met en valeur la puissance de la méthode. Il
apparait que le colit de codage est proportionnel au nombre de raies spectrales conservées
pour décrire la région. De plus, nous avons constaté qu’a des fins de codage, la correction de
la taille de I’échantillon n’apporte rien alors que 'extrapolation produit des améliorations
perceptibles du rapport signal a bruit a taux de compression fixé. Nous avons également
montré que I'extrapolation du signal peut servir de prédiction.

Perspectives

La phase d’expérimentation a amené une nouvelle idée : pourquoi ne pas se contenter de
transmettre un échantillon de texture, de forme rectangulaire, et synthétiser un signal de
texture complet du coté du récepteur? Bien que cela suppose que le récepteur soit capable
d’extrapoler un signal, en procédant de la sorte, le signal envoyé ne contient plus aucune
information de contour et, de toute facon, I’émetteur peut transmettre un complément de
précision pour le signal extérieur a 1’échantillon si cela s’avere nécessaire.

La figure 3.16 montre le résultat de ’extrapolation de deux échantillons de taille diffé-
rente d’'une méme texture.

F1G. 3.16 - Deux exemples de synthése d’une texture a partir d’un échantillon. Dans cette
comparaison, ’échantillon de droite est une partie de celui de gauche (tous deuz étant
inclus dans le morceau de texture de la figure 3.17). On voit donc clairement que la taille
de ’échantillon détermine l’aspect de la texture extrapolée.
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Dans cet exemple, il apparait clairement que la détermination de la taille et de la posi-
tion de I’échantillon conditionne le résultat. L’efficacité de cette idée dépend de I'aptitude
a détecter de tels échantillons, a moins qu’on décide de prendre systématiquement le plus
grand rectangle inscrit dans la texture.

Le procédé est plus général si I'on définit une famille de formes simples. La figure 3.17
fournit, a droite, un exemple de syntheése de texture a partir d’un échantillon connu dans
un disque: le signal de 'intérieur du disque ne présente aucune cohérence spectrale ce qui
n’empéche pas que le signal extrapolé convienne pour remplir toute 'image.

F1G. 3.17 - Synthese d’une texture aléatoire par extrapolation d’un échantillon. Le signal
de gauche représente la texture originale.



Chapitre 4

Segmentation d’image

Introduction

Dans les approches classiques de compression ou de rehaussement, la sortie est une
approximation ou une amélioration de I'image d’entrée. Une autre branche du traitement
d’image s’occupe de ’analyse d’image ou analyse de scene. Dans ce domaine, I’entrée est
toujours une image mais la sortie est une description de I'image. La plupart des descrip-
tions nécessitent une détection préalable des formes présentes dans I’image, étape appelée
segmentation. Ce chapitre est consacré a 1’étude d’une technique de segmentation d’tmage
axée sur le concept d’objet.

Pour situer le probleme de la segmentation d’image, nous étudierons une série d’outils de
segmentation en précisant leurs avantages et inconvénients dans la section 4.1. Le schéma
de segmentation que nous présentons s’inspire des techniques existantes et les complete
pour obtenir une segmentation plus universelle, c’est-a-dire applicable a plus d’images.

Comme ’accent est mis sur le codage de ces objets, rien n’'impose que les objets détectés
correspondent a des objets réels. Et d’ailleurs, comment pourrions-nous remplacer ’exper-
tise d’'un étre humain? Dans ce chapitre, nous proposons un modele d’image simple, adapté
a la segmentation et au codage, et qui repose sur la notion de texture ou il faut comprendre
ce terme comme une organisation spatiale homogene.

La suite du chapitre, sections 4.2, 4.3 et 4.4, détaille les trois étapes du processus de
segmentation. Elles visent toutes a extraire un type de régions appartenant au modele.
Leur réalisation fait intervenir ’extrapolation de texture, theme du chapitre précédent,
quelques outils de filtrage linéaire et morphologique, ainsi que la ligne de partage des eaux.

En procédant par étapes successives, nous espérons allier les avantages de plusieurs
procédés de segmentation et étendre le domaine des applications. Quelques résultats, non
exhaustifs, confirment l'intérét de la méthode.
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4.1 Présentation du probleme

Formellement, la segmentation s’apparente a un opérateur £ agissant sur 'image [ et
fournissant, par exemple, une image binaire £(I) qui différencie les points des contours des
objets.

Notre propos est de tirer, de cette étape de segmentation, la représentation de forme
p(X) et la représentation de texture p(7") adjointe.

Définition 23 L’obtention des objets contenus dans une image I se réalise par applica-
tion d’un opérateur noté E(I) et appelé opérateur de segmentation. Aprés application de
Popérateur, nous disposerons des représentations de forme p(X) et de texture p(T).

De fait, ’adoption d’une démarche cohérente de codage par objets impose la caractéri-
sation de tous les objets des I'étape de détection des objets.

4.1.1 Synthese de la littérature consacrée a la segmentation

La plupart des techniques de segmentation reposent sur la réalisation quantitative
d’une propriété particuliere. Il s’agit par exemple d’extraire toutes les régions dont le
niveau de luminance moyen dépasse telle valeur ou de déceler des cellules ayant une allure
prédéterminée.

Le processus de segmentation d’images naturelles ne peut se contenter d’une description
de régions aussi sommaire, raison pour laquelle la majorité des techniques de segmenta-
tion échouent completement a produire une segmentation applicable a une large gamme
d’images. En réponse, les auteurs ont imaginé des modifications allant de ’approche a
plusieurs niveaux de résolution a ’accroissement du jeu de propriétés des régions, en pas-
sant par une complexification excessive des procédés primaires. Ainsi, certaines opérations
de segmentation s’appliquent directement a toute I'image, d’autres nécessitent des images
préalablement partitionnées ou des marqueurs, etc.

Les procédés actuels de segmentation appartiennent a plusieurs grandes familles que
nous parcourons ci-apres, en indiquant quels éléments interviendront dans notre schéma :

1. Segmentation par détection de transitions dans le profil de luminance.
Les techniques de segmentation les plus répandues s’obtiennent par détection de con-
tours. L’idée est simple: pour repérer des objets dans une image, il suffit de détecter
leurs frontieres apres avoir accentué les contours des objets par un filtrage passe-haut,
tel un gradient morphologique ou linéaire.

La simplicité des techniques de détection de contours pousserait a les adopter pour
rechercher les objets. Cependant, trop de situations réelles mettent en défaut les
beaux principes de détection de contours. Remarquons tout d’abord qu’un seuil in-
tervient lors de ’extraction des contours. Le seuillage est une opération délicate pour
deux raisons: 1° la détermination du seuil doit s’adapter au contenu de I'image, 2° les
contours des régions ne seront pas nécessairement fermés. Outre leur inadéquation
pour certaines images, les détecteurs de contours présentent une sensibilité excessive
au bruit car un filtrage passe-haut amplifie le bruit.
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Dans un systeme de segmentation hybride tel celui que nous avons développé, I'em-
ploi des techniques de détection de contours ne s’envisagera qu’en aval de I'outil de
segmentation et dans une situation peu sensible a la valeur du seuil d’extraction.

2. Identification de régions par étude statistique d’ensembles de points.

Lorsqu’une simple détection échoue, il est tentant de donner une certaine cohérence
statistique au procédé de segmentation. Une voie d’amélioration des performances
consiste a traiter la segmentation comme un probleme de décision dans lequel les
statistiques des pixels se calculent par mélange de statistiques de régions compo-
santes. De telles démarches de segmentation procedent d’abord a l’évaluation de
parameétres significatifs (moyenne, variance, ...) de différentes régions, puis elles es-
timent les mémes parametres pour des combinaisons de régions et, enfin, effectuent
des modifications de structure de régions sur base d’un critére de décision théorique
(cf. par exemple LACROIX [45]). Ces méthodes sont abondamment étudiées dans le
domaine de la reconnaissance de formes (DUBUISSON [18], DUDA et al. [19], Fu [26]).
Sans aucune modification, elles ne produisent pas une segmentation pertinente. Dans
la pratique, elles sont doublées d’arguments et de procédés empiriques.

Le reproche a adresser a ces techniques concerne I'inaptitude a inclure la structure
spatiale au moyen de parametres usuels. Ainsi, un procédé de segmentation construit
par évaluation de parametres de I’histogramme des niveaux de gris est totalement
insensible a une rotation de I'image, alors que la rotation de certains objets modifie
I'interprétation de la scene. Suite a I'importance de ’organisation spatiale des objets,
les auteurs ont proposé des criteres tenant compte de la disposition des objets. L’ar-
ticle de HSIAO et SAWCHUK [35] détaille & merveille une segmentation usant d’outils
statistiques et incluant ’agencement spatial des régions.

Les démarches statistiques de segmentation se ressemblent en plusieurs points? :

— Exploitation de toute la connaissance accessible.
L’information concerne éventuellement ’aspect des régions, la disposition des
régions, ... Il y a malheureusement fort peu de chance de disposer de toutes
les données nécessaires au modele. C’est donc une caractéristique essentielle des
problémes de décision en segmentation de devoir raisonner avec une connaissance
a priori imparfaite et de la compléter par une analyse des signaux étudiés; le
systeme de décision doit étre adaptatif.

— Synthese d’un schéma de représentation.
Le processus de segmentation s’étudie grace a l'introduction d’un schéma de
représentation qui fixe la qualité, les performances et les limitations. De nom-
breux auteurs négligent de mentionner le modele d’image sous-jacent. Or, la
validité des processus de segmentation n’est satisfaite qu’a l'intérieur d’un jeu
d’hypothéses bien précis.

— Ajout de criteres correctifs.
Pour corriger les manquements d’un modeéle global, plusieurs critéres ont été
étudiés. Il s’agit souvent de criteres purement géométriques dont le but est
d’organiser I'information manipulée au sein du modele mathématique.

1. On peut trouver des exemples typiques de cette démarche dans PAL et al. [67], ou SUK et al. [97].
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Nous verrons plus loin que la détection des régions actives s’effectue suivant les prin-
cipes d’une approche statistique.

. Description d’image en termes d’éléments appartenant a diverses résolutions.

Les analyses et descriptions par multirésolution (transformée en ondelettes, décompo-
sition sous-bandes, décomposition pyramidale, ...) partent d’une idée simple, vérifiée
par ’expérience, selon laquelle les détails d’une image, obtenus par filtrage, se remar-
quent a différents niveaux de résolution. Ce type d’approche est monnaie courante
en codage d’image parce qu’elle permet une analyse hiérarchique, une transmission
progressive et un changement de format.

En dehors des questions de vitesse, il nous semble inutile de recourir a une approche
multirésolution car le plus haut niveau de résolution contient toute ’information.
Le procédé de segmentation développé dans le cadre du projet Morpheco fonctionne
sur base d’une structure hiérarchique morphologique. Comme on pouvait le craindre,
le filtrage lié a la représentation introduit des effets indésirables dans le traitement
d’images complexes.

. Sur-segmentation avec croissance de régions controlée.

Pour compléter la revue des principales techniques de segmentation, il reste a décrire
les méthodes adaptatives de segmentation par découpage spatial.

La plus ancienne est certainement la décomposition par arbre quaternaire ou ‘quad-
tree’. Le procédé de segmentation basé sur cette représentation revient a découper
progressivement l'image. Au départ, I'image forme une seule région. Si le critere
d’homogénéité choisi n’est pas satisfait pour la région, alors elle est découpée en
quatre parties égales. Puis, les régions nouvellement formées sont testées a leur
tour. Ainsi, au terme de la décomposition, 'image se présente comme une collec-
tion de régions aux caractéristiques homogenes. On reprochera le co6té arbitraire de
la découpe géométrique, car une région qui chevauche deux zones d’un arbre qua-
ternaire sera coupée en deux. Les résultats encourageants ont incité les chercheurs
a améliorer le procédé et, si la décomposition n’est plus utilisée telle quelle dans
les procédés de segmentation, elle sous-tend encore de nombreuses techniques de
codage [96].

Les techniques inspirées de la décomposition quaternaire sont nombreuses et variées :
segmentation par croissance de régions, partitionnement ‘top-down’ ou ‘bottom-up’
parfois appelé ‘split and merge’, ... Elles s’articulent sur quelques grands axes:

— Choix d’'un critére de cohésion.
Son évaluation détermine le découpage spatial.

— Organe de décision.
Le découpage en régions ou le regroupement s’effectue par le biais d’un organe
de décision apres évaluation du critere d’homogénéité. Souvent, il dépend de la
taille de I'image ou de la région traitée.

— Sur-segmentation de I'image.
Par une sur-segmentation de 'image, on acquiert la certitude de n’oublier au-
cun contour. En contrepartie, la sur-segmentation introduit des artefacts et la
présence de faux contours a éliminer par un procédé quelconque. Quand il s’agit
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de codage, ’élimination des faux contours se double d’un lissage des contours,
sujet du chapitre 6, afin de diminuer le colit de codage des contours.

Nous appliquerons également une sur-segmentation avec fusion de régions dans notre
schéma.

Malgré toutes les tentatives entreprises, il n’existe malheureusement pas de procédé
suffisamment général au délicat probleme de la segmentation. Le chassé-croisé entre la
segmentation d’image et son interprétation témoigne d’ailleurs de l'incertitude liée a la
détermination des frontieres des objets.

4.1.2 Vers un modele d’image

Toute image numérique se présente sous la forme d’une grille de pixels. Traiter correc-
tement ces données nécessite un modele qui met en relief les caractéristiques des régions.
Le modele est ’outil analytique qui permet de lier un pixel a ses voisins; il guide 1’étape
de segmentation, régit I’expression de la représentation de forme et de texture initiales et
conduit aux détails de réalisation du codeur.

Les algorithmes de segmentation en vue d’'un codage que nous connaissons, négocient,
d’une méme maniere toutes les parties de I'image, quel que soit leur contenu énergétique. Du
point de vue de la théorie des variables aléatoires, cela suppose que I'image est la réalisation
d’une source faiblement stationnaire. Rien ne justifie cette démarche car une image se
compose de régions hétérogenes. Pour obtenir une meilleure réduction de débit binaire, il
est préférable de réaliser une liaison parfaite entre toutes les étapes, de la segmentation
jusqu’au codage, en adaptant le codage d’une région a son contenu. Ceci nous amene a
proposer un modele d’image basé sur des criteres spectraux.

Définition d’un modele d’image pour la segmentation

En substance, notre modeéle d’image considere que toute image ne contient que trois
types de régions caractérisées par leur contenu spectral local (voir la figure 4.1):

1. les régions a variations lentes.
Le spectre de ces régions accumule la majeure partie de son énergie dans la zone des
basses fréquences. Il n’est apparemment pas trop difficile de segmenter ces régions.
Seule la présence de dégradés, parties d’'image qui ne présentent aucune transition
forte, complique la tache;

2. les régions a particularités spectrales.
Dans ces régions, quelques fréquences spécifiques impriment une homogénéité de di-
rection ou d’aspect. A partir d’ici, nous réserverons la dénomination de textures? a
ces régions;

3. les régions actives.
Aucune particularité ne se dégage dans le spectre de ces régions, ce qui complique leur

2. Le terme texture sera parfois employé comme synonyme de I’aspect des régions T. Au cas ou une
confusion serait possible, nous préciserons le sens accordé.



80 Chapitre 4. Segmentation d’image

codage. Outre la réelle difficulté de les segmenter, ces régions contiennent tellement
de contours que leur considération introduirait un surcout de codage important. Nous
avons préféré réunir ces régions par composantes connexes.

F1G. 4.1 - Les trois types de régions du modeéle d’image: (a) régions a variations lentes,
(b) texture et (c) régions actives

In fine, la segmentation produira ces trois types de régions qui, lors de traitements
ultérieurs, subiront un codage adapté a leur nature spectrale.

Une segmentation a des fins de codage? Combiner des techniques de codage et de
segmentation est indispensable en vertu de la diversité des régions qui composent une image
naturelle. Ainsi, nous avons lié le nombre de raies spectrales sélectionnées pour décrire une
région texturée a la surface et a la variance de cette derniere, alors que ce nombre dépend
uniquement de la surface s’il s’agit d’une région a variations lentes, les régions actives étant
confiées a un codeur DCT. De plus, aucun outil de segmentation ne convient a toute image.
Seule I'utilisation d’un mélange judicieux et réfléchi d’outils de segmentation permet de
détecter tel objet dans telle zone, suivant sa forme, sa texture, son orientation, etc. A notre
connaissance, ce genre de techniques de segmentation hybride n’a pas encore fait ’objet
de travaux de recherche.

4.1.3 Description d’un schéma de segmentation

La phase de segmentation est tres complexe, a tel point que les auteurs réalisent habi-
tuellement une segmentation uniquement sur des images tres particulieres. Dans ’optique
d’'un codage, il est primordial de favoriser 'universalité et 1'efficacité de la représentation
p(I) résultant de la segmentation, éventuellement aux dépens de I'interprétation qu’en
ferait un observateur humain. Des lors, il ne faut pas s’attendre a une correspondance
systématique des objets détectés avec des objets physiques.
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La démarche que nous proposons combine 1'une ou I’autre solution actuelle, ce qui la
différencie des algorithmes classiques, de maniére a détecter tour a tour les objets ap-
partenant aux trois grandes familles de régions. Nous avons également ajouté une phase
de croissance de germes qui est nouvelle. Signalons que notre schéma de segmentation
s’applique a des images de télévision; il n’est pas bati pour des images trop particulieres
comme des images de texte, car ce type d’application requiert I'introduction d’une infor-
mation spécifique des le stade de la segmentation.

Voici les trois principales étapes du processus de segmentation, reprises a la figure 4.2:

— la premiere étape détecte les textures. L’algorithme extrait d’abord des germes de
texture, puis il les extrapole et les étend apres comparaison des valeurs extrapolées
aux valeurs de I'image I ;

— la deuxieme détecte les régions actives, et

— la troisieme segmente les régions demeurées en suspens, a savoir les régions a varia-
tions lentes.

En procédant en trois phases, nous sommes conscient d’avoir alourdi la démarche de
segmentation, mais 'efficacité de codage, assurée par la cohérence spectrale de la repré-
sentation, compense cette lourdeur.

La suite du chapitre décrit les trois étapes de segmentation en détail. Hormis la détection
des régions texturées et leur croissance apres extrapolation, les outils de segmentation sont
inspirés de la littérature. C’est au niveau du principe —segmenter une image en utilisant
des outils adaptés chacun a un style de région— que se situe ’originalité du schéma global.

4.2 Détection des régions texturées

Parvenir a détecter les textures, c’est-a-dire les régions présentant une certaine régula-
rité spatiale, dans une image naturelle n’est pas une tache facile. La difficulté s’explique
aisément : bien qu’ayant doté tout type de régions d’une cohérence spectrale, en pratique la
frontiere qui sépare les familles de régions est ténue. Faut-il considérer un mur de briques
comme un seul objet ou le segmenter davantage?

4.2.1 Le principe

Des travaux récents, principalement basés sur I'utilisation de filtres de Gabor [5, 12, 17,
39, 50], aboutissent a d’intéressants résultats de segmentation de textures. L’information
utile est tantot la phase des images filtrées, tantot le module.

Le principal reproche a adresser a toutes ces méthodes est la détermination d’un seuil
dont la valeur dépend fortement de 'image de départ. Pour se départir de la sensibilité
au seuil, nous avons proposé, dans la référence [50], de lier sa détermination au spectre de
I'image par la recherche d’éventuelles nuées dans le spectre. Dans ce travail, nous avons
contourné la difficulté en confiant aux filtres de Gabor I'unique tache de détecter des germes
de texture. De cette facon, la valeur du seuil est moins critique mais, en contrepartie, le
processus de segmentation des textures est devenu plus complexe.
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Image
Détection de germes de
texture
Croissance de germes de
texture
L+
=0
Détection des régions actives
+
~0O
Segmentation des régions a
variations lentes
Textures Régions actives Régions a variations lentes

F1G. 4.2 - Algorithme de détection d’objets en trois phases: (1) Identification de textures
par croissance de germes. (2) Détection des régions actives. (8) Segmentation des régions
a variations lentes.

Il s’agit d’un algorithme en trois phases itérées jusqu’a stabilisation du résultat: (1)
extraction de germes de texture par seuillage souple des images filtrées au moyen de quatre
filtres de Gabor, (2) extrapolation une & une des textures jusqu’a remplissage de I'image ou
d’une partie plus restreinte entourant le germe, et (3) comparaison des valeurs réelles aux
valeurs extrapolées avec croissance éventuelle des germes.

Le résultat d’une détection de texture par croissance de germe a déja été fourni au
chapitre 3 (figure 3.10, page 62). A cette occasion, nous avions montré une application
possible de 'extrapolation de textures.

4.2.2 Expression des filtres de Gabor

La premiere étape de segmentation s’occupe de la détection des textures. L’étape sui-
vante est l'identification des régions actives. A la base, nous avons cependant utilisé un
outil commun, a savoir celui des filtres de Gabor, pour la détermination de ces deux types
de régions. C’est pourquoi la présentation de ces filtres précede le détail des étapes de
segmentation.
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Les filtres de Gabor ont une réponse impulsionnelle de la forme:

h(z,y) = g(a',y')e*m I VatVy) (4.1)

ou

— (2',y") = (xcos¢ + ysing, —xsind + ycosP), c’est-a-dire les coordonnées (z,y)
tournées d’un angle ¢, et

(! 2 12 2
— g, y) = ﬁe( (@' /X)?+y'%) /20
La réponse impulsionnelle h(z,y) est donc une fonction complexe sinusoidale modulée
par une gaussienne bidimensionnelle de rapport d’axes A, de facteur de dilatation o et ou
¢ est Porientation de 'axe z' par rapport a l'axe z.

La transformée de Fourier correspondante est :
H(u’ ’U) _ 6_27T20.2[(uI_UI)2)\2+(1)I_VI)2] (42)

ou
— (u',v") = (ucos ¢ + vsin ¢, —usin ¢ + v cos ¢), et
— (U', V') est obtenu par rotation du point (U, V) par le méme angle ¢.

H(u,v) est une gaussienne passe-bande de rapport d’axes 1/A, tournée d’un angle ¢,
centrée en F = /U? + V? et d’orientation §# = tan™*(V/U). On prend habituellement

0 =¢.

Présentés ainsi, les filtres de Gabor jouissent de quatre degrés de liberté qui permettent
d’extraire une partie de I'information spectrale de I'image. Il s’agit du rapport d’axes A, du
facteur d’excentricité o des gaussiennes dans les deux plans, et de la translation imposée
par (U, V) ou (F, ¢) dans le domaine des fréquences. C’est principalement pour la facilité
d’interprétation des parametres que nous avons choisi les filtres de Gabor, méme s’il est
vrai que ceux-ci minimisent un certain type d’incertitude introduit par DAUGMAN [12].

Grace a la forme gaussienne des filtres, les enveloppes des images filtrées apportent
une information spectrale locale en chaque pixel. De plus, elles renseignent sur le contenu
énergétique de I'image dans la direction du filtre choisi. Alors, pour extraire les signaux
texturés, on peut mettre plusieurs images filtrées en concurrence. Si, suite a une compa-
raison des énergies de ces images, une sortie au moins est supérieure a un seuil, il s’agit
d’un morceau d’une texture ou d’une région active, la distinction étant opérée a I’aide d’'un
second seuil (voir infra). Et finalement, les points pour lesquels les énergies sont faibles
appartiennent a des régions a variations lentes.

Pour réaliser cette séparation, nous reprenons des bribes d’'un schéma introduit par
Bovik [5] et appliqué par apres a des images naturelles [49, 50]. Le schéma initial comprend
entre autres un filtrage avec quatre filtres passe-haut orientés dans un demi-plan spectral,
un filtrage passe-bas et un seuillage. Ces mémes étapes sont utilisées dans le cadre de
I’extraction des textures et illustrées ci-apres. Nous reviendrons brievement sur le sujet
lors de la détection des régions actives.
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4.2.3 Deétection des textures: description, détails pratiques et
résultats

La détection des textures s’effectue en trois phases.

— Etape 1: initialisation — détection de Uensemble des germes de texture.
L’initialisation du processus de segmentation consiste a détecter la présence de germes
de texture. Pour y parvenir, nous avons utilisé des filtres de Gabor dont les sorties
ont été traitées par un filtre passe-bas, puis seuillées. Le processus complet est illustré
a la figure 4.3, ou l'indice des filtres h reprend la valeur de leur orientation ¢.

Image originale I(z,y)

|
| } ! )

I(z,y) ® ho(z,y) I(z,y) ® has(z,y) I(z,y) ® hgo(z,y)| |I(z,y) ® hi3s(z,y)

} l

Filtrage passe-bas et redressement des signaux

}

Seuillage

l

Germes de texture

F1G. 4.3 - Processus de détection des germes de texture. Les indices des filtres représentent
leur orientation en degrés.

Détaillons les composantes du processus d’extraction de germes:

Etape 1.a: filtrage de I'image par quatre filtres orientés hautes fréquences.
Nous devons fixer les quatre parametres des filtres de Gabor que sont ’orienta-
tion ¢, la bande passante (ce qui revient a fixer o), la fréquence centrale F' et
le rapport des axes A.

Apres implémentation, nous avons remarqué que quatre filtres suffisent pour
obtenir des résultats satisfaisants; utiliser davantage de filtres complique le
seuillage. De plus, la détermination des parametres des filtres n’est pas tres
critique. Les valeurs que nous donnons ici concernent le traitement d’image de
taille 256x256. Signalons toutefois que la résolution spectrale croit en méme
temps que la taille de 'image, ce qui interdit pratiquement de traiter des images
plus petites.

Orientation ¢. Le choix de la valeur des angles est aisé. Les filtres sont dirigés
dans les directions de 0°, 45°, 90° et 135°. Ils suffisent a caractériser les
principales directions du spectre, car I'image étant réelle, son spectre est
symétrique. D’autre part, comme le spectre d’une image accumule souvent
une partie importante de I’énergie autour des axes horizontaux et verticaux,
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le fait d’intercaler des filtres entre ces deux directions améliore la discrimi-
nation.

Bande Passante. L’influence de la bande passante sur les résultats est
considérable. Il faut a tout prix limiter les recouvrements entre filtres et
détecter toutes les orientations marquées avec seulement quatre filtres. Une
bande passante d’une octave nous semble un bon compromis.

Fréquence centrale F'. Cette fréquence détermine la précision des contours
parce que ceux-ci se caractérisent par un riche contenu en hautes fréquences.
Plus F' est élevée, plus les contours seront nets et la bande passante large.
La valeur F' = 120 a parfaitement convenu.

Rapport d’axes A. Le rapport entre les axes permet de jouer sur la sélectivité
angulaire. A priori, A = 1 convient a nos besoins

La figure 4.4 montre la trace d’un filtre de Gabor orienté a 45° dans le plan
transformé. Le cercle blanc dessine la bande passante a 3 dB. Il apparait que les
filtres se recouvrent entre eux, et cela pour éviter d’oublier des fréquences qui
seraient situées entre deux filtres. De plus, comme les images naturelles com-
prennent toute une gamme de fréquences différentes, I'effet de recouvrement est
a peine perceptible. Un autre détail d’implémentation doit étre mentionné: 1’ef-
fet d’apodisation. La théorie du traitement du signal linéaire nous apprend que
I’échantillonnage de la transformée du signal filtré périodise le signal de départ.
Autrement dit, le signal qui touche le bord de droite contamine le contenu spec-
tral local du signal situé prés du bord gauche de I'image. La solution consiste
a ajouter un bord fictif. Ainsi, nous avons pu atténuer les effets néfastes de
la périodisation du signal. D’autre part, ayant choisi /' = 120 pour une image
256x256, les volumes des filtres different sensiblement, rompant ainsi I'invariance
en rotation. L’expérience montre cependant qu’il est inutile de normaliser les
sorties. Nous montrerons des exemples d’images filtrées apres avoir introduit le
post-filtrage et décrit le seuillage.

Etape 1.b: post-filtrage passe-bas. Les enveloppes des sorties des filtres subis-
sent un second filtrage passe-bas destiné a éliminer les tres hautes fréquences,
nuisibles a une bonne discrimination par seuil. Nous avons choisi de prendre un
Butterworth avec une fréquence de coupure de 60. Un autre filtre conviendrait
tout autant. Enfin, le signal est redressé et les sorties sont normalisées de facon
a occuper la plage dynamique de 0 a 255.

Etape 1.c: seuillage. Les images filtrées contiennent une information a propos
du contenu énergétique local dans une certaine orientation. Malheureusement,
un bruit s’y superpose; le post-filtrage a supprimé une bonne part du bruit
haute-fréquence avec, en contrepartie, une légere dégradation subséquente du
signal. Ne disposant d’aucune indication quant au type de bruit, le procédé le
plus commode pour réduire son influence consiste a seuiller les images. Un seuil
inférieur, noté seuil; indique alors si le niveau énergétique suffit pour que le
point appartienne a une région texturée ou a une région active. Ainsi, si une
sortie au moins dépasse la valeur de ce seuil alors le signal est actif ou texturé.
Cette derniere distinction est rendue possible par l'introduction d’un second
seuil, noté seuil,. En chaque point, nous mesurons I’écart entre les deux plus
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Fi1G. 4.4 - Trace d’un filtre de Gabor dans le plan transformé. Le cercle blanc représente
la bande passante a & dB.

grandes valeurs parmi les quatre images filtrées redressées. S’il excede seuils
alors le point appartient a une texture.

Comme mentionné précédemment, la détermination du seuil est souple et pas
trop critique parce que la phase d’extrapolation corrige les manquements de
I’extraction. Avec une dynamique de 0 a 255, nous avons choisi les valeurs de
seuil suivantes: seuil; = 40 et seuils = 20. Toutes les images ont été traitées
avec ces valeurs.

Les images des figures 4.5 et 4.6 illustrent le filtrage et le seuillage. Il s’agit dans
I’ordre de 'image originale, de deux versions filtrées, et d’une image qui indique
par différentes teintes de gris quelle est la sortie de filtre la plus importante en
chaque point ; les zones blanches désignent les régions a variations lentes parce
qu’aucune sortie de filtre n’y est supérieure a seuil;. C’est parmi les régions
ayant une méme couleur et telles que 1’écart entre les deux plus grandes sorties
de filtre est supérieur a seuils que se trouvent les germes des textures.

— FEtape 2 : construction d’un masque d’extension mazrimale et extrapolation a l’intérieur

de celui-ci.

Le mécanisme de croissance de la texture repose sur un critere d’identification qui
compare le signal extrapolé au signal réel. Il est intéressant de doubler cette contrainte
d’une autre purement spatiale: un germe est autorisé a recouvrir les régions actives,
a déborder tres légerement sur les régions a variations lentes, puisque de toute facon
nous corrigeons les frontieres par la suite, mais en aucun cas il ne peut englober des
points d'un autre grand germe. Ainsi, le col de la chemise de la figure 4.5 (a) est une
région qui ne pourra étre recouverte par aucune autre. En termes morphologiques,
on définit un masque géodésique. Ce masque est construit en dilatant I’ensemble des
régions actives et les surfaces pour lesquelles le méme filtre est maximum. Puis, le
germe de départ est reconstruit dans ce masque, noté MG, de maniere a supprimer les
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(c) Image filtrée a 90°. (d) Le filtre maximum en chaque point.

Fi1aG. 4.5 - Premiéres étapes de la détection des textures: un premier exemple.
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(c) Image filtrée & 135°. (d) Le filtre maximum en chaque point.

Fi1G. 4.6 - Premiéres étapes de la détection des textures: un second exemple.
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parties non connezes au germe. D’autres petits traitements (suppression des petites
régions, filtrages, ...) nettoient le masque pour éviter ’apparition de petits détails
insignifiants.

- Etape 3: croissance d’un germe.

Le nceud de la question de la croissance des régions tient au critere adopté: faut-il
prendre un critere local ou un critere global? Comment adapter la qualité de I'extra-
polation au mécanisme de croissance? Notre critere s’appuie sur la variance du signal
d’erreur, notée o, entre le signal de départ I(x,y) et le signal extrapolé, approximant
I(x,y), a Uintérieur de la région, c’est-a-dire que l'on considere w(z,y)f(x,y) ou
w(z,y) est I'indicatrice définie sur D,, et f(z,y) le signal extrapolé. Mais avant de
tester la concordance entre le signal réel et le signal d’extrapolation, nous effec-
tuons un filtrage morphologique de 'image originale (fermeture de I’ouverture) par
un segment linéaire de longueur 3 dans la direction perpendiculaire a l'orientation
de la région. Ainsi sont conservées les transitions, tout en permettant une légere
réduction du bruit. Pour la commodité, nous maintenons ci-apres la notation I(x,y)
pour 'image filtrée.

Soit, f;(x,y) le signal extrapolé a 1’étape i. L’objectif de la croissance des régions est
d’étendre la fenétre de sorte que D,,, C D C MG. 11 est atteint en mesurant
I’écart type sur D,,, par

Wi41

i = Y \/filz,y) — I(z,y) (4.3)

puis en accroissant le germe par le biais de la relation suivante :

wi-l—l(xay) =1 si wz(xay) =1 ou |f1($7y) - I(x,y)| S ao; (44)

La figure 4.7 reprend le schéma complet.

Les essais montrent que o = 1,5 est une valeur adéquate. Prendre une autre valeur
a, de 1 a4 3 par exemple, modifie la vitesse de croissance des germes sans affecter
la nature du résultat ; bien entendu, un faible coefficient offre plus de sécurité. Pour
éviter toute dérive, o; est toujours le minimum des variances calculées durant la
croissance d’un germe: o; = min{oy,...,0; 1}. Le processus entier est itéré jusqu’a
stabilisation: w;;1(z,y) = w;(z,y) pour tout (z,y) € y/

Choisir un critere d’identification en fonction de la variance du signal d’erreur est
la clef du processus de croissance. Si la variance est petite, cela signifie que le signal
extrapolé f;(z,y) reconstitue bien la texture a lintérieur de la région D,,, comme
c’est le cas pour des textures de synthese. Des lors, les points ajoutés doivent main-
tenir cette qualité de restitution. Par exemple, 50 coefficients de Fourier permettent
déja d’obtenir une bonne approximation d’une texture de synthese (’écart type est
de T'ordre de 10). Une texture issue d’une image quelconque ne présente pas une
telle cohérence. Dans ce cas, la variance est plus élevée et I’adjonction de nouveaux
points moins sévere. Notons que toutes les approximations ont été obtenues avec 50
coefficients de Fourier —sans doute est-il préférable de lier ce nombre a la taille de
la région—, et que le germe est régulierement reconstruit sous le germe étendu pour
supprimer les parties non connexes. En effet, les essais ont indiqué que 'algorithme
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Fi1G. 4.7 - Processus itératif de croissance pour la segmentation de textures.

tente de forcer le raccord de deux grandes régions non connexes en favorisant, dans
le processus d’extrapolation, la description de la surface intermédiaire méme si sa
nature s’écarte des deux textures homogenes.

Les figures 4.8 et 4.9 montrent quelques étapes de la croissance d’une texture d’une
image naturelle. La figure 4.8 reprend tour a tour: (a) I'image originale, (b) I'image avec les
numéros des images filtrées maximales en chaque point, (c) le germe de texture a étendre
(il est entouré d’un trait blanc) et (d) le masque de reconstruction qui fixe ’extension
maximale du germe. Quelques étapes intermédiaires du processus de segmentation des
textures par croissance de germes sont reprises dans la seconde figure. Y sont successivement
rassemblées: (a) l'extrapolation du germe de texture initial, détecté dans le toit, (b) une
étape intermédiaire de la croissance du germe, (c) le résultat final de la détection des
textures et (d) les deux régions texturées et I'ensemble des régions actives (en gris foncé).
Nous allons voir a présent comment ont été obtenues les régions actives de la derniere
image.

4.3 Recherche des régions actives

Les régions actives sont les régions a contenu spectral en hautes fréquences important.
Elles se déterminent au moyen de seuil; apres la détection des textures. Tout ce qui n’ap-
partient pas a une texture et dépasse la valeur de ce seuil est inséré dans une région active.
Il n’est nul besoin de vouloir segmenter davantage les régions actives car elles contiennent
quantité de contours et sont d’aspect irrégulier. Il est des lors préférable de les coder direc-
tement avec des outils spectraux au lieu de vouloir les représenter par une série de petits
objets dont le colit de codage de la forme serait prohibitif. Peut-étre pourrait-on méme
coder des contours irréguliers de cette maniere?

Les régions restantes sont des régions a variations lentes.



4.3 Recherche des régions actives 91

(c) Le premier germe de texture. (d) Masque d’extension maximale.

Fic. 4.8 - Initialisation du processus de croissance d’un germe de texture.
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. /f ’ 1
(b) Etape intermédiaire du proces-
sus de croissance (signal extrapolé).

(d) Régions texturées (blanc et gris

(c) Résultat de la détection des tex- clair) et régions actives (gris foncé).
tures. En noir, les régions a variations len-
tes.

Fi1G. 4.9 - Quelques résultats de la détection des textures par croissance de germes.
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4.4 Segmentation des régions a variations lentes

Pour segmenter les régions a variations lentes, nous avions initialement songé a appli-
quer un détecteur de contours et a fermer ensuite les contours extraits [102, pages 50-53].
A vrai dire, il n’est probablement pas nécessaire de développer un nouvel outil de segmen-
tation parce que les régions a variations lentes ne contiennent pas de singularité susceptible
de conduire a des problemes insurmontables.

Dans la méthode proposée, ’outil de base est la ligne de partage des eaux dont il a été
question précédemment (cf. section 2.4, page 38). Il est connu que les résultats dépendent
fortement des marqueurs dans ce genre de segmentation. Notre algorithme méle habilement
ligne de partage des eaux, marquage des régions texturées ou actives, reconstruction et ex-
trapolation de texture. Voici, décrites dans l'ordre, les différentes étapes qui le composent :

1. Correction des contours des régions texturées et actives.

Il est entendu que le travail de segmentation des régions texturées ou actives a déja
été mené a bien. Mais avant d’appliquer un masque qui élimine ces régions, nous
corrigeons les contours des régions déja extraites. Cette opération, rendue nécessaire
principalement a cause de la perte de précision qu’occasionne le post-filtrage passe-
bas, est obtenue en marquant la surface recouverte par les régions texturées et actives,
légerement érodée, puis en appliquant la ligne de partage des eaux sur le gradient
morphologique (dilaté moins érodé) de 'image (voir figure 4.10). La derniére image
de la figure 4.10 indique en blanc tout ce qui est considéré finalement comme faisant
partie de régions texturées ou actives. Il n’est plus permis de toucher a ces régions
par la suite.

2. Segmentation du gradient morphologique par ligne de partage des eaux.

Une nouvelle ligne de partage des eaux du gradient morphologique est appliquée apres
avoir considéré comme marqueurs toutes les zones pour lesquelles le gradient était
inférieur & un certain seuil ; nous avons pris un seuil égal & 15 (bien inférieur & celui de
I'étape 1) pour une dynamique qui allait de 0 & 255, préférant une sur-segmentation
a une sous-segmentation. Nous sélectionnons ensuite la plus grande région dans la
surface restant a segmenter. La figure 4.11 montre la découpe en régions effectuée par
la ligne de partage des eaux et les trois premieres régions détectées par l'algorithme.
On peut y voir que la ligne de partage des eaux fonctionne tres mal dans les régions
texturées. D’autre part, vu le grand nombre de régions qui composent cette image,
il faut une étape de fusion de régions.

3. Extrapolation et fusion des régions jusqu’a stabilisation.
Par un processus similaire a la détection des textures, les régions sont extrapolées a
I’ensemble de I'image. Bien sir, en raison du faible contenu fréquentiel des régions,
le nombre de raies spectrales a conserver est petit (5 par exemple). Il convient aussi
d’adapter le critere de similitude entre les pixels a cause de la faible variance de la
luminance dans ces régions. Nous avons pris un critere de similitude de 3 0. Signalons
encore que, si la fenétre originale est reconstruite dans la fenétre agrandie pour éviter
une augmentation du nombre de connexité, toute une région est annexée des que le
nouveau masque la recouvre & 50%. Le procédé consiste donc & fusionner des régions
et non pas a les accroitre par ajout progressif de quelques points appartenant aux
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(b) Régions texturées (teintes de
gris) et actives (taches noires).

}

(c) Ligne de partage des eaux apres

(d) En clair, les zones a écarter.
marquage.

Fi1c. 4.10 - Initialisation de la segmentation des régions a variations lentes: correction
des contours des régions texturées et des régions actives.
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(a) Seconde ligne de partage des eaux. (b) Premiere région détectée.

(c) Deuxieme région détectée. (d) Troisieme région détectée.

F1G. 4.11 - Détection et croissance des régions a variations lentes.
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régions voisines. De cette maniére, nous bénéficions de la précision des contours de la
ligne de partage des eaux. L’image 4.11 (b) montre le résultat final de la croissance
de la premiere région. Le trait noir (respectivement blanc pour les images (c) et (d))
entoure la région tirée de la ligne de partage des eaux. Sur la méme image, nous
avons reproduit I’approximation de la région finale avec seulement 5 coefficients de
la transformée de Fourier! La qualité de reconstitution est remarquable ainsi que la
précision des contours. L’image 4.11 (d) illustre mieux encore le role pratique de la
fusion des régions.

4.5 Etude du mouvement

Comme les objets évoluent dans I’espace, ils peuvent se recouvrir. La tache de la mise
en correspondance de régions dans des séquences d’images s’en trouve plus ardue puisqu’un
simple critere de forme échoue a établir toutes les correspondances. L’extrapolation des tex-
tures permet de résoudre partiellement le probleme. Pour comprendre le mécanisme, nous
proposons un exemple reporté a la figure 4.12. Soient (a) et (b), deux images successives
d’une séquence. La déformation de I'objet texturé annihile toute possibilité de recourir a
des outils usuels de mise en correspondance tel le ‘block matching’. Non seulement notre
algorithme de segmentation détectera les textures —les régions texturées qu’il a détectées
sont entourées d’un trait blanc— mais nous pouvons ensuite comparer les signaux extra-
polés de ces deux textures ou encore leur spectre. Les images (c) et (d) montrent le spectre
des signaux extrapolés respectifs. Il est clair que ces deux spectres sont fortement corrélés,
conduisant a une mise en correspondance des régions.

Le procédé de mise en correspondance des signaux texturés peut aussi servir a ras-
sembler des régions non connexes dans une image. En effet, la reconstruction de 1’ancien
germe dans le germe étendu durant la phase de croissance des textures empéchait tout
regroupement de textures similaires non connexes, condition indispensable pour un fonc-
tionnement optimal de la croissance. Pourquoi ne pourrions-nous pas les réunir dans une
phase d’analyse supplémentaire, d’autant plus qu’a l’issue de la segmentation nous dispo-
sons de chacun des signaux extrapolés? Voila qui démontre une fois encore la puissance de
I’outil d’extrapolation développé dans le chapitre précédent.

Conclusions du chapitre

Le procédé de segmentation décrit dans ce chapitre s’articule sur un modele d’image qui
classe les régions en trois catégories : les régions texturées, les régions actives et les régions
a variations lentes. L’algorithme meéne alors une recherche de ces régions en adaptant
I’outil d’analyse au contenu spectral de ces régions. La démarche complete est résumée a
la figure 4.13.

Pour extraire les régions texturées, ’algorithme détecte des germes de texture au moyen
de quatre filtres de Gabor dont les sorties sont seuillées. Il extrapole ensuite le contenu des
germes, pris un a un, a toute I'image et leur ajoute les points qui concordent dans une cer-
taine mesure avec ce signal étendu. L’étape de croissance est itérée jusqu’a stabilisation.
Au terme de la phase de détection des textures, I’algorithme récupere par différence toutes
les régions qui n’ont pas été considérées comme des textures et dont le contenu énergétique
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(a) Texture détectée dans 'image 1. (b) Texture détectée dans I'image 2.

\ = ; * &‘ "
(c) Transformée de Fourier de la tex- (d) Transformée de Fourier de la tex-
ture 1 apres extrapolation. ture 2 apres extrapolation.

F1G. 4.12 - Analyse spectrale des textures extrapolées pour la reconnaissance d’objets dans
des séquences d’tmages.
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Chapitre 4. Segmentation d’image

Image originale

v

Détection des textures

Initialisation : détection des
germes de texture

Utilisation de 4 filtres de Gabor
Post-filtrage passe-bas
Seuillage

Croissance des germes :

Construction d'un masque
Croissance d'un germe :
- Extrapolation
- Identification +
Détection des régions
actives

+

Segmentation des régions
a variations lentes

Correction des contours

Ligne de partage des eaux
du gradient_morphologique

Fusion itérative des régions :

- Extrapolation
- Fusion

\/ \/ +

Textures Régions actives Régions a variations lentes

Fi1Gc. 4.13 - Synthése des étapes intervenant dans le procédé de segmentation. Les parties
itératives sont indiquées en italique.
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dépasse un certain seuil. Ces régions constituent les régions actives. La figure 4.14 (b)
représente les régions texturées et actives extraites par ’algorithme. Dans cette image par-
ticuliere, les taches grises sont les textures et les taches noires désignent les régions actives.
La surface blanche regroupe les régions non considérées durant les premieres phases de
la segmentation. Il ressort de plusieurs essais que ces premieres étapes s’averent parti-
culierement efficaces. De plus, nous avons assuré une cohérence entre la segmentation et
le codage des textures parce que tous deux s’appuient sur des notions de représentation
spectrale de I'image.

De méme que la détection des textures s’effectue en plusieurs étapes, la recherche des
régions a variations lentes procede a une correction des contours des régions texturées
et actives, et a une fusion des régions a variations lentes, issues d’une ligne de partage
des eaux peu sévere mais contenant toutes les transitions. La correction des contours des
régions texturées et actives s’obtient en érodant la surface de ces régions et en insérant ces
marqueurs dans une ligne de partage des eaux du gradient morphologique. Le résultat final
de cette étape est repris a la figure 4.14 (c). La sur-segmentation que laissait présager la
forme de la ligne de partage des eaux a pu étre évitée grace a la fusion de régions par un
procédé similaire a la croissance des régions texturées. La segmentation de I'image compleéte
est reportée en (d).
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(b) Régions texturées (teintes de
gris) et actives (taches noires).

(c) Segmentation des régioné a va- ( d)
riations lentes.

Fi1aG. 4.14 - Résumé des principales étapes du procédé de segmentation.
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Traitement de la forme des objets:
filtrage et codage des contours






Introduction

Dans un schéma basé sur la notion d’objet, un opérateur de segmentation produit
la représentation de formes p(X) assimilée & une image de labels L(x,y), ¢’est-a-dire de
régions composées de pixels ayant un méme numéro, et une représentation de textures im-
plicite p(T). L’objet de cette partie du document est la présentation d’éléments intervenant
dans un schéma de codage des contours.

De toutes les informations contenues dans une image, la forme joue un role particu-
lier. C’est en effet par la forme que s’opére, au niveau du cerveau, une premiere phase
de reconnaissance cognitive des objets. Quoi de plus naturel des lors que se préoccuper
de la préservation de la forme dans les algorithmes de traitement d’image ou de codage?
Pourtant, assez curieusement, la question du codage de la forme n’a pas été étudiée en
profondeur ces dernieres années. C’est d’autant plus étonnant que I’on multiplie les tenta-
tives pour obtenir des codeurs d’image orientés par la notion d’objet. Et I'expérience de
prouver que le débit associé au codage des contours dépasse souvent le débit propre au
codage des textures, allant de 50% & 90% du débit total. On comprend mal alors pourquoi
les recherches avancent si timidement dans le domaine de codage des contours alors qu’il
s’agit d’un point clef, a résoudre préférablement.

Existe-t-il un codeur de contours idéal? Sur le plan conceptuel, les techniques de
codage de la littérature s’integrent toutes dans le bloc-diagramme de la figure 4.15. Elles
débutent par un filtrage qui lisse les contours. S’ensuit alors une réduction de représentation
qui, apres avoir organisé la représentation de contours p(X), confie la représentation réduite
pr(X) & un codeur entropique. Une éventuelle rétroaction modifie les parametres de filtrage
afin de choisir le degré de déformation des contours en regard du débit. L’idée est la
suivante: une méthode de référence facile & mettre en ceuvre (par exemple 1,3 bit par
point de contour) permet d’évaluer le débit sans filtrage préalable et, en fonction du taux
de compression obtenu, la boucle adapte les parametres de 1'opération de filtrage.

La plupart des techniques de codage existantes travaillent a restitution parfaite des
contours et ce principalement pour deux raisons:

— le cotit du codage n’est pratiquement pas modifié par un filtrage, d’oli la quasi-absence
d’un filtrage dans les procédés de codage par suivi de contours, et

— il faut trouver un procédé de filtrage ajusté au codage sous peine d’obtenir un schéma
global au comportement imprévisible a la moindre modification des parametres du
filtre.

Il est pourtant dommage de se priver de la possibilité d’effectuer un filtrage de con-
tours dans certaines applications alors que, parfois, une légere imprécision sur les contours
provient de I’influence d’un bruit.

Notre travail propose une nouvelle représentation des formes axée sur une description
de la surface des régions, mais surtout, il la combine intimement a un procédé de filtrage
par éléments de surface. C’est le principal intérét de la méthode.
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p(X) = L(z,y)
Filtrage
p'(X)

Transformation de représentation

p'(X)

Codage entropique

Y

Débit
Fia. 4.15 - Schéma complet d’un codeur de contours.

Plan

Peut-étre la raison majeure qui pousse a ne pas utiliser une technique de filtrage avant
le codage des contours est-elle la réelle difficulté de réalisation des opérations qui la com-
posent. Nous avons également été confronté a des problemes de réalisation en développant
notre technique de représentation des contours.

En réponse, le chapitre 5 présente des nouveaux algorithmes de calcul. Leur champ
d’application est suffisamment large pour couvrir tous nos besoins. Il apparait aussi que ces
algorithmes appliqués au calcul des opérations classiques de la morphologie mathématique
se révelent plus efficaces que les plus rapides des algorithmes connus. La description
algorithmique est doublée d’une réflexion théorique fondamentale sur la réalisation des
opérations morphologiques élémentaires.

La description compleéte des éléments du codeur s’opere dans les deux chapitres sui-
vants. Le chapitre 6 détaille plusieurs procédés de lissage de contours, destinés a lisser les
parties peu significatives des formes: pixels isolés, petites régions, ... Il introduit aussi le
nouveau concept de polymorphisme dont découle un outil de filtrage et qui peut permettre
d’accélérer la recherche de la représentation de la forme optimale.

Le chapitre 7 décrit I'expression générale d’une technique de représentation des con-
tours. Le schéma comprend une étape de construction de la représentation, une phase de
réduction de représentation et un codeur entropique, sujet non approfondi dans ce docu-
ment. Comme perspective, nous proposons aussi une nouvelle description de régions par
squelette propagé, issue d’'un algorithme rapide de calcul de 'ouverture.




Chapitre 5

Algorithmes rapides et réflexions
fondamentales sur les opérations
élémentaires de la morphologie
mathématique

Introduction

La section 5.1 définit tout d’abord quelques opérations morphologiques utilisées par la
suite. Nous décrivons ensuite, dans la section 5.2, les principales implémentations connues.

Ce chapitre développe alors trois manieres de réaliser des opérations morphologiques.

La premiere famille d’algorithmes, détaillée dans la section 5.3, met en ceuvre I’ histo-
gramme local de I'image. En chaque point du plan, le calcul de ’histogramme est réalisé
sur le domaine de définition formé par le translaté de 1’élément structurant. La lecture
de I’histogramme fournit le minimum ou le maximum local, c¢’est-a-dire 'information utile
pour une érosion ou une dilatation morphologique. Préférer le calcul de I'histogramme local
a celui du simple minimum a pour objectif de réduire le nombre d’opérations nécessaires
au calcul d’un opérateur en deux points voisins. L’originalité des développements tient
tant a la généralisation de la méthode pour des éléments structurants quelconques ou non
plans, menée en collaboration avec Hugues TALBOT [98, pages 41-51], qu’a I’exploitation
d’un mécanisme sous-jacent qui permet la réalisation d’opérations composées (ouverture,
fermeture de louvert, ...) en un seul balayage de l’image.

A la section 5.4, nous abordons la seconde famille d’algorithmes dans le cadre plus
restreint d’ouvertures d’images binaires et de labels, basée sur un principe de propagation
de l’élément structurant.

Nous présentons les résultats numériques de mise en ceuvre des algorithmes précités
pour des images binaires ou en niveaux de gris et des images de labels.

A la lecture de la définition (cf. définition 5, page 29), on peut penser que le calcul de
I’ouverture nécessite une érosion suivie d’une dilatation. Les deux familles d’algorithmes
présentées s’inscrivent en faux contre cette affirmation. Dans un méme ordre d’idée, la
section 5.5 propose une réflexion fondamentale sur la mise en cascade d’opérations mor-
phologiques. Nous lillustrerons en traitant le cas d’opérations morphologiques avec un
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élément structurant rectiligne.

5.1 Deéfinitions

Les algorithmes basés sur ’histogramme local travaillent tant sur les ensembles que
sur les images a teintes de gris ou de labels. Avant d’entreprendre les descriptions algo-
rithmiques, nous présentons les quelques définitions d’opérateurs morphologiques qui s’y
rattachent.

Opérations morphologiques sur des images en niveaux de gris. L’extension des
outils de la morphologie mathématique a I’étude des images en niveaux de gris s’est réalisée
longtemps apres la définition des concepts de la théorie. La premiere étude complete des
techniques adaptées a des images en niveaux de gris a été réalisée par SERRA [87].

Pour la morphologie mathématique en niveaux de gris, les opérations de base ne sont
plus 'union et 'intersection mais le supremum V et 'infimum A. Dans le cas d’images a
valeurs dans Z, le supremum et I'infimum se ramenent respectivement au maximum et au
minimum :

2 | (fVg)(h) = max(f(h),g(h))
Ve I { (7 A g)(h) = min(F (1), g(h) &-1)

Nous conserverons 'expression formelle générale parce qu’elle est a la fois plus répandue
dans la littérature scientifique et plus commode pour I’étude de propriétés délicates comme
la convergence de certains opérateurs.

Définition 24 (Erosion et dilatation) Soit f(h) une fonction définie sur I’ensemble
R? (h=(z,y)) et B un élément structurant plan, c’est-a-dire un sous-ensemble borné de
R?. L’érosion f© B (respectivement la dilatation f ® B) de la fonction f par B transforme
f en une autre fonction définie par:

feBh) = A faoll)= N\ f(h+b) (5.2)
feBh) =\ fih)=\ f(h—0b) (5.3)

Définition 25 (Ouverture et fermeture) L’ouverture f o B et la fermeture f o B
résultent de la mise en cascade de ’érosion et de la dilatation :
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Ouverture d’une image de labels. Pour rappel, un label est une valeur permettant de
classer un élément dans un ensemble. Ainsi, par exemple, une image segmentée est cons-
tituée de régions ayant chacune un label donné. Aucune relation d’ordre ne lie les valeurs
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d’une image de labels, car ils expriment "appartenance a des régions. Voici la définition de
I’ouverture de ce type d’images:

Définition 26 Soit L une image de labels composée de M régions (L = U{X;| 1 <
J < M})'. Louverture de L par l’élément structurant B, notée L o B, est l’image de
labels, ot X; o B est la région de label j. On attribue une valeur arbitraire auzx points qui
n’appartiennent a aucun ouvert.

5.2 Algorithmes connus

De nombreuses applications de la morphologie mathématique comme le filtrage, la
granulométrie, ... nécessitent le calcul d’une opération appelée ouverture morphologique [33,
87]. Conformément & son interprétation, 'ouverture? d’un ensemble X par un élément
structurant B est I’union de tous les translatés de B inclus dans X . Elle est aussi équivalente
a la mise en cascade de deux opérations élémentaires appelées érosion morphologique et
dilatation morphologique; c’est ainsi qu’on réalise I’ouverture dans la pratique.

Par une lecture sommaire de la définition, il semble que le calcul de I'ouverture soit
directement proportionnel a la surface de I’élément structurant puisque, pour chaque point,
il faut vérifier si tous les éléments du translaté sont inclus dans la figure. Ce n’est bien siir
pas de cette maniere, au coit prohibitif, qu’il conviendra d’effectuer le traitement.

Etant donné I'importance de 'ouverture dans les traitements morphologiques et en
particulier pour nos applications, il était indispensable de proposer des algorithmes ra-
pides capables de réduire la complexité de l'algorithme issu de la définition. Différentes
méthodes d’ouverture d’images binaires sont détaillées dans la littérature (certaines res-
tent applicables & des images & teintes de gris) :

— la décomposition ‘linéaire’ des éléments structurants convexes de grande taille en une
suite d’opérations avec des éléments de taille plus petite3. C’est de cette maniere qu’a
été implémentée I’opération d’ouverture dans le logiciel Xlim* [78]. Lors des essais de
comparaison d’efficacité, nous avons choisi cette méthode comme référence. Le temps
de calcul de cette méthode évolue linéairement avec la taille de I’élément structurant.
Il ne dépend pas du contenu de I'image ;

— la décomposition logarithmique proposée par PECHT [71] et approfondie par VAN
DEN BOOMGAARD [101]. Suggérée en prolongement de I'idée de la décomposition
linéaire, la décomposition logarithmique supprime une partie® des calculs redondants

1. X, représente une région indicée par j et non le translaté de X par j. Cette confusion de notation,
inévitable dans les trois derniers chapitres, est contournée en affectant les lettres 4, j, k,! par priorité aux
indices, p,q, ... étant réservées aux translations.

2. Pour rappel, nous considérons ’ouverture morphologique partout dans ce document. ‘Ouverture’ est
donc un raccourci pour ‘ouverture morphologique’.

3. C’est une mise en ceuvre des propriétés 2.7 et 2.10 énoncées au point 2.2.7.

4. Xlim est un logiciel de traitement d’image développé initialement par Jean-Francois Rivest. Il sert
actuellement de plate-forme commune pour le développement et 'intégration de programmes au Centre
de morphologie mathématique. Ce logiciel a également été sélectionné pour les travaux de 'extension du
projet européen RACE Morpheco.

5. La décomposition logarithmique de VAN DEN BOOMGAARD n’est pas optimale.
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qui subsistent dans un calcul en chaine. Soit a effectuer par exemple une dilatation
par un carré 4x4. Le carré s’obtient par deux dilatations successives d’'un carré 2x2
par lui-méme, mais on peut également l'obtenir par la dilatation d’un carré 2x2
par un carré 3x3 ne contenant que les quatre coins. Il en résulte une dépendance
logarithmique du temps de calcul en fonction de la taille de 1’élément structurant.
Cette méthode, tout comme la précédente, ne conviendra que si I’élément structurant
se décompose en éléments plus simples;

— la méthode des lacets introduite par SCHMITT [85]. Elle consiste a former des lacets
contenant les points de contour des différentes particules connexes de 'image, puis a
les éroder et a les dilater par de simples regles de lecture lors du parcours des lacets,
a condition que I’élément structurant ait une forme qui s’y préte. La complexité
de cet algorithme est non plus proportionnelle a la surface de ’élément structurant
mais au périmetre de l'ensemble X, ce qui constitue un avantage pour certaines
applications. Par contre, cet algorithme ne fonctionne que dans le cadre tres restreint
des images binaires bidimensionnelles en trame hexagonale. Par analogie, VINCENT a
imaginé un algorithme qui permet de dilater un ensemble par un élément structurant
quelconque [111];

— les algorithmes d base de file d’attente [30, 93, 110]. Bien que les files aient été em-
ployées auparavant en traitement d’image, VINCENT a repris l'utilisation de files
d’attente en morphologie mathématique. Le principe consiste a placer les pixels utiles
dans une file que ’on examine et réduit au fur et a mesure. MEYER a introduit ’'usage
de files d’attente hiérarchiques [63];

— le récent algorithme récursif de VAN HERK [107]. Cette méthode réalise une érosion
ou une dilatation numérique par un élément structurant rectiligne, horizontal ou
vertical, au prix de seulement trois comparaisons par point. BREEN et SOILLE [7]
I’ont généralisée a des directions quelconques.

La liste précédente n’est pas complete. Il faut par exemple encore citer la méthode de
LAY [47, 48] qui calcule une érosion par seuillage de la fonction distance, les algorithmes
adaptés aux réalisations matérielles, etc.

Quoique la décomposition logarithmique atténue la dépendance de la complexité avec la
taille de I’élément structurant, la majeure partie des algorithmes d’ouverture dépendent de
la taille de I’élément structurant : plus la taille est élevée, plus le temps de calcul augmente.
C’est un sérieux inconvénient pour des traitements tels les filtres alternés séquentiels qui
modifient une image par une famille d’ouvertures et de fermetures de taille croissante.

5.3 Erosion et ouverture d’images numériques et de
labels par utilisation de I’histogramme local

Le premier souci des informaticiens désireux d’implémenter les opérations de morpho-
logie mathématique était de trouver des algorithmes rapides pour des opérations com-
pliquées, impossibles a réaliser par matériel. Rarement, les chercheurs se sont-ils intéressés
a la réalisation des opérations élémentaires comme 1’érosion ou 'ouverture. Pourtant, la
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solution simple qui consiste a remplacer I’érosion par un carré de taille n par une succes-
sion d’érosions avec le carré de taille unitaire est loin d’étre la meilleure. Jusqu’il y a peu,
rien n’avait été proposé pour des éléments structurants quelconques, la recherche du mini-
mum sur tout le domaine recouvert par 1’élément, par application littérale de la définition,
conduisant & des temps de calcul élevés. MEYER [64] a exposé les bases d'un algorithme
axé sur les files d’attente, algorithme qu’a amélioré GRATIN dans sa these [30]. Comme
nous le verrons dans un exemple, la complexité de ’algorithme reste de ’ordre de grandeur
de celui qui revient a considérer I'un apres l'autre chaque point de I’élément structurant
mais le coefficient multiplicatif est plus petit, ce qui en fait une méthode nettement plus
rapide.

L’idée exploitée par cet algorithme est la minimisation des opérations lors du dépla-
cement d’un point a un autre. Cette voie a conduit HUANG et al. [36], CHAUDHURI [9]
ou encore GIL et WERMAN [28] & calculer des filtres de rang et des filtres médians par
glissement d’une fenétre d’analyse. Néanmoins, ces auteurs se sont contentés d’'utiliser un
élément structurant carré et plan alors que le principe s’applique a des cas beaucoup plus
généraux.

Obtenir le minimum d’un ensemble de valeurs, opération exigée lors d’une érosion,
requiert une succession de tests. On ne pourra jamais descendre en dessous du chiffre d’un
test au moins par valeur mais seulement s’approcher de cette limite théorique. Si seules
certaines valeurs sont modifiées en passant d’un ensemble a un autre, on peut adopter deux
attitudes différentes: (1) reprendre la série de tests systématiques, la solution de facilité, ou
(2) analyser uniquement les valeurs sortantes et les valeurs entrantes avec un outil adéquat.
Derriere cette remarque se cache le concept d’histogramme local, sorte de classement des
valeurs définies sur le voisinage local d’un point.

Pour une érosion, il faut déterminer le minimum de I’ensemble constitué des points de
I'image définis sur le translaté de I’élément structurant. Dans le cas d’un élément structu-
rant carré, le passage d’un point a son voisin de droite signifie: ajouter les valeurs de la
colonne de droite au domaine de définition et supprimer celles de la colonne de gauche. La
figure 5.1 illustre le glissement d’une fenétre et ’histogramme local défini sur le carré 4x4
entouré d’un trait continu. Malgré le déplacement, 12 valeurs continuent d’appartenir telles
quelles a la fenétre et donc a I’histogramme ; elles créent une espece d’inertie, d’autant plus
importante que 1’élément structurant est grand, a la fois sur le jeu de valeurs mais surtout
sur la valeur du minimum. C’est ce double avantage que nous avons voulu exploiter dans
la premiere famille d’algorithmes.

Des réalisations adaptées a I’érosion et a 'ouverture. Nous allons détailler a
présent notre algorithme pour une érosion et une ouverture. Pourquoi distinguer ’ouverture
puisque, somme toute, elle résulte de la mise en cascade d’une érosion et d’une dilatation?
Simplement parce que le procédé d’ouverture que nous proposons peut se réaliser en un seul
balayage de I'image, c’est-a-dire sans transiter par les opérations intermédiaires d’érosion
et de dilatation.

Apres la description des algorithmes, nous fournissons des résultats numériques étayés
de commentaires.
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Fi1c. 5.1 - Glissement d’une fenétre et histogramme local associé a la fenétre initiale.

5.3.1 Calcul de I’érosion par histogramme local avec un élément
structurant bidimensionnel de forme quelconque

On peut décomposer 'algorithme d’érosion par histogramme local en trois phases:
une phase d’initialisation destinée a fournir un premier histogramme local, le déplacement
répété de la fenétre d’analyse et la détermination du minimum de chaque histogramme sui-
vie d'une allocation subséquente de cette valeur dans I'image de sortie. Il est déja intéressant
d’annoncer que les deux premieres phases des algorithmes utilisant ’histogramme décrits
dans ce chapitre sont rigoureusement identiques, qu’il s’agisse d’une érosion ou d’une ou-
verture. Une réalisation matérielle pourra profiter de cette similitude et par surcroit, la
troisieme phase, seul élément différenciateur, n’est rien de plus qu’une interprétation de
I’histogramme.

Pour en revenir a ’algorithme méme, la phase d’initialisation proceéde a la construction
d’un histogramme local complet, par exemple celui situé dans le coin supérieur gauche.
Pour les points suivants, la fenétre est déplacée de maniere a minimiser le nombre total de
changements a effectuer sur I’histogramme.

Pour tout déplacement, I'algorithme effectue trois ou quatre opérations suivant ’allure
de I'histogramme :

1. Les nouvelles valeurs de gris sont insérées dans I’histogramme.

2. Tout en complétant I’histogramme, I’algorithme vérifie si une valeur ajoutée n’est pas
inférieure au minimum précédent et remplace éventuellement le minimum précédent
par la nouvelle valeur.

3. Les valeurs qui n’appartiennent plus au nouveau domaine de définition sont extraites
de I’histogramme.

4. Parcours de I'histogramme jusqu’a une valeur de fréquence non nulle. Cette derniere
étape n’est nécessaire que si aucune valeur ajoutée n’est inférieure ou égale au mi-
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nimum précédent. De toute facon, c’est la fréquence du minimum qui indique s’il
convient de parcourir I’histogramme ; il est inutile d’analyser les valeurs supprimées.

La question du sens de balayage de 1’image. L’avantage de ’algorithme provient
de la réduction du nombre de comparaisons nécessaires au calcul de chaque histogramme
local. Il est des lors souhaitable de parcourir I'image en évitant de devoir construire un his-
togramme complet autre que celui de la phase d’initialisation. Pour y parvenir, la solution
imaginée consiste a balayer 'image dans la direction qui maximise le recouvrement.

Quid d’un élément structurant de forme arbitraire? Il arrive que I'expérimen-
tateur soit confronté au besoin de réaliser une opération morphologique ol intervient un
élément structurant de forme peu usuelle, s’il doit identifier un anneau par exemple. Le
probléme est encore plus aigu si I’élément structurant ne se décompose pas en éléments
plus simples. Les algorithmes par histogramme développent une approche en un passage.
La seule information dont il faut disposer est la position des points a ajouter et a retirer
de I'histogramme lors d’un déplacement dans une direction quelconque de la trame. C’est
pourquoi avec [’histogramme, il y a moyen de réaliser une opération morphologique par
n’importe quel élément structurant et ce dans toutes les trames. Par parallélisme avec les
files d’attente de VINCENT [110], on place les positions relatives des points a modifier —apres
une analyse de I’élément structurant qui ne présente aucune difficulté particuliere— dans
des listes qu’il suffit de lire lors d’un déplacement. Seul le nombre de points de frontiere
détermine la complexité de ’algorithme. En effet, ce sont ces derniers qu’il convient d’ajou-
ter ou de retirer lors du glissement de la fenétre. Deés lors, il est plus intéressant de traiter
I’érosion par un segment vertical dans la direction verticale puisqu’il n’y a qu'un point
avant et un point arriere, alors qu’un parcours horizontal nécessiterait le déplacement de
tous les points de la fenétre. TALBOT [98] a montré que le cout algorithmique d une érosion
par un segment était indépendant de sa longueur et ce pour toute direction. Nous avons
pu voir qu’en fait, grace a une bonne gestion des bords, la courbe du traitement par histo-
gramme est légerement décroissante a l’origine et présente un plateau pour des longueurs
croissantes (cf. figure 5.20, page 135).

5.3.2 Réalisation de ’ouverture en un seul balayage

A condition de remplacer le minimum par le maximum, D’érosion devient une dilata-
tion. Alors pour obtenir 'ouverture, il suffirait de mettre en cascade les deux algorithmes
d’érosion et de dilatation par histogramme local.

Pourtant a partir de la valeur du minimum, il y a moyen de réaliser I’ ouverture en une
seule passe. La seule différence par rapport a ’algorithme d’érosion se situe dans I’allocation
des valeurs apres le calcul de I’histogramme : ’érosion affecte la valeur du minimum local
en un seul point pour chaque domaine de définition alors que, lors d’une ouverture en une
passe, toutes les valeurs du domaine peuvent étre revues. Cela revient en quelque sorte a
effectuer la dilatation durant I’érosion, sans prendre pour autant un élément structurant
deux fois plus grand. L’algorithme est le suivant :

1. Tous les points compris dans la fenétre et n’ayant pas été recouverts précédemment
recoivent la valeur du minimum local.
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2. Concernant les autres points de la fenétre, on attribue la valeur maximale entre la
valeur retenue auparavant et le minimum local. Si la valeur du minimum a baissé, ce
test n’est pas nécessaire pour tous les points appartenant a I'intersection de la fenétre
avec la fenétre avant glissement.

Cet algorithme se simplifie s’il s’agit de réaliser I'ouverture par un élément structurant
unidimensionnel, car on peut suivre I’évolution du minimum local. Ainsi, si le minimum
local augmente lors du glissement de la fenétre, tous les points de la fenétre sont réalloués.
Dans le cas contraire, il suffit d’affecter la valeur du minimum au seul point ajouté. Ce
mécanisme est illustré a la figure 5.2.

Situation (1) ’ Situation (2)

Fi1c. 5.2 - [llustration de deux situations distinctes rencontrées lors de la réalisation de
Pouverture par un segment en un seul passage. Soit a effectuer ’ouverture de la fonction
f par U’élément structurant unidimensionnel B, dessiné a gauche. La rampe descendante
de la situation (1) correspond a un minimum local décroissant, représenté par la courbe
d’érosion f © B. On peut voir que le calcul de ’ouvert n’affecte chaque fois que le point
situé completement a droite du segment, tandis que tous les points du plateau sont réaffectés
pour le calcul de louvert dans la situation (2).

Un passage unique évite le double calcul de I'histogramme local bien qu’en échange,
le nombre d’affectations soit accru. Remarquons que la distinction entre 1’érosion et 1’ou-
verture se fait au niveau de ’affectation, autrement dit la phase de recherche du mini-
mum est commune. Formellement, on peut le percevoir comme ’expression de la relation

feB=(foB)oB.

5.3.3 Résultats

Pour estimer I'efficacité des algorithmes, nous avons mené une série de tests systémati-
ques sur quelques images. Les conditions expérimentales, les résultats et les commentaires
sont présentés dans cette section.

Description des conditions expérimentales générales. Les valeurs reprises dans
les graphiques ont toutes été obtenues sur une station de travail NeXT monochrome 25
MHz (processeur 68040). Pour les comparaisons, nous avons intégré les nouveaux algo-
rithmes dans le logiciel Xlim [78, 106]. La commande gproff du systéme d’exploitation Unix
a fourni le temps CPU consommé par chaque essai; les temps fournis ci-aprés n’incluent
pas la consommation de temps pour les entrées-sorties. Etant entendu qu’il s’agit d’une



5.8 Erosion et ouverture par utilisation de I’histogramme local 113

réalisation par logiciel, ce ne sont pas les valeurs absolues mais les écarts entre les courbes
qui sont commentés. Pour cette premiere série de tests, 'image d’entrée est Photograph de
taille 256x256 définie sur 8 bits, sauf mention explicite d’'une autre image. Par ailleurs, la
figure 5.3 reprend les images en niveaux de gris, utilisées dans ce chapitre.

"Farml (1440x1152) dont la partie
centrale constitue Farm2 (748x552).

F1G. 5.3 - Images a teintes de gris utilisées dans les essais.

Etude de I’érosion par histogramme local: comparaison avec les méthodes de
la littérature

Un premier graphique, tiré de TALBOT [98], cite les résultats de plusieurs algorithmes
d’érosion par un carré, pour une image de taille 512x512 représentant des fibres. La fi-
gure 5.4 compare I’algorithme d’érosion par histogramme avec la méthode de GRATIN [30],
ainsi qu’avec 1’algorithme découlant d’une application immédiate de la définition, c’est-
a-dire par recherche systématique du minimum sur tout 1’élément structurant. Enfin, la
décomposition linéaire [3x3], proposée dans Xlim et choisie parce que cette implémentation
est courante, sert de point de référence bien qu’elle ne permette pas de réaliser I’érosion
par un élément structurant de forme arbitraire. Ce graphique montre clairement que notre
méthode, de complexité en O(\/N ) out N est I'aire de 1’élément structurant, est nettement
plus rapide que la méthode de GRATIN, de complexité en O(N). Pour étre plus précis, la
complexité est linéaire en n o1 n représente le nombre de points de contours qu’il faut adap-
ter a chaque glissement de I’histogramme. Ainsi, un losange et un carré qui circonscrit ce
losange donnent des temps d’érosion identiques. En contrepartie, il existe des formes —celles
de petite surface avec beaucoup de points de contour— pour lesquelles 1'utilisation de notre
algorithme est défavorable. Pourtant, la différence de complexité écarte définitivement 1’al-
gorithme de GRATIN pour de grands éléments structurants, indépendamment de la forme
de I’élément. Notre méthode jouit aussi de ’avantage d’une simplicité de réalisation et est
insensible au volume des extrema (cf. TALBOT [98]).

La figure 5.5 résulte d’un essai sur Photograph. Elle compare les temps de calcul de
(1) Vopération d’érosion par décomposition linéaire d’un carré 3x3, avec (2) I’algorithme
d’érosion par histogramme local par un carré, ainsi que (3) ’algorithme par histogramme
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F1G. 5.4 - Comparaison d’algorithmes d’érosion (extrait de [98]).

apres avoir décomposé le carré sous la forme de la dilatation d’un segment horizontal par
un segment vertical®. Les essais montrent que cette derniére méthode devient intéressante &
partir d’une largeur de carré de 9 pixels, mais il ne faut pas perdre de vue que seuls les temps
de calcul de mise en ceuvre de 'histogramme (courbe (2) de la figure 5.5) restent approxi-
mativement valables pour des éléments structurants de méme taille, non décomposables.

La courbe de 'algorithme par histogramme suit une évolution linéaire ; ¢’est avant tout
la hauteur de la colonne ajoutée qui fixe la complexité de I’algorithme, alors que les petites
oscillations proviennent de ’analyse de I'histogramme. Si ces deux tracés sont des droites,
leur pente differe: pour de grands éléments structurants, le gain obtenu par ’histogramme
devient intéressant, mettant ainsi en lumiere 'effet d’inertie du minimum. Le traitement
de I’histogramme alourdit malheureusement le calcul de I’érosion avec des petits éléments
structurants. Dans la pratique, on pourra passer d’un algorithme a un autre suivant la
taille de I’élément structurant.

Il est intéressant de remarquer que les positions relatives des courbes de décomposition
linéaire et de ’algorithme par histogramme different en passant de la figure 5.4 a la fi-
gure 5.5. Bien que le code de l'algorithme par histogramme ayant produit la courbe de
la figure 5.4 soit une généralisation de 'autre afin de permettre le traitement d’éléments
structurants tridimensionnels, cet effet s’explique sans doute par une dépendance de 1’al-

6.De fait, si B=HaeV, f®& B = (f®H)® V. Sachant que le temps de calcul de I’érosion par un
segment ne dépend pas de la taille de ’élément dans une implémentation par histogramme [98], nous avons
extrapolé les résultats & partir d’une seule expérience.
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Fia. 5.5 - Comparaison d’algorithmes d’érosion morphologique.
gorithme en fonction du contenu de I'image.

Etude de 'ouverture par histogramme local en une seule passe

Les temps d’exécution d’algorithmes d’ouverture sont reportés a la figure 5.6. Puisque
le calcul de I'histogramme est 1’élément prépondérant de I’algorithme, les remarques for-
mulées quant a la forme de la courbe d’une érosion par histogramme restent d’application.
Pour cette méme raison, il apparait que le calcul en une seule passe améliore sensiblement
les performances d’un algorithme qui appliquerait successivement une érosion et une dilata-
tion. Pour s’en convaincre, il suffit de comparer les courbes de la figure 5.5 avec les valeurs
indiquées a la figure 5.6. Doubler les valeurs de la figure 5.5 ne modifie pas la position du
point d’intersection. Ala figure 5.6 pourtant, le point d’intersection se situe aux alentours
de 11 et non pas vers 22.

Tout semble indiquer qu’au vu de I'allure de la courbe de I’ouverture par histogramme,
il est préférable de substituer cet algorithme a celui d’un algorithme linéaire, surtout qu’il
traite tout élément structurant de cette taille pour un cotit algorithmique semblable. C’est
une nouvelle exploitation de I'inertie du minimum qui apporte ce résultat.

Ouverture d’images de labels

A défaut d’outil adapté, I'ouverture d’une image de labels peut s’obtenir en binarisant
tour a tour chacune des régions puis en procédant a I’ouverture de chacune d’elles, ou alors
en appliquant directement la définition. Aucune de ces deux solutions ne convient a une
réalisation concrete en raison de leur coiit élevé. L’histogramme offre a nouveau une solution
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Fi1G. 5.6 - Comparaison d’algorithmes d’ouverture morphologique.

élégante au probleme de ’ouverture d’une image de labels. Il suffit d’exiger que la fréquence
du minimum soit égale a I’aire de ’élément structurant a la lecture de I’histogramme. En
cas de réponse positive, tous les pixels couverts par le translaté de 1’élément structurant
recoivent le label. Nous analyserons les performances de I’algorithme en méme temps que
celles de la famille d’algorithmes d’ouverture par propagation d’éléments structurants (voir
figures 5.14 et 5.15).

5.3.4 Discussion

Efficacité, simplicité et universalité. Du point de vue de I’efficacité, il apparait que les
algorithmes par histogramme local présentent une complexité qui croit linéairement avec
la taille de I’élément structurant bidimensionnel; la complexité est méme indépendante
de la taille si I’élément structurant se décompose en segments. La comparaison des fi-
gures 5.5 et 5.6 montrent que, si le calcul de I’érosion par histogramme n’introduit aucune
amélioration réelle quand B est quelconque, il n’en va pas de méme pour le calcul de
I’ouverture parce que celui-ci s’effectue en une seule passe.

La simplicité de la réalisation se déduit des éléments constitutifs de l'algorithme: ba-
layage de I'image, constitution d’un histogramme complet, lecture de I’histogramme, ...
Toutes ces parties se prétent aisément a une réalisation par logiciel. De plus, les algorithmes
d’érosion et d’ouverture implémentent deuz phases similaires: initialisation et modification
de I'histogramme. La différence intervient au niveau de 'interprétation de I'histogramme.

Opérations avec un élément structurant non plan. Jusqu’ici, nous avons supposé
que I'élément structurant était plan. Cela impliquait que seuls les points de la frontiere
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avaient une incidence sur le calcul de I’histogramme. Il en va tout autrement lorsque
I’élément structurant n’est pas plan puisque les valeurs de 1’élément représentent des poids
par lesquels doivent étre pondérées les valeurs de la fonction. C’est donc par I'analyse du
profil tridimensionnel de I’élément structurant que sont déterminés les changements a ef-
fectuer lors du glissement de ’histogramme ; tout le travail s’effectue dans ’espace et non
plus uniquement dans le plan. Quoi qu’il en soit, I'implémentation de cet algorithme n’est
pas plus ardue mais la complexité dépendra aussi de ce profil. Les essais que nous avons
réalisés montrent que cette complexité évolue linéairement avec le nombre de points a la
frontiere du support de I’élément structurant 3D et le nombre de ‘marches d’escalier’ dans
la troisieme dimension. Cette conclusion signifie que si 1’élément présente peu de varia-
tions, le cotlit algorithmique ne s’en fera pas sentir. L’algorithme est performant aussi pour
le traitement des éléments structurants non plans.

Opérations partielles. Il est connu que les opérations morphologiques présentent une
grande sensibilité au bruit: le résultat d’'un filtrage dépend parfois d’un seul pixel. Les
filtres de rang atténuent partiellement cette sensibilité, car ils classent les valeurs contenues
dans une fenétre et sélectionnent la valeur qui occupe une position déterminée [58]. Pour
filtrer un léger bruit, il suffit alors de ne pas prendre le minimum, comme ’exigerait une
érosion, mais la valeur classée apres. Nous avons analysé ces opérations, reprises sous le
vocable d’opérations partielles, pour le lissage des contours et le filtrage d’images a teintes
de gris [103]. Le chapitre 6 détaille ces développements.

Pour obtenir le filtre de rang m, appelé érosion partielle de seuil m dans nos travaux
en raison d’une approche similaire a celle des opérations morphologiques usuelles, on par-
court I’histogramme en partant du minimum jusqu’a la valeur dont la fréquence cumulée
atteint ou dépasse m + 1. Le supplément de temps de calcul est faible et, & valeur de seuil
constante, il diminue lorsque la taille de ’élément structurant croit. La figure 5.7 rassemble
les courbes des temps de calcul de plusieurs érosions. La courbe qui file vers le haut pro-
vient d’une implémentation littérale de la définition d’érosion partielle. Plus remarquable
est la proximité des 2€et 3€courbes: I’érosion partielle ne cotite pas beaucoup plus cher
qu’'une érosion morphologique et elle diminue la sensibilité au bruit. En outre, on peut
aussi concevoir de calculer simultanément les érodés partiels avec plusieurs valeurs de seuil
différentes. Ceci constitue la clef de votlte de notre nouveau concept de polymorphisme,
développé dans le chapitre suivant.

5.4 Ouverture d’images binaires et de labels par pro-
pagation de 1’élément structurant

Les principaux procédés rapides, capables de réaliser les opérations morphologiques
élémentaires mettent I’accent sur I’élément structurant, que ce soit par une décomposition
linéaire, une décomposition logarithmique, ou par la méthode des lacets; le point de vue
n’est que rarement placé du coté de ’ensemble a traiter. Or dans certaines situations,
I’érosion d’une tache binaire de faible dimension par exemple, il serait plus avantageux
de tenir compte d’une information propre au signal pour éviter toute une série de calculs
inutiles. Le fil conducteur de I'algorithme décrit ci-apres correspond a une démarche adap-
tative: une phase d’analyse détecte les traits caractéristiques du signal qui initialisent un
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FI1G. 5.7 - Etude du coit de lérosion partielle (échelle semi-logarithmique).

processus de propagation contraint par la forme et la taille de I’élément structurant.

5.4.1 Le principe

Suite a la propriété d’anti-extensivité, I’ouverture de X par B est contenue dans X. Qui
plus est, tout ouvert non vide contient inévitablement des points de la frontiere intérieure
de I’ensemble de départ. Ces points qui limitent ’extension spatiale de 1'ouvert sont les
points d’ancrage. Ils caractérisent I’ouvert d’'une autre maniere que les points centraux.

Nous avons imaginé de réaliser une ouverture en insérant 1’élément structurant a I'inté-
rieur de X puis en le déplacant dans toutes les directions, a la maniére d’'un mécanisme de
propagation d’onde. L’avantage appréciable qu’offre la propagation est I'utilisation d’une
information concernant le ‘passé’. Bien exploitée, elle permet I’économie de nombreux tests
et conduit a approcher la limite théorique inférieure d’un seul test par point, surtout si
X est un homothétique de B ou si le signal est traité par un filtre alterné séquentiel.
L’algorithme repose sur la propriété suivante :

Propriété 27
Si B,C XoB et B,\B,CX alors B, C X oB. (5.6)

Deux éléments charpentent notre algorithme d’ouverture : la détection d’éléments struc-
turants B, servant de germes a l'intérieur de X et la phase de propagation définie pour un
jeu de directions ¢ tel que B,\B, soit petit. Pour la facilité, nous décrivons les détails algo-
rithmiques de 'ouverture d’une image binaire en 8-adjacence. Sur le plan du principe, rien
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n’interdit des développements similaires en 4 ou 6-adjacence, ou méme pour des éléments
structurants quelconques.

5.4.2 Détails de P’algorithme
Détection d’un homothétique ancré de I’élément structurant

La premiere phase de l’algorithme est la recherche d’un élément structurant inclus
dans X. Comme mentionné précédemment, 1'ouvert touche la frontiere de X en un point
au moins. C’est donc parmi les points de la frontiere intérieure 4-connexe de X que se
trouvent les points d’ancrage potentiels. La figure 5.8 montre a droite les points d’ancrage
candidats pour une figure X ; ils sont entourés d’une boite.

X B

Fi1G. 5.8 - Un ensemble X, un élément structurant B et les points d’ancrage possibles.

Quelques observations permettent de simplifier la recherche des points d’ancrage.
Primo, il est inutile de vouloir construire au départ une liste contenant tous les points de
la frontiere puisque la phase de propagation recouvrira une partie d’entre eux. Un simple
balayage suffit; a n’importe quel moment, seuls les points de contour non recouverts
précédemment sont candidats. Secundo, un point n’est un véritable point d’ancrage que si
la distance entre ses voisins les plus éloignés de gauche et de droite et si la hauteur entre
ses voisins les plus éloignés du haut et du bas sont au moins égales a la taille de 1’élément
structurant. Cette condition nécessaire élimine d’emblée un grand nombre de points. Pour
les points qui satisfont cette condition, nous essayons de placer le plus grand élément
structurant dans ’ensemble X qui ait les dimensions requises. Signalons enfin que, suivant
la maniere dont s’effectuent la détection d’un homothétique et la propagation, on peut ne
considérer que les points d’ancrage situés sur la frontiere ‘ouest’ de X. En effet, en prenant
B, C X le plus a gauche possible, B, touche la frontiere gauche de X, c’est-a-dire que
dz: 2z € B, C X, avec un point y ¢ X comme voisin gauche de z. En pratique, limiter les
points d’ancrage a ceux de la frontiere ‘ouest’ amene un gain de temps de calcul qui peut
atteindre 25%.

L’élément est ensuite propagé dans I’ensemble.

Propagation de I’ensemble homothétique ancré

La gestion d’un processus de propagation dans un ensemble est une tache ardue. Il faut
envisager différentes configurations, optimiser la propagation et éviter de passer sur des
zones déja traitées. Le risque d’instabilité due a des boucles est grand dans la mesure ou
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I’algorithme de propagation utilise des appels récursifs a des fonctions et que le nombre de
fronts de propagation possibles croit rapidement. Si I’on veut supprimer les appels récursifs,
il faut gérer soi-méme la pile des appels de fonction, ce qui complique encore la mise en
ceuvre.

La difficulté principale du processus de propagation est celle de transmettre des infor-
mations concernant ’évolution spatiale du front de propagation. Parfois, cette information
est implicite. Par exemple, étant donné Y un homothétique de 1’élément structurant in-
clus dans X, si les points de droite de Y appartiennent tous a X alors ils appartiennent
a ouvert. Souvent, la question est délicate comme dans un changement de direction. Au
lieu d’opter pour une description complete de la phase de propagation qui nous menerait
dans des discussions relatives a un langage de programmation, nous dégageons quelques
axes directeurs du processus. Nous illustrons ensuite ’algorithme complet par un exemple.

On peut décomposer la propagation en deux étapes:

— Initialisation du processus de propagation.

Puisque 'homothétique détecté est le plus grand ensemble qui s’insere dans X au
point d’ancrage considéré, il contient obligatoirement un point de contour intérieur
sur chacun des cotés. En d’autres termes, il est impossible d’ajouter une colonne ou
une ligne entiere a cet ensemble. Le front de propagation ne peut donc que glisser
entre ces points. Parfois, la largeur n’est pas suffisante pour remplir la condition
de taille et la propagation s’arréte. Autrement dit, un processus de propagation est
initialisé dans certaines directions en favorisant le traitement des directions diago-
nales puisqu’elles équivalent a des propagations horizontale et verticale simultanées.
La figure 5.9 reprend les huit directions de propagation autorisées pour les fronts,
hachurés en gris clair.

[ 1

L

) 6 7 8

Fi1Gc. 5.9 - Ezemple d’un jeu de directions de propagation. Ces directions sont numérotées
de 1a8.

— Propagation dans une direction avec des changements possibles de direction.
Cette phase constitue véritablement le nceud de la réalisation par logiciel. Comme
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une propagation en diagonale se décompose toujours en une composante horizontale
et verticale, tout arrét de propagation dans une direction se traduit par des essais de
propagation dans les deux directions conjuguées. Par contre, I’arrét d’une propagation
horizontale ne signifie pas que le processus de propagation soit terminé. En effet, il
est fort possible que, lors d’'une propagation, on ait découvert qu’il était possible de
propager dans la direction perpendiculaire a partir de la trace que laisse le front.
Illustrons le mécanisme sur un exemple simple: soit X la lettre ‘O’ schématisée
par quatre segments perpendiculaires et B un pixel unique. Le balayage de I'image
s'interrompt des que l’algorithme a atteint le coin supérieur gauche de la lettre.
L’ensemble homothétique associé a ce point d’ancrage est le trait vertical gauche.
La propagation est initialisée vers la droite, en haut et en bas, c’est-a-dire dans les
deux traits horizontaux. Pourtant a la fin de 'une d’elles, le front d’onde changera de
direction pour remplir le trait vertical de droite. La seconde propagation vers la droite
doit détecter que la propagation dans le trait vertical de droite n’apporte rien de neuf.
Mieux, une seule propagation vers la droite se poursuit en bouclant, remplit le second
trait horizontal et annihile la tentative initiale de la seconde propagation horizontale.
Cette exploitation maximale de toutes les directions possibles de propagation est la
condition sine qua non pour le succes de 1’algorithme. Mal programmée, la phase de
propagation entraine des oublis de recouvrement de zones intérieures et occasionne
des incréments non négligeables du temps de calcul.

5.4.3 Exemple complet d’ouverture par propagation de ’homo-
thétique d’un élément structurant

La figure 5.10 reprend plusieurs phases de I'ouverture de I’ensemble X, dessiné a la
figure 5.8, par un carré 2x2. A chaque instant, les surfaces en gris foncé représentent les
parties déja recouvertes alors que le trait en gris clair indique le front d’onde ; nous ’avons
représenté avec une hauteur d’un demi-pixel pour accentuer le mouvement de propagation.
L’appel récursif des fonctions est géré de manieére a poursuivre la propagation dans la
direction initiale, sauf si une propagation dans une direction diagonale devient possible.

Voici commentées dans 1'ordre, les différentes images de la figure 5.10 associées a des
phases intermédiaires du processus de propagation. A chaque étape, nous mentionnons
I’état de la pile contenant les fronts de propagation candidats, notés chacun par leur direc-
tion suivant les conventions de la figure 5.9 et la phase d’apparition du front en italique et
entre parentheses.

Initialisation : détection d’un homothétique ancré.

Cette premiere phase initialise le processus de propagation. Il apparait qu’une propa-
gation en diagonale est licite. Méme si d’autres propagations (horizontale ou verticale)
sont possibles, nous commencons par la direction diagonale (direction 8).

Phase 1: début de la propagation en diagonale.

Tous les points recouverts par le front d’onde sont ajoutés a 'ouvert. C’est pourquoi,
le front s’élargit éventuellement durant la phase de propagation en diagonale tout en
demeurant confiné dans le demi-plan que forment le point le plus a gauche et le plus
en haut.

Etat de la pile: vide.
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i

Initialisation Phase 1 Phase 2 Phase 3

of:

Phase 4 Phase 5 Phase 6 Phase 7

i

Phase 8 Phase 9 Phase 10 Phase 11

—

Phase 12 Phase 13 Phase 14 Initialisation

L

Fic. 5.10 - Ezemple d’ouverture par propagation d’un élément structurant. Pour une
meilleure compréhension, l’accroissement du front d’onde ne vaut que la moitié d’un pizel.
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Phase 2: poursuite de la propagation en diagonale avec un léger rétrécissement du
front d’onde.

Pour respecter la géométrie de X, les composantes horizontale et verticale du front
ont été réduites.

Etat de la pile : vide.

Phase 3: derniére propagation en diagonale.

Au-dela de ce front, il faudra décomposer le front en une composante horizontale et
verticale.

Etat de la pile: vide.

Phase 4 : propagation horizontale.

Comme la figure ne peut s’étendre verticalement, la propagation se poursuit dans la
direction horizontale a priori jusqu’a l'arrét.

Etat de la pile : vide.

Phase 5 : poursuite de la propagation horizontale.

Le front se propage horizontalement et ’algorithme comptabilise, & chaque déplace-
ment, le nombre de points laissés a droite et a gauche du front. Ces valeurs permet-
tront le changement de direction en temps opportun.

Etat de la pile : vide.

Phase 6 : changement de direction.

Le front a détecté deux points de X a sa droite et a sa gauche. C’est donc une
indication pour un éventuel changement de direction vers la droite ou vers la gauche.
Comme ici le nombre de points appartenant a X laissés a droite est égal a la largeur
de B et que la propagation peut se poursuivre horizontalement, le front s’accroit en
diagonale. La direction et la position du front de la diagonale montante (direction 2)
sont placés dans une pile. Par une exploitation de I'appel récursif des fonctions, la
gestion de la pile est confiée a I'ordinateur. Nous pourrions gérer la pile de sorte a
choisir le front le plus large de la pile a chaque étape, mais il est probable que le gain
apporté soit completement négligeable en échange d’une complexité algorithmique
accrue.

Etat de la pile: 2(6).

Phase 7: propagation en diagonale.

La propagation en diagonale s’acheve et le front se découpe en deux composantes,
toutes deux ajoutées a la pile des fronts en privilégiant la propagation diagonale.
Etat de la pile: 2(7), 2(6), 7(7).

Phase 8 : analyse de la pile et propagation.

On retire le premier front de la pile, c’est-a-dire celui de la propagation diagonale.
La propagation s’ensuit.

Etat de la pile: 2(6), 7(7).

Phase 9: fin de la propagation diagonale avec apparition de nouveauz fronts et analyse
de la pile des fronts.

Deux nouveaux fronts apparaissent au terme de la phase de propagation en diagonale.
Ils sont empilés en placant d’abord le plus étroit et en respectant a nouveau la priorité
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accordée a la direction diagonale.

Etat de la pile: 2(6), 1(9), 3(9), 7(7).

L’algorithme choisit ensuite le front 2(6). Mais tous les points ayant été traités par
des propagations antérieures, ce front n’est plus propagé. L’algorithme dépile et étend
alors un autre front d’onde.

Etat de la pile: 3(9), 7(7).

Phase 10: propagation d’un front de la pile.

Le front précédent s’est propagé vers la droite mais comme aucun nouveau front n’a
été créé, il faut dépiler les coordonnées d’un front et poursuivre la propagation vers
le haut.

Etat de la pile: 7(7).

Phase 11 : propagation d’un front de la pile.

Méme mécanisme qu’a I’étape 10. Le processus de propagation reste actif tant que
la pile n’est pas vide et que le front ne se déplace plus.

Etat de la pile: vide.

Phase 12: changement de direction.

A la fin de cette propagation en diagonale, on se retrouve dans une situation compa-
rable a celle de la phase 7. La propagation continue avec le front le plus large, I’autre
est empilé.

Etat de la pile: 1(12).

Phase 13: poursuite de la propagation vers le bas.
La propagation diagonale étant terminée, un nouveau front se déplace vers le bas.
Etat de la pile: 1(12).

Phase 14 : propagation d’un front de la pile.

Le dernier changement de direction ne permettra plus de réactiver le processus de
propagation parce qu’aucun front nouveau n’est détecté. L’algorithme cherche donc
un autre homothétique de B.

Etat de la pile: vide.

Initialisation.
Un nouvel élément ancré réinitialise le processus de propagation. Dans le cas présent,
la propagation n’ajoute aucun élément a ’ouvert de X.

5.4.4 Résultats expérimentaux

Les conditions expérimentales (insertion dans Xlim, ordinateur de travail, ...) sont in-
changées. Par contre, le champ d’application est quelque peu différent parce que nous
discernons a cette fois le traitement d’images binaires et d’images de labels de difficulté
variable.

Quverture binaire

Les figures 5.11 et 5.12 reproduisent sous forme de graphique les temps de I'ouverture
par propagation d’élément structurant pour les images d’entrée respectives que sont Farm?2
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(image de taille 748x552) binarisée par seuillage & 137 et Photograph binarisée par seuillage
a 128. La premiere image contient de nombreux points de contours; il s’agit des lors
de conditions assez défavorables a 'utilisation d’un algorithme par propagation. Comme
témoin de la difficulté, le nombre d’éléments structurants ayant servi de germe?, lors de
I’ouverture par un carré 5x5 s’élevait a 15301. La seconde image convient davantage au
nouvel algorithme parce que les formes sont plus convexes ; 25 germes ont suffi pour mener
a bien 'ouverture par le méme carré.

Temps de calcul [s]
45 T T T T T T T

Ouverture par decomposition lineaire ——
40 L Ouverture par propagation -+-- J

35 |

30

25
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- .
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Z 4ttt —+ - 4+ -

0 1 1 1 1 1 1 1
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Largeur de I'élément structurant

Fi1c. 5.11 - Temps de calcul de deuz algorithmes d’ouverture morphologique par un carré
sur une image binaire complexe et de grande taille.

Les temps de calcul requis pour un algorithme qui agit par propagation d’élément
structurant sont sans commune mesure avec les temps requis pour d’autres algorithmes.
Hormis le cas extréme des trés petites tailles de B et d’une image compliquée, le traite-
ment par propagation accélere la réalisation de ’ouverture binaire. Le temps de calcul est
méme toujours inférieur a celui de l'algorithme par décomposition linéaire de Xlim pour
des images binaires simples. D’autre part, le colit plafonne a une valeur constante ce qui en
fait un algorithme de complexité indépendante de la taille de I’élément structurant. Cette
indépendance provient de la maniere par laquelle le front s’étend. Par exemple, I’ajout
d’une ligne a requis un test par point ajouté sans qu’intervienne nullement la taille du
front. Le nombre total de tests est proche de cette limite théorique inférieure.

Les essais rapportés ci-dessus indiquent que le temps de calcul dépend trés peu du
contenu de ['tmage, qu’elle soit composée de régions connexes ou non. L’explication de
ce phénomene est une équivalence, au niveau du temps de calcul, entre la recherche d’un
homothétique et une phase de propagation qui remplirait la surface de cet homothétique.

7. Nous appelons ‘germe’ un élément structurant homothétique & B ancré en un point de la frontiere
de X.
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Fi1Gc. 5.12 - Temps de calcul de deuz algorithmes d’ouverture morphologique par un carré
sur une image binaire simple.

Ouverture d’une image de labels

Dans la foulée de ’essai précédent, nous avons appliqué 'algorithme a des images de
labels. En traitant une région comme une surface ayant un label particulier, un algorithme
par propagation d’élément cherche ’emplacement d’un homothétique de 1’élément struc-
turant de label homogene. La label est alors la valeur propagée. Les figures 5.14 et 5.15
rapportent les temps mesurés pour 'ouverture d’'une image de labels simple, composée de
35 régions (figure 5.14) et d’une image compliquée (figure 5.15). Ces images de référence
sont illustrées a la figure 5.13. La figure 5.14 fournit aussi le temps utilisé pour l'ouver-
ture d’'une image binaire de méme taille —-rappelons que cet algorithme ne dépend pas du
contenu de 'image— et le temps que demande 'algorithme qui binarise tour a tour chacune
des 35 régions. Afin de compléter la comparaison, nous avons également indiqué le cott
d’une implémentation par histogramme local.

En comparant les courbes, on peut affirmer que les nouveaux algorithmes effectuent
le travail sur toute 1'image de labels pour le colit de l'ouverture d’une image binaire.
Pour une taille élevée de I’élément structurant, le colit de 'ouverture par propagation est
méme largement inférieur au traitement d’une seule région par un algorithme classique. En
outre, les courbes continuent d’étre indépendantes de la taille de I’élément structurant et
montrent que 'ouverture par histogramme est une alternative simple, quoique légérement
moins performante, pour 'ouverture d’images de labels.
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Image de labels simple

(128x128). Image de labels complexe (256x256).

F1G. 5.13 - Images de labels utilisées dans les essais.

Temps de calcul [s]
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Ouverture d’'une image binaire par decomposition lineaire ——
Ouverture d’'une image binaire par decomposition lineaire x 35 -+--
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Fi1G. 5.14 - Temps algorithmiques de plusieurs procédés d’ouverture d’une image de labels
simple par un carré (échelle semi-logarithmique).

55 A propos de I'implémentation d’opérateurs mor-
phologiques composés

Il apparait comme inéluctable, par simple lecture des définitions, que 1'ouverture et
la fermeture soient obtenues par la mise en série d’une érosion et d’une dilatation. Non
seulement, comme nous ’avons montré dans les deux sections précédentes, cette remarque
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Temps de calcul [s]
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Ouverture d'une image binaire par decomposition lineaire <—
Ouverture d’'une image de labels par histogramme -+--
Ouverture d'une image de labels par propagation -&---
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Fi1G. 5.15 - Temps algorithmiques de plusieurs procédés d’ouverture d’une image de labels
complexe par un carré.

est fausse mais, avec des éléments structurants linéaires, il est méme possible d’obtenir des
opérations plus complexes encore (fermeture de I’ouvert, ...) pour un surcout inférieur a
40% par rapport au calcul d’une simple érosion. D’ou vient une telle économie? Simplement
de l'utilisation du fait que la fonction est traitée dans une étape antérieure. Autrement dit,
une fonction érodée ou ouverte possede des caractéristiques telles qu’elles simplifient les
opérations futures.

Cette section propose une réflexion fondamentale sur la réalisation d’opérations mor-
phologiques composées. Nous établissons tout d’abord une relation générale qui lie, sous la
forme d’une correspondance, les fonctions traitées par érosion ou dilatation, et les éléments
structurants associés. Des propriétés intéressantes découlent de particularisations de la
propriété générale. Apres les avoir énoncées, nous examinons la contrainte sur les éléments
structurants et fournissons une condition suffisante pour qu’elle soit respectée. La derniere
partie de cette section illustre ces principes théoriques par le biais d’implémentations
d’opérations morphologiques avec un segment rectiligne.

5.5.1 Développements théoriques

Le théoreme suivant lie les éléments structurants qui interviennent dans des opérations
d’érosion et de dilatation.

Théoreme 28 Pour toute fonction f,

(fed)eB<(feC)eD (5.7)
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st et seulement si
AeCDODBae D (5.8)

Démonstration
Nous développons le théoréme dans un cadre algébrique (cf. les travaux d’HEIIMANS et de
RONSE [34]). La démonstration s’effectue en deux parties qui valident I’équivalence.

(1) Vf, (fod)eB< (foC)eoD = B&DCAaC:
Soit o le neutre pour I'addition. A =0® A C A et donc 0 C A & A par adjonction
(relation 2.11, page 32). En remplacgant f par A dans 'inégalité 5.7, ona B = 0®B C
(Ao A)@ BC (A C) e D. Enfin, par adjonction, on obtient B D C Aa C.

2) Vf, (foAd)@B< (foC)eD « B&DC AaC:
BeD CA®Cdonne (foA)oBadD<(foA)@oAaC.Or, (foA)pAaC =
(foA)®C < faC. Ainsi, (feA)®BaD < f&C, ouencore (foA)@B < (feC)eD
par adjonction.

Grace a la généralité du cadre de travail, le principe de la démonstration reste valable pour
des éléments structurants non plans . [ ]

Corollaire 29 Pour toute fonction f

foC<(foA) 6B (5.9)
(feAd)eB< feC (5.10)
st et seulement st
A®CDBa&C (5.11)

Démonstration

La relation 5.10 est I’énoncé du théoreme 28 dans le cas particulier C' = D. Pour obtenir
I'inégalité 5.9, il suffit d’inverser les ensembles dans les membres de la relation 5.8 et
d’adapter 5.7 en prenant C' = D. [ ]

Les exemples de filtres morphologiques abondent dans la littérature. Parmi les plus uti-
lisés, il y a les filtres alternés séquentiels [88, chapitre 10], introduits par STERNBERG [95],
et qui consistent a alterner des ouvertures et des fermetures de taille croissante. Le nombre
d’opérations intervenant dans la réalisation d’un tel filtre est malheureusement tres élevé
et, dans la mesure du possible, il faut le réduire. SERRA [88] a développé une approxima-
tion pour certains filtres alternés séquentiels, dans laquelle on élimine une opération sur
deux. Nous proposons plus loin une simplification du méme ordre de grandeur, mais qui a
le mérite de fournir le résultat correct. Ce résultat s’appuie sur le théoreme suivant.

Théoréeme 30 Si A@C D B&C et AC B (ce qui impligue A® C = B C) alors

[(foC)®AleB=(foC)eB (5.12)
(feC)o Al B=(fe(C)oB (5.13)



130 Chapitre 5. Algorithmes rapides et réflerions fondamentales

Démonstration

Relation 5.12:

Si AC Balors (foC)® A < (foC)@® B et, par croissance de I’érosion, [(foC)® A]© B <
(foC)eB.

D’autre part, la relation 5.9 précise que (f@A)©B > foC. Etant donné que ce résultat est
valable pour toute fonction f, il est aussi pour foC': [(foC)BA|6B > (foC)oC = foC.
Mais comme la fermeture est un opérateur croissant: ([(foC)® A]©B)eB > (foC)e B.
En plus, pour toute fonction g, (9 © B) @ B = g © B -il s’agit de la relation 2.12 (page 32)
généralisée a une fonction—, et donc [(f o C) @ A]© B > (f o C) e B. La relation 5.12 est
ainsi démontrée.

Relation 5.13: c’est le dual par complémentation de la relation précédente. [ ]

Comment choisir les éléments structurants?

Il va de soi que le théoreme précédent ne présente de l'intérét que si les conditions
AeC O Be(C et A C B sont réalisables. D’autre part, on voudrait disposer de la relation
[(foB)® Al© B = (f o B) e B pour réaliser la fermeture de 'ouvert & moindre coiit,
c’est-a-dire en prenant un élément A nettement plus petit que B. La question mérite que
nous traitions deux situations: la premiere impose B = C, au contraire de la seconde.

Situation 1: B=C

Quand B = C, les hypotheses du théoreme 30 deviennent A B D B Bet AC B. Il en
résulte une égalité entre les ensembles A @ B et B & B, reprise par la propriété suivante.

Propriété 31 (Condition de réduction) Si A C B alors
A®BDBe&B < A®B=B&B (5.14)

L’égalité
A®B=B®B (5.15)

est appelée la condition de réduction®.

Le détermination d’un ensemble A d’aire minimale a partir de B s’apparente au pro-
bleme de la décomposition logarithmique. PECHT [71] a établi que, pour tout ensemble B
de Z?, il existe une entier m tel que, si m' > m,

B®B..® B&B=B® B...® B&E(B) (5.16)
—_— —_—
m/! dilatations m' dilatations

ou E(B) représente le plus petit sous-ensemble de B ayant la méme enveloppe convexe.
Déterminer la valeur de m pose malheureusement quelques difficultés lorsque 1’élément
structurant n’est ni symétrique, ni convexe. Dans [88], MATHERON et SERRA ont résolu
I'équation A @ A = B @ B sachant que B = B. Ces études s’appuient sur la symétrie
intrinseque de 1’élément structurant. Dans le contexte de minimisation de la surface de A,
la théorie semble fort démunie lorsqu’aucune symétrie n’est décelée dans B.

8. L’équivalence plus généraleest: A BDODB®B et ACBeB& A®B=B®B.
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La premiere ligne de la figure 5.16 illustre la condition de réduction pour un élément
structurant de IR?, symétrique & une translation pres. Si A se compose des quatre extrémités
des diagonales —ces points sont dessinés en noir— alors A @ B = B @ B et ce, quelle que
soit la taille du losange.

La seconde partie de la figure 5.16 montre des éléments structurants A’ et B’ qui
respectent la condition de réduction dans Z?, bien que B’ ne soit pas symétrique.

AeB=B&B

. B
. .
ERe

-----------------------

B @

F1G. 5.16 - Deuz paires d’ensembles (A, B C R* et A', B' C Z*) qui vérifient la condition
de réduction. Les disques noirs représentent les origines des différents élément structurants.

Ces deux exemples mettent en jeu des ensembles A contenus dans la frontiere de B,
notée 0B. En toute rigueur, il n’est pas nécessaire de prendre tous les points de la frontiere
de B pour parvenir & la condition de réduction, parce que certains points de A sont re-
dondants. En revanche, il est probable qu’un ensemble minimal A contienne uniquement
des points de la frontiere. En fait, choisir A égal a la frontiere de B permet toujours de
satisfaire la condition de réduction. Pour le démontrer, nous établissons tout d’abord deux
lemmes.

Lemme 32 Soit S = [a,b] un segment de R? et S = {a,b} ses extrémités. On a

ISeS=SeS (5.17)

Démonstration
0S®S = [2a,a+b|U[a+0b,2b] = [2a, 2b]. D’autre part S@&S = [2a,2a+2(b—a)] = [2a, 2b].
]

Il existe un résultat similaire pour un ensemble constitué d’une union de segments non
connectés, appartenant a une méme droite.

Lemme 33 Si S = U,c/[ai, bi] est une collection de segments de R? orientés dans une
méme direction, avec Vi,j : [a;, b;] N [a;,b;] =0 et S = {a;,b;|i € I} alors

dSeS=S®8 (5.18)
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Démonstration
Par croissance de la dilatation: 90S C S =90S® S C S S.
L’inclusion réciproque est plus délicate. Prenons p € [ay, bg]. En vertu du lemme 32, p &
[ag, br] C {ag, b} & [ak, bx] C S & S. Que se passe-t-il pour p @ [ay, by] lorsque p & [a;, b]?
Comme p € [ag, bi], p @ [a, b] C [ak, bx] D [ar, bi] = [ax + ar, b + by]. De plus, la dilatation
distribuant 1'union,
oS (&%) S = ({ak, bk, a, bl, }) D ([CL]C, bk] U [al, bl] U )
= ({ak, b} @ [ar, b)) U ({ar, bu} & [ag, be]) U ..
= ([ak + ag, Qg + bl] U [bk + al,bk + bl]) U ([al + A, Ay + bk] U [bl + Qg bl =+ bk]) U...
= ([ak + ag, by + bl]) U...
Des lors, p & [a;, b)) C [ag, bi] @ [a;, 0] C IS S.
En conclusion, (p @ [ag, bx]) U (p & [a;, b)) € S @ S. Ceci signifie que p® S C S & S,
résultat valable pour tout p € S. [ ]

Des formes B quelconques causent plus de soucis quand il s’agit de trouver un ensemble
A minimal. Dans tous les cas pourtant, la frontiere de B suffit comme le certifie le théoréeme
suivant.

Théoréme 34 Soit OB la frontiére du fermé B de R?. Alors

0B&B=B®B (5.19)

Démonstration

0BeBC BaB:

Ceci est évident parce que, comme B est fermé, ona 0B C B=0B® B C B&® B.
0B® B2 B®B:

Soit D, la collection des droites passant par le point p € B (« est par exemple un angle,
cf. figure 5.17). Clairement, U, (D, N B) = B. Reste a savoir si I’ensemble p @ B est inclus
dans 0B & B.

D,

Fic. 5.17 - D, intersecte OB a plusieurs endroits.

Comme D, N B est une réunion de segments disjoints, le lemme 33 prouve que VD,,
p@® (D,NB) C9o(D,NB) & (D, N B), lui-méme inclus dans 0B & B. De plus, on a les
équivalences suivantes: U,[p® (Do N B)] C0B® B & pd U,(DaNB) COB® B &
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p® B C 0B & B. Puisque cette inclusion est valable Vp, quelle que soit sa position dans
B, B&BC0B&®B. [ |

Dans [111], VINCENT fournit une version discréte (dans Z?), proche de ce théoreme : si
B est connexe et contient 'origine, X @ B = X U(0X & B) ou 0X est la frontiére intérieure
de X.

L’important théoreme 34 donne une indication pour choisir un ensemble A & partir de
B, sans minimiser pour autant sa surface. Si on souhaite réduire la surface de A, il est assez
logique de sélectionner au moins les points situés aux extrémités des segments droits; c’est
a tout le moins ce que réclame le lemme 33.

Prenons le cas du polygone convexe dessiné dans la partie gauche de la figure 5.18.
Dans cet exemple, il n’est pas possible de restreindre 0B a I’ensemble des coins, comme
le confirme la partie droite de la figure 5.18: le triangle gris foncé ne sera pas recouvert
complétement par {a, b, c} @ B. Par contre, si A = [a, b]U{c} alors la condition de réduction
est remplie.

Fi1c. 5.18 - Ici, 0B @ B = ([a,b] U {c}) ® B.

Le corollaire suivant permet parfois de simplifier cette recherche.

Corollaire 35 Si B admet la décomposition B=H @&V, alors B& B =0H &0V & B;
la condition de réduction est respectée si A = 0H @ V.

Démonstration
En vertu de la commutativité de la dilatation et du théoreme 34, 0OH @0V @ H @V =
OHeoHeodVeV=HeoHaeVaeV=B&B. |

Il suffit donc de dilater un rectangle B par ses quatre extrémités ou un hexagone par
ses six sommets et son centre® pour obtenir B @ B.

Situation 2: B # C

Remarquons que les conditions A C O B ® C et A C B n’imposent nullement que
’ensemble C soit inclus dans B ou qu'il le contienne; la figure 5.19 le prouve dans Z>. Le
nombre de combinaisons A — B — C' ainsi offertes est réellement infini.

En guise d’illustration, intéressons-nous au cas des filtres alternés séquentiels linéaires.

Théoréeme 36 (Filtres alternés séquentiels linéaires) Soient deur familles A;, B;
d’éléments structurants définis dans Z par A; = {0,i} et B; = {0,...,i}. Les opérateurs

9. Dans ce cas, le centre est superflu mais le corollaire ne permet pas de le savoir.
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C

A C
A

BgC
B

Fi1G. 5.19 - Pour montrer que B et C ne sont liés par aucune relation d’inclusion, méme
st ApCDOBaC et ACB.

NiCiNi—1Giz1---mC1 et niCi—1mi—1--.-C1m sont respectivement égaur auz filtres alternés
séquentiels V;¢;Yi—1Pi—1.-- V101 €t OiViPi—1Vi—1---G171, 0U nous avons utilisé les notations

Yi(f) = foBi, ¢i(f)=feBi, ni(f) =(f© A)® B, et Gi(f) = (f® Ai) ©B;.

Démonstration

Sionprendi=1, Ay = B;,dou (feoA))® By =foBjet (fdA)OB =feB. La
définition des familles A; et B; entraine que Vi: A; C B; et A; ® B; O B; & B;. D’autre
part, il est évident que A;41 @ B; O B;;1 @ B;. Par récurrence (pour ¢ = 2,3,...) et en
exploitant en alternance les relations 5.12 et 5.13, on démontre les deux relations. [ ]

Le théoreme affirme qu’une opération sur deux dans la réalisation de filtres alternés
séquentiels par un segment est remplacée de maniere équivalente par une opération ol inter-
vient seulement le doublet contenant ses extrémités. Cette derniere consommant nettement
moins de ressources, le gain avoisine un facteur 2. A cela s’ajoute le bénéfice d’une simplifi-
cation du processus, susceptible d’'une répercussion au niveau d’une réalisation matérielle.

5.5.2 Une illustration: implémentation des opérations morpho-
logiques linéaires

Au cours de ce chapitre, nous avons proposé plusieurs solutions pour abaisser le nombre
de calculs nécessaires a la réalisation d’opérations morphologiques. Ces améliorations ont
été intégrées dans le logiciel Xlim pour des opérations avec un élément structurant linéaire
et les résultats des essais sur Farml sont rapportés a la figure 5.20. De bas en haut, cette
figure présente quatre courbes:

— éroston linéaire: cette courbe est une simple application de 'algorithme de calcul
par histogramme local. La décroissance du temps de calcul s’explique par une gestion
efficace des bords;

— ouverture linéaire: cette ouverture est implémentée en une seule passe car on affecte
la valeur du minimum a tous les points de la fenétre lorsque cette valeur augmente;

— érosion et ouverture linéaires: a la différence de la courbe précédente, cette simulation
conserve aussi le résultat de 1’érosion durant le calcul de 'ouverture. L’écart par
rapport a la courbe précédente traduit donc uniquement la sauvegarde des données en
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Temps de calcul [s]
8 T T T T

75 ~ Fermeture de 'ouvert —— |
| Erosion et ouverture lineaires -+--
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Fi1c. 5.20 - Temps de calcul pour différentes opérations morphologiques par un segment
sur une grande image.

mémoire. Une comparaison similaire entre les deux premieres courbes nous apprend
alors que le calcul fictif du dilaté est réalisé pour le colt du stockage du résultat,
comme si aucun calcul n’avait été nécessaire ;

— fermeture de ’ouvert: c’est sans conteste le résultat le plus remarquable de la série. La
simulation fait usage de la propriété [( foS)BIS]OS = (foS)eS, en ajoutant quelques
raffinements d’ordre algorithmique car, pendant que s’opere le calcul de 'ouvert sur
la fenétre définie par I’histogramme, les valeurs du fermé de I’ouvert sont déterminées
sur un méme domaine voisin déja balayé, intégrant de la sorte toutes les opérations
dans un balayage unique de ltmage. A nouveau, on peut utiliser I'information du
minimum local pour juger de I’a-propos du bouchage des trous laissés entre les pics
de I'ouvert. Ainsi, tant que le minimum descend, il ne sert a rien de modifier le
fermé. Ce n’est que lorsque le minimum augmente, et par-la 'ouvert, qu’il convient
de corriger certaines valeurs. Pour derniere amélioration, il y a la possibilité d’arréter
la modification du fermé lorsque I’algorithme détecte une longue rampe de luminance
montante. La combinaison de ces éléments algorithmiques produit la courbe de la
figure. Avec des algorithmes classiques, cette courbe avoisinerait le quadruple du
colit de I’érosion linéaire. Alors que 'algorithme rapide produit 'ouvert a partir de
I’érodé pour & peine un surcoit de 20%, le calcul de la fermeture éclair multiplie la
courbe d’érosion par un facteur proche de 1,4! Quant aux solutions matérielles, un
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essai sur une machine dédiée (Quantimet 570) a montré que le calcul du fermé de
I’ouvert par logiciel était plus rapide que celui du Quantimet a partir d’une taille de
10 pixels.

Dans cet exemple, nous nous sommes limité a un élément structurant linéaire mais le
principe est tres général: wutiliser linformation d’un filtrage précédent pour minimiser le
nombre d’opérations ultérieures.

Conclusions du chapitre

Ce chapitre a présenté deux familles d’algorithmes efficaces pour la réalisation d’ouver-
tures morphologiques.

La premiere famille d’algorithmes utilise le concept d’histogramme local. Ce dernier est
défini sur une fenétre dont le déplacement est organisé de maniére a minimiser le nombre
total d’opérations nécessaires au calcul de tous les histogrammes. Si I’étape de constitution
des différents histogrammes ne differe en rien entre 1’érosion, 1’ouverture d’une image en
niveaux de gris ou de labels, la lecture et l'interprétation de I’histogramme caractérisent
les opérations. Les essais indiquent que le temps de calcul de ce type d’algorithme suit
une évolution linéaire avec la taille de la frontiere de I’élément structurant dans la direc-
tion du déplacement, proche de la courbe d’un algorithme qui travaille par décomposition
linéaire. D’autre part, 'utilisation de I’histogramme apporte des solutions intéressantes
pour I'implémentation des opérations partielles et des ouvertures d’images de labels; il
permet également de traiter un élément structurant de forme quelconque.

La seconde famille d’algorithmes, totalement nouvelle, analyse le signal préalablement
a une phase de propagation. Certains points de la frontiere intérieure constituent les points
d’ancrage de formes homothétiques a celle de 1’élément structurant. Cette forme s’étend
ensuite par un processus de propagation complexe. Si les algorithmes présentent de réelles
difficultés de programmation, les temps de calcul d’ouverture d’images binaires sont tres
faibles et, qui plus est, totalement indépendants de la taille de ’élément structurant. Ces
avantages sont également perceptibles lors d’ouvertures d’images de labels.

Ce chapitre a aussi le mérite de clarifier la liaison qui existe entre les opérations mor-
phologiques d’un point de vue algorithmique. Ainsi, il apparait que 1’érosion et ’ouverture
ne représentent qu’une interprétation nuancée d’une méme situation. Par exemple, 1’algo-
rithme d’ouverture par propagation peut fournir ’érodé si 1’évolution du front s’accom-
pagne d’une écriture adéquate du résultat. Nous avons également démontré d’intéressants
résultats théoriques liés au nouveau principe d’une utilisation de l'information des traite-
ments antérieurs lors de la réalisation d’opérations complexres. Comme illustration, prenons
un élément structurant carré B et A 'ensemble des coins de B. Dans ce cas, [(foB)®A|©
B = (f o B) @ B. En combinaison avec les résultats théoriques, nous avons aussi montré
que 0B & B = B @® B ou 0B est la frontiere de B. Quelques résultats d’implémentation
avec des éléments structurants linéaires ont confirmé 'intérét de ces développements.

Au départ, la recherche d’algorithmes rapides était une condition nécessaire pour
réaliser notre technique de filtrage des contours. Mais en approfondissant la question,
il est apparu que nos algorithmes pouvaient s’appliquer a plusieurs problemes que nous
rencontrons dans ce travail: ouverture d’'un ensemble de régions, ouverture rapide par
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un segment, érosion ou dilatation partielle, ... L’algorithme par propagation nous a aussi
amené a concevoir une nouvelle représentation de la forme que l'on pourrait appeler
une description de forme par squelette propagé, décrite plus loin. Tant la généralité des
méthodes développées que leur vitesse d’exécution nous font penser que I’étude menée
dans ce chapitre est importante.
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Chapitre 6

Morphologie a seuillage et
polymorphisme: deux approches au
filtrage des contours

Introduction

La représentation de la forme d’une région que nous décrivons au chapitre 7 s’effectue
en placant une série d’éléments structurants, choisis dans une famille B, a I'intérieur de la
région. Si par malheur, la famille d’éléments structurants est mal adaptée a la forme d’une
région, il risque d’en falloir beaucoup pour la remplir. C’est par exemple le cas lorsqu’on
souhaite représenter un cercle en disposant uniquement de carrés; dans ’espace euclidien,
le nombre de carrés nécessaires est méme infini. Comme elle doit permettre une recons-
truction parfaite de la forme, la palette B d’éléments structurants contient nécessairement
un pixel isolé. L’importance accordée au pixel isolé est similaire a celle des autres éléments
structurants, ce qui semble paradoxal au vu du réle du pixel dans une description.

Comme nous 'avons suggéré précédemment, rien n’interdit de recourir a un filtrage
purement géométrique pour lisser avantageusement les contours, d’autant qu’une méthode
de codage orientée par la notion d’objet code a la fois les contours et les textures et que,
des lors, il est possible de corriger I'erreur introduite par un effet de lissage: il suffit de
coder les textures avec une plus grande précision. Ce qui pousse a proposer ce traitement
géométrique, c’est la constatation faite que le codage des contours est souvent plus coiiteux
que le codage des textures. A ce rythme, accroitre le débit binaire propre aux textures
n’est pas fondamentalement pénalisant, alors que réduire le débit binaire des contours est
particulierement intéressant. De plus, dans une optique ou reproduire I'image de départ
n’est pas une fin en soi mais ol seule une description synthétique est souhaitée, il n’est pas
indispensable de décrire tous les objets avec une précision absolue.

Plan du chapitre

Ce chapitre développe deux techniques de lissage des contours, basées sur la volonté
commune de traiter un ensemble et son complémentaire d’une méme facon. L’approfon-
dissement de ce sujet indique cependant que la démarche sous-jacente dépasse le cadre
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du traitement des contours, ce qui explique pourquoi, a plusieurs reprises, I’analyse est
étendue aux images a teintes de gris.

Dans un premier temps, nous proposons de [isser les contours en comparant la forme des
objets d’une image avec des éléments structurants sans qu’il y ait [’exigence de correspon-
dance parfaite, ¢’est-a-dire qu’il subsiste une légere imprécision, mais qui est maitrisable. De
la sorte, nous espérons étre a méme d’atténuer 'influence du bruit et de stabiliser le résultat
des opérateurs morphologiques. Tous les développements ultérieurs découlent du concept
central d’érosion partielle', définie dans la section 6.1. Succinctement, cette opération ef-
fectue une corrélation suivie d’un seuillage. Outre 'atténuation du bruit, avantage-clef de
I’opération, elle conduit par prolongement a définir des opérateurs qui traitent un signal
et son complémentaire d’une maniere identique (opérateurs auto-duaux). Par dualité avec
I’érosion, nous proposons une définition de la dilatation partielle. Si ce concept fixe le voca-
bulaire et prolonge I’analogie avec la morphologie mathématique, il n’est en toute rigueur
pas indispensable parce que contenu dans celui d’érosion partielle. Et enfin, toujours par
similitude avec les opérations morphologiques usuelles, nous définissons la pseudo-ouverture
et la pseudo-fermeture. A Dinverse de développements récents en ce domaine, fondés sur la
logique floue, c’est I’aspect géométrique qui y tient le haut du pavé ; les opérations partielles
se concoivent comme des interactions entre objets et non en termes de lois de probabilité.

Avec tous ces outils élémentaires, il devient possible d’imaginer une importante quantité
de schémas meélant ces opérateurs. Nous en étudierons quelques-uns dans la section 6.2.
Les opérations partielles conduisent aussi a proposer une série de procédés de lissage des
contours d’une image de labels. Ces procédés dépendent d’un seuil unique et d’une famille
d’éléments structurants adaptée a I'application. Des techniques similaires sont proposées
pour des images en niveaux de gris.

La section 6.3 introduit le concept nouveau de polymorphisme d’un point, sorte d’ex-
tension de l'ouverture morphologique. En effet, il indique pour chaque point le nombre
d’éléments structurants différents qui le comprennent et sont inclus dans X. L’étude de
ses propriétés montre qu’il fournit une mesure du remplissage d’une région par un élément
structurant et qu’il facilite le choix des éléments structurants pour une représentation de
formes, avantage dont on peut tirer profit durant une phase d’optimisation comme indiqué
dans le prochain chapitre. Enfin et surtout, le polymorphisme servira de cceur a un autre
procédé de lissage des contours.

6.1 Morphologie binaire a seuillage

L’approche qui consiste a utiliser un seuil pour caractériser des opérations de morpho-
logie n’est pas neuve; on la retrouve dans les notions de morphologie ‘a seuillage’ —les
filtres de rang appartiennent & cette famille—, ou a la base de la morphologie ‘floue’, tres en
vogue aux Etats-Unis en ce moment [91, 92]. Dans sa thése, VAN DEN BOOMGAARD [101]
détaille un formalisme pour les opérations de la morphologie mathématique, a la fois pour
des images binaires et des images a niveaux de gris, calqué sur des résultats de logique
empruntés au domaine de la reconnaissance de forme. Par le biais d’analogies, il unifie
plusieurs types de filtrage.

1. Ce terme est emprunté & SIMON [89] pour représenter le filtre de rang décrit dans la littérature
scientifique.
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Le point faible de la plupart de ces développements est la quasi-absence d’interprétation
géométrique. Idéalement, il faut veiller a conserver la notion de forme dans I’étude
d’opérations a seuil. Les recherches actuelles sur le sujet négligent un peu cet aspect parce
que les opérations a seuil introduisent des imprécisions de position guere aisées a modéliser.
L’étude menée dans ce chapitre s’inscrit en faux contre ce mouvement d’écartement de la
morphologie mathématique ; les opérations partielles relevent avant tout d’une conception
initialement géomélrique et non probabiliste des opérations a seuillage. Par ailleurs, le
formalisme utilisé s’apparente fortement aux notations de la morphologie mathématique.

Pour comprendre I'intérét des opérations a seuil, un retour a I’objectif que nous poursui-
vons s’impose. Pour filtrer des ensembles binaires, le morphologue recourt classiquement
a des opérations d’ouverture ou de fermeture. Or, il se fait que le résultat du filtrage
dépend parfois d’'un simple pixel. A titre d’illustration, prenons le cas d’un ensemble X
représentant un carré amputé d’un seul pixel. Si I’élément structurant est un carré com-
plet ayant la taille de 'ensemble X, le résultat de I'ouverture est ’ensemble vide! Dans
la mesure ou ’application autorise une certaine imprécision, ne serait-ce qu’en raison des
imprécisions générées par les appareils de mesure, ou simplement parce que les résultats
d’une segmentation ne sont précis qu’a quelques pixels pres, le résultat est décevant. On
rétorquera, a raison, qu’il est plus judicieux de filtrer I'image par une fermeture dans ce
cas. D’accord, mais comment procéder alors pour déterminer a priori 'opérateur a uti-
liser? Et puis de toute fagon, la méme difficulté survient si X est une figure trouée par
un carré ayant la taille de I’élément structurant a un pixel pres. L’idéal est de développer
un opérateur intermédiaire entre les deux opérations élémentaires que sont le filtrage par
ouverture et le filtrage par fermeture. D’autre part, nous voulons éluder les questions re-
latives a la position des pixels manquants; un pixel manquant en plein centre ou sur un
bord doit avoir une méme conséquence puisque c’est davantage le degré de I'imprécision
—en fait, le nombre de pixels ‘perturbateurs’- qui importe et non sa position dans I'objet,
sans pour autant gommer le caractére géométrique de I'opération. Enfin, comme derniére
exigence, il y a le besoin de créer un outil capable de mesurer le degré de filtrage avec un
seul parametre comme c’est le cas pour les opérations classiques de filtrage. De la sorte,
si ’élément structurant est tres grand et par la-méme présente une grande sensibilité au
bruit, nous autorisons une plus grande imprécision, proportionnelle a sa surface.

Les chercheurs ont développé toute une série de filtres morphologiques aux propriétés
fort diverses [88]. Il y a notamment le centre morphologique qui conduit a des filtres auto-
duaux, ou alors le filtre médian. Des techniques algébriques aboutissent également a élargir
la famille des filtres. Pour citer un exemple, le supremum d’ouvertures est une ouver-
ture, c’est-a-dire une opération croissante, anti-extensive et idempotente. Au moment ou
ces travaux prenaient corps, d’autres recherches menées par MARAGOS, SCHAFER [58],
RONSE [79], ... exploraient la voie des filtres de rang. Il est apparu que ces opérateurs ne
jouissaient pas de toutes les propriétés algébriques habituelles ; ainsi, le filtre de rang n’est
ni anti-extensif, ni extensif. Pourquoi, des lors, avons-nous poursuivi dans cette voie? La
raison est simple. Dans une démarche de lissage des contours, les propriétés relatives a
I’extensivité ne nous intéressent pas, car un objet doit pouvoir s’étendre ou rétrécir loca-
lement. D’autre part, il est difficile de lier I'usage de filtres auto-duaux existants a notre
procédé de représentation de contours par éléments de surface. Au contraire, la notion
de pseudo-ouverture et celle associée de polymorphisme permettent de tisser une étroite
liaison.
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Cette section débute par la définition de I’érosion et de la dilatation partielles. Nous
établissons ensuite 'importante relation de dualité avant de terminer cette section en com-
binant les opérations pour construire des opérations appelées pseudo-ouverture et pseudo-
fermeture. Pour une étude compléete des propriétés et ’extension a la notion d’opération
partielle volumique, le lecteur est invité a consulter 'annexe B. Des utilisations de ces
opérations seront détaillées dans la section suivante par le biais de trois applications.

6.1.1 Erosion partielle

La morphologie mathématique définit I’érosion d’un ensemble X par un élément struc-
turant B, notée X © B, comme ’ensemble des points p tels que I’élément structurant trans-
laté par p est entierement inclus dans ’ensemble X. Par une interprétation moins formelle,
I’érosion effectue en quelque sorte une mesure de corrélation entre X et B pour chacun des
points de 1’espace [62] ou la corrélation est parfaite. L’opération d’érosion partielle définie
ci-apres prolonge de maniere analytique cette interprétation, tout en 1’assouplissant. En
soi, 'opération n’est qu'une réécriture de la notion de filtre? d’ordre ou de filtre de rang
(cf. [58]). L’opération partielle est définie dans Z>.

Définition 37 Soit A(.) l'opérateur qui calcule U'aire® d’un ensemble. L’ érosion partielle
de seuil m entier (0 < m < A(B)) d’un ensemble X par un élément structurant plan B est
l’ensemble

XBB={peZ’ AXNB,)>AB)—m}={peZ AB\X)<m} (6.1

Que signifie cette définition? Simplement que le translaté de B par n’importe quel point
de I'ensemble érodé intersecte I'’ensemble de départ avec une précision fixée par le seuil.
Il apparait en particulier que I’érodé partiel de seuil nul est 1’érodé habituel défini par la
morphologie mathématique. Autrement dit, ’érodé partiel est une extension de la notion
d’érosion morphologique, ce qui justifie ’appellation de la nouvelle opération.

Propriété 38
X8B=X06B (6.2)

Démongtmtion
p€ X © B & A(B,\X) =0, c’est-a-dire que B, C X. n

Remarquons que I’érosion partielle ne fait qu’ajouter des points a 1’érodé morpholo-
gique. C’est aussi un signe que 1’érodé perd son caractere de réduction de la taille en
fonction de la forme de 1’élément structurant. Le cas de m = A(B) est critique. En effet,
la définition en elle-méme n’a plus gueére de sens puisque 'aire est toujours positive. Au-
trement dit, 1’érodé partiel remplit 'espace Z? tout entier ; 'opérateur a agrandi la forme
au lieu de la rétrécir. Comme nous le verrons plus loin, dans son comportement, 1’érosion

2. En toute rigueur et suivant la terminologie morphologique, il ne s’agit pas véritablement d’un filtre
car il ne jouit pas de la propriété d’idempotence.

3. Dans Z?, aire est égale au cardinal de I'ensemble. Définir I’érosion partielle dans R? engendre de
réelles difficultés dues aux ensembles de mesure nulle ou aux ensembles non mesurables. On peut éviter
ces difficultés en travaillant dans Z", ou tout ensemble est mesurable.
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adopte le comportement d’une dilatation a partir d’une valeur de seuil proche de la moitié
de I'aire de I'élément structurant B.

La notion d’érosion partielle offre ’avantage d’étre paramétrique. Par un réglage du
seuil, parametre d’interprétation aisée, ’opérateur ajuste la précision. La description
d’algorithmes de lissage des contours illustrera pleinement le concept. En pratique, la
détermination du seuil en valeur absolue pose parfois probleme. Qu’a cela ne tienne, il
suffira de choisir alors un seuil directement proportionnel a I’aire de I’élément structurant.
Voici la définition qui en résulte.

Définition 39 L’érosion partielle de seuil relatif o, notée X é B, se définit par
X & B={peZ? AB\X) < aA(B)} (6.3)

C’est ce type de démarche qu’il conviendra d’adopter lorsque 'image est traitée avec
une palette d’éléments structurants ayant des tailles fort distinctes.

Extension de la définition d’érosion partielle. Le cadre restrictif des ensembles de
Z? ne doit pas masquer la généralité des propos tenus dans cette section. Ainsi, 1’érosion
partielle se définit aisément pour les images en niveaux de gris de Z" dans Z avec des
éléments structurants non plans, comme nous l’a mentionné RONSE (communication
privée).

Définition 40 Soient f une fonction et g une autre fonction définie sur le support D.
L’érosion partielle de seuil m de f par g est la fonction définie par

(f © 9)(h) = V{v| A({q € Dlv > f(h+4q) - g(g)}) < m} (6.4)

Cette égalité signifie que pour tout point h, on regarde les valeurs v telles que le translaté
de g par h, augmenté de v, se trouve en dessous de f sauf sur un ensemble de mesure
inférieure & m, ’enveloppe supérieure de (h,v) donnant I’érodé partiel.

6.1.2 Dilatation partielle

Revenons & Z2. En-deci d’un certain seuil, 'opération d’érosion partielle réduit Paire de
I’ensemble analysé. Pour les mémes valeurs de seuil, il existe une opération duale, appelée
dilatation partielle, définie également par SALEMBIER [84] et SIMON [90] sous des formes
un peu différentes.

Définition 41 Dans l’espace Z?, la dilatation partielle de seuil m entier (0 < m < A(B))
d’un ensemble X par un élément structurant B est [’ensemble

X&B={peZ’ AXNB,)>m (6.5)

v

ou l’écriture B, est un raccourci pour (B),.

Avoir introduit le symétrique de B dans la définition n’a pour seule raison que de
préparer le terrain pour la pseudo-ouverture et de conserver I’analogie avec le formalisme
existant, développé au chapitre 2.
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Interprétation. La définition du dilaté partiel impose que le nombre de points com-

muns entre X et le translaté du symétrique de B soit strictement supérieur au seuil m.

A(B)
Conséquemment, le dilaté de seuil A(B) est toujours vide: X & B = ().

Le dilaté morphologique est moins contraignant que le dilaté partiel puisqu’il exige
uniquement que Bp ait une intersection non nulle avec X. La dilatation partielle exige
quant a elle non seulement que I'intersection ne soit pas vide mais également que son aire
soit supérieure a un certain seuil. Tout comme pour I’érosion, il apparait que le dilaté de
seuil nul n’est rien d’autre que I’érodé morphologique :

0
X®B=X®B (6.6)

Nous avons développé des algorithmes rapides, basés sur ’histogramme local, pour le
calcul des opérations d’érosion et de dilatation partielles; ces algorithmes sont par ailleurs
tres semblables a ceux utilisés pour les opérations morphologiques usuelles. Nous renvoyons
a la page 117 pour une discussion plus détaillée de la mise en ceuvre par logiciel.

La dilatation partielle étend moins la figure que la dilatation morphologique. D’autre
part, I’érosion partielle réduit moins X que 1’érosion morphologique. Nous allons voir que
I’érosion et la dilatation partielles se rejoignent a mesure que le seuil se rapproche de la
moitié de l'aire de 1’élément structurant.

6.1.3 Correspondance entre les opérations d’érosion partielle
et de dilatation partielle

Les opérations d’érosion et de dilatation partielles sont duales.

Propriété 42 (Dualité des opérations partielles)

ey

(X 8 B)=X& (6.7)

Démonstration -
De la définition de dilatation partielle, il résulte que p € X @ B < A(X°N B,) > m. Or

A(X°NB,) = A(B,\X), et donc d’apres la définition de I'érosion partielle, p € X°¢ & Be
pe(X S B)°. u
Plus le seuil croit, plus I’érosion partielle perd son analogie intuitive avec 1’érosion mor-

phologique. Il en va de méme pour la dilatation partielle. Le lien entre les deux opérations
est résumé dans la proposition suivante, valable dans le cas discret.

Propriété 43

, m A(B)-m—1
Pour m entier, X©6B=X & B (6.8)
Des lors, tant que m < %, I'opération d’érosion partielle a plutot un caractere
A(B)—1

d’érosion. Pour m = =5—, ce n’est ni une érosion ni une dilatation; il s’agit alors d’un
opérateur appelé filtre médian si A(B) est impair. Au-dela de cette valeur limite, il y a
inversion du caractere de ’opération. Cette remarque est importante pour la suite car,
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par combinaison d’érosions et de dilatations, nous construisons toute une panoplie de nou-
velles opérations dont l'interprétation dépend tres fortement de la valeur du seuil. Il est
a noter que VAN DEN BOOMGAARD [101] ne définit pas explicitement la dilatation par-
tielle, jugeant préférable de la traiter comme une érosion de seuil complémentaire alors que
SALEMBIER [84] la dissocie complétement.

L’usage du filtre médian est assez répandu en traitement d’image suite a la propriété
suivante :

Corollaire 44 Le filtre médian (c’est-a-dire que m = A(BQ)_I et A(B) est impair) est
auto-dual . .
X e B=(X‘e B)f (6.9)
X & B= (X8 B)° (6.10)
Démonstration

Nous n’établirons que la premiere relation, la seconde s’obtenant par un cheminement
identique. Par définition du seuil d’un filtre médian, m = A(B) —m — 1, ce qui signifie que,
en vertu de la propriété 43, X 8 B=X éna B. D’autre part, le principe de dualité exposé
précédemment remplace le second terme par (X° 8 B)¢, ce qui démontre la relation. m

Ainsi, un ensemble et son complémentaire subissent le méme traitement, 1’opérateur
conservant cette propriété pour des images en niveaux de gris. L’inconvénient de cet
opérateur est sa non-idempotence. L’itération de I'opérateur conduit parfois a des oscil-
lations mais, plus la valeur s’écarte de cette médiane, plus les difficultés de convergence
par itération disparaissent. Ce n’est nullement un probléme pour nous, car tous les seuils
utilisés dans les filtres de lissage des contours (cf. section 6.2.2) sont éloignés de la valeur
de la médiane.

[’analyse du comportement des opérateurs partiels sous l’intersection et I'union fait
I’objet de ’annexe B. Nous y avons mené une étude complete pour relever les dissemblances
avec les opérations morphologiques correspondantes.

En morphologie mathématique, les opérateurs d’érosion et de dilatation servent de
maillons dans la synthése de filtres. Ceux que nous avons construits dérivent d’une
démarche similaire.

6.1.4 Les opérateurs composés: pseudo-ouverture et pseudo-
fermeture

Définitions

La pseudo-ouverture résulte de la mise en cascade d’une érosion et d’une dilatation.
Il n’est des lors plus souhaitable de les définir en toute généralité au moyen d’un seuil
unique, quoique dans certaines applications un seul seuil suffise. Dans I'immense famille
des opérations de pseudo-ouverture et de pseudo-fermeture, nous aurons a effectuer un
choix pour des applications concretes. Voici les définitions de ces deux opérateurs:

Définition 45 La pseudo-ouverture et la pseudo-fermeture de seuils (m,n) d’un ensemble
X par D’élément structurant B sont définies respectivement par

X

m,n

'B=(X&B)&B (6.11)
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et
m,n

X' B=(X®B)&B (6.12)

Si n est choisi égal & m, on notera les opérations par X 6 B et X ' B.

Propriétés. Tout comme I’étaient les opérations élémentaires, les opérations de pseudo-
ouverture et de pseudo-fermeture sont complémentaires. A témoin, la proposition suivante :

Propriété 46 (Dualité de la pseudo-ouverture et de la pseudo-fermeture)
(X ¢ B*=X°"e B (6.13)

Démonstration . .
21 7 . L 2 4 7 z _ 7 m,n

En utilisant ’équation 6.7 de dualité démontrée précédemment: (X ¢ B)*=[(X & B) &

]

B=(X&Br&B=(X®B) &B=x"¢"B.

Le comportement de la pseudo-ouverture et de la pseudo-fermeture n’est pas a pro-
prement parler celui des opérations morphologiques d’ouverture et de fermeture. Si les
opérations de pseudo-ouverture et de pseudo-fermeture sont croissantes, elles ne sont ni
extensives, ni anti-extensives, et encore moins idempotentes. C’est ’analogie de construc-
tion qui a guidé le choix du vocabulaire et non la similitude de propriétés.

On peut distinguer plusieurs types de filtres, au sens élargi du terme ‘filtre’. Parmi
ceux-ci, signalons X " B, X5 BetX "’ B pour le codage, avec les équivalents anti-
extensifs respectifs (X 8" B)NX, (X 6 B)NX et (X s B)NX. Ce dernier, appelé filtre
de rang-mazimum [81], est une ouverture.

6.2 Illustrations des opérations partielles : détection
des pointes d’un objet, lissage des contours et
filtrage d’images numériques

Pour des images abimées par un bruit, I’application des opérateurs partiels se répercute
par une suppression du bruit impulsionnel au méme titre que ’application des opérations
morphologiques usuelles. Par contre, leur action differe considérablement le long de la
frontiere : une figure égale a son ouvert est déformée d’une certaine maniére apres emploi
d’un filtre partiel de seuil non nul, avec en contrepartie une plus faible sensibilité a une
modification de I'ensemble X. C’est donc du coté des applications qui mettent I'accent sur
un traitement des contours qu’apparaitront les nouveaux outils dérivés des filtres partiels.

Les applications présentées dans la suite du texte étayent cette conviction. La premiere
recourt a l'utilisation de filtres partiels pour élargir des opérateurs de détection de traits
topographiques. La deuxieme, le lissage des contours, décrit un schéma destiné a transfor-
mer un jeu de contours de régions représentées par une image de labels. Cette démarche,
nouvelle a notre connaissance, s’apparente au raisonnement mené pour la construction du
centre morphologique [88, chapitre 8]. Dans une troisieme application, nous reprenons ce
raisonnement pour une image a teintes de gris.
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6.2.1 Détection des pointes d’un objet

En jouant sur différentes valeurs des seuils, I'expérimentateur peut obtenir des effets
fort variés sur les contours. Pour construire des outils, il suffit de reprendre les outils de
détection connus, comme les divers gradients morphologiques, et de remplacer certaines
opérations par des opérations partielles similaires.

Gradient et chapeau haut-de-forme partiels

L’anti-extensivité de I’érosion morphologique, garantie si I’élément structurant contient
’origine, signifie que 'image résultant de la différence ensembliste entre 'image originale
et I'érodée, appelée gradient morphologique interne, concentre son énergie a l’intérieur
de la figure prés des bords. Nous pouvons aussi bien adopter le raisonnement dual et
prendre le dilaté moins I'original, c’est-a-dire le gradient morphologique externe ; le résultat
s'interprete de la méme maniere. Par extension, le chapeau haut-de-forme partiel est obtenu
par différence entre ’original et le résultat de la pseudo-ouverture limitée a X.

Ces procédés s’appliquent tout autant a des opérations partielles, par prolongement na-
turel, en présence d’un bruit sur 'image. Avant de définir le chapeau haut-de-forme partiel
a titre d’illustration, nous désirons souligner le role des seuils dans les opérations partielles:
les opérations morphologiques sont tres sensibles a I’élément structurant utilisé, parfois au
pixel pres, alors que les opérations partielles atténuent légerement cette sensibilité. Cette
remarque se double d’une autre considération : la construction des opérations partielles met
en jeu des seuils qui conditionnent le résultat. Seule la combinaison élément structurant—
seuil(s) conduit & une interprétation correcte. Plus que jamais, 'expérimentateur doit
fixer précautionneusement son objectif pour s’en tirer a son avantage dans le dédale des
opérations qui sont & sa disposition.

Définition 47 Le chapeau haut-de-forme partiel de seuils (m,n) de X par B est défini par
HF™(X) = X\[(X "¢" B) N X] (6.14)

Pour détecter les bords intérieurs d’un objet, il conviendra de choisir un seuil de dilata-
tion égal a la longueur d’un coté de ’élément structurant. La figure 6.1 compare le gradient
morphologique interne en 8-adjacence, X\ (X © B), au chapeau haut-de-forme par un carré
2x2 construit avec la paire de seuils (0, 2). Hormis quelques pixels, les résultats concordent
alors méme que le raisonnement sous-jacent differe considérablement. A ce stade d’avan-
cement théorique, seule I’expérience peut guider I'utilisation de tel élément structurant ou
de telle paire de seuils.

Recherche des coins convexes d’une figure

Un emploi dicté par les propriétés des opérateurs partiels est la détection des parties
anguleuses, puisqu’il s’agit des parties d’'un objet présentant une grande sensibilité au
bruit. La figure 6.2 illustre la détection d’angles droits convexes d’un objet. Les traits
noirs de I'image de droite sont dérivés d’'un chapeau haut-de-forme partiel par un carré
4x4 avec la paire de seuils (0,3). Le chiffre 3 est idéal car, étant inférieur & la longueur
d’un coté, il empéche la détection des bords droits de la figure alors que, dans les coins,
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- &

Fi1c. 6.1 - Comparaison de deuz différences ensemblistes, représentées en nowr. L’tmage
de gauche résulte du gradient morphologique interne (I’ensemble moins [’érodé), tandis
que l'tmage de droite a été obtenue en soustrayant le résultat de la pseudo-ouverture de
seuils (0,2) de limage originale. On peut aussi obtenir limage de droite par gradient
morphologique interne en 4-adjacence.

la dilatation supprime des points formant une équerre. En d’autres termes, 'ouverture
partielle de seuils (0, 3) élimine les points qui n’appartiennent pas a 4 copies différentes de
I’élément structurant. Dans cet exemple, le chapeau haut-de-forme usuel par un losange
fournit le méme résultat. Cela n’est plus vrai si le contour est bruité.

aa

F1G. 6.2 - Détection des parties anguleuses convezxes d’un objet par application du chapeau
haut-de-forme partiel.

Ce dernier exemple illustre simultanément 1’énorme richesse que contient le concept
d’érosion partielle et la précision demandée dans son utilisation. Raisonner en termes
d’opérations partielles et non purement morphologiques n’est pas aussi facile parce que
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I’imprécision introduite par les seuils ne souffre aucune interprétation générale simple.

6.2.2 Algorithmes de lissage des contours

Par I'entremise des opérations partielles, il est possible de mettre au point des al-
gorithmes de filtrage des contours ayant des fonctions tres spécifiques. A la différence
des opérateurs comme les filtres alternés séquentiels, ou I'on utilise un élément structu-
rant unique dont la taille change au fur et a mesure, les opérations que nous proposons
dépendent d’un seuil et d’une famille d’éléments structurants.

Le filtrage d’une seule région ou d’une collection de régions ne se congoit pas d’une
seule maniere; la différence fondamentale tient au role que joue ’arriere-fond. Ou bien
I’arriere-fond n’apporte aucune information pertinente, ou alors, il est au contraire un
objet au méme titre que ’objet principal. Concretement, ce dernier cas signifiera que les
deux objets en présence sont traités sur un pied d’égalité, approche a tenir pour le filtrage
de régions. On s’oriente alors vers un filtre auto-dual.

Description d’un procédé de filtrage pour une image de labels

La description des techniques de filtrage suit le cheminement que voici: (1) décrire les
nuances algorithmiques en considérant un seul objet, (2) appliquer (1) & un ensemble d’ob-
jets en gérant les échanges des points entre régions pour que le traitement soit completement
symétrique. Conceptuellement, la méthode s’apparente a celle qui conduit a la notion de
centre morphologique pour une image binaire. La seule différence, toutefois importante, est
qu’il s’agit dans le cas présent d’une image de labels représentée par une série de niveaux
de gris non liés entre eux.

(1) Filtrage d’une seule région.
Nous désirons lisser le contour d’un objet X en tenant compte des éléments structu-
rants contenus dans une palette B. Plusieurs considérations entrent dans la compo-
sition du procédé de filtrage d’'une région:

x Filtrage simple au moyen d’un élément structurant unique. Pour
réaliser un filtrage qui agit de plein concert avec la représentation de forme,
il est préférable de choisir un élément structurant contenu dans B. Le filtrage
le plus simple a construire se compose d’une érosion partielle suivie d’une
dilatation partielle de seuils a priori quelconques. Prenons I'exemple de X traité
par une pseudo-ouverture de seuils (m,0) avec un carré. Le filtre place tous
les carrés dont l'intersection avec X differe au plus de m pixels. Si le seuil
de dilatation partielle est différent de 0, certains points de contours de I'objet
disparaissent.

x Filtrage avec une famille d’éléments structurants et un seuil relatif.
Pourquoi ne pas choisir plusieurs éléments structurants pour effectuer le filtrage?
Nous avons choisi cette option. Le filtre procede donc en premier lieu a la pseudo-
ouverture par chacun des éléments structurants de la famille B, puis il réunit
les différents résultats. Une premiere expression du filtre F' appliqué a la région
X devient :

F(X)=J{x "¢"B| Be B} (6.15)
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La famille B ne peut bien évidemment contenir le pixel isolé dont la pseudo-
ouverture fournirait 'ensemble X lui-méme. Si nous avions pris (X '8 B) N X
au lieu de X 8" B, F (X) serait inclus dans X. L'intérét du procédé de filtrage
tient précisément au fait qu’on autorise une extension locale de X. Cet effet
deviendra plus clair au moment d’analyser le filtrage d’un ensemble de régions.
Il convient encore d’attribuer une paire de seuils & chaque pseudo-ouverture.
L’idée centrale consiste a choisir une paire de seuils relatifs, identiques pour la
plupart des éléments B. La conséquence de ce choix est double: primo, dans un
schéma global de codage des contours, tel celui avec une boucle de rétroaction,
n’interviennent plus que deux seuils, éventuellement liés, secundo, le seuil est
accordé a la sensibilité au bruit de I’élément. En choisissant un seuil proportion-
nel a la surface, le filtrage autorise une erreur plus grande pour des éléments
de grande taille, contrecarrant la sensibilité au bruit. En conclusion, les filtres
s’expriment par :

Fof(x) = J{x ¥ B| B € B} (6.16)

ol « et [ sont des seuils relatifs identiques pour chaque élément structurant B.
Notons que les seuils absolus sont calculés en arrondissant au plus petit entier
inférieur. Par exemple, si « vaut 0,1 et A(B) = 4, la valeur considérée pour m
sera 0.

Processus itératif. Comme le filtre n’est pas idempotent, son application
répétée produit des résultats intermédiaires différents. L’itération du processus
précédent a pour effet de grignoter progressivement les petites régions, en ren-
dant ’objet pour ainsi dire plus convexe. Loin de la valeur de la médiane, valeur
susceptible d’engendrer des oscillations, la convergence est suffisamment rapide
pour permettre d’interrompre le processus apres quelques itérations. La pratique
montre que le filtre itéré, noté FP, lisse les contours et supprime les petites
régions contenues dans les grandes régions. Par contre, les parties de I'image
a grande densité de contours ne subiront aucun lissage parce que la dilatation
partielle I'interdit, a condition de choisir un seuil de dilatation non nul. Ainsi,
les contours de I'image sont globalement conservés sans effet de lissage exagéré,
mais avec la particularité voulue de s’intégrer au procédé de représentation de
la forme.

(2) Filtrage d’un ensemble de régions.

Le probleme qui se pose lors du filtrage d’une image de labels est le partage des points
qui appartiennent au résultat filtré de plusieurs régions ou celui des points délaissés
par toutes les régions.

x Gestion des conflits d’attribution de points. La représentation des con-

tours concerne non pas une seule région mais une collection de régions a priori
de toutes formes et de toutes tailles. La construction des filtres pour une famille
de régions se résume a filtrer chaque région par pseudo-ouverture et a partager
par une regle préfixée les points a indétermination. En d’autres termes, nous
commengons par appliquer le filtre F%? & chacune des régions Xy, puis les
points appartenant a deux ou a aucune des régions reviennent a leur ensemble
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d’origine. En conclusion, la définition formelle du filtre de contours est :

p € FYP(Xy) et p & F&P(X;),Vi # k, ou
pE Ggg’B(Xk) &S peXpetJi,jli#j, pe FEP(X;) et pe F&P(X;), ou
p € Xy, et Vi, p ¢ F3P(X;)
(6.17)

En plus de la complexification du raisonnement qu’entraine 'usage de filtres partiels,
la question algorithmique menant & une réalisation de ces filtres a dii étre examinée avec
attention. La tache paraissait délicate en raison de la présence des seuils introduits dans les
définitions des opérateurs partiels. Une étude menée en profondeur a abouti a la mise au
point d’algorithmes de calcul spécifiques dont le chapitre 5 fait un large écho. Il en résulte
que le surcoiit du calcul d’une pseudo-ouverture est seulement de quelques pour cent par
rapport a celui d’une ouverture morphologique usuelle.

Des exemples d’images filtrées

Pour décrire aisément les éléments structurants intervenant dans le filtre et les seuils
associés a chacun d’eux, nous avons adopté une notation ‘lispienne’ qui précise élément
apres élément et leur adjoint les seuils. Par exemple, (c16 0,1 0,05 15 0,05 0,0) signifie
qu’il s’agit d’un filtre construit avec un carré de taille 16, de seuils 10% a ’érosion et 5%
a la dilatation, et un losange de taille 5 avec a=0,05 et 5=0,0.

Les résultats peuvent s’interpréter suivant quelques axes tels 1'effet des éléments struc-
turants, I'influence du seuil de dilatation pour un méme seuil & 1’érosion, la construction
d’un filtre en correspondance avec la forme des éléments structurants utilisés dans une
palette de codage, ou la progressivité du filtrage par ajout d’éléments structurants de plus
en plus petits. Ci-apres, nous discutons deux de ces aspects.

Effet des éléments structurants. La forme des éléments structurants conditionne le
résultat comme en témoigne la figure 6.3, ou l'on voit deux images, de taille 128x128,
filtrées® par les séries (c8 0,1 0,0 c4 0,1 0,0) et (c8 0,1 0,015 0,1 0,0). La différence entre
les deux filtres, remplacer un carré de taille 4 par un losange de taille similaire, déteint
immédiatement sur le résultat.

Action du filtrage sur la taille de la représentation. Diminuer le débit des contours
est I’objectif majeur de I'introduction d’un filtrage dans la boucle de codage des contours.
En termes méthodologiques, cela équivaut a allier le codage et le filtrage. La représentation
des formes proposées au chapitre 7 transforme chaque région X, en une série de triplets
(B,z,y), on B € B' indique un élément structurant contenu dans X et (z,y) € Z2, sa
position dans le plan. Pour une telle description par éléments de surface, il va de soi que,
s’il y a adéquation entre les éléments structurants de filtrage et de la description, le nombre
de triplets diminue et, de fil en aiguille, le cotlit de codage car il en dépend directement.

4. Le LISP est un langage fonctionnel interprété, utilisé dans le domaine de 'intelligence artificielle. Il
a servi de base au logiciel X1im, dans lequel nous avons intégré tous nos travaux.
5. Le signal original est la premiere image de la figure 6.4.
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Fi1G. 6.3 - Influence de la forme d’un élément structurant dans la construction d’un filtre.
L’image de gauche a été filtrée par des carrés de taille 8 et 4, toutes les pseudo-ouvertures
ayant été menées avec la paire de seuils relatifs (10%, 0%). L’image de droite est obtenue
en remplacant le carré de taille 4 par un losange de diagonale 5, toutes choses égales
d’ailleurs.

La figure 6.4 et le tableau 6.1 collectent des informations sur les représentations de
quelques images filtrées. La derniere ligne du tableau montre que certains filtres apportent
une économie de triplets considérable alors que le lissage des contours reste acceptable. Ce
résultat provient de I’étroite liaison qui rapproche le procédé de filtrage et la représentation.

‘ Description des filtres ‘ Points ‘ Triplets ‘
Aucun filtrage 100% | 100%
(c16 0,05 0,03 c8 0,03 0c4 0,8 0c2 0 0112 0,05 0,0315 0 0) 88% 85%
(c15 0,05 0,03 ¢3 0,05 0,03110 0,05 0,0313 0,05 0,03) 90% 90%
(c15 0,05 0 ¢10 0,05 0 c5 0,05 0 c3 0,05 0110 0,05 015 0,05 0) | 73% 60%

TAB. 6.1 - Tableau comparatif de représentations d’images filtrées. La premiére co-
lonne décrit les filtres appliqués auz différentes images de la figure 6.4. Les colonnes sui-
vantes chiffrent le nombre de points de contours et le nombre de triplets compris dans la
représentation en valeurs relatives par rapport a celles de l'image originale. La palette de
représentation est formée de 8 éléments: c64, c32, cl16, c8, c4, 15, c2, cl.

6.2.3 Filtrage d’images en niveaux de gris

Les filtres partiels ont été créés initialement pour obtenir un lissage des contours avec
des éléments de surface. Rien n’empéche de les utiliser sur des images en niveaux de gris.
Le passage a des images a teintes de gris se réalise soit en généralisant ’expression de
F%P soit en en appliquant ce filtre & chaque image binaire résultant d’un seuillage de
I'image numérique et en empilant les résultats, opération licite en vertu de la croissance
des filtres. Nous avons testé 'efficacité des filtres partiels sur des images a teintes de gris,
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Filtre: (c16 0,05 0,03 c¢8 0,03 0 c4
0,30c2 00112 0,05 0,0315 0 0).

Image de labels originale.

N

Filtre: (c15 0,05 0 c10 0,05 0 c5
0,05 0 c3 0,05 0110 0,05 015 0,05
0).

Filtre: (c15 0,05 0,03 ¢3 0,05 0,03
110 0,05 0,0813 0,05 0,085).

F1G. 6.4 - Images filtrées pour une comparaison de leur représentation.

bien que cela ne fasse pas partie de nos premiers objectifs. Ceci dit, la réalisation sur
des images complete merveilleusement 'interprétation de I'action des filtres. La figure 6.5
montre quatre images: I'image (a) est 'originale ; nous avons représenté I'image produite
par un filtre (c4 0,25 0,13) a sa droite, et enfin, les images (c) et (d) ont été traitées par
des filtres alternés séquentiels ¢y et v¢® pour étayer la comparaison.

Il apparait trés clairement sur cet exemple que le filtre partiel F# généralisé supprime
les petites régions attenantes ou contenues dans une grande région. Ainsi, les cheveux clairs
ont disparu de méme que la ligne noire contenue dans le bandeau. En outre, ce filtre efface
tout aussi bien les petites régions blanches que noires car il est auto-dual, ce qui n’est

6. Ces combinaisons d’ouvertures 7y et de fermetures ¢ se lisent de la droite vers la gauche. De plus,
les indices repris dans la légende de la figure 6.5 désignent la largeur du carré choisi comme élément
structurant.
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(a) Image originale.

"

i

i e
(c) Filtre alterné séquentiel ¢4y4h373¢972- (d) Filtre alterné séquentiel v4¢47y303720.

Fi1G. 6.5 - Traitement d’une tmage en niveaux de gris par un filtre partiel et comparaison
avec des filtres alternés séquentiels.

certes pas usuel en traitement d’image. Les théoriciens de la morphologie mathématique
recourent généralement a des astuces pour atténuer l’asymétrie des traitements, telle la
mise en cascade d’opérations complémentaires. En comparant les images (c) et (d), on
peut voir que les filtres v¢ et ¢y adoptent un comportement différent sur les parties claires
ou sombres de 'image. La forme de 1’élément structurant y est également plus visible.

En conclusion, les filtres partiels du type F%# éliminent les petites régions, ils préservent
globalement les contours des autres régions et présentent une plus faible sensibilité au
bruit que les opérations morphologiques correspondantes, grace a la mise en ceuvre du
concept d’érosion partielle. Comparer en toute généralité les filtres partiels aux filtres
morphologiques auto-duaux est assez difficile, mais il faut remarquer que les filtres partiels
agissent différemment le long des frontieres des objets et qu’ils permettent d’obtenir des
effets de filtrage tres marqués sans perdre la propriété d’auto-dualité.
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6.3 Le polymorphisme, un nouvel outil de descrip-
tion géométrique: application au lissage des con-
tours

Lors du filtrage d’'une image de labels, un point est obligatoirement transféré d’une
région a une autre. La difficulté d’interprétation se double alors d’une difficulté de décision :
quel critere peut-il amener a déplacer des points? Nous avons vu que les filtres partiels
permettent de générer des procédés de lissage de contours, congus a partir de la pseudo-
ouverture, qui peuvent étre tres variés.

La nouvelle notion de polymorphisme, theme de cette section, débouche sur une alter-
native intéressante au filtrage des contours, tout en étant étroitement liée aux opérations
partielles. Elle s’apparente a la notion de fonction de distance, connue en morphologie
mathématique; en chaque point, cette derniére attribue la distance au plus proche point
de la frontitre. A l'inverse de la fonction de distance cependant, le polymorphisme peut
tenir compte d’un élément structurant particulier.

Apres avoir défini le polymorphisme d’un point et d’une image a teintes de gris, nous
passerons ses principales propriétés en revue. Il s’en dégage une étroite liaison avec la
notion d’ouverture morphologique. De fait, le polymorphisme complete cette interprétation
en différenciant les positions des points dans 'ouvert, avantage utile pour accélérer, par
exemple, le choix des éléments structurants dans I'optique d’une représentation de la forme.
Nous terminons cette section en développant un schéma de lissage des contours entierement
basé sur la notion de polymorphisme.

6.3.1 Définition du polymorphisme

La question primordiale de la représentation d’une région par un élément structurant
se résume a savoir si un point fait partie de 'ouvert X o B. Pour extraire une informa-
tion relative au recouvrement d’une région par un élément structurant, nous proposons le
concept de polymorphisme. Le polymorphisme d’un point z est le nombre des différents
translatés de B qui sont inclus dans X et comprennent z. Un exemple dans Z? est fourni
a la figure 6.6. On y voit les deux seuls carrés 3x3, dessinés en gris, comprenant le point
x et inclus dans X. La zone foncée couvre la région ou les deux éléments s’intersectent ; la
valeur du polymorphisme est plus élevée en ces points.

Le polymorphisme d’une région s’obtient par sommation du polymorphisme de ses
points. Voici les définitions formelles.

Définition 48 (Polymorphisme d’un point et d’une région) Soient X une région
de Z? et x un point de Z*. Le polymorphisme de z est défini par

Pxp(z)=A({pe Z?lr € B, C X}) = A{p € X © Blz € B,}) (6.18)

Le polymorphisme d’une région par rapport o [’élément structurant B est la fonctionnelle,
notée Pg(X), qui fait correspondre a X entier calculé par la somme des polymorphismes
de chacun de ses points Px g(z) : Pp(X) = Y ,ex Px,5(x).

Remarquons que le polymorphisme d’une région est égal au produit de ’aire de 1’érodé
X © B et de l'aire de B:
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Fic. 6.6 - Interprétation du polymorphisme. Il est possible de placer deux carrés 3x3
passant par x et contenus dans X.

Théoréme 49

Ps(X)=A(X 6 B)A(B) (6.19)
Démonstration
Soit la variable booléenne ¢ telle que:
1 si z€B
§(z € By) = . P
( b) 0 si z¢ B,

En développant 'expression de Pg(X):
Pp(X) = Xiex Pxp(z) =2ex A{{p € X © Blz € B,})
= Ysex Lpexon (T € By) = Ypexop Locx (T € By)
= YpexonA(By) = A(X © B)A(B)

La figure 6.7 indique les polymorphismes des points d’une région calculés pour un
élément structurant carré 3x3. Le polymorphisme de la région vaut 54. Les polymorphismes
les moins élevés délimitent la frontiere de la région. Les plus élevés se retrouvent tout
naturellement au centre de la figure.

Fi1G. 6.7 - Polymorphisme des points d’une région pour un élément structurant carré 3z3.
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Comme seconde illustration, les polymorphismes des points de l’image segmentée,
présentée a la page 100, sont reproduits a la figure 6.8 pour différents éléments struc-
turants: (b) un carré 15x15, (c¢) un carré 32x32 et (d) un losange d’une largeur 25 de
diagonale. Remarquons que toutes ces images contiennent les contours des régions en
sur-impression.

(c) Polymorphisme pour un carré 32x32.  (d) Polymorphisme pour un losange.

Fi1G. 6.8 - Le polymorphisme des points d’une image de labels. La convention prise pour
exprimer les teintes de gris est inversée par rapport a celle suivie ailleurs. Ici, la valeur du
noir est 255. D’autre part, ’apparition des courbes de niveau est due a un dépassement de
la dynamique [0,255].

Nous avons introduit la dilatation partielle avec I'objectif d’affecter le comportement
de la dilatation morphologique pour les points situés sur la frontiere. Or, c’est bien le long
du contour que I’on trouve les points dont la valeur du polymorphisme est la plus faible.

1
Par exemple, si X et B sont des carrés, (X © B) & B supprime tous les coins de X
voire le carré entier si X = B. Cette constatation suggere l'existence d’un lien entre les
m
opérations partielles et le polymorphisme. De fait, (X © B) & B sélectionne les points dont
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le polymorphisme vaut m + 1 ou plus.

Propriété 50
re€(X6B)®B & Pxplz)>m (6.20)

Démonstration . 5

Par définition de la dilatation partielle, x € (X ©B) @ B< A(X©B)NB,) >m.lly
a donc m + 1 points de X © B appartenant & B,. Soit p un tel point. p € B, & p—1x €
Ber—-peBezxc B,. Mais comme p est contenu dans I’érodé, B, C X. [ ]

La notion de polymorphisme s’étend sans peine a une famille d’éléments structurants
ou a des images en niveaux de gris.

Définition 51 (Polymorphisme pour une famille d’éléments) Le polymorphisme
de x € Z? par rapport ¢ X et par rapport ¢ une famille B est la somme des polymorphismes
obtenus pour chacun des éléments structurants :

PX,B(QT) = Z PX,B(.’L') (621)

BeB

Définition 52 (Définition du polymorphisme d’une fonction) Soit f une fonction
en niveauz de gris de Z* dans R. Le polymorphisme de f pour U’élément structurant plan
B est lopérateur défini par :

.72 . 0 si f(h) # foB(h)
Pg(f)(h) : Z* = Z : f(h) —>{ A({p € Z’|h € B, et f o B(p) > f(h)}) sinon (6.22)

Le polymorphisme d’une fonction est insensible a I’ajout d’une constante et a un chan-
gement d’échelle: Pg(f 4+ v) = Pp(f) et Pg(af) = Pg(f) pour tout o, v € R. Suivant les
termes d’une interprétation topographique, la valeur du polymorphisme est élevée au creux
de larges vallées, sans que la hauteur des sommets voisins n’intervienne ; nous avons marqué
de telles configurations par des croix blanches dans I'image de droite de la figure 6.9. En
ce sens, le polymorphisme fait le contrepoids de la notion de dynamique introduite par
GRIMAUD en morphologie mathématique [31]. La dynamique d’un minimum est définie
comme la plus petite hauteur a grimper pour parvenir a un minimum inférieur, quelle que
soit la distance entre ces deux minima.

Par extension du polymorphisme, on pourrait imaginer d’attribuer la surface de la tache
connexe a un minimum, obtenue dans le plan de sa hauteur. De cette maniere, il y aurait
une hiérarchisation des minima, utilisable par exemple dans une segmentation par ligne de
partage des eaux.

6.3.2 Propriétés du polymorphisme binaire

Le polymorphisme jouit de quelques propriétés partagées par la plupart des opérateurs
morphologiques : croissance, invariance en translation et connaissance locale. Les propriétés
non démontrées sont des applications immeédiates du théoreme 49.

Propriété 53 (Croissance) Le polymorphisme est croissant. Si X CY alors Pg(X) <
Pg(Y).
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FiG. 6.9 - Marquage des points a polymorphisme élevé dans une image a teintes de gris.
Les croiz blanches indiquent [’emplacement des points ou le polymorphisme par un carré
12x12 est mazrimum.

Propriété 54 (Invariance en translation)
Vp € Z°, Pp(X,) = Pg(X) (6.23)

D’autres propriétés fixent les bornes des valeurs du polymorphisme en fonction de 1’é1é-
ment structurant considéré. Ainsi, le polymorphisme d’une figure qui peut se représenter
par un seul élément structurant vaut A[B]. De plus, la valeur de Px p(z) ne dépasse jamais

A[B].
Propriété 55 Pour B borné,
si X = B, alors Pg(X) = A(B). (6.24)

Propriété 56
Vo € Z%, Pxp(v) < .A(B) (6.25)

Démonstration
Ce résultat est évident car, dans le meilleur des cas, le point x occupe successivement
toutes les positions de B translaté. Comme le nombre de ces positions est limité a ’aire de

B, nyB(.’I,') S A(B) | ]

Ces relations tissent un premier lien entre ’ouvert d’un ensemble et le polymorphisme.
Il existe un autre lien qui précise que le polymorphisme des points extérieurs a 1’ouvert est
nul et, inversement, que tout point de polymorphisme non nul appartient a I’ouvert.

Propriété 57 Sixz & X o B alors Px,g(z) = 0. Par-la méme, Pg(0) = 0.

Démonstration
Par interprétation de l'ouverture de X, x € X o B < dp|z € B, C X. Si un tel point p
n’existe pas, z n’appartient pas a 'ouvert et suivant la définition 6.18, Px g(z) =0. =
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Le polymorphisme : un outil pour exprimer le remplissage de X par un élément
structurant B. Il est possible d’orienter ’optimisation d’une représentation de forme par
éléments structurants en fonction des valeurs du polymorphisme, car elles expriment, par
comparaison avec la surface de B, le degré de recouvrement des éléments structurants a
I’'intérieur de 'ouvert. Tout d’abord, remarquons que tout ouvert non vide comprend des
points inclus dans une seule copie de 1’élément structurant. Pour plus de généralité, nous
passons momentanément 3 R2.

Lemme 58 Soient X, B des ensembles compacts de R? et XoB un ouvert morphologique”
dintérieur non vide. On trace les tangentes a X o B a partir d’un point r extérieur a
l’enveloppe convere de X o B ; ces tangentes sont telles que X o B est totalement inclus
dans le secteur angulaire qu’elles délimitent. Les deux points de contacts les plus proches
de 1 le long des tangentes sont tels qu’ils n’appartiennent chacun qu’a un seul élément B,
contenu dans [’ouvert.

Démonstration

Soit @ le point le plus proche de r sur une des tangentes. Comme @ appartient a l'ouvert,
il existe p tel que a € B, C X o B. Supposons que ¢ soit inclus dans une autre copie de
B contenue dans l'ouvert: 3¢ # 0 |a € B+, C X o B. En toute généralité, on peut placer
l'origine des axes T et i/ en a de sorte que I’axe ¥ soit confondu avec la tangente; ceci est
illustré a la figure 6.10.

X0B

Fig. 6.10 - Placement des azes de R>.

Par définition de la tangente et suite au placement de I’origine, il est clair que la composante
¢, de g suivant I’axe & doit étre positive: ¢, > 0. D’autre part, a € By, & a—q € B,. Or,
tous les points de B, ont une coordonnée positive suivant & et comme a, = 0, cela signifie
que ¢; < 0. En combinant ce résultat avec le précédent, on a g, = 0. Si la composante
suivant Z de ¢ est nulle, il reste a examiner la valeur g,. Il est clair que ¢, > 0. En effet, si
ce n’était pas le cas, le point de B, correspondant a a dans B, serait un point plus proche

7. Partout dans cette section, 'ouvert est considéré au sens morphologique; il faut prendre garde & ne
pas confondre la notion d’ouvert morphologique avec celle d’ouvert topologique.



6.3 Le polymorphisme : définition et application au lissage des contours 161

de 7 le long de la tangente car ¢, = 0. D’un autre c6té, le point a — ¢ (€ B,) ne peut avoir
une coordonnée suivant ¥ inférieure a celle de a, autrement dit a, — ¢, > a, & ¢, < 0.
A nouveau, par combinaison avec g, > 0, on a ¢, = 0 . Ainsi, ¢ = 0, ce qui contredit
I’hypotheése. a appartient donc a un seul translaté de I’élément structurant contenu dans
I’ouvert. ]

Théoreme 59 Soient X, B des ensembles compacts de R* et X o B ’ouvert morpholo-
gique d’intérieur non vide. Il existe 3 points de l’ouvert qui n’appartiennent qu’a un seul
translaté de B contenu dans l'ouvert. Dans R, il y a 2 points de ce type.

Démonstration

Pour établir le théoreme, nous commencons par construire un triangle dont les c6tés sont
tangents a 'ouvert X o B et dont les sommets sont en dehors de ’enveloppe convexe de
cet ensemble. Si X et B sont des compacts, I'ouvert est aussi un compact et un tel triangle
existe toujours. En vertu du lemme 58, deux points inclus dans un seul translaté sont
associés a chaque sommet du triangle. Dans le pire des cas, ces points sont confondus et
alors ils sont au nombre de 3. Dans R, les deux points de X o B situés le plus a gauche et
a droite sont clairement contenus dans un seul élément structurant. [ ]

Conjecture 60 Si X et B sont des ensembles compacts d’un espace R" et [’ouvert mor-
phologique X o B est d’intérieur non vide, il existe n + 1 points de 'ouvert qui ne sont
inclus que dans un seul translaté de B contenu dans ’ouvert. Ce résultat a €té prouvé dans
R et R?.

Ces points appartiennent donc a un seul élément structurant. Dans une technique de
représentation de I’ouvert par éléments de surface, il faudra recouvrir tous les points, alors
autant commencer par placer les éléments structurants de maniere a recouvrir en premier
lieu les points n’appartenant qu’a un seul élément structurant. Ce raisonnement peut encore
étre répété apres avoir retranché ces points, voire les éléments structurants correspondants.
Cette idée est mise en ceuvre dans le chapitre 7 (cf. page 177).

6.3.3 Comment calculer le polymorphisme?

De méme qu’au départ les praticiens de la morphologie mathématique pensaient a
la lourdeur du calcul, on pourrait étre tenté de rejeter le concept parce que la réalisation
semble exiger une recherche exhaustive. Pourtant, il y a moyen de construire un algorithme
de calcul rapide. La propriété suivante est a la base d’une implémentation pratique du
polymorphisme. Pour 'illustrer, nous proposons au lecteur de faire ’exercice sur ’exemple
de la figure 6.7.

Propriété 61 Pour tout point x de X,
Px,p(z) = A[(X © B) N (B),] (6.26)

Démonstration
On meéne un raisonnement similaire & celui qui a conduit a la propriété 50. Soit un point
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p appartenant a (B),. Apres transformation, p € (B), < z € B,. Or, p est contenu dans
I’érodé et des lors B, C X. Ainsi, x € B, C X. Il suffit de prendre I'aire de ’ensemble des
p qui remplissent cette condition pour obtenir le polymorphisme. [ ]

L’égalité 6.26 fait intervenir une simple érosion. D’autre part, les algorithmes de calcul
par histogramme local permettent de déterminer la valeur de l'intersection avec 1’érodé
en une seule étape; il suffit pour cela de relever la fréquence des points différents de 0.
Dans le cas d’'une image de labels, il est méme possible d’obtenir le polymorphisme de
tous les points par le mécanisme suivant. Chaque point de 1’érodé recgoit la valeur du label
uniquement si la fréquence de ce label est égale a ’aire de B a l'intérieur de la fenétre.
Un second balayage avec I’histogramme parcourt 1’érodé, établit le nombre de points de
Bp ayant la méme valeur de label qu’en p dans 'image de départ, et affecte cette valeur
au point p. En conclusion, le temps de calcul pour traiter une image de labels correspond
a celui de 'ouverture d’une image binaire.

6.3.4 Application au filtrage

Dans une technique de représentation de la forme par éléments structurants, la position
exacte des points du bord est critique et peut entrainer une forte sensibilité au bruit. La
valeur du polymorphisme donne une sorte d’image de cette sensibilité, tout en caractérisant
le recouvrement entre éléments. Ainsi tout naturellement, le polymorphisme d’un point
‘central’ est plus élevé que celui d’un point de la frontiere.

Le procédé de lissage des contours décrit ci-apres reprend le principe développé lors
de I’étude des filtres partiels: changer ’appartenance de certains points en fonction d’un
critere évaluant ’efficacité d’une représentation. Dans le cas présent, il s’agit de maximiser
le polymorphisme total en échangeant des points pour lesquels Py g(x) est petit.

Le schéma de filtrage proposé, valable pour une image de labels L composée de M
régions (L = Ui<j<um X;), comprend plusieurs étapes:

(1) Calcul du polymorphisme des points de I'image de labels. Tous les points de poly-

morphisme nul recoivent un label fictif, noté [;.

(2) Tous les points dont le polymorphisme dépasse un certain seuil sont attribués a leur
région d’appartenance, une fois pour toutes.

(3) Phase itérative:
(3.1) Pour chaque point non attribué et ayant un voisin de label différent, on calcule
la variation de polymorphisme subséquente a une réallocation du label. Si la
configuration 1'autorise, on choisit tour a tour tous les labels voisins.

(3.2) Parmi tous les choix possibles, on réalloue le point qui produit le plus grand
accroissement de polymorphisme total.

(3.3) Mise a jour des polymorphismes et des variations résultant d’échanges entre
régions dans une fenétre de taille B @ B, centrée sur le point modifié.

(3.4) Retour en (3.1) tant que 'accroissement de polymorphisme est strictement
supérieur a 0.

Une petite remarque est propre a l’étape (3.2). Il se peut trés bien que plusieurs
points, produisant un méme accroissement de polymorphisme total, soient compris dans



6.3 Le polymorphisme : définition et application au lissage des contours 163

une fenétre de type B @ B, c'est-a-dire la zone dans laquelle les points s’influencent. On
peut fixer une reégle arbitraire pour sélectionner un tel point, le résultat final n’étant pas
tres sensible a la maniere de le choisir.

Nous avons rassemblé quelques images filtrées a la figure 6.11. La notation (; représente
le filtre ‘polymorphique’ avec un élément structurant carré de taille ¢, ol seuls les points de
polymorphisme nul étaient susceptibles d’une réallocation. A la maniere des filtres alternés
séquentiels, la mise en cascade de filtres de taille croissante, comme ceux utilisés pour
produire les images (c) et (d), permet le lissage progressif des grandes régions alors que les
petites disparaissent.

(c) Image filtrée par (3(s. (d) Image filtrée par (4(3(s.

Fi1c. 6.11 - Comparaison des contours d’images de labels filtrées par application du poly-
morphisme. (; représente le filtre ‘polymorphique’ avec un élément structurant carré de
taille 1.
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Conclusions du chapitre

Dans une description d’image orientée par la notion d’objet, représenter les contours est
une affaire délicate et d’autant plus importante que le débit associé aux contours est élevé
par rapport au débit des textures. Pour simplifier la représentation de la forme et diminuer
la sensibilité a un changement local, il est intéressant de lisser les contours. Encore faut-il
que le filtrage soit cohérent avec la représentation !

Ce chapitre a détaillé deux techniques de lissage basées sur une approche commune qui
consiste a travailler a partir d’éléments de surface et a échanger des points entre régions.

La premiere famille de filtres s’articule sur la notion d’opérateur partiel dans le cadre
général de la morphologie a seuillage. Quelques illustrations ont complété les développe-
ments théoriques de maniére a éclaircir les effets des opérateurs partiels. Puis, nous avons
décrit un procédé de lissage de contours auto-dual et analysé son comportement.

Le concept de polymorphisme d’un point et d’une région est a ’origine de la seconde
technique de lissage des contours. Dans un premier temps, nous 1’avons défini et étudié ses
principales propriétés. Il apparait que le polymorphisme enrichit une simple description
menée au moyen de l'ouverture; le résultat nuance mieux l’appartenance d’un point a
une région, tout en conservant le caractere local des opérations morphologiques. Quant a
I'implémentation, elle ne pose pas la moindre difficulté parce que les algorithmes rapides
utilisant ’histogramme local conviennent parfaitement. In fine, nous avons intégré 1’outil
que constitue le polymorphisme dans un schéma de lissage de contours.

Si nous 'avons développé dans le cadre des opérations partielles et du polymorphisme,
le principe de filtrage est tres général. Il revient a se doter d'un moyen de caractérisation
géométrique local des objets et a distribuer les points entre régions pour augmenter la
régularité géométrique. On pourrait par exemple imaginer l'utilisation de la fonction
d’étanchéité ou de la bissectrice conditionnelle (cf. [87]) pour lisser les contours.



Chapitre 7

Représentation et codage des
contours

Introduction

Ce chapitre développe une représentation de la forme et la transforme a des fins de
codage.

Représenter la forme d’un objet unique exige la description précise de son contour.
S’agissant d’'une image de labels, la question est quelque peu différente car une région
partage certaines frontieres avec les régions voisines. Pour éviter une double représentation
des contours des régions et, plus généralement, pour exprimer I'organisation spatiale des
régions, nous avons choisi d’interpréter les relations de voisinage des régions par un graphe.
Ce modele, dont le role apparait plus loin, est exposé a la section 7.1.

La section 7.2 détaille quelques représentations de la forme décrites dans la littérature.
Nous distinguons les méthodes externes, basées sur une description des frontieres par suivi
de contour, des méthodes internes qui recouvrent l'intérieur d’'une région par une série
d’élément structurants.

Le cadre général d’une représentation de base fait ’objet de la section 7.3. Le prin-
cipe consiste a remplir une région au moyen d’éléments structurants contenus dans une
palette B. Afin de réduire le nombre total d’éléments structurants nécessaires, on autorise
le recouvrement des régions déja représentées, ce qui suppose un ordre de représentation
des régions. Il n’en résulte aucune ambiguité si I’ordre est connu du procédé de recompo-
sition 7. Pour rappel, I’approximation est obtenue par recomposition de la représentation :
m(X) = 7[p(X)].

La représentation étudiée n’est pas exempte d’un certain recouvrement géométrique
entre éléments structurants d’'un méme type. La section 7.4 explique par quels procédés il
est possible de restreindre les contributions de certaines familles d’éléments sans affecter
la qualité de ’approximation.

En vue de réaliser le codage de la représentation, une phase de réduction, développée
a la section 7.5, opére une réorganisation et une simplification supplémentaire de la
représentation par un algorithme adaptatif. De plus, elle fixe 'ordre de codage des régions.
Les quelques essais effectués montrent que le cout de codage de la représentation est
supérieur au cout d’un codage par suivi de contours. Il faut néanmoins se garder de tirer



166 Chapitre 7. Représentation et codage des contours

des conclusions hatives que certaines modifications, parmi toutes celles envisageables et
proposées a la fin du chapitre, pourraient contredire.

Ce chapitre est un essai qui débouche sur des nouvelles pistes de recherche ; il ne prétend
pas résoudre la question du codage.

7.1 Eléments de modélisation

La difficulté majeure rencontrée dans la représentation d’une image de labels est la
traduction rigoureuse de la démarche. Comment, par exemple, décrire brievement la forme
d’une région ou exprimer qu’une région est voisine d’une autre? Ala base, il y a donc un
probleme de modélisation.

Pour répondre a ces questions, nous avons utilisé deux théories existantes. La premiere
est la morphologie mathématique. La seconde, la théorie des graphes, opere a un autre
niveau ; dans notre cas, elle sert a modéliser I’organisation spatiale des régions.

Avant d’entamer la description de représentations des contours, nous décrivons les
modeles relatifs aux régions, employés dans ce chapitre.

Modele de régions. Apres la segmentation, la représentation p(X) comprend M régions
Xy 1 <k< Met Xy C Z2) connexes et disjointes deux a deux. Autrement dit, nous
émettons I’hypothese qu’aucune région n’est coupée en deux par une autre:

U,]Cvil Xy, remplit toute 'image
p(X)={Xpy CZ*|1 <k <M} avec { Vi,je{l,..M}: X;,NnX;=0 (7.1)
Vk € {1,..., M} : X} est connexe

Nous parlerons parfois de I’ensemble X —a ne pas confondre avec p(X)— pour décrire
les traitements sur un seul objet et éviter de devoir écrire systématiquement Xj.

Modélisation de D’organisation spatiale des régions par un graphe. La ca-
ractérisation de ’organisation spatiale des objets est fondamentale dans une approche par
objet. Mais comment modéliser correctement la disposition des objets dans le plan? La
réponse est loin de tomber sous le sens. Tout comme PAVLIDIS [70], nous proposons de
gérer 1'organisation des régions par un graphe.

Définition 62 Un graphe G est un ensemble F' non-vide muni d’une relation R anti-
réflexive et symétrique.

La relation R considérée est la relation de voisinage entre régions définie ci-apres.

Définition 63 Deux régions X et X; sont voisines si et seulement s’il existe un point
quelconque de X, dont le 4-voisinage® comprend un point de l'autre région, c’est-a-dire
que

A(z,y) € Xi| Valz,y) N X; # 0 (7.2)

1. Le 4-voisinage d’un point est défini & la page 35.
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L’ensemble F' 1ié au graphe G contient les sommets du graphe. Le nombre de sommets
de G est appelé ordre de G.

Définition 64 Le graphe G associé o la représentation par objets p(X) est l’ensemble
des sommets tel qu’il y ait un sommet par région Xy, (1 < k < M), muni de la relation de

votsinage. L’ordre du graphe vaut M.

La figure 7.1 montre une image de labels et le graphe associé.

1
2
1
| °
3
3 4

Fi1G. 7.1 - Une image de labels et le graphe qui modélise [’organisation spatiale des régions.

7.2 Description de représentations de formes

La description d’objets est particulierement importante en analyse d’images et en re-
connaissance de formes. Les solutions proposées pour la représentation de formes subissent
toutes 'influence de la finalité de I’application. Ceci explique pourquoi il existe une mul-
titude de procédés de description d’objets, classés en deux catégories: les descriptions
externes et les descriptions internes. Les premieres operent une description du contour ; les
secondes décrivent la surface de ’objet.

Nous allons développer ci-apres quelques descriptions externes; I’'une d’entre elles nous
servira de point de comparaison pour estimer 'efficacité de codage. Apres cette courte
énumeération de méthodes externes, nous examinerons quelques représentations internes,
dont I'importante description par squelette, indirectement a la base de notre représentation.

7.2.1 Les représentations externes

La description externe des régions consiste en une représentation de contours effectuée
point par point. Partant d’un point quelconque d’un contour, I’algorithme suit le contour
en indiquant la direction suivante et la code. FREEMAN [25] est I'inventeur de ce procédé de
codage. Initialement, I'information nécessaire pour indiquer les déplacements sur une grille
rectangulaire en 4 ou 8-adjacence exige respectivement 2 ou 3 bits par point de contour,
ce qui est énorme. Les solutions proposées dans la littérature scientifique visent & réduire
cette quantité:

— Codage des contours par segments de droite.
DUDA et HART [19] sont parmi les premiers & avoir proposé des substituts au codage
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de FREEMAN. Leur méthode revient a décomposer progressivement la courbe en
segments de droite de plus en plus fins jusqu’a satisfaire a un critere d’erreur pour
chaque segment. La construction de ’approximation 7(X) s’appuie donc sur une
distance et un algorithme désignant quel segment est pertinent. DUNHAM [20] a
imaginé un algorithme capable de choisir les segments de maniére a minimiser leur
nombre tout en respectant un critere d’erreur.

— Représentation par directions préfizées.
L’inconvénient d’un algorithme de codage par suivi de contour est parfois la variété
des orientations des contours, qui entraine une chute des performances dans le cas
de formes peu régulieres. MINAMI [65] approxime une courbe par des morceaux de
segments de longueur fixe mais d’orientations définies sur une fenétre discrete d’une
certaine taille. Bien que la courbe ne puisse étre restituée parfaitement, la méthode
présente de bonnes performances pour des figures complexes.

— Codage de FREEMAN amélioré dans une grille rectangulaire.
La méthode nous servant de point de comparaison est celle développée par EDEN
et KOCHER [22]. Elle correspond & une variante améliorée du codage de FREEMAN.
Au cout de 1,2 bit par point de contour obtenu par ces auteurs précités, il convient
d’ajouter le cout de représentation des points de départ. Nous prendrons donc le
chiffre moyen de 1,3 bit par point de contour en guise de comparaison.

Bon nombre de méthodes externes existent encore. Nous limitons ici leur description.

L’avantage qu’offre une représentation externe par rapport a une description interne
est la possibilité de coder des contours non fermés; une représentation interne requiert
des contours tous fermés. Ce n’est nullement génant dans notre cas puisque l'opérateur de
segmentation fournit uniquement des régions fermées. Par contre, les méthodes externes
conviennent peu a une description du contour a plusieurs niveaux de résolution et comment
introduire la progressivité de transmission?

7.2.2 Les représentations internes

Le point précédent a présenté des représentations externes, principalement dans 1’op-
tique d'un codage. La représentation que nous proposons appartient a ’autre famille, celle
des représentations internes. Autrement dit, la description porte sur la surface de chaque
objet. Pour certaines applications, une description par éléments de surface est plus efficace,
d’autant qu’elle permet de travailler aisément & plusieurs niveaux de résolution.

L’important procédé de squelettisation décrit ci-apres offre une premiere approche a
plusieurs degrés de précision. Comme il est a l'origine de la plupart des techniques de
représentations internes, y compris de la notre, nous développons son expression.

Introduction au squelette. Considérons 'espace R? et une forme géométrique X. Une
transformation simple consiste a réduire I’épaisseur des composantes connexes de X de
sorte que ’on ne modifie pas leur nombre?2. Si 1) est une transformée qui réduit ’épaisseur

2. Le nombre de connexité indique le nombre de coupures possibles n’affectant pas la connexité de la
figure.
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de X de maniere isotrope, 1(X) produit un ensemble de lignes qui dessinent ’ossature
de X ; c’est la notion de squelette due a BLuM [3] et dénommé initialement aze médian
ou are symétrique. Plus précisément, BLUM définit le squelette comme le lieu des points
d’intersection des ondes envoyées des bords vers le centre de ’objet et qui se propagent a
vitesse uniforme. La figure 7.2 montre le squelette de quelques objets.

/N
~—1

Za\

Fi1Gc. 7.2 - Le squelette de quelques figures simples.

Définition 65 (Définition du squelette) Soit un ensemble continu X et sa frontiére
0X. Un point x de X appartient au squelette de X, noté S(X), s’il existe un disque centré
en x inclus dans X et touchant 0X en deur points au moins. CALABI définit le squelette
comme le lieu des centres des boules mazimales B contenues dans X3, une boule étant
mazximale st aucune autre boule de X ne la contient.

La squelettisation, autrement dit 'opérateur X — S(X), est anti-extensive, elle res-
pecte I'invariance en translation et la compatibilité avec les homothéties, mais la continuité
n’est pas assurée. Par exemple, le squelette d’un polygone régulier est constitué de seg-
ments de droite joignant son centre aux sommets. Lorsque, par un passage a la limite, le
nombre de cotés tend vers I'infini et que le polygone devient un cercle, le squelette devient
pratiquement équivalent au polygone alors que le squelette d’un cercle se réduit a son
centre.

Certaines techniques de codage d’objets binaires utilisent la notion de squelette.
D’autres adoptent une démarche similaire sans introduire la squelettisation. A titre
d’exemple, nous étudions deux représentations dont s’inspirent nos travaux:

1. Le codage d’objets au moyen du squelette : une représentation et une approrimation.
Si en chaque point du squelette, on dessine le disque de taille maximale correspon-
dant, I'union de ces cercles reconstitue I'objet de départ et I’enveloppe des disques
formera le bord de I’objet. Soit S,.(X), r > 0, le sous-ensemble du squelette S(X) des
centres des disques dont le rayon est égal a r; nous indiquerons plus loin comment

3. Les deux définitions ne sont pas tout a fait équivalentes, mais les deux squelettes ainsi définis ont
la méme fermeture topologique. Des difficultés apparaissent quand on fait la distinction entre ouvert et
fermé topologique. Ainsi, le lieu des boules ouvertes d’un fermé n’est pas toujours fermé. Pour éviter
ce type d’inconvénient, on suppose généralement que X est un ouvert topologique. Nous renvoyons &
MATHERON [60, 61] pour une étude compléte des propriétés topologiques du squelette.
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ces sous-ensembles S, (X) s’obtiennent par des opérations morphologiques d’érosion
et d’ouverture. Le squelette s’exprime de maniere équivalente par:

S(X) = U 5.(%). (7.3)

r>0

Le squelette dans Z%. Bien que le concept de squelette soit difficile & étendre au
cas d’images discrétisées, cela reste possible. SERRA [87] a proposé une définition de la
squelettisation valable pour tout ensemble discret, borné et non vide. Cette définition
est basée sur un résultat de LANTUEJOUL [46] qui a traduit 'expression du squelette
en termes morphologiques. Soit nB de Z* le résultat de n — 1 dilatations successives
par B, le squelette d’un ensemble X s’obtient par I'union de sous-ensembles S,,,
chacun d’eux étant I’ensemble des points de référence de copies de nB incluses dans
X, mais non comprises dans les ouverts de taille supérieure de type X o (n + i)B.
Formellement, on a

Su(X) = (X © nB)\[(X ©nB) o B] (7.4)
S(X) = f._jo S (X) (7.5)

Dans cette expression, B peut par exemple étre un carré de (2n+1)x(2n+1) pixels.
Le sous-ensemble de taille n, S,(X), s’obtient en érodant X par nB, puis en ne
conservant du résultat X © nB que les parties anguleuses et les lignes d’épaisseur
nulle. Le squelette de taille n est la différence entre X © nB et son ouverture par B,
(X ©enB)o B.

De ces propos, il découle que la famille des couples (S,(X),n) forme une description
p(X) de 'image. Pour obtenir une approximation 7(X) de I'image, il faut encore se
munir d’une recomposition 7(X). La squelettisation est une des rares transforma-
tions morphologiques a posséder un inverse. L’image numérisée X est reconstruite
avec exactitude par la réunion de ses sous-ensembles S, (X) dilatés par ’élément
structurant de taille adéquate:

7(X) = X = | (Su(X) @ nB) (7.6)

n=0

Il apparait clairement que plus I'indice n est faible, plus les détails de reconstruction
sont fins.

Par suite de la propriété d’anti-extensivité, le squelette de X est plus mince que X. De
plus, les sous-ensembles S, (X) forment une partition du squelette. Chacun d’eux est
également une image binaire. Il est naturel d’envisager le codage du squelette plutot
que le codage de I'image de départ, espérant ainsi que le débit binaire nécessaire
au codage des S,(X) soit moindre que le débit initial. Par le codage des S,(X) a
valeurs de n décroissantes, on reconstruit progressivement l'image, a partir des traits
grossiers jusqu’au détail les plus fins. BRANDT et al. [6] ont appliqué un codage par
squelette a un jeu d’images de test défini par le CCITT pour des transmissions par
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fax. Ils concluent que les performances s’apparentent a celles des codeurs classiques
pour du texte et les dépassent légerement lorsque I'image contient des graphiques.

Parmi les différentes extensions du squelette, KRESCH et MALAH [41] ont défini un
squelette généralisé obtenu pour une famille d’éléments structurants.

2. La représentation d’un objet par la décomposition morphologique de PITAS.

L’algorithme développé par PITAS et al. [75] décrit 'image par une union d’objets
appartenant tous a la méme famille (disques, carrés, triangles, ...) de taille variable.
Toutefois, aucun recouvrement n’est permis. Pour ce faire, il suffit de soustraire, de
I’objet X, les parties déja reconstruites ; les objets suivants de la famille combleront
les parties résiduelles. La figure 7.3 compare deux approximations d’un rectangle par
des disques dont le rayon est limité inférieurement. L’image de gauche est obtenue
a partir du squelette du rectangle, dessiné en gras. Dans I'approximation de I'image
de droite, nous avons interdit tout recouvrement entre les disques de taille différente.
Certes, cette approximation ne remplit pas autant le rectangle que la premiere mais,
en contrepartie, le ‘pseudo-squelette’ associé, lieu des centres des disques, ne contient
qu’une ligne horizontale et quatre points.

Fic. 7.3 - Comparaison de deux approrimations géométriques d’un rectangle par des
disques. La figure de gauche montre la surface reconstruite a partir du squelette. L’autre
image est ’approrimation, obtenue a partir de la représentation de PITAS, lorsqu’on ne
prend pas de disque plus petit que ceur dessinés dans les coins.

La représentation de PITAS souleve 'intéressante question du recouvrement géométri-
que. On peut se demander dans quelle mesure le squelette convient pour une description
compacte des objets parce que les recouvrements de reconstruction peuvent étre impor-
tants. Un exemple de chevauchement des boules maximales du squelette est illustré a la
figure 7.4. Du point de vue du codage, le recouvrement géométrique introduit une probable
redondance d’information.

Un premier remede au recouvrement consiste a chercher le squelette minimum, c’est-
a-dire celui comprenant uniquement les points indispensables & la reconstruction exacte
de T'objet; MARAGOS et al. [57] ont développé de telles méthodes pour lesquelles, par
ailleurs, on pourrait faire usage du polymorphisme. Méme dans ce cas, il n’est pas possible
de s’affranchir de tout recouvrement géométrique.

La section suivante décrit une représentation proposée par RONSE et MaAcq [82],
conceptuellement assez proche de celle de KRESCH et MALAH, et qui limite le recou-
vrement a l'intérieur d’un objet. A Tinverse de la plupart des travaux antérieurs, nous
examinons la question de la représentation de plusieurs objets et non d’une seule région.
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X Squelette de X

/

Fi1G. 7.4 - Le recouvrement des boules mazrimales du squelette.

7.3 Notre représentation des contours: description
de la forme par une famille d’éléments structu-
rants avec recouvrement

Une description en termes d’objets remplit plusieurs objectifs: interprétation automa-
tique d’image, modélisation de matériaux (séparation de phase), reconnaissance de formes,
etc. Chaque application représente a sa facon le jeu de contours. Quel dommage qu’il n’y
ait pas a la base un langage commun!!

Nous sommes confronté a une situation semblable. Telle représentation convient mieux
pour le codage des contours, une autre pour le filtrage géométrique des régions, une derniere
se préte avec aisance a une compensation de mouvement par objet. Il faut donc une
représentation fondamentale pour éviter que les liens entre les étapes de codage ne s’estom-
pent. En dégageant une représentation suffisamment générale dans ces principes, il suffira
de préciser les modifications apportées —et de garantir qu’elles soient réversibles!— pour
chaque traitement. Les phases de simplification et de réduction dont il sera question plus
loin ne sont rien de plus que des désignations d’opérations qui modifient et particularisent
la représentation de base. Etudions cette représentation de base.

L’étude qui suit porte d’abord sur la représentation d'un objet unique, puis sur la re-
présentation d’une collection d’objets.

7.3.1 Représentation fondamentale d’un objet unique : descrip-
tion de la forme par une famille d’éléments structurants

Soit a représenter un objet unique X. L’idée maitresse des développements a venir
est simple. La morphologie mathématique compare 1'objet a représenter a la forme d’un
élément structurant. De plus, I'ouverture par cet élément B exprime le ‘contenu’ de X en
B. Dans ces conditions, pourquoi ne pas étendre la famille des éléments structurants B de
maniere a décrire plus efficacement X 7

Nous imposons que 7 soit une approximation anti-extensive*, 7(X) C X. Pour per-
mettre la progressivité de reconstruction, on construit une séquence 7y, 7o, ..., T, d’ap-

4. 11 s’agit 14 d’une hypothese de travail contestée par certains auteurs. Ainsi, JAGADISH et al. [38]
préferent représenter une forme par une union ou une différence de primitives rectangulaires.
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proximations de X qui vérifient m;(X) C mo(X) C m3(X)... C m,(X) pour tout ensemble
ou objet X. Tout I'art consiste évidemment a obtenir des approximations successives de
maniére cohérente. A cette fin, nous introduisons un autre concept: 'ouverture par une
famille d’éléments structurants.

Définition 66 Soit une famille B d’éléments structurants, [’ouverture yg de X par B est
l'union des ouvertures de X par les éléments structurants B € B :

w(X)=JXoB)=|{B,)pe R>, Be B et B, C X} (7.7)

BeB

Notons au passage que vz est croissante avec B. En d’autres termes, si B C C alors y5 C
¢ pour tout ensemble X. L’ouverture vz est invariante en translation (v5(X,) = [v8(X)],),
croissante (X C Y = v5(X) C v5(Y)), anti-extensive (y5(X) C X) et idempotente
(7v8-78 = 7V5) ; 78 rencontre donc les propriétés énoncées précédemment pour le choix d’un
bonne approximation d’objets 7. Inversement, toute transformation d’un sous-ensemble de
R? qui respecte ces propriétés, est une opération d’ouverture vz par une famille d’éléments
structurants B.

Théoreme 67 [82] Pour faire ressortir l'intérét de vz, montrons qu’d ys sont associés
une représentation pg et une recomposition 1z telle que

VB = TB-pPB €l PB.TB.PB = PB (7.8)

Démonstration

Comme 75 est 'union des translations des éléments structurants de B qui sont inclus dans
X, X se représente en donnant pour chaque B € B ’ensemble érodé X & B. On définit
des lors la représentation pg comme la collection des paires (B, X & B), pour tout B € B.
La reconstruction 75(ps(X)) & partir de pg s’obtient par la réunion des dilatés Y & B pour
toutes les paires (B,Y) de pg. Alors, y5(X) = 75(ps(X)). De surcroit, pour tout B € B,
(XoB)e B=~3(X)o B=X 6 B. Et donc ps(v5(X)) = ps. u

Définition d’une représentation

De la discussion précédente, il découle que la représentation p(X) se compose de
I’élément structurant B et de I’ensemble érodé X & B. La recomposition s’obtient par
dilatation de I’ensemble érodé et I’approximation résulte de I’union des ouvertures.

Définition 68 FEn résumé, les trois éléments suivants suffisent a une description cohé-
rente de la forme de l’objet X unique :

- représentation p(X) :
p(X)={(B,X e B)B < B} (7.9)

— recomposition T :
7(B,Z)={Z & B|Z C R® et B € B} (7.10)
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— approzimation ©(X) = 1.p(X) :

m(X)=U{Z@® B|(B,Z) € p(X) et Be€ B} (7.11)

Une démarche concrete de recherche de représentation optimale part du principe
qu’il faut a tout prix une approche hiérarchique dans la description de l'image, cette
hiérarchisation étant obtenue en structurant la famille B en termes de taille des éléments
structurants. Elle est & la base d’un algorithme descriptif proposé par RONSE et MAcQ [82]
et étudié en profondeur dans [80]. Comme nous le verrons plus loin, notre représentation
est plus souple, car elle impose une hiérarchie uniquement au moment du codage et pas
vraiment durant la phase de recherche de la représentation. En soi, I’étude complete les
travaux précités, mais elle résout aussi de nombreuses questions demeurées en suspens. En
fait, la représentation de plusieurs objets a été revue.

7.3.2 Représentation d’une collection d’objets

La représentation d’une collection d’objets exploite le recouvrement géométrique des
objets déja codés.

Soit a coder plusieurs objets ordonnés séquentiellement Xy, X1, ..., X/ ; nous avons
ajouté la région Xy a p(X) pour initialiser le processus. Aprés avoir codé les objets
Xo, -y Xg—1 (k> 1), il n’est pas interdit que la description de X}, déborde sur Xy, ..., Xi_1.
Plus formellement, posant P = Xy U ... U X;_;, 'incrément servira a coder la partie utile
de I'ensemble P U Xj. Par le recouvrement géométrique des régions, on nourrit 1’espoir
d’identifier B plus facilement a l'intérieur de P U Xj;. On peut encore franchir un pas
supplémentaire en incluant dans P, le bord S de I'image. Des lors, la séquence d’objets
Xo, X1, ..., Xpr d’'une image segmentée est initialisée en prenant toujours pour X, un bord
dont I’épaisseur sera égale a la plus grande dimension des éléments structurants.

Le recouvrement géométrique des régions exige en parallele I'introduction d’un ordre de
codage des régions. Physiquement, la relation d’ordre traduit qu’un élément, qui est somme
toute un objet au sens morphologique, choisi apres un autre est caché par le précédent.
Il n’y a, & I’heure actuelle, pas encore de véritable solution au délicat probléeme de 1’ordre
des régions. Néanmoins, dans le cadre de la réduction de représentation et du codage de la
forme, nous proposons un nouveau critere d’ordre appelé critére de performance.

Tous les détails algorithmiques détaillés plus loin concernent une représentation ou
le recouvrement est autorisé. Cela ne signifie nullement qu’il faille tout récrire pour une
représentation interdisant le recouvrement. Pour réaliser le passage, il suffira de remplacer
I’expression P = Xy U ... U X;_1, c’est-a-dire la totalité de la surface déja représentée au
moment de représenter la région X, par ’ensemble vide: P = ().

7.4 Simplification de la représentation
Une premieére simplification. Pour éviter la redondance de la représentation qui ap-

parait pour une description de forme par une famille B suite au recouvrement géométrique
de certains éléments structurants, tout en conservant une certaine variété de forme et de
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taille impossible a conjuguer dans une approche classique, il est possible d’obtenir une
représentation simplifiée grace aux deux mécanismes décrits ci-apres:

1. Ordre de sélection variable des éléments structurants.

Nous choisissons une famille maximale composée de plusieurs éléments de différentes
tailles. Etant entendu qu'un élément structurant est ajouté par étape dans p(X),
I’ordre de sélection des éléments a ajouter dans chacune des familles intermédiaires
B; C B n’est pas fixé une fois pour toutes; il est adaptatif. Moyennant un critere
adéquat, un algorithme décide a chaque étape quel élément est le plus souhaitable
pour une description peu redondante. C’est ici qu’apparait ’exigence de progressivité.
Un ordre de priorité de sélection s’installe alors.

Soient B, C B une famille de priorité p et B, un élément [ de cette famille. L’ordre
de sélection impose qu’un élément structurant B,_1y; de priorité inférieure n’est
inséré dans la famille B que lorsque tous les éléments de priorité p sont compris
dans la famille, autrement dit, B,_;y est choisi si et seulement si B,\B = 0. La
hiérarchisation introduite se situe entre une extrémité souple (tous les éléments ont
une méme priorité) et une autre, séveére (chaque élément structurant de B a une
priorité différente).

Vers un critéere indiquant le choix entre des éléments B de méme priorité.
Le critere choisi dans [82] dit que 1’élément & injecter est celui qui donne le plus
fort incrément dans I’approximation, dans la famille de plus haute priorité ou un
incrément est possible. Plus formellement, si X (i) est 'image approximée a ’étape i
et, si C' et D sont les deux candidats, le critére sélectionnera C sil’aire de (XoC')\ X ()
est supérieure a (X o D)\ X (4), et choisira D dans le cas contraire. La représentation
découlant de ce simple algorithme est tres redondante et convient peu a un codage.
Toutefois, nous évitons de la simplifier des maintenant. La représentation réduite
proposée plus loin explore les possibilités de réduction de redondance.

La représentation p(X) est un ensemble ordonné de triplets.

In fine, 'image se représente par un ensemble ordonné de triplets (n,z,y)> com-
prenant respectivement le numéro de 1’élément structurant retenu parmi tous ceux
contenus dans la palette B et les coordonnées ; c’est la description de la partie utile
de I'ensemble érodé.

La question liée a la simplification est le choix des éléments structurants puisqu’il faut
fournir des approximations intéressantes des différents objets. Si la famille contient
peu d’éléments, la description n’est pas tres précise. Par contre, choisir une grande
famille accroit la redondance de la description. Les réponses traditionnelles a cette
question sont de trois types (cf. [82]):

(a) La premiere revient a choisir expérimentalement une famille restreinte d’objets
structurants. A défaut de critére analytique de choix, c’est la seule solution
possible.

5. Rigoureusement, les éléments de la représentation sont des quadruplets (n,z,y,0) ol o est un numéro
d’ordre. Ce numéro est nécessaire si on ne donne pas 'ordre des triplets. Comme il est désormais sous-
entendu que la suite des triplets est ordonnée, o devient inutile.
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(b) La deuxiéme choisit un élément de forme fixée mais dont la taille est adaptée
a plusieurs échelles. Le codage par squelette morphologique construit sa
représentation de cette maniere. Ce style de solution convient pour une descrip-
tion hiérarchique mais elle risque de mener a de mauvais résultats si I'image X
est de forme fort différente de B: une série de cercles décrit mal les coins d’une
figure.

(¢) Une derniére approche sélectionne a priori une série d’objets de formes diverses
(cercle, carré, losange, ...) et produit les familles successives par 1’adjonction
de ces mémes éléments, a des tailles de plus en plus fines. Cette solution est
souvent plus complexe que la précédente et risque de conduire a une description
théoriquement plus redondante, mais elle décrira plus facilement une figure de
forme quelconque.

2. Description de [’objet par le choix de [’élément structurant et de sa position dans

ltmage en évitant toute redondance de représentation due au recouvrement géomé-
trique.
L’approximation X (i) de ’ensemble X est obtenue, a partir de X (i—1), par ajout de
X 0 B(i) avec un élément structurant B(7) inséré a I’étape i. Comme la représentation
p(X) comprend les éléments structurants utilisés pour décrire X et leurs positions,
la nouvelle description X (¢) associerait B(7) a 1’érosion X & B(7). Mais une telle des-
cription est redondante parce que toute une partie des points reconstitue un morceau
déja couvert dans lapproximation X (i — 1). C’est pourquoi, ce n’est pas X & B(i)
qui est associé & B, mais I’ensemble des positions p telles que B(7), soit inclus dans
X, sans l’étre dans X (i — 1). Il s’agit de la différence ensembliste

(X e B(@)\(X(—1)e B(1)) (7.12)

Définition 69 La nouvelle représentation ps(X) est une version simplifiée de la repré-
sentation de base. Elle meéne a trois ensembles :

— la représentation ps(X). Soit i (1 < i < I) une étape quelconque de travail, ps(X)
vaut
{(B,[XeB(i)\[X(i—1)eB@)])| Bi)e B et 1<i<I} (7.13)

avec X (0) = 0,
— la recomposition T :
7(B,Z)={Z® B|Z € R* et B¢€ B} (7.14)
— Dapprozimation 7(X) = 7.ps(X) :
m(X)=|J{Z® B|(B,Z) € ps(X) et B e B} (7.15)
[’approximation obtenue au moyen de la représentation simplifiée est identique a la

représentation de base, qui entraine un recouvrement géométrique excessif. Contrairement
a 'approche de P1TAS, tout recouvrement géométrique n’est pas interdit, permettant la
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synthese d'une représentation plus compacte en vue d’un codage; il arrive souvent qu’en
autorisant le recouvrement, le nombre d’éléments structurants diminue. Dans un certain
sens, I'expression de la représentation differe de celle construite par RONSE et MACQ.
Ceux-ci exigeaient que la sélection des éléments se fasse par famille entiere au sein de celles
ayant meéme priorité. La raison latente est qu’ils désirent obtenir des listes de positions
pour un seul élément structurant. La représentation devient alors en extension :

p(X) = {Bi, (zi1, Vi1, Tiz, Yiz, ---), Bj, (Tj1, Yj1, Tj2, Yjo, )5 - } (7.16)

Cette démarche est trop contraignante parce que rien n’empéche de laisser un libre choix
durant la phase algorithmique et d’opérer le tri en listes a la fin. La question est appa-
remment plus délicate si deux candidats apportent par leur ajout un méme incrément de
surface. Ce n’est pas vraiment le cas car une regle simple —trancher en prenant 1’élément
déja le plus utilisé dans la représentation— résout les difficultés.

Les deux mécanismes de simplification précités sont destinés a réduire le recouvrement
géométrique qui survient lors de ’ajout d’un type d’élément structurant dans B. Or, X &
B(i) contient manifestement des points inutiles. En contrepartie, d’autres points de ’érodé
sont essentiels, en ce sens que la dilatation de tous les autres points de 1’érodé ne permet
pas d’obtenir le méme dilaté que (X © B(i)) ® B(i). On peut définir 1’érodé essentiel
comme le plus petit ensemble tel que son dilaté soit égal & (X © B(7)) @ B(7) ; cet ensemble
n’est pas unique. Nous proposons ci-apres un algorithme capable de déterminer un érodé
essentiel a partir de l'information de polymorphisme. Cet algorithme exploite le résultat
du théoréme 59, fourni & la page 161, qui affirme que tout ensemble X o B non vide de R?
contient plusieurs points dont le polymorphisme pour B vaut 1. La figure 7.5 détaille cet
algorithme sur un exemple simple.

L’algorithme de construction de I’érodé essentiel travaille en plusieurs phases. Soit a
remplir X par I’élément B :

1. Initialisation. On construit I’ensemble Y = X o B et une liste, vide au départ, pour
accueillir les points de I’érodé essentiel.

2. Phase itérative :
(2.1) Détection dans Y des points p de polymorphisme égal & 1 dans Y.

(2.2) A ces points correspondent des éléments ¢ de 1’érodé tels que p € B, CY.
On place tous les points ¢ dans la liste, puis les positions retenues d’une étape
(2.3) antérieure. Il est tres facile de déterminer un point ¢ & partir de p. Par
exemple, si B est un carré, il suffit d’examiner le 4-voisinage pour savoir dans
quel quadrant se trouve ¢ ; sa position exacte découle ensuite de la position de
I’origine dans B.

(2.3) Le premier point p de la file est retiré. Si Y o B # (Y'\B,) o B, on mémorise la
position des éléments structurants nécessaires pour recouvrir (Y o B)\([Y'\B,] o
B). Expérimentalement, il semble que cette étape ne soit pas nécessaire pour
recouvrir, en trame carrée, une région par un élément structurant rectiligne,
carré ou en forme de losange.

(2.4) On adapte Y : Y < Y\ B,. Il faut encore recalculer les polymorphismes le long
de la nouvelle frontiére. Le processus reprend alors en (2.1) sauf s’il n’y a plus
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XoB
[

XeB
2
3 4 3
(

Initialisation: 1, 2, 3, 4.

3@—@ 4
Avant: 2, 3, 4, 5. Avant: 3, 4, 5.
Apres: 3, 4, 5. Apres: 4, 5.

Fi1c. 7.5 - Détermination des points essentiels de [’érodé pour remplir ’ouvert. En examai-
nant les points dont le polymorphisme vaut 1 (indiqués par des disques noirs), l’algorithme
sélectionne les points correspondant de l’érodé; ce sont les points p tels que B, recouvre au
moins un disque noir. Au départ, il y a 4 points essentiels; ils sont placés dans une file.
Pour déterminer un recouvrement optimal, on extrait le premier point de la file et X est
remplacé par X\B;. Deuz points de polymorphisme unitaire apparaissent dans ce dernier
ensemble. Seul celui du haut contribue a définir un nouveau point essentiel de I’érodé: le
point numéroté § est inséré dans la file. Le processus est itéré jusqu’a ce qu’il n’y ait plus
de point de polymorphisme unitaire, ce qui signifie que [’ouvert du dernier ensemble obtenu
est vide.
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de point de polymorphisme unitaire dans Y, ce qui signifie que Y o B = ().
L’ensemble des points qui ont appartenu ou appartiennent a la file constitue un
érodé essentiel.

Cet algorithme est utilisé plus loin pour réduire la représentation de forme simplifiée.

7.5 Réduction de la représentation: vers une repré-
sentation semi-externe autorisant le recouvre-
ment de régions

7.5.1 Objectifs de la réduction: organisation et simplification
supplémentaire de la représentation

La représentation de base p(X) permet déja une interprétation intéressante. De la
notion d’image de labels, nous sommes passé a une description de la forme des objets en
termes d’opérations morphologiques. Si la représentation simplifiée réduit déja p(X), elle
nécessite des modifications ou plutot des transformations successives pour un codage. Ces
transformations réorganisent la représentation ps(X) pour supprimer toute redondance
d’information évidente et la simplifier davantage. Au terme de cette suite d’adaptations, la
transformation est réduite. C’est la transformation réduite p,(X) qui est placée a I’entrée
du codeur entropique et envoyée dans le canal.

Il est utile de rappeler que ’opération de réduction n’affecte nullement 1’approximation.
Avec la recomposition adéquate, les approximations 7;.ps(X) et 7,..p,(X) sont identiques.

7.5.2 Description interne ou externe?

La représentation morphologique des objets est une description interne, c’est-a-dire de
la surface. Or, il est paradoxal de représenter toute la surface alors que la seule information
pertinente est la frontiere de 'objet. La démarche que nous adoptons, combine les idées
des descriptions internes et externes ; nous la qualifions parfois de semi-externe. L’intention
n’est plus de recouvrir complétement la surface de I’objet PU X}, par une famille d’éléments
structurants, mais bien de coder les nouveaur contours au moyen des contours des éléments
de B, placés a l'intérieur de P U Xj. La forme d'un objet, dont tous les contours sont
représentés, est completement déterminée. Tout au plus faut-il préciser si I'intérieur non
recouvert par des éléments structurants est ou n’est pas une autre région; on peut aussi
supposer que P U X recouvre tous les trous dans X, comme dans [82], mais I'imposer
introduit une contrainte inutile. Cette collusion originale explique pourquoi les expressions
de ‘représentation interne’ et de ‘codage des contours’ sont volontairement confondues
ailleurs dans le chapitre. A titre d’exemple, nous avons dessiné une description semi-externe
d’un objet X a la figure 7.6.

7.5.3 Lignes directrices

Pour réduire au mieux la représentation, nous proposons de déterminer un ordre op-
timal pour le choix des éléments structurants et pour celui des régions. La détermination
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F1G. 7.6 - Exemple de description semi-externe d’une région. Le troisiéme dessin est obtenu
en placant des éléments A, B ou C' le long de la frontiére intérieure de X. La partie foncée
indique les endroits ou les éléments se recouvrent. Dans une description semi-externe, il
n’est pas nécessaire de représenter l'intérieur de X (partie blanche); on économise ainsi
un ou plusieurs éléments.

de cet ordre repose sur des critéres qui font 'objet des pages suivantes. La réduction
est ensuite complétée d'une réduction de l’entropie des couples (x,y) intervenant dans la
représentation. La réduction d’entropie exploite le remplissage progressif de 'image.

La réduction de la représentation repose sur plusieurs points importants:

1.

Critére de sélection des éléments structurants de priorité identique.

La famille servant a la description py contient des éléments structurants de différentes
priorités. Si entre éléments de priorité distincte ’ordre est préétabli, il en va tout
autrement pour le choix des éléments By, et By, d’une famille de priorité fixée B,.
Pour une description interne, un critere de sélection s’impose: 1’élément choisi est
celui qui apporte le plus grand incrément de surface. Pour une description semi-
externe, on choisit un incrément de périmetre.

Approximations successives par ajout d’une famille d’éléments structu-
rants.

Il est évident que le meilleur choix de famille d’éléments structurants pour décrire
une région est celui qui décrit le plus de points de contours avec le moins d’éléments
structurants. Des lors que la priorité p est fixée, la famille d’éléments structurants B,
a ajouter aux précédentes maximise une fonction de performance F', ol interviennent
le nombre de nouveaux points de frontiere représentés pas By, et le nombre d’éléments
structurants nécessaires n|Bp]

F(A{O(P U Xp)\OP} N {(P U Xg) o Bu}], n[Byl), (7.17)
dépendante du nombre d’éléments de frontiere représentés par By, introduits par
I’ajout du dernier objet a coder.

Une détermination arbitraire de la fonction conduit a proposer un critere de sélection

que nous appelons critére de performance:

Définition 70 Le critére de performance vaut :

_ A[{o(P U Xp)\oP} N {(P U Xy) o By}l
a n[By]

F(Bp) (7.18)
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Avec ce critére, By, est préféré a By, si F(By) > F(Byn)-

Nous sommes conscient que ce critere fournit un ordre de sélection raisonnable pour
la phase de réduction mais peut-étre pas pour le codage. Deux attitudes répondent
a 'objection: (i) différents critéres sont essayés et celui qui parait idéal est choisi, ou
(ii) un critére plus général considérant aussi la phase de codage remplace le critére
de performance.

Expérience. Les quelques essais réalisés avec ce critere sur des formes simples,
ont montré que ce critere de performance offre une premiere solution intéressante
au délicat probleme de sélection des éléments structurants. Les expériences avec
différents criteres concluent en faveur du critére de performance énoncé plus haut ; ce
critere mene généralement au plus faible débit toutes choses égales d’ailleurs, mais en
I’absence d’une justification analytique, nous n’oserions certifier qu’il est le meilleur.

Approximations successives par ajout d’un élément structurant d’une fa-
mille quelconque.

Comme indiqué précédemment, rien ne nous contraint a insérer les éléments struc-
turants par familles entieres dans la représentation d’un objet; le regroupement en
listes a lieu seulement a la fin de la recherche, pas pendant la phase de représentation.
Cette liberté supplémentaire revient a choisir une expression simplifiée du critere de
performance. Le critére de performance simplifié se déduit de I’équation 7.18; il s’ex-
prime par

F(Bp) = A[{0(P U X,)\oP} N {(P U X) o By} (7.19)

Au meéme titre que la question de savoir s’il est intéressant ou non de recourir au
recouvrement de régions, nous pouvons construire les approximations successives par
ajout de familles entiéres ou en incluant & chaque étape I’élément qui convient le
mieux parmi les familles de méme priorité. Si les algorithmes décrits ci-apres traitent
le cas d’approximations par ajout de familles complétes, les modifications a appor-
ter sont mineures. Pour éviter d’alourdir le texte, nous ne décrirons qu’une seule
situation.

Comment obtenir l’expression d’une représentation réduite ?
Il ne suffit pas de sélectionner un bon ordre pour les éléments structurants; il faut
encore fournir un algorithme qui détermine la représentation.

En morphologie mathématique, la démarche utilisée pour décrire une région consiste
a simplifier une représentation surabondante (cf. squelette minimal). L’objectif a
atteindre alors est la simplification de ’érodé de sorte a laisser inchangée 1’approxi-
mation et de minimiser le cardinal de I’ensemble érodé réduit. Notre objectif est
identique puisque cette condition est la plus favorable pour augmenter la perfor-
mance, étant acquis que B est fixé et que, des lors, le numérateur du critere de
performance ne change plus. Cependant I’algorithme prend un chemin inverse: in-
troduire progressivement, les positions de 1’érodé jusqu’a ce que ’approximation soit
la bonne. A chaque étape, la position insérée est celle qui représente le plus grand
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nombre de points de contours et s’il reste plusieurs candidats, I’élément retenu est
celui qui minimise le recouvrement géométrique.

Tous les éléments sont en place pour décrire 1'algorithme de représentation d’une
région unique Z par une famille d’éléments structurants quelconques.

Représentation d’un objet unique.

- Notations

*x / = objet a représenter.

x Y,Y, Y, = ensembles intermédiaires de calcul, relatifs aux contours. A
chaque itération, Y contient les points de contours de Z non encore
représentés et Y;, Y;; les points de contours qu’il est possible de représenter
avec 1’élément structurant en question.

* p = priorité associée a une sous-famille B, C B d’éléments structurants; p
varie entre 1 et P et Ule B, =B.

* n[p| = nombre d’éléments structurants différents inclus dans B,,.

* By, = élément de la sous-famille de priorité p; U?:[pl] B, = B,.

* T[.] = ensemble de triplets associé a un élément structurant.

- Algorithme de représentation de Z
Initialisation: Y « 07
Pour 1 < p < P, p décroissante et tant que Y # () (boucle sur les priorités)
{
B, < B,
Tant que B, # ()
{

— Choix de I'élément structurant: pour chaque By € B},
V;=YNo(Zo Bpl),
T[Bpl] =0
Evaluation de n[By]:
* initialisation: Yj; = Y;
* le point (7,j) & choisir est celui tel que le dilaté représente le plus de
points, autrement dit (i, j) = max, y)es A[0[(x,y) ® By] N Y]]
Si plusieurs positions (a, b) et (c, d) fournissent la méme valeur de maxi-
mum, on choisit par exemple la premiere balayée ou celle qui minimise
le recouvrement géométrique :
(i,3)  (a,b) si A[(Z\{(a,5) & By}) o Byl > A[(Z\{(c,d) & By}) o B
(,7) « (¢, d) dans le cas contraire
* T =TU{(Bp,i,7)}
* Mise a jour de Yj;: Yy < Y\ (YN O[(4,5) @ By)
La recherche des points se poursuit jusqu’a ce que Yj; = ()

— Comparaison des performances et choix de I’élément structurant idéal :
I’élément optimal retenu B, est celui qui maximise le critere de performance
Bpl oul = maxm|3pmegzp F(Bpm)

— Mise a jour des ensembles
Y + Y\Y;
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B; — B;\Bpl
pr(Z) < pr(Z) UT(By), expression de la représentation réduite

}
}

Du point de vue de I'implémentation, il faut un balayage de la partie utile de l’image
pour obtenir une position (i,7). Nous utilisons pour cela l'algorithme d’érosion
développé au chapitre 5 sur une image mise a zéro, sauf a l'intérieur de X et le long
de la frontiere ou les points prennent respectivement les valeurs 1 et 2. Soit h(n) la
fréquence de I'histogramme en n. En tout point de 1’érodé, on met zéro dans I'image
si h(0) # 0 et la valeur h(2) dans le cas contraire. Il suffit alors de repérer la premiere
plus grande valeur de I'image de sortie pour déterminer la position recherchée. Ce
mécanisme est illustré a la figure 7.7.

Apres avoir inséré l'information (B, 4, j) dans la représentation, I’algorithme met &
jour les valeurs de I’érodé uniquement dans une fenétre By, @ By, centrée en (i, j).

0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0
o2 2 0 0{8 2 3 0:0
ol2 1 o |® oi2 ol oio
o2 1 0 0i{0 2 3 0:0
0 02 0 B 0 00 0 0 o
0O 0 O 0 O 0 0 0 0 O

Fic. 7.7 - Comment déterminer le nombre de points frontiéres correspondant a chaque
élément de l’érodé ? 1l suffit de mettre la valeur 1 a ’intérieur de 'objet et 2 le long de la
frontiére intérieure. On affecte ensuite la fréquence de ’histogramme pour n = 2 a tous les
points de l’érodé.

L’algorithme décrit vise a réduire le nombre d’éléments structurants nécessaires pour
la représentation d’un objet unique. Il reste d’application pour une collection d’objets
dont l'ordre est fixé a ’avance.

Nous levons la contrainte d’ordre préfixé de représentation des régions au point sui-
vant. Pour rappel, dans la mesure ot le recouvrement entre régions est interdit, I’ordre
de représentation des régions n’a plus guere d’importance.

2. Ordre variable de représentation des régions — Critére de performance étendu.

La représentation réduite d’un objet unique Z vient d’étre étudiée en profondeur.
Pour obtenir la totalité de la représentation réduite, ’algorithme est appliqué a des
ensembles P U X} incluant région apres région.

Jusqu’a présent, I'ordre de représentation des objets était supposé connu, par exemple
de la plus grande région vers la plus petite ou dans 'ordre inverse pour profiter au
mieux du recouvrement géométrique des régions pour la représentation des grandes
régions. Pour déterminer I'ordre de maniere automatique, nous avons imaginé un
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critere qui s’inspire du critere de performance et considere I'organisation spatiale des
régions. Cette organisation est modélisée par un graphe.

La description spatiale tirée du graphe est si importante que nous en arrivons
a nous demander s’il ne serait pas bon d’inclure la totalité du graphe dans la
représentation pour l’interprétation, l'efficacité de codage, et pour la réduction
extréme de représentation. Contentons-nous pour le moment du graphe comme
support algorithmique.

Soient X; et X, deux régions de I'image. Le graphe peut étre caractérisé par sa
matrice d’adjacence A = (a;;), de dimension M x M, ol

ai,:{ 1 si (X,X;)€R (7.20)

ou R est la relation de voisinage définie a la page 166 (définition 63).

Deux régions Xy, et X; sont voisines si ag; = 1. De plus, on prend a; = 1. Enfin, quand
une région Xy, a été traitée, on annule la colonne ay; et la ligne a;; qui lui correspon-
dent. Le graphe joue un role capital durant la recherche algorithmique. En effet, par
le choix d'un mode de représentation semi-externe, il y a le risque que tous les con-
tours soient représentés doublement. Dans les algorithmes précédents, 1’inconvénient
est contourné en ne considérant que les points de contours voisins d’une région non
encore représentée. La mise a jour réguliere de la matrice d’adjacence, apres chaque
représentation d’une région, sert de support algorithmique. Nous l’utiliserons pour
deux fonctions:

(a) Détection des régions codées implicitement. Durant la phase de représentation
d’une collection de régions, il arrive qu’une région soit entourée uniquement de
régions déja représentées, auquel cas sa forme est connue implicitement. Soit X},
la région en question. Dans la matrice d’adjacence, il apparait que ax, = 1 et
a;r = ax; = 0 pour tout 7 # k.

(b) Modélisation commune & ’émetteur (phase de représentation) et au récepteur
(phase de reconstruction). Parfois, le graphe se découpe en deux sous-graphes
apres la représentation d’une région. Cela provient soit (i) parce que tous les
contours de la région ont été représentés mais pas une partie de I'intérieur (cf.
figure 7.6), ou soit (ii) lorsqu’une région se situe entre deux ensembles de régions
séparés. D’autre part, durant la reconstruction, le récepteur reconstruit le graphe
au fur et a mesure. Il détecte a un certain moment que le nombre de connexité
de la surface non recouverte du plan a augmenté®. Ayant décidé une fois pour
toutes de traiter d’abord I'un ou ’autre des sous-graphes, il suffit de tres peu
d’information pour que le récepteur interprete correctement le phénomene; ily a
trois messages possibles lors de ’apparition d’un sous-graphe supplémentaire :

(1) la surface est une morceau de la région précédente (partie de la surface non
représentée de la région),

(2) il s’agit d’une région représentée implicitement et

6. La traduction immédiate de ’apparition de deux sous-graphes est bien entendu 'augmentation du
nombre de connexité de la surface restante.
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(3) le sous-graphe est un amalgame de plusieurs régions.

Traiter chaque sous-graphe a tour de role offre un avantage supplémentaire:
celui de réduire I'incertitude quant a la position des éléments structurants a in-
clure dans la représentation. Et réduire I'information est synonyme de réduction
d’entropie ou encore d’augmentation du taux de compression. On pergoit mieux
a présent l'utilité du graphe. C’est un outil de modélisation tres efficace et il
interprete I'importante relation de voisinage a peu de frais.

Tous les éléments sont en place pour la définition d’un criteére destiné a ordonner les
objets. C’est le critere que nous appelons critére de performance étendu étant donné
sa ressemblance avec le critere simple.

Définition 71 Soit X1, Xo, ..., X, une série de M régions a représenter. Le critére
de sélection étendu sélectionne la région X; qui maximise la fonction
A[aXl N (Xl ¢] B)]

n[B]

Fo(Xi) = (7.21)

dans laquelle la famille d’éléments structurants B est fizée.

Le schéma algorithmique de représentation réduite d’un ensemble de régions est a
présent complet. A chaque étape, il choisit la région dont la performance est la plus
élevée.

Algorithme de réduction de représentation p(X) de plusieurs objets

- Algorithme

Initialisation :

P + S, le bord de I'image.

X {X1, .0, X}

Tant que X # 0 & S0 agr # 0

-

Choix de la région X a coder:
c’est la région telle que agr, =1 et F,(Xj) est maximum

— Représentation de la région X : par 'algorithme de représentation d’objet
unique est formé I’ensemble des triplets T/(X}) comprenant la position de
référence et I’élément structurant choisi dans la famille B

— Evolution de la représentation réduite :
pr(X) <= pp(X) UT(Xy)
— Mise a jour des ensembles et du graphe:
P+ PUX;
X X\{Xx}
ag = ayp = 0, Vi € {1, ,M}
— Simplification du graphe:
s’il existe une région X; (voire plusieurs régions) dont tous les voisins sont
déja traités (Vj € {1,..., M} avec j # I, a;; = aj; = 0 et ay = 1), la région
est représentée implicitement. Alors P «+— P U X;, ay = 0 et X < X\{X;}

}
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Avec cet algorithme, nous disposons d’une puissante représentation réduite qui
conserve sa facilité d’interprétation. Pour le codage, il faut encore organiser la re-
présentation réduite p.(X) de maniére a diminuer I’entropie des triplets (B, 1, 7). Le
point suivant s’attache a diminuer ’entropie de la position des éléments structurants.

Réduction par diminution de [’entropie des positions.

Pour réduire davantage la représentation, nous suggérons de réorganiser complete-
ment la position comprise dans chaque triplet. L’idée est simple et élégante: apres
adjonction d’un triplet, la surface représentée croit et, par la force des choses, la
surface non représentée diminue. En conséquence, le nombre de positions disponibles
pour le couple (i,j) s’amenuise. Pourquoi conserver une dynamique importante de
positions, alors qu’au fil du temps, certaines positions deviennent interdites?

Le mécanisme proposé consiste a vectoriser les positions possibles et a allouer le
point correspondant a (i, j) dans ce vecteur. Sil’ordre de la représentation est respecté
durant la transmission, le récepteur reconstruit sans peine le méme vecteur de position
et restitue la position (4,j) a partir de la position dans le vecteur. Ainsi, au fur et a
mesure de la transmission, la taille du vecteur de positions possibles diminue. Cela
revient a adopter une démarche de codage adaptative, qui se sert de la relation d’ordre
pour réduire ’entropie de la source.

La considération de I’organisation spatiale apporte encore des améliorations substan-
tielles. Rappelons que le graphe G doublé de sa matrice d’adjacence A traduit les
relations de voisinage. L’utilisation du graphe a des fins de diminution d’entropie
repose sur 1’ élimination temporaire de régions non connezes a la région en cours de
représentation. Plus intuitivement, une région a représenter est entourée d’'un cordon
de régions déja représentées; les régions situées au-dela du cordon ne jouent absolu-
ment aucun role. En considérant ces régions comme déja représentées, bon nombre de
positions artificielles potentielles sont supprimées. Finalement, la discussion revient
a dire que le graphe se partitionne progressivement en sous-graphes disjoints séparés
par des cordons de régions représentées. A chaque sous-graphe correspond une vec-
torisation de positions pertinentes; la représentation se charge d’indiquer clairement
de quel graphe il s’agit.

Réintroduisant explicitement 'ordre dans la représentation, la nouvelle représenta-
tion réduite pl.(X) se déduit de p,(X) par le schéma suivant. Les sous-graphes sont
traités dans un ordre connu de I’émetteur et du récepteur, par exemple en suivant
la taille des plus grands ensembles non représentés. De plus, on suppose que la
représentation a été arrangée de sorte que les positions de triplets successifs de méme
élément structurant soient rangées en progressant de gauche a droite et de haut en
bas, ’axe vertical étant orienté vers le bas; si (By, a, b) et (By, ¢, d) se suivent dans la
représentation, alors a+bxhor < c4+dx hor, ou hor est la taille horizontale de I'image.

Diminution de ’entropie de position dans la représentation réduite.

- Notations :

+ I = partie du plan R? occupée par les régions & coder.
x P = bord placé autour de I'image.
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P(A, B) = surface de I'image étendue, sachant que A est I’ensemble traité
et B I’élément structurant. Concrétement, P(A, B) = A& B.

* X1,..., X3y = les régions & représenter dans ordre, Uy, X = 1.
* G(X;) = le sous-graphe contenant la région X.
* nG(X;) = nombre de sous-graphes disjoints avant d’avoir représenté la

¥ % X *

région Xj.

Test = variable booléenne indiquant si le triplet précédent concerne le méme
élément structurant.

Y, U, = ensembles intermédiaires de calcul.

7 = I'ensemble des positions pertinentes possibles.

By(k) = élément structurant [ intervenant dans la représentation de Xj.
P,[C, (i, j)] = P'opérateur qui vectorise les éléments de I’ensemble C' en par-
courant les positions de gauche a droite et de haut en bas. L’opérateur
renvoie la position relative x correspondant a (i, 7).

- Initialisation :
XO — ma
nG(Xy) + nG(Xy) +1

- Ceeur de lalgorithme :
Pour k£ <~ 1 a k = M (Boucle sur les régions)

{

Calculs propres a la région X

U = U{X,| X, € G(Xy)}

SinG(Xg) > nG(Xk_1), on indique un éventuel changement de sous-graphe,
Y =U;

Boucle sur les éléments de représentation de la région Xy
Pourl«+1lal=1L

{

Détermination de la valeur de la variable Test a partir du triplet
(u,v, B) précédent
Si (Test = non)
{
7Z = P(Y,B(k)) =Y & B(k)
pr(X) = p(X) U{(Bi(k), B[ Z, (i, 5)])}
¥
Sinon (Test = ous)
{
Z = P(Y, Bi(k))
pr(X) < pr(X) U{(Bi(k), P[Z, (i, 5)] = Po[Z, (u,v)])}

}

Il n’est pas possible de chiffrer analytiquement le gain apporté par cette réduction
d’entropie. En tout état de cause, le gain sera appréciable parce que le nombre de
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positions pertinentes décroit rapidement dans le schéma de représentation. Si la
représentation a quelque peu perdu de sa simplicité d’interprétation, elle convient
davantage a un codage. En effet, ’élimination de positions inutiles correspond a un
accroissement de l'information a priori.

7.5.4 Résumé de la méthode et résultats

Méthode. Avant de parler des résultats de codage, le moment est venu de retracer les
lignes principales intervenant dans la recherche d’une représentation d’une image de labels.
Plusieurs éléments se mélent dans sa description :

— Représentation d’une région unique.
La représentation d’une région unique s’obtient en placant des éléments structurants
a I'intérieur de maniere a obtenir in fine le méme contour.

— Représentation d’une collection de régions.
Pour représenter une collection de régions, il suffit d’appliquer la procédure précéden-
te région apres région. Pour du codage, les éléments structurants servant a représenter
une région pourront recouvrir les régions déja traitées. Des lors que le recouvrement
est licite, il y a en contrepartie création d’un concept d’ordre de codage des régions.
Il s’accompagne de I'impératif besoin d’un procédé algorithmique de détermination
de 'ordre. C’est pourquoi nous avons défini un critere de performance.

— Définition d’un critére de performance.

Au vu de la représentation utilisée, les parametres révélateurs de 'efficacité sont : le
nombre de points de contour propres a la région et le nombre d’éléments structurants
employés pour sa description. Leur rapport, appelé critére de performance étendu,
évalue la performance de la représentation de chaque région. A chaque étape, I’algo-
rithme choisit la région ayant la meilleure performance. Apres représentation d’une
région, il faut recalculer les performances des régions voisines puisqu’une partie de
leur contour est représentée indirectement par la région en question.

— Utilisation d’un graphe comme support de modélisation de [’organisation spatiale des
T€GIONS.
L’évaluation des performances exige la connaissance des relations de voisinage entre
les régions. Pour traduire I’agencement spatial des régions, nous avons doublé la
représentation d’un graphe de voisinage de régions. Plus qu’un simple modéle, il
s’agit d’'un outil algorithmique puissant dont la gestion ne coiite que bien peu de
bits.

— Réduction entropique des positions grace au remplissage progressif du plan. Au fur
et a mesure que la représentation se fige, le nombre de positions possibles pour
tout ajout d’élément structurant diminue. Alors, les positions restantes, associées a
un élément structurant, sont transformées en un équivalent linéaire en suivant un
balayage horizontal partant du coin supérieur gauche.
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Résultats de codage

Dans un premier temps et avec ’aide de Benoit MACQ et de Benoit SIMON, nous avons
tenté de coder les points du squelette des régions d’une image par la méthode de FREEMAN,
apres avoir élargi le nombre de directions pour permettre des sauts entre les branches du
squelette. Les résultats de ces essais furent décevants; le coiit de codage est au moins cing
fois plus élevé que 'estimation de 1,3 bit par point de contour.

Malgré toutes les tentatives effectuées, la technique de codage proposée dans ce chapitre
ne descend malheureusement pas sous cette estimation. Plutot que de relater toutes les
alternatives essayées pour coder I'image de labels, nous décrivons la méthode qui semble
la plus efficace. Les résultats d’une réalisation compléte sont fournis apres avoir précisé les
modalités du codage entropique.

Le codage entropique. La représentation réduite contient une liste de paires ordonnées
(N,v) ou N est le numéro de I’élément structurant B considéré et v la position obtenue
apres vectorisation. Les données sont confiées a un codeur entropique dans les termes
suivants :

— Codage des numéros des éléments structurants.

Pour chaque région, les paires sont ordonnées en commencant par la plus petite
valeur de B et suivant un balayage horizontal pour v. Comme la représentation
englobe plusieurs régions, la seule difficulté est le passage d’une région a une autre
que I’évolution des valeurs de B ne permet pas toujours de détecter. Illustrons cette
ambiguité sur un exemple. Soient une palette B composée de 4 éléments structurants
et la représentation réduite p.(X) = {(2,u),(3,v),(3,7),(1,s),...}. Alors qu’en
passant de 3 a 1, il est clair qu'un changement de région a eu lieu, on ne peut
tirer une conclusion semblable pour le passage de 2 a 3. Comme parade, nous avons
imaginé d’ajouter la valeur du cardinal de B lorsqu’il y avait un doute possible et de
coder les numéros par différence. Ainsi, p,(X) devient {(2,u), (5,v), (0,7),(2,s), ...}
ou {(2,u),(1,v),(0,7),(2,s),...} suivant qu’il y a eu ou non un changement de
régions. Les valeurs (2,5,0,2,...) ou (2,1,0,2,...) sont mises a I'entrée d’un codeur
arithmétique et envoyées au décodeur avant la liste des positions de sorte que le
décodeur puisse interpréter correctement le flot de données relatif aux positions.

— Codage des positions.
Deés lors que le récepteur a regu la liste des éléments structurants, il est capable
de retracer tout l’historique, c’est-a-dire qu’il effectue la méme vectorisation qu’a
I’émetteur et traite les mémes sous-graphes. Pour réduire encore I’entropie des posi-
tions, nous transmettons le plus grand rectangle qui circonscrit la région des qu’un
changement de région a été détecté. L’émetteur et le récepteur se servent alors du
rectangle comme masque.

Les positions (u,v, 7, s, ...), complétées des coordonnées du rectangle, sont également

mises a ’entrée d’un codeur arithmétique.

La seule information manquante est liée a la modélisation des régions par un graphe.
Toute apparition d’un sous-graphe supplémentaire donne lieu a des indications qui précisent
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Eléments structurants | Numéro | Priorité | Nombre d’occurrences

Carré 4x4 1 2 368
Losange de taille 7 2 2 214
Carré 8x8 3 2 48
Carré 16x16 4 2 25
Carré 32x32 5 2 5

Carré 64x64 6 2 3

Carré 2x2 7 1 119
Carré 1x1 8 1 33

TAB. 7.1 - Description d’une famille d’éléments structurants et nombre d’occurrences de
chacun d’eux dans la représentation réduite de l’essai.

‘ Opération effectuée ‘ Cotit de codage ‘
Gestion du graphe 111 bits
Codage des éléments structurants 586 bits
Codage des positions 10984 bits

| Total | 11681 bits |

TAB. 7.2 - Cout de codage des composantes de notre représentation.

s’il provient d’une représentation interne et, le cas échéant, si le sous-graphe contient plu-
sieurs régions. 1 bit suffit pour chacune d’elles.

Un codage complet a été réalisé sur I'image de labels représentée a la figure 6.8 (a) (cf.
page 157) avec la palette B détaillée dans le tableau 7.1. Il est bon de remarquer que les
éléments de méme priorité sont classés par ordre de taille croissante. Dans cette réalisation
ol les éléments ne sont pas choisis par familles entieres, cet ordre favorise le choix d’un
petit élément a égalité de performance; c’est préférable car le nombre de positions possibles
pour ce dernier est plus faible.

Le cout de codage des composantes de la représentation réduite est mentionné dans le
tableau 7.2. Il apparait clairement que le codage des positions contribue majoritairement
au débit. Diminuer le colit de codage des positions est donc une nécessité si I'on veut
concurrencer les autres techniques de codage. Par comparaison, I’estimation du codage par
1,3 bit par point de contour donne 8102 bits.

Conclusions du chapitre

Ce chapitre a décrit une représentation de forme et les transformations a effectuer pour
un codage. Le modele servant a exprimer la position relative des régions est présenté au
début du chapitre. Il s’agit d’un graphe bati sur la relation de voisinage. Ensuite, nous avons
présenté une représentation tres générale, qui peut convenir a toutes sortes de traitements
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d’image par objet. Comme la représentation est tres redondante, nous I’avons simplifiée.
Différents procédés de simplification ont été proposés pour y parvenir. Il y a par exemple
la possibilité de recourir a la notion de polymorphisme pour obtenir un recouvrement
optimal. Enfin, dans une phase appelée réduction, nous avons réalisé plusieurs modifications
de la représentation, sans affecter pour autant la qualité de ’approximation, en vue d’un
codage. Ces opérations s’appuient sur plusieurs éléments nouveaux (critére de performance,
recherche de sous-graphe, diminution de ’entropie des positions, etc) applicables a d’autres
techniques de codage que celles étudiées.

En I'absence de résultats de codage probants, les simulations de ’algorithme de repré-
sentation suscitent des réflexions assez nombreuses ou questions et perspectives s’entreme-
lent :

Détermination d’une palette optimale d’éléments structurants.

Il est envisageable de déterminer adaptativement la palette optimale d’éléments struc-
turants ; mais comment faire et surtout quel critére utiliser? La détermination d’une
palette optimale apporterait une souplesse supplémentaire tres agréable pour le co-
dage. Quelques filieres se dessinent : recherche exhaustive avec contrainte pour limi-
ter le temps de recherche, analyse des propriétés de convexité des régions et des
éléments structurants, ... Le mécanisme d’un codage avec palette optimale com-
prend deux étapes: transmission de la palette d’éléments structurants et envoi de
la représentation réduite et codée.

Description a résolution variable.

Par la séparation de la famille B en sous-familles de priorités distinctes, la repré-
sentation répond a une description de résolution variable. Il suffit de construire des
sous-familles composées d’éléments structurants dont les tailles sont des multiples
du facteur de sous-échantillonnage pour éviter les difficultés. Face a une descrip-
tion hiérarchique, il y a une autre attitude: sous-échantillonner la représentation de
formes, transmettre ce signal et reconstituer la pleine résolution par ’ajout d’un signal
détail. Une premiere méthode consiste par exemple a appliquer I'algorithme apres un
sous-échantillonnage. Une autre effectue un sous-échantillonnage puis élimine cer-
taines composantes de pl (X).

Modification partielle du procédé de réduction.

Le procédé de réduction réalise une étape de réduction d’entropie des positions par
une linéarisation des positions possibles. Or la forme des régions suggere par exemple
de décrire toutes les positions possibles non pas en balayant horizontalement I'image
mais en cercles centrés sur les parties de ’objet déja représentées. Un exemple simple
illustre I'avantage de cette description des positions pour un élément structurant.
Soit a placer un élément structurant qui est le pixel unitaire. Comme le pixel fait
partie de la méme région que les éléments déja transmis auparavant, il viendra obli-
gatoirement se placer sur un point de contour de I’approximation précédente. Il est
alors préférable de rassembler les positions potentielles dans une structure en suivant
le contour plutot que de partir du coin supérieur gauche. D’autres considérations de
ce genre entraineront treés certainement une diminution de I’entropie des positions
possibles. Les quelques essais menés indiquaient une entropie des positions proche
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de I'entropie maximale. Quelques regles de connexité connues de I’émetteur et du
récepteur, comme celle précitée, pourraient apporter des gains substantiels.

Une perspective: la représentation par squelette propagé

Notre approche de représentation des formes consiste a décrire les surfaces des régions
a la maniere du squelette morphologique. Le principal défaut du squelette morphologique
est sa difficulté d’interprétation. La description qu’il fournit est compléte, mais comment
coder l'information qu’il recele? D’autre part, l'utilisation du squelette morphologique
impose une simplification préalable, parce que son contenu est surabondant.

En explorant des nouveaux algorithmes d’ouverture morphologique, nous avons ima-
giné de représenter la forme d’une région en suivant la trace de la propagation de 1'élément
structurant a 'intérieur de la région, comme §’il s’agissait de remplir les branches du sque-
lette. Ainsi, on détecte un ou plusieurs homothétiques ancrés a I'intérieur de chaque région
a représenter, puis on propage ces éléments dans les régions. Les images de la figure 7.8
montrent les résultats d’'une telle approche. La distinction majeure par rapport a 1’algo-
rithme d’ouverture par propagation est l’initialisation. Dans un procédé de représentation,
il est plus intéressant de commencer par le plus grand rectangle alors que, pour une simple
ouverture, un homothétique quelconque suffit. Les rectangles ayant servi d’éléments de
départ sont entourés d’un rectangle blanc dans les images de la figure 7.8. On y voit aussi
la trace du point milieu de chaque front de propagation horizontal ou vertical, et la trace
des coins des propagations en diagonale. Pour 'image du haut, nous avons utilisé le pixel
comme élément structurant. L'image du bas a été obtenue en propageant un carré 2x2. Une
telle propagation ne permet pas une reconstruction parfaite de la forme des régions mais
elle atténue la sensibilité aux irrégularités de forme. En effet, les pattes de la pince sont
décrites avec moins de lignes différentes dans le second cas. Pour le codage, on commence
par transmettre la position d’un rectangle et ensuite 'information relative au front de pro-
pagation. Comme la largeur du front ne peut que décroitre au long d’une propagation dans
une direction horizontale ou verticale et qu’elle reste confinée dans un cone si la direction
est diagonale, il suffit de transmettre la largeur initiale et son évolution. Il est aussi possible
d’approximer les lignes par des segments de droite, ce qui conduira & diminuer fortement
le cotit de codage.

Les éléments de la modélisation des régions développés dans ce chapitre (graphe de
voisinage, critere de performance ou le nombre de fronts propagés remplace le nombre
d’éléments structurants) s’intégrent aisément dans une représentation par propagation
d’éléments structurants. Autrement dit, les principaux algorithmes de ce chapitre s’adap-
tent a cette nouvelle description.

En I’absence d’estimation du coiit de codage, il n’est guere possible d’estimer I'efficacité
d’une représentation par squelette propagé. Le concept est néanmoins intéressant parce
que la propagation procede a un remplissage progressif des régions. A chaque étape, il y
a alors une forte réduction d’entropie due a l'occupation spatiale des régions codées et a
la possibilité de prédire des extensions maximales pour les fronts. Signalons aussi qu’une
station de travail NeXT calcule cette représentation en une seconde pour une image de
taille 256x256.
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FiG. 7.8 - Représentation de la forme par squelette propagé. La premiére image résulte
d’une propagation avec un pixel; en conséquence, il n’y a aucune déformation des con-
tours. La seconde image a été obtenue en propageant un carré 2x2, ce qui induit une légére
imprécision dans la représentation des contours. La signification des couleurs est la sui-
vante: (1) les contours des objets sont représentés en noir, (2) en gris foncé, la surface
recouverte par propagation, (38) le squelette propagé est dessiné en clair et (4) les éléments
de départ sont les rectangles entourés d’un trait blanc.
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Conclusions*

Le développement d’outils de traitement d’image articulés sur la notion d’objet est
relativement récent. Dans le domaine du codage apparaissent des techniques de codage par
objet, toutes destinées a des fins de compression élevée. Ce travail s’inscrit dans ce courant.

Le premier chapitre a décrit une notation et introduit le concept de représentation
d’image, cadre général pour tous les traitements d’image. Dans une description par des
régions, la représentation se dédouble en composantes que sont la représentation de forme
p(X) et la représentation de texture p(7). Au terme d’une discussion formelle, nous avons
proposé une définition de texture qui, au moyen d’'un procédé d’extrapolation, sépare I’'in-
formation de texture de son domaine de définition.

Avant d’aborder en longueur la segmentation, nous avons décrit quelques outils de la
morphologie mathématique au chapitre 2 et examiné les contraintes de réalisation. Cette
théorie permet de traiter la forme d’un objet ou d’une fonction en se référant a une forme
fixée. Les opérateurs morphologiques interviennent a plusieurs endroits de la chaine de
codage, ce qui justifiait ’étude des opérateurs importants.

Les procédés de représentation spectrale s’adaptent difficilement aux textures parce
que le support des régions n’est pas un domaine régulier. Pour pallier cet inconvénient et
en conformité avec notre notion de texture, nous avons imaginé d’étendre les signauz
de texture en développant un opérateur généralisé d’extrapolation spectrale. La conver-
gence et lunicité de 'opérateur sont établies dans [’annexe A. Outre I'amélioration de
I'interprétation spectrale des régions qui en résulte, le procédé d’extrapolation remplit plu-
sieurs fonctions intéressantes: (1) il décorreéle les signaux de contour et de texture, (2)
il enrichit le rendu de textures reconstruites avec un nombre limité de raies spectrales,
(3) avec un procédé d’extrapolation de textures, transmettre un simple morceau suffit a
synthétiser toute la texture, et (4) les textures étendues pourront servir de prédiction des
zones découvertes dans une séquence d’images. Ces différentes utilisations ont été étudiées
dans le chapitre 8 sous un angle a la fois théorique et pratique. Nous avons ensuite chiffré le
taur de compression de signaux texturés. Il avoisine 50 pour des grandes régions texturées.

Avec les outils de la morphologie mathématique et celui de ’extrapolation de textures,
nous avons construit un nouveau schéma de segmentation, a partir d’un modéle d’image
basé sur la signature spectrale locale des régions. Le schéma comprend une phase d’ez-
traction de textures par croissance de germes, une détection des régions actives et une
segmentation des régions a variations lentes, toutes trois cohérentes avec le procédé de
codage des tertures. L’originalité tient tant aux composantes du procédé de segmentation
qu’a l'idée d’intégrer des méthodes adaptées a différents types de régions. Le chapitre 4 a

*. Les parties du texte écrites en italique correspondent & des travaux originaux.
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analysé toutes les composantes du schéma et fourni les résultats complets de la segmenta-
tion. Nous y avons aussi montré comment établir une correspondance entre deux textures
dans des images successives d’une séquence.

La seconde partie du document est consacrée au probleme de la représentation de la
forme. Pour I’application choisie, c’est-a-dire la compression de l'information des objets,
toutes les représentations ne sont pas équivalentes tant du point de vue des performances
que des facilités d’interprétation et d’intégration dans un schéma de codage complet des
contours. En toute généralité, trois éléments composent un codeur de contours : un filtrage,
une réduction de représentation, et une phase de codage entropique.

En développant des algorithmes de filtrage, il était devenu indispensable de trouver
des algorithmes de calcul rapides. Une étude compléte de quelques idées algorithmiques,
développées dans un cadre tres général, a été menée au chapitre 5. Nous avons tout d’abord
étendu le domaine d’application des méthodes recourant a I’histogramme local et proposé
un algorithme capable de calculer 'ouvert d’une image en un seul balayage. Pour le trai-
tement d’images de labels, nous avons mis au point une nouvelle technique de calcul de
l’ouverture par propagation de l’élément structurant. La description des algorithmes a été
complétée d’une réflexion fondamentale sur 'implémentation des opérations morphologi-
ques élémentaires. Elle a débouché sur quelques propriétés théoriques intéressantes, no-
tamment concernant le fermé de ’ouvert.

En lissant les contours des régions, on espere faciliter leur représentation. Les travaux
rapportés au chapitre 6 détaillent deuz familles de procédés de lissage convenant a une
image de labels. Elles mettent en ceuvre un méme principe, aboutissant par ailleurs a des
procédés auto-duaux: définir un critére géométrique local de régularité et effectuer des
échanges de points entre régions en vue d’augmenter cette régularité pour toute l'image.
La premiere famille s’articule sur des opérateurs de la morphologie a seuillage, définis sous
une nouvelle forme et dont annexe B reprend méthodiquement les propriétés. Le nouveau
concept de polymorphisme, sorte d’extension de [’ouverture, est au coeur de la seconde
famille de méthodes de filtrage. Les propriétés théoriques de cet opérateur justifient son
usage tant comme mesure des effets d’un filtrage qu’au niveau du codage, et il y a fort a
parier qu’on puisse 1'utiliser dans d’autres applications encore.

Le chapitre 7 a exposé une représentation de forme par éléments de surface qui inclut
une modélisation de ’organisation des régions par un graphe. Cette représentation est suf-
fisamment générale pour servir de langage commun dans toutes les étapes d’un traitement
d’image par objet et c’est 1a son principal intérét. Par le biais de critéeres de performance,
nous avons simplifié son expression et, finalement, nous nous en sommes servi pour coder
les contours. Si les essais montrent que cette représentation n’est pas tres efficace pour le
codage des contours, il ne faut pas en conclure qu’elle ne présente pas d’intérét car bon
nombre de parametres peuvent étre optimisés.

Un sujet étendu comme le codage d’image orienté par la notion d’objet ne peut étre
bouclé en une these, aussi complete soit telle. Afin de s’en convaincre, il suffit de dresser la
liste des outils auxquels nous avons fait appel: morphologie mathématique, extrapolation
de textures, filtres de Gabor, etc. Nous avons toutefois tenu a les développer dans un cadre
homogene, préservant et exploitant de la sorte les étroites liaisons entre les parties du
procédé de codage. Puisse cette recherche en susciter bien d’autres!
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Annexe A

Démonstration de la convergence de
Palgorithme itératif général de
déconvolution

Avant d’entreprendre la démonstration de la convergence, il est utile d’introduire
quelques concepts topologiques.

A.1 Espaces métriques, applications et points fixes

Une topologie sur E est une famille 7 de parties de F comprenant ’ensemble vide () et
E, stable pour l'intersection finie et la réunion infinie de parties de 7. Le lecteur désireux
d’approfondir ces notions est convié & lire par exemple 'ouvrage de LIPSCHUTZ [53].

Définition 72 Soit d une distance définie sur un ensemble non vide E. La topologie T
sur E engendrée par la famille des boules ouvertes de E est appelée topologie métrique (ou
topologie induite par la métrique d). De plus, l’ensemble E, ainsi que la topologie T induite
par la distance métrique d, est appelé espace métrique et noté (F,d).

Concrétement, nous travaillerons dans I’ espace euclidien (R" , d), c’est-a-dire dans I’en-
semble R" muni de la norme euclidienne:

d(p,q) = \l Z [p(n) — q(n)]? (A1)

Un point fize d’une application O : A C RY — R" est un point p* € A invariant pour
O, ce qui signifie que O(p*) = p*. Puisque toutes les applications O ne possedent pas de
point fixe, les conditions d’existence d’un tel point sont d’importance capitale pour quantité
de situations pratiques. En effet, la connaissance de 'existence d’un point fixe associé a
O permet d’envisager une solution itérative a un probleme. Il est également intéressant
d’assurer 1'unicité du point fixe, sans quoi différentes valeurs initiales ne conduisent pas
toutes au méme résultat. Pour obtenir I'existence d’un point fixe unique, il faut munir
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O et I'espace contenant A des propriétés adéquates. La plus connue est la propriété de
contraction.

Définition 73 Soit ’espace métrique (R",d). Une application O : RN — R" est dite
contractante s’il existe un nombre réel o, 0 < a < 1 tel que pour tout p,q € R",
d(O(p), O(q)) < ad(p, q).

Ainsi dans une application contractante, la distance des images de deux points quel-
conques est inférieure a la distance de deux points. Le concept d’application contractante
est a la base du théoréme du point fixe encore appelé théoréme de Banach. Nous n’utilise-
rons pas ce théoreme mais plutot des versions assouplies apres avoir défini une application
non extensive.

Définition 74 Une application O de RY dans RY est non extensive si Vp,q € R" :
d(O(p),0(q)) < d(p,q). Une application non extensive O est stricte si [’égalité est obtenue
uniquement quand p = q.

Contrairement a une application contractante, une application non extensive peut avoir
plusieurs points fixes. Ainsi, il y a plusieurs points fixes pour I'application qui annule la
premiere coordonnée alors qu’une application de translation non nulle n’en posséde aucun.
La non-extensivité stricte limite le nombre de points fixes & 1 mais il faut caractériser
davantage 'image de A pour garantir ’existence d’un tel point. Les théoremes suivants
serviront a établir la convergence et 'unicité:

Théoréme 75 [100] Soit une application O : A C RN — R non extensive stricte qui
applique le sous-ensemble A de l’espace métrique complet (R™,d) sur A. Si I’image de A
par O est un ensemble compact®, alors O posséde un point fivre p* € A unique. Qui plus
est, la séquence p;1 = O(p;) converge vers p* pour toute valeur initiale py € A.

Théoreme 76 [100] Si une application O est non extensive et applique le sous-ensemble
compact et convere? A de lespace métrique (R" ,d) sur A, alors O posséde un point fize
contenu dans A. En outre, YA € ]0,1[ et py € A, la séquence

pir1 = (1= AN)pi + A0 (pi) (A.2)

converge vers un point fire de O dans A.

Contrairement au théoreme 75, le théoréeme 76 ne garantit pas 1'unicité du point fixe,
comme l'illustre 'application O : [0,1] — [0,1] : p = O(p) = p. Ici, la valeur d’initialisation
Po est toujours un point fixe.

Nous disposons dorénavant des outils nécessaires a la démonstration du théoreme.

1. Un sous-ensemble de R est compact si et seulement §’il est fermé et borné.
2. Un ensemble A est conveze si Vp,q € A et a € [0,1], le point (1 — a)p+ aq appartient également & A.
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Théoreme 77 Quel que soit le vecteur de données initial py, litération p;r1 = Gp;
converge vers une solution p*, pas toujours unique, avec

G =TDM 'TI,M[t 2]M 'SM|[| 2]M T} M (A.3)

Les opérateurs matriciels intervenant dans cette relation sont décrits page 51 et sui-
vantes.

A.3 Démonstration

La démonstration s’effectue en phases successives:

1. Montrons tout d’abord que la composition d’applications de deux opérateurs non
extensifs fournit une application non extensive elle aussi.

Soient O, P deux applications non extensives. d(PO(p), PO(q)) < d(O(p),0(q)) <
d(p, q) par définition de la non-extensivité respective de P et de O; deés lors PO est
non extensif. De plus, si 'une d’elles est non extensive stricte, la composition est non

extensive stricte.

La démarche de démonstration consiste a prouver que tous les opérateurs intervenant
dans ’expression de GG sont non extensifs et qu’il existe éventuellement au moins un
opérateur non extensif strict.

2. Vérification de la non-extensivité des opérateurs composant G.

(a) Le filtrage idéal est une opération non extensive.
Montrons en premier lieu que les opérateurs de modification des coefficients
transformés sont extensifs dans le cas idéal ot la réponse impulsionnelle vaut 1
dans la bande utile et 0 ailleurs, les positions des fréquences discretes non nulles
étant indicées par les éléments d’un ensemble noté Egp. Pour toute paire de
vecteurs transformés, éventuellement complexes, P, Q, le carré de la distance
vaut

d(P,Q)= > [P(k)—Qk)+ > [P(k)— Q(k)I (A.4)
k€eEpp kZEpp
Grace au partitionnement de ’ensemble des indices, la relation se raméne a une
inégalité dont le second terme représente en ’'occurrence le carré de la distance
entre les vecteurs traités par filtrage:

d*(P,Q) > > [P(k) - Q(k)] = &*(IIP, 11Q) (A.5)
k€EEBp
Pour des valeurs de coefficient de filtrage I1 supérieures a 1, il n’est pas pos-
sible de prouver en toute généralité que la relation précédente est vérifiée. La
vérification s’effectuera au cas par cas.
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Apres retour dans le domaine de départ, il y a conservation du caractére non
extensif. En effet,

N-1

d'(P,Q) = > [P(k) — Q)" > > [P(k) — (k) (A.6)

k=0 keEgp

et par la version discrete du théoreme de Parseval,

> |P(k) — Q(k)|* = N&*(M~'TIMp, M~ TIMq) (A7)

keEgp

En conclusion, des filtres M ~IIM et M~'SM non adaptatifs sont des opéra-
teurs non extensifs.

Les opérateurs de sous-échantillonnage et de sur-échantillonnage réalisent des
applications de vecteurs non extensives.

Bien choisi, le filtre M~'II; M prévient le repli de spectre subséquent & un
sous-échantillonnage par un facteur 2. Sur le plan théorique, on peut treés bien
concevoir de travailler indépendamment sur deux séquences de taille N dont
tous les coefficients d’indice pair ou impair sont nuls. Le sur-échantillonnage
se résumera alors a sommer les deux séquences. Puisqu’elle ne modifie en rien
le signal, la paire sous-échantillonnage et sur-échantillonnage est une opération
non-extensive.

L’application de la fenétre est une opération non extensive.

Soient les éléments p,q € R,

*(p,q) = Y [p(n) —q(n))*+ Y [p(n) — q(n)]? (A.8)

NE Dy, ngDy,

En supprimant certains termes de la somme,

’(p,q) > Y [p(n) — q(n)]* = d*(Dp, Dq) (A.9)

NE Dy

Il y a égalité si et seulement si p(n) = g(n) pour tout indice n ¢ D, ce qui
n’est pas suffisant pour que I'opérateur soit non extensif strict.

L’écrétage réalise une transformation non extensive.

Pour s’en convaincre, il convient d’examiner, pour chaque j € {0,...,N — 1},
une a une les six possibilités concernant la valeur des réels p(j) et ¢(j): p(j) <
Gmin ou p(j) € G, ou encore p(j) > Gnaz et de méme pour ¢(j). L’examen des
six situations montre que 1’écrétage est une opération non extensive.

3. Dans l’enchainement de matrices formant G, il existe parfois un opérateur non ez-

tensif strict.

La question de la non-extensivité stricte est délicate. Lors du filtrage et de I’appli-
cation de la fenétre, nous avons conclu que la distance entre deux vecteurs était
conservée avant et apres application de ’opérateur si certains éléments des vecteurs
étaient égaux entre eux. La correspondance ne porte malheureusement pas sur tous
les éléments des vecteurs. Il en va de méme pour I’écrétage.
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Néanmoins, moyennant certaines conditions, le filtrage suivi d’un fenétrage opere une
transformation non extensive stricte. La position réelle du filtrage dans I’expression
de G n’a pas la moindre espece d’importance car toutes les opérations sont non
extensives.

Soit F, une opération de filtrage (par exemple F = M~'SM). Le développement
emprunte un raisonnement par ’absurde. Supposons qu’il existe p,q¢ € RY satisfai-
sant les relations p # ¢ et d(DFp, DFq) = d(p, q). En vertu de la non-extensivité des
opérateurs, il résulte que

d(DFp, DFq) = d(Fp, Fq) = d(p, q) (A.10)

Par analogie avec les relations A.8 et A.9, I’égalité de gauche impose I'identité de
tous les éléments de F'p et Fq indicés par D,,. La relation de droite traduit a son
tour I’égalité des éléments des vecteurs transformés filtrés de position j € Egp.

Construisons le nouveau vecteur z = Fp — Fq. Seules quelques composantes z(n)
ne sont pas nulles; il s’agit des composantes de position n € D, le complémentaire
de D,,. Elles sont au nombre de NN}, ou N est le cardinal de 'ensemble D{,. Par
construction, le nombre de termes non nuls de la transformée de Fourier Z de z
ne dépasse pas le cardinal de Egp. Nous utilisons ensuite le théoreme suivant pour
établir une condition suffisante de non-extensivité stricte.

Théoréme 78 [100] Si le vecteur h(n) est tel que ses composantes sont nulles pour
Uensemble des indices extérieurs a Uintervalle [0, M — 1], alors M échantillons de la
transformée de Fourier pris dans [0, 2] spécifient de maniére unique le vecteur h(n).

Ainsi, la transformée de Fourier discrete d’un vecteur a NS composantes non nulles est
entierement caractérisée par un nombre correspondant de valeurs de la transformée
de Fourier. Ce résultat découle des propriétés de changement de base qu’induit la
transformée discréte. A supposer que nous annulions plus de coefficients de Egp que
N¢, il en résulterait que z = 0, en vertu de la relation biunivoque mentionnée par le
théoreme précédent.

Soit Ngp le nombre de fréquences de norme non nulle. Le cas critique étant Egp =
{0,...,. N — 1}, si N — Ngp > NE, condition équivalente & Ngp < N, alors z = 0.
Or, z=0= Fp= Fq, dou d(Fp,Fq) = d(p,q) = 0. La derniére égalité conduit a
p = ¢q, ce qui contredit ’hypothese p # q.

Nous appellerons Ngp < N, la condition d’unicité stricte pour des raisons qui vont
bientot apparaitre. Si cette condition n’est pas satisfaite, rien ne peut étre déduit
quant au caractere strict de DF'.

4. Conclusions.
Toutes les hypotheses du théoreme 76 sont remplies :

— G est un opérateur non extensif parce que toutes les applications impliquées
dans sa construction sont non extensives.

— L’ensemble de travail [Gpin, Gmaz|” est convexe et compact.
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Deés lors, en vertu du théoreme 76, I’algorithme converge vers une valeur fixe quelle
que soit la valeur initialisant le processus itératif.

Pour assurer 'unicité de ce point, il reste a obtenir la non-extensivité stricte de G.
La plupart des auteurs se contentent de mentionner le probleme ou le passent sous
silence. Cette démonstration propose le nouveau critére d’unicité stricte, condition
suffisante qui garantit I'unicité du point fixe via le théoreme 75. En pratique, la condi-
tion portera sur la matrice S placée au centre de G. Remarquons que la déconvolution
sélective adapte S au contenu du signal. Pour que les conclusions restent valables, il
faudra effectuer quelques boucles d’itération internes jusqu’a stabilisation avant de
modifier S, tout en respectant Ngp < N,,.
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Annexe B

Etude des propriétés des opérations
élémentaires de la morphologie
mathématique a seuillage binaire

Introduction aux développements théoriques

Les théoriciens de la morphologie mathématique se sont principalement intéressés a
I’étude des opérations partielles pour construire des ouvertures et des fermetures, tels les
filtres de rang-maximum. Cette facon de faire n’est rien de plus qu’un moyen de retrouver
des propriétés perdues par les opérations partielles; par ailleurs, ces dernieres n’ont jamais
été examinées de maniere exhaustive. Pourtant, caractériser leur comportement est indis-
pensable pour synthétiser des filtres qui remplissent les taches demandées. C’est pourquoi
nous nous sommes longuement penché sur la caractérisation des opérations élémentaires, en
ouvrant un large éventail de pistes. Sans cette étude exhaustive, nous n’aurions pu propo-
ser les explications intuitives du chapitre 6 qui trouvent leur fondement dans cette annexe.
Les développements conduits ci-apres étendent et uniformisent les travaux de MARAGOS
et al. [58], SIMON [90] et VAN DEN BOOMGAARD [101], en mettant ’accent non pas sur le
comportement statistique mais sur ’aspect géométrique.

Nous consacrons la section suivante a 1’étude des propriétés des opérations partielles

élémentaires. Apres avoir proposé des formules de décomposition pour X 8 Bet X % B,
nous examinons les propriétés d’invariance en translation et de croissance. Le comporte-
ment de ces opérations sous l'intersection et 'union y est également analysé.

Les opérations partielles les plus simples s’apparentent a des classificateurs a poids
égaux puisque I’élément structurant est plan. On peut tout aussi bien imaginer manipuler
des classificateurs ou les poids different pour chacun des points d’un ensemble, que ce soit
I'image a traiter ou I’élément structurant. Cela débouche alors sur les notions d’opération
partielle volumique, objet de la section B.2, et de polymorphisme. Si, pour la définition
des opérations partielles, un souci premier était d’assurer une indépendance de position,
certaines applications requierent la conservation de caractéristiques topologiques. Ainsi,
une petite cavité contenue dans un ensemble pourrait completement disparaitre avec des
opérations partielles. Or, il se peut que cette cavité soit I'information utile. Les opérations
partielles volumiques, définies dans cette annexe, offrent des artifices capables de préserver
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des caractéristiques locales importantes.

B.1 Etude des propriétés élémentaires des opéra-
tions partielles

Formules de décomposition

L’interprétation usuelle de 1’érosion partielle est celle-ci: un point p appartient a I’érodé
partiel de X par B si X N B, a une aire valant au moins A(B) — m. Donc, considérant
tous les sous-ensembles B® de B ayant une aire valant au minimum A(B) — m, l'union des
érodés morphologiques X © B® fournit I’érodé partiel de seuil m. C’est-a-dire que ’érodé
partiel n’est rien d’autre qu’une union d’érodés morphologiques par une famille d’ensembles
extraits de B, dont le nombre dépend du seuil et de la taille de ’ensemble B initial.
Qu’apporte alors le concept d’érodé partiel? Tout d’abord, il offre un formalisme général
capable de traiter une collection de sous-ensembles tirés d’un ensemble B. Et surtout, par
son entremise, il est possible de construire une famille intéressante de sous-ensembles de
maniere purement automatique, famille éventuellement énorme, avec ’avantage que I’érodé
partiel est moins sensible au bruit que I’érodé morphologique. Cette interprétation peut
avoir un role pour le traitement d’ensembles discrétisés puisqu’alors le nombre d’érodés a
calculer est fini. De tout ceci, il advient qu'une définition équivalente de 1’érosion partielle
est

X6 B=|JXeB tlque B CB et AB')>AB)—m (B.1)

Si B® représente la totalité des sous-ensembles qui satisfont B* C B et A(B*) > A(B) —m,
I’érosion partielle se décompose comme suit

Propriété 79 (Formule de décomposition de ’érosion partielle) /58, page 1173]

xéB=UxeB =N X (B.2)

i beB?

Mais pour les érosions morphologiques, il est connu que si B* C B? alors X©B' D X ©
BJ. Dés lors, il suffit de réunir les ensembles X © B® tels que B! C B et A(B*) = A(B)—m.
Le nombre d’éléments structurants a considérer, c’est-a-dire aussi le nombre d’érosions a
effectuer, vaut C’jf( ), 1a combinaison de m par A(B)!. Ce nombre peut étre énorme, par
exemple avec un élément structurant de grande taille et un seuil valant plus ou moins la
moitié de son aire. Des lors, la formule de décomposition est plus une interprétation qu’un
guide pour la réalisation.

L’érosion partielle est donc une union d’érosions morphologiques. Ce résultat acquis
assez intuitivement a déja été formalisé par MATHERON [59]. Ce dernier indique que tout
opérateur invariant en translation et croissant —en fait, I’érosion et la dilatation partielles
respectent ces propriétés— peut s’exprimer par une union d’érosions ou par une intersection

1. La combinaison de n par N, C},, est définie par ﬁ ou n! est la factorielle de n.



B.1 Etude des propriétés élémentaires des opérations partielles 207

de dilatations. Ce résultat est aussi valable pour la dilatation partielle:
Propriété 80 (Formule de décomposition de la dilatation partielle)

XéB=NxeB=NU X (B.3)

i beB?

avec, G cette fois encore, la méme collection B de sous-ensembles.

Ce résultat s’obtient directement ou bien en exploitant la propriété 79 et le principe de
dualité (relation 6.7, page 144). En voici le détail,

X&B =(X6B)
= (Ui[X @ B')°
=M X&B

L’utilisation de ces formules permet de comprendre certains faits curieux. Prenons un
ensemble en forme d’échiquier dont la taille de chaque case est de 8 pixels. La dilatation
morphologique de cet ensemble par un doublet de 8 pixels de large vaut le plan tout entier.
Par contre, le dilaté partiel de seuil 1 est vide. Pourquoi? Parce que, conformément a
la formule de décomposition (relation B.3), la dilatation partielle se rameéne dans ce cas
a l'intersection de deux dilatations morphologiques par seulement un point du doublet.
Or, les deux résultats des dilatations sont complémentaires, sans intersection. On peut

donner l'équivalent en termes d’érosion partielle. Par la propriété 43 (page 144), X 3
A(B)—m—1
B =X o B; la dilatation de seuil 1 par le doublet se traduit en une érosion

morphologique, c’est-a-dire de seuil 0, avec 1’élément symétrique. A nouveau, le résultat de
cette érosion est ’ensemble vide.

Cet exemple a mis en évidence la double interprétation possible de I’érosion et de la
dilatation partielles en termes d’opérations morphologiques, reprise ci-apres.

Propriété 81 Soit B?, la famille des sous-ensembles de B ayant une aire égale & m+1.
L’¢érosion et la dilatation partielles s’expriment respectivement par l'intersection et 'union
suivantes :

X8B=NXoB (B.4)
J
X&B=JXoB (B.5)

J

Démonstration
Ry AR m A(B)—m—1 . .
Etablissons la premiere égalité. X © B = X &) B par la propriété 43. En vertu

de la forvmule de déCO{nposition de la dilatation partielle, le second terme s’exprime par
N; X ® B’ tel que A(B?) > AB) — (A(B)—m—1)=m+1
La seconde relation s’obtient par dualité. [ ]
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L’invariance en translation, la croissance des opérations partielles et propriétés
associées

La translation temporelle d’un signal introduit un facteur de phase dans la transformée
de Fourier, facteur qu’il est possible d’extraire et de neutraliser. Dans le méme état d’esprit,
les opérations morphologiques jouissent de la propriété d’invariance en translation. Il est
clair qu’ainsi ’origine ne joue plus aucun role privilégié et que les transformations sont
insensibles a la position absolue des points de I’espace. La proposition suivante décrit le
comportement des opérations partielles sous la translation.

Comme elles sont des conséquences immédiates des formules de décomposition, nous
fournissons les propriétés suivantes sans démonstration. On pourrait aussi les vérifier di-
rectement d’apres la définition. Signalons aussi que la plupart de ces propriétés ont été
énoncées précédemment par SIMON [90].

Propriété 82 (Invariance en translation)

X8B,=(X8B)_, (B.6)
X,5B=(X8B), (B.7)
X & B, = (X & B), (B.8)
X,® B=(X® B), (B.9)

L’invariance en translation est fondamentale pour toutes les opérations de traitement
du signal car elle garantit que le résultat ne dépend pas de la position absolue des points
ni de l'origine. Tout aussi importante est la croissance des opérateurs; il en résulte un
concept d’ordre entre les ensembles traités sous 1'opérateur qui corrobore la notion simple
d’inclusion entre ensembles. En d’autres termes, la structure de treillis est préservée.

Propriété 83 (Croissance des opérateurs partiels)

XCY=>X6BCYSB (B.10)

XCY=>X®GBCY®B (B.11)
Propriété 84

BCC=>X6B2X6&C (B.12)

BCC=>XGBCX&C (B.13)

Propriété 85 (Commutativité de la dilatation partielle)

XBB=B&X (B.14)

Propriété 86
m<n=XOBCXE&B (B.15)
m<n=>X&BDX&B (B.16)

En particulier, X6 BC X & Bet X&BD X & B.
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Développements en série. Dans ce paragraphe, nous allons montrer que les formules
de décomposition permettent d’obtenir des formules de développement en série pour les-
quelles une opération avec un grand élément structurant se ramene a plusieurs opérations
manipulant des éléments structurants plus petits. Il va de soi que ces relations sont par-
ticulierement utiles pour toute réalisation, tant matérielle que par logiciel. Voici, en sub-
stance, ces formules:

Propriété 87 (Formules de développement en série)
Soient ky = maz(0,m — A(C\B)) et ky = min(A(B), m)

X&Buo)= | [(Xx&B)Nnx"S (C\B) (B.17)
X&BuUuO)= ) (X6B UKD (C\B) (B.18)

Démonstration
Relation B.17:
Par la propriété 79, X & (BUC) = U; X ©[BUCT. De plus, comme X © (DUE) =
(XoD)n (X 6E) (cf. [33, page 539]), X © [BUC]" = (X & B") N (X & [C\BJ"). Cest
donc 'union de toutes les combinaisons pour lesquelles 'imprécision totale sur 1’érosion
morphologique vaut m, une partie de m étant associée a B, autre & I’ensemble [C\B]*:

X & (BUC) = U,[(X © B))n (X &[C\B]")]. C’est pourquoi, & supposer que m < A(B) et

m—k
B)n(X & (C\B))].
Les contraintes sur k£ sont destinées a garantir que les définitions des érosions partielles
intervenant dans les différentes composantes de la formule de décomposition ont du sens.
Elles imposent simplement que 0 < k < A(B) et 0 < m — k < A(C\B).
Relation B.18:
Un raisonnement de méme nature conduit a la deuxieme relation. Elle s’obtient également
en exploitant le principe de dualité. [ ]

Ezemple 1:
Traitons une fois encore le cas du doublet B = {0, p} appliqué a un échiquier X dont les
cases sont écartées d’une distance égale a la longueur du doublet. La dilatation partielle

1
de seuil 1 de X par le doublet se décompose via la relation précédente en: X & B =
0 1 1 0
(X @ {0Hu(X & {pH]N[(X & {0}) U (X & {p})]- Par calcul, expression devient

X&B-= [Xo Ul N[0UX,] = XN X,. Mais cet ensemble est vide par définition de
I’ensemble X.

Ezxemple 2:

Un exemple plus abstrait permet de comprendre 1'utilité des formules de développement.
Soit a calculer I'érosion partielle de X par B pour un seuil m. Retirons de B I’élément
noté p. De la sorte, nous avons deux ensembles disjoints notés By, (= B\{p}) et {p}. Par
développement en série de 1’érosion partielle :

X8B =[(X&pHN(XEB)U[XS {pHn(X s B
—X,N(X3B)uUX"S B)
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Une opération avec un élément structurant de grande taille se ramene a deux opérations
qui utilisent un élément structurant plus petit d’un point. Mais comme cette formule est
récurrente, on peut poursuivre le raisonnement et se ramener a un élément structurant
de petite taille, a condition que le seuil ne dépasse pas les limites fixées par la définition.
Bien str, ce n’est sans doute pas la voie a suivre dans une approche par logiciel, mais pour
d’autres applications, cette formule fournit un moyen de calculer malgré tout des érosions
pour des éléments structurants dépassant la taille autorisée.

Un corollaire reprend des formules un peu plus générales :

Corollaire 88

x&Buc)d | [(xéB)nx"S o) (B.19)
Xx&@Buo)c N (X&B UK ) (B.20)

L’égalité n’est garantie que si B et C' sont mutuellement exclusifs.

Démonstration i i
Evident car, en vertu des relations B.12 et B.13, il est établique X & (C\B)2 X & C

—k —k
et X '@ (C\B) C X "8 C. Ce qui, combiné avec la propriété précédente, démontre les
deux relations du corollaire. [ |

Comportement sous 1’intersection et 1’union

D’un point de vue purement théorique, ’érosion et la dilatation morphologiques se
caractérisent par un comportement particulier face a l’'intersection et a l'union. En ef-
fet, I’érosion distribue I'intersection et la dilatation distribue 'union. Assez naturellement
et bien que ce soit regrettable, ces propriétés disparaissent pour les opérations partielles
correspondantes parce que ces dernieres contraignent moins le comportement. La série de
propriétés a venir détaille les relations d’inclusion qui existent pour les opérations partielles.

Propriété 89

(X&B)U(XB8C)C X8 (BNO) (B.21)
(X&B)N(X8C)2X8(BUC) (B.22)
(X®&B)N(X&C)2Xd(BNCO) (B.23)
(X&BUX&C)CX®(BUQ) (B.24)

Démonstration

Toutes ces relations sont des conséquences immédiates des relations B.12 et B.13.
Démontrons par exemple la relation B.23.

Puisque BN C C Bet BNC C C, par la relation B.13, X 3 (BNnC) C X S B et

X&BBNO)CX&C. -
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Les relations suivantes examinent ’effet d’'une somme de seuils ou, a I'inverse, lorsqu’il
s’agit de séparer un seuil en une somme de seuils. Partout nous supposerons que les seuils
prennent des valeurs permises par la définition des opérations partielles.

Propriété 90

x"8"B2(X8B)U(X & B) (B.25)
X"&"BC(X&B)N(X&B) (B.26)

Démonstration
Relation B.25:

Par la relation B.15, X & B D X & B. De méme, X & B D X & B. D'oi, in fine,
m+n m n

X 6 B2 (Xe B)U(X e B).

Relation B.26:

On tient un raisonnement similaire pour la relation B.26. ]

Propriété 91

x"8" (BUC)D (X EB)N (X&) (B.27)
x"®" (BUC)C (X & B)U(X & C) (B.28)

Démonstration
Relation B.27:
Soit un point p appartenant a (X 3 B)n (X S C). p est donc contenu dans les deux
ensembles, ce qui signifie que A(XNB,) > A(B)—m et A(XNC,) > A(C)—n. La somme
de ces deux relations produit I'inégalité A(X N B,) + A(XNC,) > A(B)+ A(C) —m—n.

D’autre part, si ¢ € X =y (BUC), cela équivaut a dire que A(X N (BUC),) > A(BU
C) — m — n. En décomposant le premier terme de 'inégalité :

A(XNB,)U(XNnCy))>ABUC)—m—n
AXNB)+AXNC,) —AXnB,NC,) > AB)+ A(C)—ABNC)—m—n
AXNBy)+AXNC) >AB)+ AC)—-[ABNC)—-AXNB,NC)]|—m—n

Or la différence [A(B N C) — A(X N B, N C,)] est toujours positive. D’ou si p € (X S
B)N(X&C)alorspe X & (BUC).
Relation B.28:

+
Partant de la relation précédente, [ X " (BUC)]c C [(X S B)N(X & C)]¢. Puis au moyen
du principe de dualité (relation 6.7), 'expression de I'inclusion devient successivement, :

Xc m+n
+n

X< "d

)
)

(X
(X

B)°U (X
B)U (X

C)e
C)

Q¢ O

U S S
m n
U ¢ @ <@

& =
N N
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- < +
Si nous remplacons X¢ B et C respectivement par Y, D, E, la relation s’écrit Y m@n (DU
E)C (Y s D)u (Y & E), c’est-a-dire la relation & démontrer. u

Propriété 92

(XxnY)"8" B2 (X3 B)N(Y & B) (B.29)
(XUY)"®8"BC(X&B)U(Y & B) (B.30)

Démonstration
La relation B.30 est une conséquence de la commutativité de la dilatation partielle et de la

relation B.28. Pour arriver a la premiere inclusion, il suffit de prendre le complémentaire
m+

de B.30 et de faire jouer la dualité: [(X UY) & BI°D [(X & B)U(Y & B)° &
(X°eNYe S8 B D (Xe S B)n(ye & B), ce qui n’est somme toute qu’une réécriture de
la relation B.29. m

Détaillons a présent les propriétés ou n’intervient qu’'une seule valeur de seuil. Parmi
toutes les propriétés, pas une seule n’est malheureusement une égalité. Les opérations
partielles ne menent qu’a des inclusions. L’interprétation de 1’érosion et de la dilata-
tion en termes d’union d’érosions ou d’intersection de dilatations, que nous avons donnée
précédemment, suffit & comprendre pourquoi le comportement des opérations partielles est
moins régulier que celui des opérations morphologiques correspondantes.

Propriété 93

(X8BU(KY BB C(XUY)&B (B.31)
(XNY)BBC (X&B)N(Y & B) (B.32)
(X®BUY®B)C(XUY)®B (B.33)
(XNY)&BC(X®B)n(Y & B) (B.34)

Démonstration
Relation B.31:

Par la croissance de 1’opération d’érosion partielle, X 8 B C (XUY) 8 B. De méme,
Y & BC (XUY) & B. Donc l'union de X & B et de Y © B est comprise dans
(XUY) 8 B.

La démonstration des autres inclusions s’articule sur le méme argument. [ ]

Propriété 94

XS (BUC)C(XEB)N(X&0) (B.35)
X&(BUC)D(XBB)U(X &C) (B.36)

Démonstration

La démonstration de la premiere relation s’appuie sur la relation B.12. En effet, comme
BUCDB, X & (BUCQ) C X & B. De méme, X & (BUCO) C X & C. Les éléments de
X (B U C) appartiennent donc a 'intersection des deux ensembles. La seconde relation
s’obtient par dualité. [ ]
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Mise en cascade d’opérations élémentaires. La propriété de mise en cascade de deux
érosions morphologiques, a savoir (X©B)eC = X6 (B@ (), est un pilier de la théorie et
de la pratique. C’est grace a elle que s’établit la notion de taille morphologique, et par suite,
celle de filtres axés sur la notion de taille. Comme il apparait dans les propriétés suivantes,
il n’y a pas de relation de chaine qui tienne pour des opérations partielles. Autrement dit, il
n’est plus possible de définir une “taille partielle”. En conséquence aussi, une opération avec
un élément structurant qui est le dilaté d’un ensemble n’équivaut pas a deux opérations
avec chacun des ensembles constituants.

Propriété 95

X8BeC)C(XB8B)oC (B.37)
XeB&C)D(XeB)&C (B.38)
X®BaC)D(XBB)&C (B.39)
XeB&C)C(X®B)®C (B.40)

Démonstration
Relation B.37:

Par définition de la dilatation morphologique en termes d’union, X S (BaC) =X 3
(Ueec Be). Nous utilisons ensuite la relation B.35 pour résoudre la question d’une érosion

partielle par une union d’éléments structurants. Il en résulte que X 3 (Ueec Be) C
Neec(X 8 B.). Mais en appliquant une propriété de translation démontrée précédemment
et la définition de 1’érosion morphologique au second terme de I'inclusion : (¢ (X g B,) =
Necc (X S B)_. encore égal & (X S B) & C. De fil en aiguille, nous établissons ainsi que
X&(BaC)C (X8 B)eC.

Relation B.38:

Par la formule de décomposition de la dilatation partielle (cf. page 207), X © (B s C) =
X6 (Ni(Ueeci Be))- Or, X (BNC) 2 (X B)U(XaC) et donec X 6 (N;(Ueeci Be)) 2
Ui(X © Ugeci Be). Mais comme X 6 (BUC) = (X B)N (X ©C), on a aussi U;(X ©
Ueeci Be) = Ui(Neeci XOB.). Une propriété de translation de I’érosion partielle montre que
ce dernier terme est égal & U;(N.cci (X © B)—.), cette derniére expression étant précisément
la décomposition de ’érosion partielle de X & B par C. En conclusion: X & (B S C) D
(XeB)&C.

Relation B.39:

Par dualité de B.37 et des opérations d’érosion et de dilatation partielles:

XS (BaO)) 2[(X&B)ec)y
X®(BoC) D2(XeBy el
X Baol) 2X@BalC
C’est bien la propriété a démontrer aux notations pres.
Relation B.40:

C’est a la fois une autre écriture de B.39, puisque la dilatation partielle est commutative,
et le dual de B.38. [ ]
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Propriété 96

(XeB)®&CC(X&C)eB (B.41)
(X®&B)B8CD(X&C) @B B.42)

Démonstration
Démontrons d’abord la premiere relation.

(X©B)® C = (N,X_y) ® C. Or Vb*, N, X_p C X_s-. Par invariance en translation et
croissance de la dilatation partielle (cf. respectivement les relations B.9 et B.11), (N, X_5) g
C C X &C = (X & C)_p-. Cette derniere relation étant valable pour tout b* € B,
(XOB)&CCNpes(XBC) 4= (XS C)oB.

La seconde relation est simplement la relation duale de la premiere. |

Nous avons cherché a obtenir des regles de mise en cascade pour éventuellement simpli-
fier des expressions complexes. Jusqu’a présent, toutes les regles sont des inclusions. Quid

de XS (B&C)etde (XSB)SC?

Corollaire 97 Il n’existe malheureusement pas de relation de mise en cascade pour les
opérations partielles comme il en existe pour les opérations d’érosion et de dilatation mor-

phologiques. Il existe néanmoins un ensemble que contiennent a la fois X g (B % C) et
(XeB)sC:
X6(B®C)2(XeB6CC(XeB)oacC (B.43)

De méme, par dualité,
XB8BBC)C(Xe&B)BCD(XSB)&C (B.44)

Démonstration

Inclusion de gauche:

Comme 1’érosion partielle contient 1’érosion morphologique et suivant la relation B.38:

X8(B&C)2Xe(B&C)D(XeB)&C.

Inclusion de droite:

XeBCX 5B et, puisque I’érosion partielle est croissante, (X ©B) SC (X S B) S C.
[ |

Extensivité. Qu’en est-il de 'extensivité des opérations partielles élémentaires? L’anti-
extensivité de 1’érosion morphologique est garantie a condition que 1’élément structurant
contienne 1’origine. Pour 1’érosion partielle, ce n’est méme pas le cas; elle n’est pas anti-
extensive. Un contre-exemple illustre ces derniers propos. Prenons un élément structurant
B carré de quatre pixels avec 1'origine placée sur le coin supérieur gauche. Soit a traiter
un ensemble X égal a B sauf que 'origine n’appartient plus & X. Le résultat de 1’érosion
partielle de seuil 1 de X par B est le singleton constitué de l'origine ce qui signifie que,

1
malgré 'appartenance 0 € B, X © B ¢ X. Comment expliquer cela? Reprenons la formule
B.1 qui transforme I’érosion partielle en une union d’érosions morphologiques: la famille
des B* contient tous les sous-ensembles de B amputés d’'un pixel. Dans le cas présent,
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c’est précisément ’élément structurant identique a X —c’est-a-dire le carré sans ’origine—
qui contribue seul a I'union. En conclusion, si I’érosion partielle n’est pas anti-extensive
méme si l'origine appartient a I’élément structurant, c’est parce qu’elle est équivalente a
une union d’érosions morphologiques par des éléments structurants qui ne contiennent pas
nécessairement 1’origine. Mais deés lors que tous les B? de contribution non vide dans I’union
contiennent l'origine, I’érosion partielle est anti-extensive.

Mise en cascade d’opérations avec des seuils différents. Dans une expression
contenant plusieurs opérations partielles en cascade, il n’est pas possible de permuter

les seuils. Ainsi par exemple: (X S B) & B # (X & B) & B, comme le montre

la figure B.1. Pareillement, (X & B) & B # (X & B) & B. Signalons le résultat
intéressant de SALEMBIER [84] qui montre que, si ’élément structurant est unidimen-

sionnel, (X s B) & BC (X & B) & B moyennant m > n.

o

o -
® O
® O
® O

Fic. B.1- Pour illustrer que (X © B) © B # (X & B) & B.

La mise en cascade d’opérations partielles avec des seuils identiques produit parfois
des phénomenes curieux comme celui d’oscillation illustré a la figure B.2. Pour un carré
de 2x2 pixels, le résultat de la dilatation de seuil 1 itérée bascule entre une croix et la

2 2
carré translaté. Avec un seuil égal a 2, le résultat de (X @& B) @ B est vide. Dans
de telles conditions, il n’est malheureusement pas possible de définir le concept de taille
morphologique partielle.

B.2 Ajout d’une mesure: la notion de volume
Telles qu’introduites précédemment, les opérations souffrent I’'inconvénient —c’est par-

fois aussi un avantage— de ne pas considérer la position de la simplification introduite avec
le seuil. Disons plutot que, si le bat blesse, c’est surtout a cause de I'incapacité a gérer des
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Fi1Gc. B.2 - Pourquot le concept de ‘taille morphologique partielle’ n’est pas possible.

notions de géométrie dans les résultats des opérations partielles. Dans certaines applica-
tions, un trou a l'intérieur n’a pas la méme signification qu’un pixel manquant sur le bord.
Le contraire est plutot rare. La question que suggere cette digression tient a: comment
introduire une géométrie de ’erreur a partir de I’élément structurant? C’est pour résoudre
cette difficulté que nous ajoutons une mesure, appelée volume, a chaque ensemble. La
démarche suivie consiste a définir la notion de volume d’un ensemble et a l'intégrer dans
la définition des opérations partielles pour accroitre les moyens de caractériser X.

Définition 98 Soit v(z), un nombre réel associé a chaque élément x d’un ensemble X.
Le volume de cet ensemble noté V(X) est le réel obtenu par sommation du poids de ses

éléments:
V(X) = v(z) (B.45)

reX

A présent, I’attribution des poids est laissée a la libre appréciation du praticien. Par un
mécanisme judicieux et propre a son application, il choisit un poids pour chaque élément
d’un ensemble, comme par exemple ceux de la fonction distance. Le volume peut étre
introduit dans chacune des opérations partielles précédentes moyennant certaines modi-
fications. Auparavant, il faut définir le volume d’une intersection d’ensembles, ou ce qui
revient au méme, de I'union d’ensembles. Mais la tache est ardue. En effet, de nombreuses
propriétés démontrées pour des définitions avec la notion d’aire utilisent 'importante rela-
tion que voici: A(XUY) = A(X)+ A(Y) — AX NY). Il existe donc une correspondance
bi-univoque entre la relation purement ensembliste et ['aire des ensembles. Pour le volume,
ce n’est pas si simple. Quoi qu’il en soit, définir 'intersection va forcément de pair avec
une définition pour 'union. En effet, imposant que la relation précédente soit également
respectée, I'union sera définie via la notion d’intersection. Pour le concept de volume d’une
intersection de deux ensembles, nous utiliserons:

Définition 99 Soient deux ensembles X,Y et v,w, les jeux de poids respectifs. Le volume
de l’intersection de ces deuzr ensembles vaut

VX nY)= > v(puw(p) (B.46)

peEXNY

La difficulté majeure de cette définition consistera a comparer le volume d’une intersec-
tion d’ensembles avec le volume d’un de ces deux ensembles a cause du biais qu’introduit
I’autre volume.
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Définition de I’érosion partielle volumique

Dans la morphologie mathématique, I’ensemble X et 1’élément structurant B ne jouent
pas le méme role. Nous cherchons a tirer le maximum d’information sur X en utilisant
B comme forme d’analyse. B est donc l'outil et X 1’objet a caractériser. Nous pouvons
alors introduire une différence fondamentale entre X et B dans les définitions mémes des
opérations partielles volumiques. Elle est résumée par ’hypothese suivante : [’ensemble X
a caractériser a un jeu de poids valant 1 a l'intérieur et 0 a [’extérieur. Cette dissymétrie
est naturelle parce que 1’élément structurant est une caractéristique connue a priori et donc
accessible a I'utilisateur; il peut maitriser son usage. Mais au niveau du principe, l'inverse
est possible.

Apres cette précision importante, nous définissons 1’érosion partielle volumique.

Définition 100 L’érosion partielle volumique de seuil o d’un ensemble X est définie
comme l’ensemble des points p pour lesquels le volume de ["intersection de X par B, est
supérieur & une fraction (1 — «) du volume de B :

XE6B={peZ’V(XNB,) > (1-a)V(B)} (B.47)
avec « € [0, 1].

Définition de la dilatation partielle volumique

La dilatation partielle volumique se définit par analogie avec 1’érosion partielle volu-
mique.

Définition 101 La dilatation partielle volumique de seuil o d’un ensemble X est définie
comme [’ensemble des points p pour lesquels le volume de l'intersection de X par B, est
strictement supérieur a une fraction o« du volume de B, c’est-a-dire

X & B={peZ’V(XNB,) > aV(B)} (B.48)
avec o € [0, 1].
Propriété 102 Pour un élément structurant dont tous les poids valent 1,
X6B=X6B (B.49)

o X & B={peZAXNB,) > (1-a)AB)}.

Démonstration
Evident parce que si tous les poids de B valent 1, la notion d’aire est équivalente a celle
de volume. [
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Pseudo-ouverture et pseudo-fermeture volumiques

Définition 103 La pseudo-ouverture volumique et la pseudo-fermeture volumique de
seuils (o, B) d’un ensemble X par ’élément structurant B sont définies respectivement par

a, a B
x¥B=(x&B&B (B.50)

et 5
xX¥B=(xé&B)oB (B.51)

St v est choisi égal a B, les opérations seront notées par X 3B et X eB.

La figure B.3 met en ceuvre une opération partielle volumique. Supposons que nous
désirions effectuer la pseudo-ouverture par un carré 3x3 avec un seuil de 1 a I’érosion mais
telle que le coin inférieur gauche ne soit jamais absent. Par ’entremise des opérations
volumiques, nous sommes capable de réaliser cette transformation. La solution consiste
a attribuer un poids supérieur au coin en question et a adapter le seuil de sorte qu’une
configuration qui ne ne contiendrait pas ce point soit rejetée. Dans cet exemple, I'opération
est la combinaison d’une érosion partielle volumique suivie d’une dilatation morphologique :

(X OQl B) & B. Le disque noir représenté dans la derniére image montre bien qu’il n’y a
aucune configuration ol ce point est le seul élément manquant de B.

Nous n’avons pas & proprement parler utilisé les opérations volumiques parce que les
opérations partielles ont suffi. Il n’empéche que l'idée des opérations volumiques ouvre
d’intéressantes perspectives de recherche.
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Fic. B.3 - [llustration de l’effet d’une érosion partielle volumique suivie d’une dilatation
morphologique.
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