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INIRODUCTION

Parmi la diversité croissznte des types de structures &lastiques
complexes que la méthode des &léments finis permet d'analyser numéri-
quement, tant sur le plan statique que dynamigue, avec une puissance
et une fiabilité sans cesse accrues, nombreux sont les domalnes oii
les structures étudifes sont en fait destinfes 3 interagir, de manidre
plus ou moing &trcite, avec des milieun fluides.
Dans le domaine aérospatial, en particulier, ce type d'interaction
est extrémement fréquent, et la présence de wmasses plus ou moins im-
portantes d'ergols liquides dans les réservoirs d'un avion ou d'une
fusée en vol peut entfainer des modifications considérables de leurs
caractéristiques de résonznce. Le cas desg lanceurs,; oli des masses
trés importanteg d'ergols (la quasi-totalité de la masse au décollage)
sont contenues dans une structure trés legdre et, par voie de consé-
quence, dsgez soupie, constitue un exenple typique de probléme hydro-
élagtique pour lequel le comportement dynamique de la structure ne
saurait &tre dissocié de celui du fluide qu'elle contient.
Le couplage entre modes de vibration des réserveirs et des ergols v
est en particulier responsable du célébre effet "Pogo', de régonance
en boucle fermée (la boucle de retour étanﬁ assurée par les moteuars),
qui, cutre le fazit de soumettre 3 rude épreuve les @quipements fragiles
du lanceur et de sa charge utile, peut, s'il devient‘iﬁstableg provo-
quer la perte de l'ensemble. Ces guelques exemples suffigent 3 illus-~
trer 1'intérét considérable que les respomsables.de projets spatiaux
sont'amenés d consacrer au probléme de 1'interaction fluide-structure
et la nécessité pour eux de disposer de moyeﬁs de calculs efficaces
pour le résoudre.,
La wéthede des &léments finis s'étant depuis plusieurs années affirmée
comme &tant sans conteste la wéthode d'analyse la plus efficace dans
le domaine des structures &lastiques complexes, il &tait logique de
1'étendre 4 la partie fluide du probiéme hydro&lastique de maniére 3
constituer un tout homogéne et cohZrent. Plusieurs tentatives en ce
seng ont déja été faites et ont débouché sur des solutions plus ou

moins satisfaisantes, mais parfols incomplétes du probléme posé.
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On peut les subdiviser en trois catégories, selon le mode de discréti~
sation adopté pour la pértie fluide.
Un premier type de méthode, proposzé par ARCHER et RUBIN [i] s COm-
siste & Imposer certaines restrictions sur le mouvement du fluide,
On exprime que le déplacement vertical du fluide ne dépend que de sa
cote : si 1'on considére une tranche dans le fluide, elle peut s'apla-
tir et s'@largir, mais ses faces planes restent planes, En particulier,
la surface libre demeure plane. Cette approximation permet de prévoir
correctement les fréquences des modes propres pour lesquels. le mouve#
ment de la coque est jmportant; mais ne fournit qu'une 1d8e grossidre
du mouvement de fluide et il gerait vain d'essayer d'en retirer une
connaissance précise de l1a pression. En outre, elle ne permet pas
d'étudier le ballottement du liquide gui suppose nécessairement une
surface libre courbe. -
D'autres auteurs ont abordé le probldme au moyen dfune formulation
mixte, en ce sens qu'ils iddalisent la structure au moyen d'éléments
finie, tandis que pour le fluide, ils utilisent 1'équation intégrale
de FREDHOLM : le comportement du liquide est exprimé & 1'ailde d'une
distribution discrdte de sources sur sa frontilre. C'est de cette
fagon qu'ont procédé KHABBAZ [2] , GUYAN, UJIHARA et WELCH [3] .
Il faut cependant remarquer que cette représentation du fluide n'est
vraiment intéressante que dans le cas d'un mouvement axisymétrigque :
on ne doit alors évaluer que des intégrales elliptiques, dont il
existe des tables. Pour des mouveunents plus compliqués, cette formula-
tion perd un peu de son intérét, L'&tude des résultats obtenus dans
[3] suscite les remarques suivantes : tout d'abord, on constate
que l'analyse est alourdie par le grand nombre de modes de surface
libre, c'est-3~dire de modes ol c'est essentiellement le fluide qui se

meut  en surface, la coque restant pratiquement immobile.

Or, ces modes sont généralement peu intéressants.

Ensuite, on ohbserve que si les premiers modes de surface libre ont
leur maximum au centre, ce qui est normal, il n'en est pas de wme

des modes de fréquence plus &levée,



Pour ceux-ci, en effet, les auteurs obtiennent une surface libre
pratiquement plane au centre, et de fortes ocsclllations sur les

bords, ce qui semble assez peu conforme & la réalité,

Il convient encore de noter que les formulations de cette espéce
nécessitent un certain nombre de calculs ultérieurs pour obteair

la pression au sein du fluide. Or, la connaissance de la pression

est esgsentielle pour prévoir l'effet POGO, ,

La formulation proposée par PINSON et BROWN [21]j basée sur la
discrétigation du champ des vitesses, se heurte i la méne difficulté,
Une &tude convenable du probléme hydroélastique doit donc répondre

aux deux conditions suivantes 3

1. représenter le fluide au moyen d'éléments finis en discrétisant

une variable qui permette d'évaluer la pression de manidre simple;

2. limiter au mwaximum le nombre de meodes de surface libre qui pré-

sentent peu d'intérét.

Dans cet ordre d'idées, la formulation NASTRAN [4] est basde préci-
sément sur la discrétisation de la pression (ce qul convient surtout
pour les fluides compressibles). Mais, jusqu'd présent, nous n'avons
pas connaissance de résultats obtenus & l'aide de ce formalisme.

Il est cependant é€vident gue la premidre condition y est vérifige.

Une autre formulation a été initialement propos€e par PIN fONG
[s] puis reprise par ANQUEZ, BERGER, BOUJOT, OHAYON et VALID
[6,7] . Le mouvement irrvotationnel du fluide supposé incompressible
et non visqueux est décrit i l'aide du potentiel des vitesses.,
Pour les petites oscillations, la pression est directement 1ige au

potentiel et la premiére condition est donc vérifite.

La présente Etude reprend cette fofmulation, mais la présentation
du principe variétionnel relatif & la partie fluide est nouvelle :
au lieu de raisomner‘ a pértir d;un principe eulérien (principe de
BATEMAN) et de le raccoxdef au principe de HAMILTOK écrit sous forme
lagrangienne en faisant 1'hypoth&sze classique des petits déplacements,
nous préférons dédujve directement le principe relatif au fluide a
partir du principe de BAMILTON, en mettant en &vidence la lingarisa-

tion géométrique.



Dans cette approche, on est amené & définir un potentiel des déplace-
ments, ce qui donne un sens nouveau & la variable effectivement dis-
crétisée par les auteurs précités. Nous montrons en outre qu'il est
possible, en jouant sur l'indépendance entre déplacements de surface
libre et potentiel des déplacementé au gein du fluide, d'id8aliser
trés sommairement la surface libre, donc de minimiser le nombre de
modes propres associés, sans pour autant altérer de maniére sensible
les fréquences desg modes‘propres hydroélastiques proprement dits et
tout en conservant une description trds correcte du fluide.

La seconde condition est donc elle aussi vérifice.

La mise en oceuvre pfatique de ce formalisme,qui est opérationnelle
dans le software S.AM.C.E.F. d'analyse des milieux continus par la
méthode des &léments finis développs par le L.T.A.8. ( [8] . [9 } I
a -@té conduite avec le souci de permettre le traitement de systémes
de grandes dimensions. On s'est particulidrement attaché& & concevoir
une technique d'assemblage cowpatible avec la méthode des sous-gtyse-
tures en série ( [10] . [11] R [12] ) permettant de condenser
progregsivement, outre la totalit? des degrés de liberté de fluide,
ceux des degrés de liberté de structure qui sont jugés superflus pour
le représentation du comportement basse fréquence du systime, ce en
une seule et méme Etape.

Les &léments finis de fluide et de structure disposent tous du degré
variable et offrent une tréds grande souplesse d'utilisation (telle
que poasibilité de traiter simultanément plusieurs réservoirs avec

ou sansg surface libre).

Les résultats numériques obtenus sont illustrés par deux exemples.

Le premier consiste en i'étude des oscillations d'un liquide dans

un réservoir cylindrique rigide. La solution cobtenue est confrontée
avec la solution analytique du probléme.

Le second exemple est repris de la référence [3.] et leg résultats
comparéé font ressortir un trds bon accord avec les fré&quences propres
calculées par ses auteurs qui avaient eux-mémes effectud des recou-

penents avec des résultats numdriques antérieurs.




1. FORMULATTON VARTATTIONNELLE DU PROBLEME HYDROELASTIQUE

1sle Principe variatiomnel pour la partie fluide

Le mouvement d'ua fluide incompressible et non~visqueux est régil
par te principe de HAMILTON. On considdre une collectivité de particules.
Elle oaccupe au teups t = O, un volume V(0) bordé par une surface $(0}.
Les ﬁ@mes particules occupent su temps t un volume V(t), de surface S(t}.
Une particule située en £ = 0 au poinﬁ de coordonnées a, se trouve au

temps t au point X, o Nous Ecrirong

763 ; D, = G .1
t .21i
2 J ‘
[ - . SR () 2
b= G ; 3, = &) (1.2)
B xi

Cela &tant, supposons les déplacements impos€s sur une portion S, de S,

1

tandis que sur l'autre partie S, de la surface, on impose la pression.

2
Le principe de HAMILTON prend alors la forme :

t * »
[ 2 ui u,
J dc { 8 (p "y e R ) dv(e)
t1 v (t) :
- J Py, 6 u; d8(e) } =0 (1.3)
8, (t)

ol Q représente le potemntiel gravifique, p la presszion imposée, v,

la normale & Sz(t).
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Dans 1‘appli5aticn de ce principe, il convient de vérifier a priori
la condition d'incompressibilit@. 8i 1'on appelle J le déterminant

jacobien

= 200, A
ey : (L.4),

la condition d'incompressibilité s'éexit
J=1 - S (L.5)

Nous adopterons, dans ce qui suit, une descripticon purement
lagrangienne. Il faut donc transformer les intégrales sur V(t) et
S(t) en intégrales sur la configuration initiale.

La transformation est simple pour 1'intégrale de volume :

pdeﬂJ .p £J 4V 7 "~ (1.6)

Jv(t) V{0}

Quant § la pression, elle perd son caractére isotrope.

En effet,

1]

a, (p 6‘ui) dv{t)

p Vv, &u, dS J
JS(t) o vEe) -

J ai {p 6 ui) dv

J v(0)

et, puisque

on obtient




3

J Py, Su, di = { J Bi a, D, {p § ui} dv {(L.7).
S(t) v (0) 3 ‘
En vertu de 1'identité de JACOBI

B, (J2,a,)=20. (1.8),

i—te
s
Gta

on peut transformer cette intdgrale en

n, [pJo,a | 6u, ds - : (1.9},
JS(O) 3 i 73 i

ce qui définit la "pression lagrangienne”

(1.10)

o= A%
pji p J 3 aj
Chargeons encore le principe d'assurer 1" incompressibilité :
on ajoutera simplement le "potentiel de compression” construit &
1'aide d'un maltiplicateur A :
€= J oA (T - 1) av (1.11)
v{0) : '

4

Puisque la condition d'incompressibilité est reprise par la variation
de x , on peut, pour obtenir le principe le plus simple possible,

poser J = 1 daus (1.6). Le principe lagrangien s'écrit alors

t L) L
2 ui ui ‘ ;
dt { 6 (p === = p Q) dV + & A (3~ 1) av
; , 2
ty v(0) V{0)

- n, p,, Su, dS 1 =0 (1.12) .
JS?(O) L
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Cherchons les Zquations d'Euler de ce prisncipe.

Notant que

83 =13, 6 u, | | (1513)9
on obtient
t .
dt { (p uy $ U, P ai Q8 v, ¥ xJ 3, 8 ui) av
tl v{0)
- [ n, p,. §u, dS } =0 .
Jsz(o) 3 Tii i

Le troisiéme terwe demande une attention particullére : on a

J AJ 3, §u, dvV = I A 3, 6 ug dV(t) =
v(0) * V(t)
A ov, 8 u, ds(t) - J 3. A 8 u, dV(r) =
IS(E} i i v(t) i i
' A v, & u, ds{t) - [ J 3, A §u, dv .

Js(t) i vy 1
Ve que J = 1, on a donc

—pl,-pa;2-2 A=0 | (1.14) «

‘Cette &quation montre que la multiplicateur A n'est autre que la
pression eulérienne qui, pour un fluide incompressible, n'a d'autre
sens que celui de réaction correspondant 3 la liaison d'incompressi-

bilité.
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En surface, on obtient la condition d'égalité des pressions puisque,

par définition,

PV 5uidS .

1.2 Linéarisation géométrique dans le fluide

Dans ce gqul suit, nous ne considérerons plus que les petits

mouvements du fluide, On peut alors linfariser le probléme :

a) noug admetitrons gue

Di Q= Di xj 83 Q= Bi f2 ‘ ®

soit

soit

[ oy uy | <<t ' | | | (1.16)

sous cette condition, les pressions lagrangienne (tenseur) et

eulérienne (scalaire) peuvent &tre confondues, car
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= o~ o N
pji pJ3, a P bw_j {L.17)
b) le jacoblen peut Stre développd en
,‘I=1+11+Iz+13.
ol
I » I, , I,
sont les trode invariants du tenseur Di uj.
Nous nous limiteroms au premier ordre, ce qui donne
J—lle=Diui _ ©(1e18) .
Le principe {l1.12) lin€arisé devient donc
£2 u, ug L
dt { & .(p 5 -p ) dV+ § )A.Diuidv
ty v(0) v v(0)
- J 'i': n, 8u, 43} =20 ’ (1.19)
et les &quations d'Euler : , ‘ ; - _f,{;‘. Y
Su, »=~pu, =pD, @-D, A =0 dans V(D) (1.20)
i i i i _ .
+> n, A —-n, 'f)' = 0 sur S.,(0) (1.21)
i i 2
82 + D, u, =0 dang V {122},



iz,

“ o
e

L'équation (1.19) miéne i définir un potentiel ¢ tel que

; | _ Ve ot _pd)
—-¢ =+ Aig — Ekﬂqb“%ﬁﬁquyéi’ ,>\ [DT f
e
On obtient alorz, par (1.20)

+

— + D =
Mg TP e r

c'est~d~dire que 1'équation d'8quilibre est remplacie par la

condition d'existence d'un potentiel de diEplacement tel que

=+ D .
vy i ¢

Supposant cette équation vérifige en volume dans (1.19), on obtient

u, u, D, ¢ D, ¢
a) J p oo QY = J o B ST R
V{0) 2 v{Q) Z
) f
bl - J p AV = 4 J P 8 Di ¢ dv
v(2) v{0)
e) [ A Di ui av = f A ni uj d5 - J Di A ui dav
v (0} S(0) : V{0)

= - (p ; +p ) n, u, 45 % J p (D, ; + D, @) D, ¢ 4V
[S(O) i i V(0) i i

1
_
&;
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Finalement, aprés-intégration par parties sur le temps, on obtient le

principe

t, D, ¢ D, ¢
J dt { ~ 6[ AL gy - J
ty V(O>; 2 52(0)

{(p +p @) n 8 ui'dS

-5 f o dn. u, dS} =0 . O (1.a23)
S(0) td ‘ |

Le terme

1

- p &n, §u, ds = I pg. u, n, § u, dS
J52(0) bt 5,000 by

'est pas auto~adjoint., On pose donc, pour des surfaces &lastiques,
u, * u_ n, ‘ ‘ {1.24)

Cette approximation,initialement due & PIN TONG, revient i dire que
le déplacement de la paroi est essentiellement normai.

Scuvent admise dans certaines théories de coques, cette ﬁypothése
peut cependant Etre prise en dé&faut dans certains cas.

En particulier, elle a pour effet néfaste de donner de l'énergie au
mode rigide de tranaiatlon verticale. Il s'ensuit que ce mode rigide
ne correspond plus d upe fréquence rlgoureusement nulle {(cependant,
les applications pratiques montrent que la forme du mode rigide est
trés peurdétériorée). ‘

Moyennant cette hypothése, le principe variationnel de la partie

fluide s'écrit donc finalement
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£ -

2 D 6D, ¢ -
Jt it { - 6 ! p me—m——ies Y - J P n,8 u, 45
1 v (0) 2 5, (0) *

2

> > U

+ 8 J p g.n-iﬁ ds - ¢ J [ n, u, ds } =0
S, (0) S(0)
2
(1.25),

1.3. Position du probléme fluide-structure

Le fluide est contenu (fig. 1.,1) dans une structure 8lastique et
posséde, en général, une surface libre. Le fluide occupe un volume Vf v
la structure un volume Vc' | )
Leur interface sera appelé Sf, tandis que;nous Ecrirons T pour la
surface libre.

Pour la partie structure, on utilisersbnplement le principe de HAMILTON

(théorie géométriquement linéarisée)

t2 . u, ui
J de { 8 J (p === = WD) +p_ g, uy) AV
c [o4 1 1
t, V. 2

- J Efni § u, dS - J E; §u,ds } =0 (1.26).
S¢ S, .

t

Dang ce principe, ng représente la normale vue de la structure.

En termes de la normale du fliide, on z donc

n' = =1, . (1.27)
. i .

o e o e A — e - 4 s e = e e oo
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Dés lors, si 1'on additionne les deux principes (1.25) et (1.26) en
notant que- la pressjon doit Ztre la méme de part et d'autre sur 1'in-
terface fluide-structure et nulle @ la surface libre, on obtient le

principe couplé

t u, u, D, ¢' D, ¢
szdt{[%'f pc-i-«-»«idv “J pp s Qv
t v 2 v 2 .
1 c £

- [S pe ¢y vy dS - Jr Pe & nds |

£
2
> > un B n_Z
- [ W(Du) av - pe el == dS = | po gen g dS
v, : s, . 2 T

(1.28)

On peut simplifier ce principe en prenant comme r&férence lz position

d'équilibre. D8s lors, les termes

R

p_ g, u, dV
‘{V C 1 1
c

et

‘ t, 5 u, dS
[S i i
[

disparaissent. Mais l'énergie de déformation prend une forme plus

compliquée, Il y a lieu notamméntE de tenir compte des termes du

"~ second ordre résultant du couplage entre les tensions initiales

et les carrés des gradients de déplacements, dits "termes géomé-

triques".
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Le principe s'2crira alors :
L]

t 1 U, u _D oD, ¢
G'J 2 dt { |:J pc*-l L dv - J - Pg A dav
t v 2 A 2
1 c f _

...JS pfqbniuids-’-J Df¢nds]
f . T

- [Jv W, (Du) + wg (o, » Du) ).dv

c

2
u 2
e e had T '
"J Pe (gem) 5 dS + J Pr 8% dS] 0 (1.28),
S¢ r



Z. DISCRETISATION DU PRINCIPLE COUPLE

2.1, Equations d'Buler-Lasrange discrétisées

Aprés discrétisation des chanps ¢ , 7 et ug auxquels pousg
associerons respectivement les vecteurs d'état généralisés f , vy et g,

le principe (1.29) s'écrit matriciellement.

t L] L (13 -
8 J 2,(%‘f' Nf+f'"By+ %-y' Cy+£f'Dgq

1
--% q' M g+ %'q' K g = %'q' S q) dt = O (2.1)

et la variation indépendante des champs £, y et ¢ conduit aux

équations d‘Euler-Lagrange :

By+Dg~-NI=20 (a)
Cy+3B" £=0 (b) | (2.2)
Mg+ (K=8) q+#D' f=0 (c)

_ qui peuvent &tre regroupées sous la forme matricielle

i 1171 T 1T.
K-5| 0o . |q M | 0| D q
0 C 0 v + 0 0 B! y = [ (2.3)
) 0 o |o £ D | B | -K £
L o . L . R _
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Les différentes sous-matrices sont respectivement.définies par

L . ‘
5q' Kq= f ) [wz (Du) + wg (co,mu)] av (a)
v
[
1 n2 ‘
——— ' —1 ™ [T ey jad !
>y Cy erfgz ds | ()
2
1 > un
54 S q= J pp (gem) o= dS ‘ (e)
S¢
- (Y ' . (2.1{-)
-L - - u_: ui -
t 1
2 c c
v 2 :
C
. . D, ¢ . D, ¢
%f'Nf:J py ~hmnmeten gy (e)
. Ve 2
f'By = { pe ¢ nds ' (£)
r
'd' = - (1] l
£'' D g JS Pe 3 n,oug as . L (=

i

Les matrices C, 5 et M sont symétriques et définies positives.

Les matrices K et N sont symétriques et semi-définies positives

(K est définie positive en 1'absence de modes rigides et de mécanismes
pour la structure). ‘
Les_fableaux.B et D sont recténgulaires.

L'équation (2.3) se présente comme un probléme aux valeurs propres
clagsique 3 deux marrices, résultat qui n'a pu &tre obtenu que

grice & 1'introduction dans le principe variationnel des déplace-

wents de surface libre (n , ¥).



(On vérifie aisément sur (2.2) que 1'@limination de y & l‘aide de
(2.2(k)) fait apparaitre des dérivées quatriéces dans (2.2(a})) et
conduit & un problZme aux valeursg propzes i trois matrices beau-
coup plus compliqué 3 résoudre). '
Toutefois, sous la forme (2.3), ce probléme aux valears propres
est peu aisé@ 3 traiter en ralson du caractére fortement dégénéré
des matrices assemblées, Nous allons voir comment ce handicap

peut €tre surmontf.

2.2. Singularit@ de la matrice N et condition 4'incompressibitiré

Il est clair qu'en faisant
N .
(x5 t) = (L)
dang 1'expression (2.4(e)) du principe couplé, il vient
D. 4=0D = 0
AR

et le terme d’énergie cindtique de fluide disparalt du principe{4e19)

(3

Si nous varijons alors la variable ¢ , nous obtenons la condition

t e
j ? § i I pe M ds + J pe Dy Uy ds } 4t = 0
t g 1 i
1 r £

qui entralne

J Pe T ds + J Pr By ui ds = 0O (2.5}
T 5



e e e

Cette condition traduit la nullitéd du flux magsique global traversant
la frontiére du domaine occupd par le fluide, soit, pour un fluide
incompresaible (pf = cgte), la constance du volume occupé par le
filuide 2 1'intérieur de la structure. C'est la seule relation liant
les déplacements de structure et de surface libre. C'est en outre

la condition d*intégrabilitd du probléme V2 ¢ = 0 avee conditions

de NEUMANN sur toute la fromntiére.

Dang le principe discrétisé, ceci se traduit par une singularité de

lz matrice N et de l'existence d'un "mede rigide de fluide"

f= e Pt

fur

correspondant $ = ¢ et tel que

e étant le vecteur dent toutes les composahtes sont &gales & 1l'unité.
Dans ces conditions, on démontre en algdbre linéaire que (2.2(a))

n'admet de solution que si
e' [By+Dg] =0 (2.6)

condition qui n'est autre que la forme discrétisée de (2.5).

La singularitd de la matrice N apparait donc comme une caractéristique
essentielle du systéme fluide-structure discrétisé puisqgue c'est elle
qui assure la condition d'incompressibilité (2.6) Lliant les déplace-
ments de la surface libre & ceux de la structure. Diun autre point de
vue, cette singularité constitue un obstacle g&rieux & 1'&limination
de £ & 1'aide de (2.2(a)) qui, comme nous le verrons par 1la suite,
permet tout en réduigant sensiblement 1'ordre du systéme, de supprimer
le caractére dégénéré des matrices assemblées,

Si nous choisissons de fixer arbitrairement 3 z&ro le potentiel en un
point quelconque du fluide, la matrice N cesse d'€tre singuliére et

-1
admet une inverse N, «
i iso



Par contre, nous avons perdu‘l'équation d'incompressibilité (2.6) qui
cesse d'@tre une condition naturelle du principe (2.1).

Si nous réintroduisons & pré&sent cette &quation, en exigeant a priori
que q et y vérifient (2.6), la fixation effectule dans le fluide
demeure sang effet et &quivaut simplement & se donner une origine des
potentiels qui ne sont de toutes fagons définis qu'id une constante
arbitraire prés. (2.2(a)) peut donc &tre remplacée par le couple

d'équations

e' (Dg+EBy)=0
(.73

NTl (D g+ 3B y)

180

f =

Le raisonnement qui précdde est dd & FRAEIJS de VEUBEKE qui l'a
utilisé initialement pour le traitement des structures hypostatiques
[ 13 ] « Une maniére simple d'assurér, a priori, la condition d'in-
compressibilicd (2.6) comsiste 3 1'introduire directement dans le
principe couplé (2.1) & l'aide d'un wultiplicateur de Lagrange v .

Ce dernier devient

t 1 ] & " an
8 I 2 [}% fE'HEf+ £ By +£f'Dg+tve (By+Dg)

t

1 1 1%, " .
+tey'Cy+zq (K~8)q-5q Hq]de=0 (2.8)

et les &quations d'Euler-Lagrange associées, obtenues en variant

successivement £, v, y et g, s'Ecrivent

- -

By+Dq-XNE

H]
o

(a3}

e' By +e'Dg=20 (b)
(2.9)
Cy+B'f£+B' ' ev=0 (c)
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(K=-S) q+Mq+D' £+D' ewv

ou encore, sous forme wmatricielle :

’K—S o D'e 0
Q C |B'e | O
e'D |e'B 0 o
I )] v o 0]

= (d)
M| o]0 Df
oYo|o| 8
oclo|o]fo
D|B|O|-N

]

0

La condition d'incompressibilité (2.6), & présent assurée par

variation du multiplicateur v , demeure condition naturelle du

-

L&
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(2510)

principe modifié indépendamment de lz singularité de la matrice N.

Celle-ci peut donc Etre levée sans inconvénient par (2.7) qui,

dans (2.10), conduit 3 :

reportég
“K—S 0 Dfe
0 c B'e
e'D | e'B 0

s NOF p' ! opETE B o
1580 180

BNl p B’ Nfl Bl O
iso iso

0 0 0

C'est un probléme aux valeurs propres classique avec un terme de

q
y[l=o0
v

I
(2.12)

contrainte lingaire et dont les matrices ne sont plus dégénéries.

De plus, 1'élimination compléte des degrés de liberté du fluide au

niveau de la résolution finale constitue une substantielle &conomie

de calculs. Ces degrés de liberté peuvent &tre tr8s facilement res-

titués a posteriori i 1'aide de (2.7). On remarquera encore gue la

technique d'€limination des degrés de liberté de fluide est en tous

points semblable & la technique de réduction de GUYAN couramnent

utilisée pour réduire 1'ordre d'un systéme ([ 10 ] , [ 11 ] Y
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Enfin, on obgervefa que cette limination n'affecte que la matrice

des masses du systéme assembld et non la matrice desrraideurs qui

ne subit gufun simple compactage : ce point est trds important car

il préserve la possibilité d'assembler et de condenser séparément les
matrices des raldeurs et des masses du systéme. Ceci justifie

a posteriori le recours & la technique des multiplicateurs de Lagrange
de préférence & celle des matrices de projection, utilisZe dans [ 13 ] .
qui présenterait ici le grave inconvEnient de coupler 1'asseanblage

des deux natrices,



3. DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

Pour illuetrer 1'application de la méthode des &léuents finis &
1"étude du probléme de l'interaction fluilde~structure, nous nous
limiterons au cas ol la géométrie initiale du probliéme (Etat de
référence) présente une symétrie de révolution.

Les modes de défermation pourront par contre Etre quelconques

(axisymétriques cu asymétriques).

Dans un premler temps, les chauwps de déplacements de la structure
et de la surface libre, ainsi que le champ de potentiel du fluide,
sont rapportés 3 un systdme de coordonnges cylindriques (r, z, 0)
puis développés en série de Fourier suivant la coordonnée circonfé-

rentielle 9 sous la fomme

N i
T
u, (ryz,0) = £ I un‘m(r,z) cos(ng + w =
1n=0 m=0 £
N 1 _
u, (r,2,8) = £ & v m(r,z) cos(ng + m,%§
n=0 w=0 ° ‘
- . N i .
u {(r,z,8) = £ I v r,z) sin(ng + m =~
0 n=0Q wm=0 Ly 2
. N 1 -
o (ryz,0) = T z o 1ﬂ(r,z) sin(ng + m-E)
n=0 xn=0 4
N 1 .
o {r,z,8) = & I B (ry,z) sin{ng + m =
Z a=0 m=0 % 2
" N1 ﬁ
a (ryz,8) = £ & Yy Trl(r,z) cos(ng + m E)
b n=0 w=0 ¥
N 1 ,
n(r,z,8) = & X g (r,z) cosme +my
n=0 m=0 %
N 1 .
¢(;gzge) = I I ¢n,m(r,z) cos{nf + m

n=0 m=0
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de manifre 3 perwmettre, en jouant sur les parandtres n et m, la
représentation d'un déplacement quelconque par superposition de
modes de Tourier circonférentiels. Cette décomposition, qul conduit
4 rechercher séparément les modes propres de périodicités circonfé—
rentielles différentes; s'avére trés économique du point de vue du
nombre de degrés de liberté & traiter et permef une parfaire sépara-
tion des wmodes propres de fréquences propres voisinesg correspondant
& des périodicités circonférentielleg différentes.

Pour toute périodicité donnZe (n et m fixés), le probléme tridimen-
glonnel initial se raméne & un probléme bidimensionnel &quivalent,
relatif 3 une section méridienne de référence, ol les chaaps de
déplacements et de potentiels ne sont plus fonctions que des varia-—
bles r et z. Ce sont ces fonctions gue 1'om discrétise par €léments
finis.

Tous les mod@les d'&léments finis gqui vont Etre présentés sont basés
sur une approximation polynomiale des champs précités 3 1'aide de

polyndmes complets de degré variable. Cette caractéristique originale

_autorise une grande scuplesse au niveau de 1'idéalisation puisque

le simple fait d'augmenter ou de diminuer le degré des &léments
permet de varier la finssse de la discrétisation sans qu'il soit
pour autant nécessaire de medifier le maillage. On notera, en parti-
culier, qu'un choix judicieux du degré des déplacements de surface

libre permet de diminuer sensiblement le nombre des modes propres

de surface libre associés lorsque ceux-ci, bien que susceptibles

d'apparaltre aux mfmes fréquences que les modes de couplage fluide-

structure proprement dits, ne sont pas expressément désirés.

3.1, Elément fini de volume fluide

Il s'agit d'un Elément de tore & section méridienne triengulaire
(figure 3.1). Sa géomltrie est complétement définie par les coordon-
nées r et z des trois sommets de cette section.

Le chawp de potentiel $ y est approximé au moyen d'u; polyndme

complet de depreé variable k dans les coordonnées r et z :
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$ (re2) =

n,m

[ e -
I B
=)

o
N

i=o j=o
Le degré variable k peut prendre des valeurs allant de 1 3 4,

cette derniére valeur &tant, pour des raisong qui apparaitront plusg
loin, la plus courante. Cet &lé&ment contribue 3 la formation de la

matrice des massas N du fiuide définie par :

. . D, 4 D, ¢
v 2

£

Sa contribution 4 la formation de la matrice des raideurs est iden-

i 5 k1) (k+2
tiquement nulle. Les paramétres du chamups, en nombre~gnm%é-~l .
sont exprimés en fonction des valeurs locales du potentiel aux trois

gomiets, en (k-1) points &quidistants sur chacun des trois cOtés =t
(k~1) (k-2)
en et p

oints intérieurs.

Ces derniers dont le nombre correspond au noabre de "modes bulles™
de 1'&lément, c'est & dire au nombre de polynOmes de degré k qui
prennent une valeur nulle sur le contour de 1'é@lément et non nulle
& 1'intErieur, sont sans intérét du point de vue de la connexion de
1'&1lément et on choisit de les &liminer paﬁ une opération classique
de condensation qui a pour effet de reporter leur contribution sur
les trois valeurs locales aux sommets et les trois (k-1) valeurs

locales d'interfaces au moyen desquelles se fait la connexion avec il

les &€léments adjacents.

3.2, Elément fini de coque d'épaisseur modérée ( [ 14 ] r [ 15 ] )
' (figure 3,2)

I1 s'égit d'un &lément trone conique de coque pour lequel on a
tenu compte de la déformabilité i l1'effort tranchant (théorie de
REISSNER [ 16 ] , NAGHDI [ 17 ] , KALNINS [ 18 ] ), sa géométrie
est définie par les ccordonnées r et z des de&x extrémités du

feuillet moyen.
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Les champs de déplacements et de rotations, exprimés en fonction de la
coordonnées courante 8 de la section méridienne du feuillet moyen,
sont approximés au moyen de polynOmes de degrés variables k et (k-1)

respectlvement :

K i
Yam 2 Bi 8
¥ i=o
k i
L, - ,E Ty #
i=p
k-1 i
o = I §. s
nym L
k-1 5
Bn,m - .E ®1 B
i=o

Le degré variable k peut valoir 2 ou 3 mais seul le degr& 3 garantit
un comportement satisfaisant vis-i-vis de la flexion avec effort
tranchant., '

Cet &€lément contribue & la formation des matrices de raidsur K et

des masses M de la structure cqui sont définies par

v
c
;2 .
- l..! M : = .*i
5 4 Mq= Jv ﬂc 5 dv
c

Les paramétres des chaups de déplacements et de rotations, en nombres
respectifs (k+1) et k sont exprim@s en fonction des valeurs locales
de ces champs aux deux noeuds d'extr&mités ainsi que respectivement

en (k=1) et (k-2) points &quidistants pris le long du feulllet moyen.
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Toutefolis, Iorsqd; 1'e1émant est pris de degré 3, les rotations inter-
médiaires9 qui sont inutiles pour sa connexion, sont &liminées par

une opération classique de condensation qui en reporte les contribu-
tions sur les rotations d'extr@mités. Cet &lément se commecte aux
&léments adjacents au moyen des déplacements et rotations des nceuds
d'extrémités ainei que par ses déplacements intermédiaires lorsqu'il
est bordé sur sa longueur par un &lément de volume &lastique ou par

un &lément de connexion fluide-gstructure. Cette grande facilité de
connexion avec des &lémentis de nature trés différente constitue un
avantage appréciable par vapport auwx &léments basés sur la théorie

de KIRCHHOFF-LOVE,

3:.3. Elément fini spécialisé de volume Elastique [ 1% ] (figure 3.3}

Il g'agit d'un &lément spécialisé de tors 3 section méridienne
quadrangulaire desting & idéaliser certaines parties de structure
jugEes trop épaisses pour obéir & une théerie de coque sans pour
autant relever d'une théorie accordant la méme importance aux dimen=~
sions longitudinales et tramsversales (c'est un &lément particuligre- .
ment bien adapté 4 1'idéalisaticn de renforts &pais ou de rev@tements
multicouches).

Sa géométrie, définie par les coordonnées ¥ et = des quatre sommels

de sa section méridienne correspond 3 celle d'un quadrangle de forme
plus ou moins allongée dont les grands cBtés sont définis regpective-
ment par les sommets 1-2 et 3~4, les petits cBtés joignant respective-
ment les somwnets 1=4 et 2-3,

Si nous désignons par s la coordonnée courante megurée le long du
grand cOté 1-2 et par ¢ la coordonnée courante de la perpendiculaire
au sommet 1 & 1-2, les champs de déplacements de 1'€lément sont
approximés par des polyndmes de degré variable k en s et linEaires

en [ du type :



i
v = I (y,+ 1 6,)s
n,u {=0 i L
k i
Taw T LRy

Le degré variable k peut prendre les valeurs 1; 2 ou 3,
Cet &lément contribue 4 la formation des matrices de raideur K

et des masses M de la structure, telles que :

moe
b

.

;.“' ¥ : = -
5 g Mg [v pc 5 dv

Les paramétreg .deg champs de déplacements, en nombre 2(k+1l} sgont
exprimés en foncrion des valeurs locales de ces chaumps aux quatre
scumets ainsi qu'en (k-1) points Equidistants sur chacun des deux
cOtés principaux, Cet €lément se counecte aux &léments adjacents
par ses déplacements aux quatre gsowsnets et ses déplacements d'in=
terface : de ce fait, il ne peut E8tyve connecté é‘un Elément de
coque ou 3 un é&lément de couplage fluide structure que le long de
ses cOtés primecipaux 1-2 et 3~4, tandis que le long des petits
cStés 2-3 et 1-4, il ne peut 8tre connecté qu'id des &léments de

méme type.

3.4, Elément fini de poutre de révelution (figure 3.4)

I1 s'agit d'un Elément de poutre annulaire d'épaisseur modérée,
clest 3 dire avec déformation & 1l'effort tranchant, destin®d i idéa—
liser des raidisseurs ou des couronnes dont les dimensions trans-

versales sont suffisamment petites vis-d~vis du rayon pour justifier
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1'empioi d'une tﬁéorie-de poutres. 11 n'y a pas d'approximation
polynomiale des trois champs de déplacemsnts ni des trois champs
de rotations qui ne sont fonction que de la variable circonféren~
tielle 8 et dont la discrétisation est entilremeni prise en
compie par le développement en sé&ries de Fourierxr girconférentielles.
La géométrie de 1'élément est définie par les coordomnées v et z
de la section méridienne de sa fibre aeutre ailnsi que par 1{orien—
tation d'un de ses axes principaux d'inertie.

C'est un &lément 3 champs cdmplets, cfest 4 dire que ses trois
déplacements et ses trols rotations généralisés sont alimenté&s en
raideur et en masse., Il contribue & la formation des matrices des

raideurs K et des masses M de la structura telles gue 3

L 'Kq=J W (D u) dv
2 v

to]

g'" M q = [ p == 4V
v ©

Il se connecte aux noeuds des &léments de coque par ses trols dépla-
cements et ses trols rotations ainsi qulaux noeuds des &léments

spécialisés de volume mais par ses trois déplacements uniquement.

3.5, Elément de cennexilon coque-=fluide

I1 s'agit d'un.élément de tronc de cOne sans épaiséaur que 1'on
intercale entre la structure et le fluide pour rZaliser leur connexion.
On y définit séparément 1'interface de structurs et l'interface de
fiuide, au moyen de quatre noeuds qui, s'ils sont géométriquement
confondus deux i deux, u'en sont pas moins différents quant i leurs
degrés de liberté (figure 3.5). La premiére interface appartient &
la structure. Qu'il s'agisse d'un &lément de coque ou d'un Elément
spécialisé de volume, le champ de déplacements est toujours un poly-—

nome de degré variable k de la forme :
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unm ai
k :
ﬁ vwn ;= F: <: Bi ;>5
i=0 .
wﬁm L Ti_

8 &tant 1la coordonnée courante du feuillet moyen de la coque ou de
1'interface de 1'€lément de volume.

La seconde interface est une interface de fluide.

Le potentiel des déplacements y est discrétisé au moyen d'un polyndme

de degré variable £ :

Les degrés du champ des déplacements et du potentiel sont indépendants,

3 condition cependant de vérifier 1"inégalité
k< g .

Cette condition, qui revient & dire qu'on ne définit pas plus de flux
que ne le permet la degré du potentiel, est nEcessaire pour éviter la
formation de singularités dans la matrice des masses du problime
assemblé.
La coatribution 5 de cet &lément 4 la matrice des raideurs est définie
par : - 4
2
| - > un
71 Sq::[s Pg & = 0y dS .
£

L'&lément apporte aussi une contribution 3 la matrice des masses,

qui est la matrice de couplage D telle que :

..‘ . .-
f
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On a vu en outre, dans le casn = 0, m = 0, qu'il y a lieu d"intro-
duire Une contrainte linBaire d'incospressibilitZ pour permettre de
lever la singularité de la matrice .

La contribution e'D de 1'élément 3 cette contrainte est définie par :

4 -
ve' Dg=wv fq Pp M u. ds _ ®

L

La présence du multiplicateur de Lagrange asgoci& 3 cette contrailnte
linéaire n&cessite la définition d'un cingquiéme noeud.

Ce noeud est commun i tous les &léments de comnexion fluide-coque

et fluide-surface libre d'un méme réservoir. Comme la position de

ce noeud est indifférente, on peut convenir de la placer de telle
fagon que, pour tous les &léments de connexion fluide~coque, ce
cinquisme noeud scoilt situvé du méme cbté que ‘le fluide. C'est une
fagon simple de définir le sens de la normale extérieure.

On réalise la connexion de cet E€lé&pent aves la structure en identi~
fiant les troie déplacements aux noeuds et en (k=1)} points intermé-
diaires sur l'interface structure.

Les rotations ne sont jamais connectées.

La connexioca au fluide est obtenue paxr identification du potentiel
des déplacements aux deux neoeuds de fluide et en (2~1) points inter-

médiaires sur l'interface fluide,

3.6. Elément de counnexion fluide-gurface libre

Pour réaliser la connexion entre le potentiel des déplacements'
discrétisé dans le fluide et les déplacements indépendants de surface
libre, on utilise un &lément spécialisé. Il s'agit d'un disque.
circulaire sans épaisseur, défini par quatre noeuds indépendants
majis g@ométriquement confondus deux & deux (figure 3.6).

Sur la premiBre Interface, on défimit un champ de déplacements de

surface libre sous la forme d'un polyndme de degréd variable k :
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nn i ¥

r étant la coordommée radiale du disque.
La seconde Interface appartient au fluide. Le potentiel des dé&placements

y est discrétisé au moyen d'un polyndme de degré variable & :

=y
#

I ™=
0
~
-

Les degrés du champ de déplacements de surface libre et du potentiel
sont soumis 3 la mZme conditiom, k < & , que dans 1'élément de
connexion fluide~coque, et ce pour les mémes raisons.

La contribution C de cet &lément & la matrice des raideurs est

définie par

1 n2
-—f ‘ - -k
5y CV Jr Pp &y dl .

Lfél8ment apporte aussi une contribution i 1la matrice des masses i

c'est la matrice de couplage B telle que :

f'B?“JD qbndS . R
r £

En outre, dans le cags {n = 0, m = 0), il y a 1lieu de faire participer
1'élément 3 1'expression de la contrainte lindaire d'incompressibilité
permettant de lever la singularité de la matrice N.

. . e o N , »
La contribution Sb de 1'élément & cette contrainte est domnde par

v e' B ? = Y J oo n ds - ‘ .
11 - .

On associe un cinquiéme noeud au multiplicateur de Lagrange v de la
contrainte. Ce noeud, cownun a tous les &léments de connexion fluide-
coque et fluide-surface libre d'un méme réservoir, peut avoir une posi~

tion quelcongque par -rvapport & la surface libre,
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On réailise la connexion de cet &lément avec le fluide en identi-
fiant le potentiel des déplacements aux noeuds de fluide et en (L ~ 1)

points intermédiaires sur 1l'interface fluide.

Quant aux déplacements de surface libre, ils sont libres de toute
condition a priori et 1'absence des dérivées de ces déplacements dans
le principe méne 3 conclure qu'ils n'oat avcune raison d'8tre continus.
On n'exprimera donc pas les paramdtres du champ des déplacements de
surface libre en fonction de ses valeurs locales aux extrémités de
1'élément, ce qui aurait pour effet de mettre en-évidence une discon-
tinuitd génante d'un &lément 3 l‘autre, mais uniquement en fonction
de ses valeurs locales en (k+l) points de 1'intetrface.

Ces points sont choisis tels que leur distance soit constante, méme
au passage d'un &lément A& l'autre, du moins pour un découpage régulier,
Ainsi, pour définir les (k+1) points intermédiaires, choigit=-on les

rayons successifs :

oll r et r. sont les rayons respectifs des noeuds d'extrémités de
17élément.

On notera encore que si le degré du polynlme desidéplacements de
surface libre ne peut ni egaler; nil excéder celui du potentiel dans
le fluide, rien ne s'oppose 3 ce qu'il lui soit franchement inférieur.
Or, le noubre de modes de surface libre dont une idéalisation peut
rendre compte est directement proportionnel au nombre d'éléments de
surface libre et 3 leur degré. Un moyen efficace pour éviter la pro-
lifération de ces modes, généralement peu inté€ressants, consiste donc
4 limiter le nombre d'&léments de surface libre et & les géuérer avec
un degré peu élevé (degré zéro éventuellement). Les résultats obtenus
jusqu'i prégent seamblent wontrer que cet artifice n'entrafne pas de
distorsion appréciable des autres modes et fréquences propres du

systéme.
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3.7, Assemnblage dﬁ‘probléma aux valeurs propres de l'engemble structure-

fiuide avec réduction de lfordre du systfme par condensation de

deprés de liberté

Nous avomng d&€jd eu l'occasion de sculigner (paragraphe 2.2)
1'analogie entre 1'&limination des deprés de liberté de fluide et
1z réduction de l'ordre d'un systéme Elastique diséret par la méthode
de GUYAN [107] (ef. 8galement [ 8] , [ 11] , [ 12] ).
Rappelons que cette méthode, appliquie aux problémes dynamiques
classiques, consiste d effectuer en premier lieu 1'assemblage et la
condensation de la watrice des raideurs, puls en second lieu 1'assem=-
blage et la condensation de la matrice des masses, cette deuxidme
étape E&tant conditionnée paf la condensation préalable de la matrice
des raideurs. A 1'inverse, pour un ﬁrobléme dynauique couplé structure=-
fluide, noug avons vu que la condensation des degrés de liberté de
fluide se faisait sur la matrice des'massasa Lorgqu'on procéde directe-
ment 4 cette condensation, sans levéBe préalable de la sinpularité de
la matrice N( [ 6 | , [ 7] ), celle-ci se termine par la mise en &vi-
dence de cette singularitd et 1l'apparition dans la matrice des masgses
de la contrainte d'incompresgsibilicé. Il convient alors de reporter
cette contrainte dans la matrice des raideurs avant de pouvolr débuter
la condensation des degrés de liberté de structure. Cette technlque
présente donc le grave iInconvénient de perturber 1l'ordre d'assemblage
des deux matrices et d'exiger ume proci&dure en deux &tapes : une
premilére pour condenser les degrés de Liberté de fluide et trailter la
contrainte d'incompressibilité qui résulte de leur &limination et une
seconde &ventuelle pour condenser le probléme aux valeurs propres
ainsi modifié. Outre la lourdeur du procédé, il est clair qu'a la fin
de la premidre &tape, les matrices des raideurs et des masses doivent
obligatoirement contenir tous les degrés de liberté de structure qui
gsont adjacents au fluide ainsi que les degrés de liberté de surface
—llibres ce qui, pour de gros problémes, peut rapidement conduire 3 des

dimensions prohibitives.
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Par contre, si nods procgdons & la levée préalable de la singularité

de la matvice N par 1'introduction a priori de la contrainte d'incempres-
sibilité dans la matrice des raideurs (ce qui n'augmente que d'une unité
le nombre total de degrés de liberté & traiter), il en résulte que

cette derniére n'est plus du tout éffectée par 1'élimination des degrés
de liberté de fluide. De ce fait, il redevient possible de 1'assembler
et de la condenser classiquement préalablement & toute opé&ration sur

la matrice des masses. On proci@de ensuite & l'assemblage et & la conden-—
sation de cette dernidre qui s'effectue en deux temps : dans un premier
temps on &limine les degrés de liberté de fluide; puis immédiatement
aprés, on condense les degrés de libertd de structure qul ont déjd été
éliminés de la matrice des raideurs.

Illustrons ces consldérations en désignant par U les déplacements de
strucﬁure que nous désirons conserver, par q, ceux que nous désirons

condenser par la méthode de GUYAN, et par les degrés de liberté de-

4
, L
fluide (les déplacements de la surface libre et le multiplicateur de

la centrainte lin2aire d'incoupressibilité sont supposés inclus dang

9 et qc). Aprés regroupament, nous pouvong réécrire (2,10) sous la
forme
- 7 : N
Kpr | Fre | © O - Sp
K K o | - mz 1 M M M > |q =0 (3.1)
<: CR cc "CR cC cL . C
W W
0 o 0 Moot Mpo) M aQ
. . ey

particularis@e au cas du mouvement harmonique. (La matrice HLL n'est

autre que la matrice (- N) désingularisée).

A 1'aide de la relation classique
q R K—'l K q (3'2)
C : CC CR 'R

nous condengons la matrice des raideurs qui devient
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puig, nous &liminons G de 1a matrice des masses par la relation (2.7)

-1
o M b ™
9 LI.LL (MLR a5 + LiLC qC) . {38)

ce qui nous conduit & une ncuvelle matrice des masses

* b
B
MR Meo
{3.5)
e o
LiCR .LA.CC
avec
® oL . *."1 Y
Mpr = Mpgp < Mpp My Mg
M2 e - MF (3:6)
cr < Mer ™ Mo Mo Mo
* -1
3“ = ¢ bl M N
feec ™ Mee = Mo Mo Mic

(On remarquera 1'analogie compléte avec la condensation de la matrice
des rajdeurs).
Enfin, nous procédeons & la condensation de la matrice des massesg

modifide gqui devient finalement :

— % -1 % =1

RR zr "~ Fre Ree er 7 Mre Fec Fer

* K ¥eo oo Ko For | 3.7)
Cette procédure est parfaitement répétitive et s'intdgre tout natu-
rellement dang le cadre de la umé&thode deg sous-structures en série,
telle qu'elle est décrite dans [ 8 ] et [ 11 ] : A chaque sous-struc-
ture on élimine simultan&ment les degrés de liberté de fluide ayant
leurs connexions saturées et les degrés de liberté de structure jugés

superflusa.



La restitution
inverse : pour

rélation
9= =
puis q; par la
G =

La possibilicé

que des bornes
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ded degrés de libert& 8liminds se fait dans lierdre

chaque gous=~structure on restitue dfabord o PatT la

R
- Kee Rer 9 (3:8)
relation
-l e g e g (3.9)

L Wrr 9 T Me 9

de calculer un premier itéré des modes propres ainsi

4 1'erreur comaises sur l'estimation des valeurs propres

{ [ ], [ 20 ] ) reste acquise au méme titre gque pour un probléme

dynamique class

ique vu que la condensation des degrés de liberté de

fluide est parfaitement rigoureuse et n'entraine 3 elle seule aucune

détérioration du apactre propre du systéme.



& APPLICATIONS WUMERIQUES

4.,1. Réservoir cylindrique rinide rempli de liguide (figure 4.1)

Il s'agit de déterminer la fréquence des osclillations d'un
liguide dans un réservoir cylindrique rigide.
A 12 paroi, le liquide est immobile, Cette condition s'obtient
simplement en laissant libre 1le potentiel des'déplacmeents i la
surface rigide. Il n'y a donc pas lieu d'utiliser dans ce cas les
éléménts de connexion fiuide=-structure.
Le découpage en &léments finis est illustré en figure {(4.1).
Le'pzobléme a une sclution analytique bien comnue et les pulsations

propres sont données par

2 A h A
wo =L g . Th (=)
v T r
o o

od Ap ast le pdme z8reo de 1'équatien

oy = o - y

n &tant la périodicité circonférentielle du mode consgidéré,

Le probléme a &té traité pour n = O, en discrétisant le fluide

aux degrés 3 et 4, pour n = 1, au degré 4.

Enfin, pouxr m = 2, au degré 4.

La comparaison des résultats obtenus avec les solutions analytiques

est 1llustrée ci-aprés.

39.



n=0 analyrique degré 3 degré &
w, 2,642079 2,642 2,642
w, 3,,?321;? 3,735 3,732
50 b58 4 4,546 4,510
J .
@, . 5,164989 | 5,291 5,173
o 5,7943] | 6,175 5,789
n=1 analytique degré 4
L,«g,,ﬁgﬁ"fﬁ;
by TR
5, 3,249844
(1!3 49"&?%3?
, ' 4,838 4%
W 5,45& £tk
n =2 analytique degré &
‘ 2’2é1i%"/,
wy 2,26540¢| 25387
Z9s
v, 3,45008 3584
4,465
oy 4,463743 | 45#ss
Wy, S;13f ¥ 3160
i, 5%
05 5,787944 | 55
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On constatera que la concerdance est excellente dans tous les cas.
Pour le cas n = 2, l'analyse a demandé 63 secondes CPU sur IBM
370/158. Le problése comportait 114 degrée de liberté qui ont &té

condensés & 12 au terme d'une division en 4 soug~structures.

4.2, Hemisphire 2lastique rempli de liquide

té repris de la référence [ 3 | .

o

Cet exemple a

Les données sont les suivantes :

206. ibe

Rayon de 1'hé&misphdre :
Epalsseur de la cogue : Cul in.
Module d'Young : 107 psiec
Coefficient de Poisson : 0.3

HMasse volumique de la coque : 2,59 o Lbseseczfin4

Masse volumique du liquide : 1.06 10q4 1ba.secz/in o

Les conditions aux limites sont constitues par un appui simple &
1'équateur,

La figure 4.2 illustre le découpage en éléments finis. Le fluide
est pris de degré 4, la coque et la surface libre de degré 3.

La figure 4.3 moptre la comparalscn des fréquences propres avec

cellas cobtenues pér GUYAN et al..

Les figures 4.4 4 4.8 représentent les:modeg propres les plus
significatifs parmi ceux obtenus.

On remarquera ici encore le trés bon accord avec les résultats de
la référence [:3:] en ce qui concerne 1'ensemble des fréquences
propres et la forme deg premlers wmodes de surface libre.

Ltaccord est moins bon en ce qui concerne la forme des modes de

couplage ccque~fluide. A ce sujet, il convient de remarquer que ies

déformées de surface libre obtenues dams Eiij semblent peu conformes

& la réalité, contrairement 3 celles obtenues par la présente

formulation.

41,
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En ce qui concerne les dé&formées de 1a coque, les formes plus
tourment&eq obtenues ici peuvent s'expliquer par le fait qu'on a
tenu compte de la défermation & l'effort tranchant, ce qui n'était
pas le cas dans [}3] .

De plus, il s'agit d'un probléme oli la masse du liquide est trés
grande vis-d-vis de la masse de la coque : celle-ci &tant non
raidie, les déformées trouvées senmblent donc plus conformes a la
réalité que celles, trés réguliéres, obtenves dans [ 3:] .

Cette analyse & nécessité 163 secondes C.P.U. sur ordinateur IBM
370/158 dans une partition de 256 K bytes de méEmoire centrale.
L'idéalisation comportait 266 degrés de liberté& qui ont &té condensés
4 52 (dont 16 de surface libre) au terme d'une division en 8
sous-gtructures. L'analyse modale a poité.sur le caleul des 18
premiers modes propres parmi lesquels figuraient les 15 modes de
surface libre dont 1fidéalisation permettait de rendre compte

(16 D.D.L. de surface 1ibyre moins 1 en raison de la contrainte
d'incompressibilité).

Afin d'ililustrer 1'aptitude du présent formalisme 3 limiter le
nombre de modes de surface libre quand ceux-ci ne sont pas désirés,
le m8ue probléme a &t& repris avec rigoureusement le m@me découpage
en éléments f£inis et les mEmes degrés pour le fluide et la coque
mais en spécifiant le degré O pour les déplacements de surface libre.
Il n'y a donc plus que 4 degrés de liberté de surface libre sur un
total de 2534, condensé & 40 pour la résolution finale.

Les mocdes propres de surface libre représentables ne sont plus qu'au
nonbre de 3 et le troisifme mode de couplage coque~fluide, qui Etait
le 18&me mode de la premifre idéalisation est & présent le 6dme,

On Economise donc le caleul de 12 wmodes de surface libre et le temps
de résolution, dans les mémes conditions, n'est plus que de 117
secondes CPU.

Lertableau suivant illustre les &carts enregistrés sur les fré&quences

propres 1



surface libre surface libre
Nature ‘| de degré 3 de degré O
des modes
propres
K®- | frEéguence Hz N® | fréquence Hz
ler surface libre 1 0.42656 1 0.44134
2éme  surface libre 2 0.58257 2 0.64058
3éme surface libre 3 0.70295 3 0.3003%
ler coque-~fluide 15 6.48249 4 6.,481%3
2éme cogque~-fluide 17 9.97342 5 9.97237
3éme coque-fluide 18 12.31327 ' 6 12.29545

On remarquera que les fréquences propres des modes de couplage
coque~fluide ne sont pratiquement pas affectées (moins de 2 2 0s)

par la réduction du degré de la surface libre.
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CONCLUSION

La présente &tude a montré qu'en partant d'un principe variationnel

purement lagrangien dans lequel le fluide est effectivemnent décrit par

son potentiel des déplacements on arrivait & une formulation &légante
et compléte du probléme hydroélastique. Ce formalisme se préte extrime-
ment bien & une discrétisation par éléments finis de 1'engenble fluide-
structure, conduisant ainsi 3 une méthode de réseclution homogdne et
efficace. La discrétisation du potentiel des déplacements dans le fluide,
outre l'avantage d'étre particulidrement Economique du point de vue
nonbre de degrés de libevt@ & traiter puisqu’il s'agit d'un champ
scalaire, fournit une description paffaitement gatisfaisante du mouve-
wment du fluide et permet d'accéder directement 3 la comnaissance locale
de la pression au sein de ce dernier. Nous avons d&ji eu 1'occasion de
souligner que cette condition €tait essentielle. La discrétisation
indépendante des déplacements de la surface libre permet une interpré-
tation aisée de la forme des modes propres tout en offrant, grice au
degré variable, une possibilité de winimiser le nombre de modes de
surface libre seule représentables par une idéatlisation donnée, et ce
gans altérer de manidre sensible les autres modes propres du éystémea
Par allleurs, la possibilité de condenser simultanément, dans le cadre
dfune méthode claésique de sous-structures en série, tous les degrés

de liberté& de fluide ef une partie des degr€s de liberteé de structure
permnet d'envisager le traitement de syst@mes 4 grand noubre de degrés
de liberté.

Enfin,‘leé exemples traités, qui se sont avérés &tre en excellent
accérd, tant avec des solutions théoriques qu'avec des résultats
numériques, confirment la validité de 1la foymulation Initiale et de

sa mise en oceuvre pratique.
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potentiel

ELEMENT DE VOLUME DE FLUIDE
( REPRESENTE AU DEGRE 4 )




e—f» deplacement

e=fs  rotation

ELEMENT TRONCONIQUE DE COQUE D'EPAISSEUR MODEREE
{ REPRESENTE AU DEGRE 3)

FIG. 3.2



et  deplacement

ELEMENT SPECIALISE DE VOLUME ELASTIQUE
( REPRESENTE AU DEGRE 3

FIG. 3.3



e deplacement

ocoos rotation

ELEMENT DE PQUTRE DE REVOLUTION

FIG. 3.4



o~ deplacement

G} potentiel

ELEMENT DE COUPLACGE FLUIDE-STRUCTURE
{ EFFECTIVEMENT SANS EPAISSEUR }

degré de fluide 4
degré de structure 3

FIG. 3.5



G} potentiel
i deptacement de surface libre

r

ELEMENT DE COUPLAGE FLUIDE - SURFACE LIBRE
{ EFFECTIVEMENT SANS EPAISSEUR )

 fluide de degré 4
surface libre de degre 3

FIG. 3.8



FIG. 4.1



|——| element de couplage fluide-surface libre

Ny T ) $ T . .
] ) é' ,l

, L i element de volume de fluide
element de couplage fluide-coque

elernent tronc conique de cogque

IDEALISATION PAR ELEMENTS FINIS

FIG. 4.2
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12 MODE DEV SURFACE LIBRE
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187 MODE COQUE -FLUIDE
fr. propre : 6.48 Hz
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