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Liste des notations

Chapitre 1: Introduction

Chapitre 2: Lathéorie des probabilités

s s Hy
a2, y?
02,0
0,02,0y
Pay(a,b)
pz/y(av b)
py/z(av b)

Oy

pl‘y

Densité de probahilité de la variable a éatoire x - Proba-
bilité que x soit comprisentrea et a + da

Fonction de répartition de lavariable aléatoire x - Proba-
bilité que = soit inférieur aa

Moyenne de lavariable aléatoire aléatoire (x ou y S pré-
Cisé)

Carré moyen des variables aléatoires x et y

Variances des variables aléatoires x et y - Elles corre-
spondent aux carrés moyens des variables aéatoires x et
y acondition que leurs moyennes soient nulles
Ecart-type de la variable aéatoire (x ou y S précisé) -
Caractérisation de la dispersion de la variable aléatoire
autour de samoyenne

Densité de probabilité conjointe entre les variables aéa-
toires = et y. Probabilité que = soit compris entre a et
a + da ET quey soit comprisentre b et b + db

Densité de probabilité conditionnelle de x si y. Probabil -
ité que z soit comprisentre a et a + da lorsque y est égal
ab

Densité de probabilité conditionnelle de y si =. Probabil-
ité que y soit comprisentreb et b + db lorsque x est égal
aa

Covariance entre les variables aéatoires = et y. Cette
grandeur peut étre positive ou négative; ele ales dimen-
sions d’ une variance et non pas d’ un écart-type !
Coefficient de corrélation entre les variables aléatoires «
By Py = Ouy /o.0y. Ce coefficient est toujours com-
pris entre —1 et +1. p,, = 0 siginifie qu'il n'y a pas
de corrélation entre les variables = et y. p,, = 1 90~
inifie que les deux variables sont parfaitement corrélées.
Py = —1 siginifie que les deux variables sont parfaite-
ment corrélées, y étant systématiquement égal a —z.

2.2)
(2.4)
(2.9)

(2.9)
(2.9)

(2.8)

(2.12)

(2.15)

(2.16)

(2.22)

(2.23)



Matrice de covariance de plusieurs variables aéatoires
(C'est-a-dire d'un processus aéatoire vectoriel). Les
€léments diagonaux représentent les variances de cha-
cune des variables scalaires; les éléments non diago-
naux représentent les corrélations entre les variables dif-
férentes.

Chapitre 3: Lathéorie des processus aléatoires

pz(xlatl)

Pz(@1,t1; 22, t2) "

Pay(Z1, 81391, 51)

Pay(T1,t1; T2,
t2; Y1, 51)

fa(t)

R:t:t (th t2)

m;

Vi

Densité de probabilité de premier ordre du processus
aléatoire x. Probabilité que = se trouve entre x; €t
T + dzy al’instant t1 fixé

Densité de probabilité de second ordre du processus aléa-
toire z. Probabilité que x setrouve entre x; €t x4 + dxy
ent; e quex setrouve entre z; et x4 + dzg Nty
Densité de probabilité conjoite de premier ordre entre les
processus aléatoires x et y. Probabilité que x se trouve
entrex, et x1 + dxq al’instant ¢, et que y setrouve entre
yp ety + dyl al’instant S1

Densité de probabilité conjoite de second ordre entre les
processus aléatoires = et iy. Probabilité que x se trouve
entre z; et x1 + dz; al’instant ¢, et que z setrouve entre
9 €t xo + dxo al’instant ¢o lorsque y se trouve entre y;
et y1 + dy; al’instant s,

Moyenne du processus aéatoire . Invariable au cours
du temps lorsgue le processus étudié est stationnaire
Fonction d autocorrélation du processus aéatoire z. La
valeur de cette fonction pour le couple (ti,t2) est
d autant plus grande que le processus se souvient a
I"instant ¢ delavaleur qu'il aprise autempst;. Lorsque
le processus est stationnaire, cette fonction ne dépend que
du décalage tempordl t5 — ¢4

Densité spectrale de puissance du processus aéatoire z,
défini comme éant la transformée de Fourier de sa fonc-
tion d’ autocorrélation. Cette grandeur représente le con-
tenu fréquentiel du processus aéatoire. Sa définition
N’ est rigoureusement valable que pour les processus sta
tionnaires

Moment spectral d'ordre . Grandeurs permettant de
représenter laforme d’ une densité spectral e de puissance.
Le moment d’ordre 0 s'identifie ala variance du proces-
sus (déplacement); le moment d’ordre 2 s'identifie a la
variance du processus dérivé (vitesse); le moment d’ ordre
4 S'identifie alavariance de ladérivée seconde du proces-
sus (accél ération)

(223) [X* XY,V

@y (X7

32 [X7

B2 (XY

(32 [X2y 1]
(35 [X]
(36) [X7

(314) [X?/HZ

(321) [X?*1]



Rzy (tla t2)

Pm

o= pm/dt

pmax

U

Fonction de cross-corrélation entre les processus aléa
toires = et y. Cette grandeur est une image du degré de
certitude que I’on peut avoir sur la connaissance de la
valeur prise par le processus y en t, lorsque I’ on connait
lavaleur que le processus x aprise en tq

Densité spectrale de puissance croisée entre les deux
processus a éatoires stationnaires x et y. Cette grandeur
est la transformée de Fourier de la fonction de cross-
corrélation. Il s'agit donc d’une fonction complexe. On
I’ appelle également densité de puissance interspectrale,
ou auss plus simplement, cross-DSP

Matrice de corrélation d’ un processus aléatoire vectoriel
Matrice de densité spectrale d' un processus al éatoire vec-
toriel

Pour le processus aléatoire x, probabilité de passage par
le seuil x = £ avec vitesse positive et entre les instants ¢
ett+dt

Fréguence de passage par le seuil x = £ avec une vitesse

positive. Premiére formule de Rice: v = 5=, /22

- % mo
Probabilité d' avoir un maximum relatif entre les instants
tett+dt

Fréguence de passage par un maximum relatif. Seconde

formuledeRice: p = 1 g

21 mo
Densité de probabilité des maximarelatifs
Valeur extréme d'un processus aléatoire : maximum ab-
solu attendu sur |’ observation de n maxima relatifs in-
dépendants
Augmentation logarithmique dune valeur extréme.
Représente I’ évolution du maximum attendu lorsque le
nombre de maxima relatifs observés augmente progres-
sivement
Facteur de pointe d’'un processus aléatoire. Valeur par
laquelle il faut multiplier la variance pour obtenir la
valeur extréme sur une observation de durée fixée

Chapitre 4: L' analyse dynamique des structures

(3.26)

(3.32)

(341)
(342)

(3.54)

(3.56)

(3.64)

(3.66)

(3.65)
(3.79)

(3.79)

(3.91)

(XY]

(XY/H?|

En régle générale, les grandeurs scalaires symbolisées par des lettres minuscules sont ex-
primées dans le domaine temporel; les lettres majuscules sont donc, dans la mesure du
possible réservées aux grandeurs exprimeées dans le domaine fréquentidl. L' exposant * est
utilisé pour représenter des matrices (ou leurs éléments) exprimées dans la base des modes

propres.

t
n

Paramétre représentant le temps
Paramétre représentant la fréquence

4.2)
(4.9)

[s]
[H>]

Vil



(K], [M], [C]

(o}, {i},{&} -

{p(t)}

&

{at, {a} . {4}

Matrices structurelles (raideur, masse, amorti ssement)
Déplacements, vitesses et accélérations des noeuds de la
structure

Vecteur des charges extérieures (évolution au cours du
temps)

Matrice des modes propres de la structure

Amplitudes modales (corrdonnées généralisées) et leur
dérivées

M atrices structurell es exprimées en base modal e (raideur,
masse amortissement) : matrices généralisées

Vecteur des charges généralisées (ou forces modal es)
Transformée de Fourier des déplacements des noeuds de
la structure (déplacements nodaLix)

Transformée de Fourier des forces nodales

Transformée de Fourier des amplitudes modales
Réponse impulsionnelle unitaire, fonction de Green
Matrice moda e des réponses impulsionnelles unitaires
Fonction de transfert (systéme 1 DDL ou structure com-
pléte)

Matrice modal e des fonctions de transfert

Paramétres de Newmark (analyse dynamique pas-a-pas)

Chapitre 5: Notions d’ aérodynamique - caractérisation du vent turbulent

Re
Cp
Cp,CL,Cun

St

viii

Nombre de Reynolds
Coefficient de pression
Coefficients aérodynamiques (drag, lift, moment)

Nombre de Strouhal

Profil de vitesse (évolution au cours du temps et en fonc-
tion de I atitude de la vitesse du vent)

Intensités de turbulence du vent dans les trois directions
principales de turbulence

Echelle de temps pour |la composante longitudinale de la
turbulence

Echelle de turbulence pour la composante longitudinale
de laturbulence et dansladirection R

Coefficient de cohérence de la composante longitudinale
de latrubulence et dansles directionsy et =

Densité spectrale (unidimensionnelle) de la composante
longitudinale de la turbulence en un point déterminé de
I’ espace

(4.2
(4.2)

4.2)

(4.3
(4.9)

(4.6)

(4.6)
(4.10)

(4.11)
(4.29)
(4.18)

(4.21)

(4.26),

(4.35)
(4.26)
(4.37)

(5.1)
(5.2)
(5.3)

(5.5)
(5.6)
(5.7)

(5.11)
(5.14)
(5.16)
(5.18)

Tab.
51

[N/m, kg, Ns/m)]
[m,m/s,m/s?|



Sw(n) . Densité spectrale (unidimensionnelle) de la composante  Tab.  [N?/Hz|
transversale de la turbulence en un point déterminé de 5.1
I’ espace
v*“(ry,rz,m) ©  Fonction de cohérence entre les composantes longitudi-  (5.18) [ |
nales de la turbulence en des points séparés d'une dis-
tancer, selony et r. selon z
Fp,Fp, Fiy . Forces aérodynamiques (drag, lift, moment) (5.20) [N]

Chapitre 6: Linéarisation des forces aérodynamiques

Vapp . Vitessereldtive entre le fluide et la structure (62 [m/s]
p(t), h(t),a(t) :  Baancement, flexion verticale et torsion du tablier (5.19), [m,m,rad)
(6.2)

r . Distance entre le centre de torsion et le centre aérodlas-  (6.2) [m)]
tique

B . Largeur du tablier (62 [m]

Tyent : Incidence propre du vent par rapport a sa direction (6.4) [rad]
moyenne

Lapp :  Incidence apparente du vent par rapport au tablier (65) [rad]

Cds Cly Crmy : Valeurs des coefficients aérodynamiques pour uneinci-  (6.9) [ ]
dence nulle

e, ¢l en, Dérivées des coefficients aérodynamiques pour uneinci-  (6.9) [rad~?]
dence nulle

Chapitre 7: Etude analytique d’ une structure continue

{fmev(t)} :  Composante dstatique des efforts aérodynamiques. (7.4) [NV]
Lorsgue toutes les hypothéses de linéarisation des ef-
forts aérodynamique sont formulées, ceux-ci peuvent
sexprimer comme la somme de trois effets dont les
effets moyens sont représentés par ce terme

{ft(t)} : Composante turbulente des efforts aérodynamiques. (7.4) [NV]
Lorsgue toutes les hypothéses de linéarisation des ef-
forts aérodynamique sont formulées, ceux-ci peuvent
s exprimer comme la somme de trois effets dont les ef-
fets turbulents sont représentés par ce terme

{rimst(t)} : Composante instationnaire des efforts aérodynamiques.  (7.4) [N]
Lorsque toutes les hypotheses de linéarisation des ef-
forts aérodynamique sont formulées, ceux-ci peuvent
s exprimer comme la somme de trois effets dont les ef-
fetsinstationnaires sont représentés par ceterme

Ar(y), Br(y) : Projection des coefficients aérodynamiques dans labase  (7.6), [ |
des modes propres (pour I'exemple étudié, les coefficients  (7.7)
aérodynamiques sont constants sur lalongueur de |’ ouvrage)



{Fru(n)}
(S ()]
[y [y

[Cae'ro]
[Sq(n)]

{07}

i)

(CARCANCH

(W(n)]

Transformée de Fourier des effets turbulents ({ f*“(t)}),
utilisés comme sollicitations a proprement parler

Matrice de densité spectrae des forces modaes
provenant de la contribution turbulente des forces aéro-
dynamiques. Dans une approche classique, il s agit dela
sollicitation associée au chargement éolien

Matrice de transfert permettant de passer des densités
spectrales des vitesses de vent aux densités spectrales des
effets turbulents généralisés

Matrice d’ amortissement aérodynamique

Matrice de densité spectrale des amplitudes modales.
L' objectif de I'andyse stochastique (en base modale)
consiste en la détermination de ces grandeurs

Variances des amplitudes modales

Contribution quasi-statique (ou permanente) desréponses
dans chacun des modes. Cette grandeur intervient lors de
I’ estimation de I'intégrale numérique de la densité spec-
trale al’aide de I’ approximation en bruit blanc

Contribution dynamique (ou résonante) des réponses
dans chacun des modes. Cette grandeur intervient lors de
I’ estimation de I'intégrale numérique de la densité spec-
traleal’aide de |’ approximation en bruit blanc
Variances des déplacements des noeuds de la structure.
Celles-ci sont généralement estimées en négligeant les
contributions provenant de modes différents

Fonction de participation modale. Cette fonction est
I’ équivalent du facteur de participation modale en cas de
sollicitation sismique : €lle permet de représenter selon
le mode étudié et en fonction de la cohérence du champs
de pression, |'importance de la projection des ces pres-
sions dans le mode choisi. Cette expression analytique
n'est applicable qu'aux poutres isostatiques sur deux ap-
puis simples

Distance de corrélation. C’'est une grandeur caractéris-
tique qui représente la distance entre deux points a par-
tir de laquelle il n'y a plus guére de cohérence entre les
vitesses fluctuantes du vent

(7.8)

(7.9)

(7.13),

(7.14)
(7.17)
(7.23)

(7.26)
(7.27)

(7.27)

(7.43)

(7.50)

(7.50)

[N/H:z]

[N?/H2]



Chapitre 8: Approche fréquentielle d’ une structure discrétisée

{FN'}

Q1]

{u}

TlvTQa M17M2 :

{Faem, }

[Qé1ém]

[Qilnst]

Lr(z)

ST(.CC)

vecteur des pressions agrodynamiques nodales. Ce
vecteur est composés de trois sous-vecteurs disposés|’un
au-dessus de |’ autre; chacun d'eux, de dimension égale
au nombre de noeuds dans la structure, contient les pres-
siosn aérodynamiques nodales dans une des trois direc-
tions (drag,lift,moment)

Matrice qui permet de passer des vitesses de vent en un
noeud de la structure aux pressions aérodynamiques ap-
pliguées en ce noeud. Cette matrice contient donc les
coefficients intervenant dans |’ expression linéarisée des
forces aérodynamiques

Matrice quasi-diagoanle dont les éléments diagonaux
sont les matrices [Cp]. |l sagit donc de I équivalent
structurel de lamatrice [Cp]

Vecteur des vitesses de vent ordonnées noeud par noeud
puis composante par composante

Efforts nodaux énergétiquement équivalents

Vecteur élémentaire (élément k) des forces nodales én-
ergétiquement équivalentes

Matrice des coefficients permettant de relier les pressions
de vent nodal es (supposées constantes par demi-longueur
d’éément) aux forces nodaes énergétiquement équivar
lentes

Matrice structurelle reliant les vitesses de vent en cha-
cun des noeuds de la structure aux forces nodal es énergé-
tiquement équiva entes

Matrice de densité spectral e des composantes de la turbu-
lence (longitudinal es puis verticales)

Matrice de densité spectral e des forces nodal es associées
aux effets turbulents

Matrice d'amortissement aérodynamique ponctuelle.
Elle comprend les coefficients de I'expression de
I’amortissement aérodynamique linéaire (efforts insta-
tionnaires en fonction des vitesses structurelles)

Matrice quasi-diagoanle dont les éléments diagonaLix
sont les matrices [Ci,,q4). 1l S agit donc de I' équivalent
structurel delamatrice [Cyo4]

Ligne d'influence delaréaction transversale d’ une poutre
bi-encastrée

Densité spectrale de la force nodale calculée selon la
méthode de base ou selon la méthode rigoureuse

(8.3)

(8.2)

(8.3)

(8.3)
(8.4)

(87)
(8.9)

(8.9)
(8.11)

(8.12)
(8.12)

(8.13)

(8.14)

(8.19)

(8.20)

[Ns/m]

[m?/s]
[N?/H?]

[Ns/m?],[Ns]

[Ns/m?],[Ns]

[N?/H?]

Xi



Xii

Fonction adimensionnelle représentant la réduction de
la réaction transversale lorsque les pressions appliquées
sont de moins en moins cohérentes : méthode rigoureuse
Fonction adimensionnelle représentant la réduction de
la réaction transversale lorsgue les pressions appliquées
sont de moins en moins cohérentes : méthode de base
Premier facteur de correction (admittance numérique).
Il permet de mieux rendre compte de la diminution de
I effort tranchant d’ extrémité avec la réduction de la co-
hérence des pressions appliquées

Premier facteur de correction des moments
d encastrement

Fonction adimensionnelle représentant la réduction de la
force nodale entre deux éléments adjacents alignés pour
des pressions de moins en moins cohérentes : méthode
rigoureuse

Fonction adimensionnelle représentant la réduction de la
force nodale entre deux éléments adjacents alignés pour
des pressions de moins en moins cohérentes : méthode de
base

Second facteur de correction (admittance numérique).
Plutdt que de corriger le résultat au niveau de I’ éément,
ce second facteur permet prendre en compte la diminu-
tion de cohérence aux plus hautes fréguences au niveau
de |’ effort nodal énergétiquement équivalent

Fonction adimensionnelle représentant la réduction de la
densité spectrale croisée entre deux forces nodales dis-
tantes d’ un é ément pour des pressions de moinsen moins
cohérentes : méthode rigoureuse

Fonction adimensionnelle représentant la réduction de la
densité spectrale croisée entre deux forces nodales dis-
tantes d’ un é ément pour des pressions de moinsen moins
cohérentes : méthode de base

Fonction adimensionnelle représentant la réduction de la
densité spectrale croisée entre deux forces nodales dis-
tantes de plus d’ un élément pour des pressions de moins
en moins cohérentes : méthode rigoureuse

Fonction adimensionnelle représentant la réduction de la
densité spectrale croisée entre deux forces nodales dis-
tantes de plus d'un élément pour des pressions de moins
en moins cohérentes : méthode de base

(8.24)

(8.26)

(8.27)

(8.33)

(8.36)

(8.38)

(8.39)

(8.47)

(8.53)

(8.45)

(8.52)



Chapitre 9: Génération d' échantillons de processus al éatoires

An

Pas de fréguence pour la représentation d’'un signal dans
le domaine fréquentiel (ou pour la discrétisation d’une
densité spectrale cible)

Pas de temps pour la représentation d'un signal dans le
domaine temporel

Durée des blocs pour le calcul numérique des densités
spectrales

Fonction de transfert associée a un filtre autorégressif a
moyenne mobile (ARMA)

Fonction de transfert associée a un filtre autorégressif
(AR)

Matrice de densité spectrale cible. Les échantillons a
générer doivent étre tels que les densités spectrales cibles
unidimensionnelles cibles et générées (éléments diago-
naux) correspondent ainsi que les fonctions de cohérence
entre les différents processus

Vecteurs propres de la matrice de densité spectrale cible.
Ce sont les coefficients de la recombinai son modal-nodal
Valeurs propres de la matrice de densité spectrae cible.
Ce sont des fonctions de la fréquence n et représentent
les densités spectral es modal es (indépendantes) cibles
Estimateur de la concavité des valeurs propres cal cul ées.
Cette grandeur est introduite lors de I’ optimisation de
I’ agorithme de base visant a réduire le nombre de dé-
composition modales

Chapitre 10: Analyse stochastique temporelle de I’ oscillateur simple
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Période de mise en régime d' un oscillateur simple (péri-
ode aprés laguelle les conditions initiales imposées ne se
font plus trop ressentir, grandeur choisie arbitrairement
par I’ auteur)

Chapitre 11: Approche temporelle d’ une structure discrétisée
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Force aérodynamique appliqué sur un oscillateur smple
pour les niveaux d'hypothésesn°2, 3, 5 et 6

Facteur d’'importance des effets turbulents pour les ter-
mes de correction entre les niveaux d’ hypothéses n°2 et
n°3. Représente |"'importance relative des termes de cor-
rection (second ordre par rapport aux termes de premier
ordre)

Facteur d’'importance des effets instationnaires pour les
termes de correction entre les niveaux d’ hypotheses n.°2
et n°3. Représente |’importance relative des termes de
correction (second ordre par rapport aux termes de pre-
mier ordre)

Coefficient de forme associé a un coefficient aérody-
namique particulier (drag,lift, noment). Rapport entre
la pente et la valeur a I’origine du coefficient agrody-
namique linéarisé

Coefficient d'importance de |I'amortissement aérody-
namique de premier ordre par rapport a I’ amortissement
aérodynamique total. Cette grandeur est estimée par le
rapport entre le coefficient d’ amortissement relatif aéro-
dynamique et e coefficient d’ amortissement relatif total
(structurel + aérodynamique)

Termes de second ordre dans |’ expression de lanorme au
carré de la vitesse apparente du vent. Ces termes sont
négligés par |’ approche fréquentielle

Différence entre I’ expression compléte non linéaire de
I'incidence propre du vent et la relation linéaire utilisée
pour |’ approche fréquentielle

Chapitre 12: Conclusions
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Chapitre 1

| ntroduction

Les évolutions technologiques tant du point de vue des matériaux mis en oeuvre que des
méthodes de calculs développées permettent d’ atteindre de nouveaux records dans le do-
maine du génie civil. Ces évolutions ont permis, outre la recherche accrue d' esthétisme,
laréalisation de structures de plus en plus Iégéres et donc également économiques. Cette
diminution de la masse propre structurelle a sans aucun doute conduit au dessin de struc-
tures plus souples mais égal ement davantage sensibles aux problémes vibratoires. Les sol-
licitations dynamiques rencontrées dans le cadre des structures du génie civil peuvent étre
classées en quelques catégories dont nous ne considérerons ici que le chargement éolien.
Alors gue la recherche d'une certaine souplesse peut étre envisagée par exemple dans le
cadre de structures en zone sismique, ce type de caractéristique est tout a fait a proscrire
lorsque les effets d’ un vent turbulent doivent étre contrecarrés.

Les méthodes d’analyse de structures soumises a la turbulence du vent trouvent donc
leurs applications majeures dans les structures les plus souples du génie civil, a savoir, les
ponts suspendus et haubanés, les hauts buildings, les toitures de stades, les cébles a haute
tension, les tours de refroidissement... Les raisonnements développés dans ce document
décrivent essentiellement les tabliers de ponts souples maisils pourraient sanstrop de mod-
ifications étre appliqués aux autres types de structures.

Quel que soit le type de chargement dynamique appliqué a une structure, les égua
tions a résoudre (les éguations du mouvement) sont des équations différentielles de sec-
ond ordre a coefficients constants ou non selon que le probléme étudié peut étre considéré
comme linéaire ou non. A chague type de sollicitation dynamique est associée une méth-
ode optimale de résolution du probléme. Dans le cadre d'un chargement éolien turbulent,
laréponse est général ement entreprise dans le domaine fréquentiel. Cette méthode de réso-
lution semble étre particuliérement intéressante dans la mesure ou le vent peut étre classé
au rang des phénomeénes stationnaires. Une telle méthode d' analyse requiert cependant la
linéarité des phénomeénes mis en jeu. L'analyse de la structure est donc simplifiée a tra-
vers différentes hypothéses destinées uniguement a pouvoir appliquer une résolution dans
le domaine fréguentid : lois de comportement éastiques linéaires, pas de second ordre



pris en compte, utilisation de coefficients aérodynamiques linéaires en I’ incidence du vent,
hypothése d’un vent moyen d'un ordre supérieur aux composantes de turbulence et aux
vitesses du tablier.

Lorsque I'importance de ces phénomenes doit étre jugée, |’ approche fréquentielle n’ est
plus appropriée puisqu’il convient alors de recourir a la linéarisation stochastique. Les
hypothéses levées ne sont pas éliminées mais simplement déplacées, ce qui ne fournit pas
non plus de résultats rigoureux. Dans ce cas, |’ approche temporelle, inévitablement plus
lourde a mettre en oeuvre, doit étre choisie. Elle consiste en un premier temps agénérer des
échantillons de la turbulence du vent, et ensuite, a partir de la réponse structurelle obtenue
pour chacun d'eux, a établir les quantités statistiques qui seraient fournies par une méthode
stochastique dans |e domaine fréquentiel.

Afindejuger del’importance des hypothéses habituellement formul ées, cetravail présente
les deux approches : temporelle et fréquentielle. Dans un premier temps, nous com-
parerons |’ approche fréquentielle et une approche temporelle se basant sur le méme en-
semble d’ hypotheses. Ceci permettra de valider les développements réalisés. Une seconde
étape consistera alors a nous affranchir successivement des hypothéses habituellement for-
mulées pour terminer avec une analyse complé&ement non linéaire.

Outre cette bréve introduction, le travail est divisé en trois parties importantes :

e lapremiére partie est un résumeé condensé des théories qu’il est nécessaire de maitriser
correctement pour comprendre la méthode d’ analyse;

e la seconde partie concerne les développements entrepris dans le domaine fréquentiel.
L’ approche simplifiée habituellement recommandée dans | es codes est brievement présen-
tée et les smplifications aménagées sont énumérées et critiquées a partir du formal-
isme complet de I’ analyse stochastique. La comparaison entre solutions analytiques et
numeériques permet en outre de mettre en évidence quel ques points spécifiques au traite-
ment numeérique de la cohérence spatial e dans la turbulence du vent;

e Uune troisiéme et ultime partie contient les développements dans le domaine temporel.
Elle présente I’ analyse stochastique au moyen de simulations de Monte Carlo. Deux
thémes de base, la simulation d’échantillons de processus aéatoires et I'analyse de
I’ oscillateur simple, présentent d’ abord les notions nécessaires al’ étude d’ une structure
plus importante. Ensuite, sont présentés, dans I’ esprit de pouvoir en dégager des ré-
gles générales de comportement, quel ques résultats d’ analyses dynamiques non linéaire
d’une structure a plusieurs degrés de liberté.



PARTIE |

Rappelsthéoriques

L’ analyse au vent turbulent repose sur plusieurs théories tout a fait distinctes qu'il est im-
portant de maitriser correctement afin de pouvoir cerner les limitations de |’ analyse.

De par sanature, le vent est un phénomeéne qui ne peut pas étre considéré indépendam-
ment de ses caractéristiques variables dans I’ espace et dans le temps. D’un point de vue
mathématique, les théories d’ une part des probabilités et d' autre part des processus aéa
toires permettent de prendre en compte de tels phénomenes.

Lapremiére traite essentiellement de variables aléatoires qui sont des résultats scalaires
d' expériences a éatoiresteleslejet d' un déouletirage d une boule de Lotto. Tout enintro-
duisant les notions de moyenne, de variance ou d’ écart-type, cette premiére théorie souvent
bien maitrisée propose de caractériser les variables aléatoires par des densités ou des fonc-
tions de probabilité. Les développements principaux et nécessaires ala compréhension de
la suite du travail seront brievement décrits dans | e chapitre 2.

Laseconde théorie, quant aelle, traite des processus a éatoires et non plus des variables
aléatoires ; dans ce cas, le résultat de I’ expérience aléatoire, ce qui sort du chapeau, n’est
plus un nombre mais une fonction. On pourrait ainsi parler de la rugosité relevée sur un
trongon de route. Cette théorie des processus aéatoires est évidemment plus complexe
puisqu’en plus de devoir utiliser des fonctions de probabilité pour une abscisse particuliére
delafonction (« En un point choisi delaroute, quelle rugosité peut-on s attendre a mesurer
? »), ele doit également fournir des informations relatives aux valeurs de lafonction en un
point sachant que, juste a c6té, elle a pris une certaine valeur (notion de corrélation).

L’ exemple choisi reste encore simple puisgue | e processus al éatoire ne dépend que d’ une
seule variable : I'abscisse le long de laroute. La théorie des processus aléatoires permet
également de caractériser des processus qui dépendent de plusieurs variables comme dans
le casdu vent dont lavitessevaried un endroit al’ autre de |’ espace ( 3 variables) maisauss
au cours du temps. La vitesse du vent est donc un processus aléatoire a quatre variables
pour lesquellesil est également nécessaire de définir des corrélations. Le chapitre 3 tentera
de donner un sens physique et une justification a ces étres mathématiques que sont les



processus aléatoires

Une autre théorie qu'il est important de dominer concerne I'analyse dynamique des
structures. Etant donné que ce travail est présenté dans une faculté ou ce type de théorie
est bien connu, le lecteur est supposé étre familier aux différentes méthodes de résol ution.
Néanmoins et ne serait-ce que pour introduire les notations utilisées, quel ques brefs rappels
de |’ analyse dynamique des structures seront présentés dans le chapitre 4.

L’analyse des structures sous les effets du vent turbulent repose également sur deux
autres théories assez vastes et complexes : la mécanique des fluides, ou plus particuliere-
ment I’ aérodynamique, ainsi que la climatologie. Seuls quelques concepts de chacune de
ces deux théories concernent I'ingénieur. Ces quelques notions seront donc regroupées a
I"intérieur d’ un seul et méme chapitre (chapitre 5).



Chapitre 2

Lathéorie des probabilités

2.1 Caractérisation desvariables aléatoires

Une variable al éatoire est un nombre, résultat d’ une expérience aléatoire tellelejet d' un dé
asix faces ou le tirage d’'une boule de Lotto. Cette définition peut également étre éendue
ad' autres variables non numérales (par exemple le résultat du jet d’ une piéce de monnaie€)
mai s auxquelles des valeurs conventionnelles peuvent étre attribuées (pile: 0/ face: 1).

Le but de la théorie des probabilités est de caractériser statistiquement ces résultats
scalaires d expériences aéatoires. Ceci est généralement réalisé al’aide de la densité de
probabilité. Cette théorie recourt aussi largement aux notions de moyenne, variance ou
écart-type introduites a I’ occasion de la théorie des statistiques. Bien gu’ ayant le méme
sens physique, ces grandeurs ne se rapportent cependant dans ce cadre ni & une population
ni aun échantillon, mais permettent de représenter cette densité de probabilité.

2.1.1 Fonction et densité de probabilité

Afin d’introduire les notions de fonction et de densité de probabilité, considérons les dis-
quesdelafigure(2.1). Ilssont tous deux munisd’ une aiguille tournante fixée en leur centre.
L’ un est marqué de dix traits séparant des régionsidentiques numérotéesde 1 a10 (variable
discrete) alors que I’ autre est gradué en degrés de 0° a 360° (variable continue).

L’ expérience a éatoire consiste afaire tourner I’ aiguille et a attribuer une valeur discréte
(un nombre entier entre 1 et 10) ou continue (un angle entre 0° et 360°) a la variable
aéatoire x.

Pour le premier disgque, les dix nombres auront la méme probabilité d' occurrence étant
donné que les régions délimitées sont identiques. Cette probabilité est estimée par e rap-
port entre le nombre de résultats favorables et le nombre total de résultats équiprobables
possibles. Par exemple, la probabilité que le résultat de cette premiére expérience soit égal
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FIGURE 2.1. EXPERIENCES ALEATOIRES (RESULTAT DISCRET OU CONTINU)

Cette définition de la probabilité ne fait qu’exprimer autrement la tournure de phrase
habituelle : « chague nombre a une chance sur dix d’ étre obtenu ». Une premiére fagon de
représenter cette variable aléatoire discréte est donc sa fonction de probabilité qui attribue
achaque résultat possible x; saprobabilité d’ occurrence :

pe(wi) = p(z = ;) (22)

La figure (2.2) représente la fonction de probabilité de la variable aléatoire de la pre-
miére expérience (variable uniforme). On constate effectivement que chague nombre (1 a
10) a la méme probabilité d’ occurrence. Cette figure montre également un exemple plus
général de fonction de probabilité. Dans ce cas, les résultats—10, 0 et 10 ont manifestement
une plus grande probabilité d’ occurrence.

Cette maniere de définir les probabilités (2.2) implique que la somme des probabilités
associées a chague résultat possible soit égale al’ unité, ce qui exprime simplement le pre-
mier axiome de Kolmogorov :

pr(%') =1 2.3)

Une autre maniére de caractériser la variable aléatoire est safonction de répartition qui
attribue a chaque valeur a la probabilité que la variable aléatoire x lui soit inférieure:
Fy(a) =p(z <a) (2.9

Vu sadéfinition, cette fonction est monotone, prenant lesvaleurs F,(a) = 0 ena = —oo
et F,(a) =1ena = +oo . Atitredillustration, lafigure (2.3) représente les fonctions de
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FIGURE 2.2. (A) FONCTION DE PROBABILITE DE L’'EXPERIENCE 1 - (B) FONCTION DE PROBABILITE QUELCONQUE



répartition associées aux fonctions de probabilité de la figure (2.2). Puisgue les fonctions
de probabilité sont définies en des valeurs discretes, les fonctions de répartition sont des
sommes de fonctions-échelons.

1.2 1.2

0 2 4 6 8 10 12 -20 -10 0 10 20
(@) (b)

FIGURE 2.3. (A) FONCTION DE REPARTITION DE L' EXPERIENCE 1 - (B) FONCTION DE REPARTITION QUELCONQUE

Concernant la seconde expérience a éatoire, la définition donnée de lafonction de prob-
abilité n’a plus guére d'intérét dans la mesure ou le nombre de résultats équiprobables
possibles devient infini. Par contre, la fonction de répartition garde tout son sens :

Fy(a) =p(z <a) (2.5)

La figure (2.4 (b)), homologue continu de la figure (2.3 (a)), indique la fonction de
répartition de la seconde expérience aléatoire. Cette fonction vaut O pour des valeurs de
a inférieures a 0° et vaut |’ unité pour des valeurs de a supérieures a 360°. En effet, la
probabilité d’ obtenir un résultat d' une part inférieur a 0° est nulle et d’ autre part inférieur
ou égal a360° est unitaire (100%). Entre ces deux limites, la fonction évolue linéairement
puisque le disque est gradué uniformément.

Afin de faciliter I’ écriture de la définition (2.4), la paramétre a a été utilisé mais la
fonction de répartition est généralement exprimée en fonction de x. A partir de celle-
ci, on définit alors la densité de probabilité qui est I’ équivalent continu de la fonction de
probabilité :

pz(z) = AP (2) ou Fy(a) = /a pe(x)dx (2.6)

dx J-oo

Puisque la fonction de répartition est monotone croissante, la densité de probabilité est
toujours positive.

L’ interprétation physique de cette grandeur est assez simple puisque la densité de prob-
abilité n'est qu’' un passage alalimite de lafonction de probabilité. De toute fagon, il suffit
de considérer que :

pz(a)da = dFy(a) = Fy(a+da)—Fp(a) = p(x < at+da)—p(zx < a) =pla <z < aJ(rzd%)



pz(a) représente donc une probabilité relative que la variable a éatoire x se trouve entre
a et a+ da.
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FIGURE 2.4. (A) DENSITE DE PROBABILITE DE L' EXPERIENCE 2 - (B) FONCTION DE REPARTITION DE L’ EXPERIENCE 2

2.1.2 Grandeursscaaires: les moments

Dans le domaine de I'ingénieur, les variables traitées sont habituellement supposées étre

continues si bien que lafonction la plus souvent utilisée est la densité de probabilité. Cette

fonction renferme une quantité d'information généralement trop importante de sorte qu’ on

lui préfére des grandeurs scalaires qui en sont dérivées. On utilise ainsi les moments :

e dordrel, lamoyenne! 1 =7 = (]jfoo xpy(x)dz : qui n’est rien d’ autre que le barycen-
tre de la densité de probabilité ;

o dordre2: lecarémoyena? = [12° 2%p, (x)da.

On définit également les moments centrés qui ont I’ avantage de donner une meilleure
représentation physique de la dispersion (ordre 2) et de la symétrie (ordre 3) autour de la
moyenne :

e moment centré d'ordre 2 ou variance : o = (z — p? = [ (@ — p)?pe(z)de =
22 — 1% Cette grandeur, toujours positive, est un indicateur de la dispersion autour dela
moyenne. On utilise aussi souvent |’ écart-type o = /22 — 12 qui al’ avantage d avoir

les mémes unités que la moyenne L’ écart-type rapporté a la moyenne donne une idée
deladispersion: d = %;

o moment centréd ordre3: S = [T (z — p)* py(z)dx

L1l ne faut pas confondre la moyenne avec le mode qui est la valeur la plus probable (maximum de la

densité de probabilité ou point d’inflexion de la fonction de probabilité). Il ne faut pas la confondre non plus
avec lameédiane qui est la valeur telle que les probabilités de se trouver au-dessus ou en-dessous de cette
valeur sont identiques (lafonction de répartition est égale & £). Dans le cas de lavariable aléatoire gaussienne
fréquemment utilisée, ces trois notions coincident.



Ladistinction entre ces deux types de moments est nécessaire car | es variables aléatoires
traitées dans le cas de I’ analyse dynamique d’ une structure au vent ne sont pas nécessaire-
ment centrées (de moyenne nulle). En effet, les variables importantes dans la suite seront
principalement les valeurs extrémes des déplacements ou efforts dans la structure. Dans ce
cas, lamoyenne n’est pas nulle et représente une des valeurs que |’ analyse stochastique se
propose d' estimer.

2.1.3 Exemple

A titre d exemple, voici ladensité de probabilité et lafonction de répartition d’ une variable
aléatoire qui est fréguemment utilisée. |1 s agit de la variable aléatoire gaussienne :

1 _ ;z:—/;)z "a 1 _ ;1:—/1\2
() = e~ 202 ; Fp(a) = e~ 22 dx (2.8)
2o J—o V21O
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FIGURE 2.5. DENSITE DE PROBABILITE (A) ET FONCTION DE REPARTITION (B) D’ UNE DISTRIBUTION GAUSSIENNE

Cette variable est caractérisée par les deux seuls parametres . et o qui S identifient ala
moyenne et al’ écart-type. En effet, on vérifie aisément que :

00
/ pe(z)dx =1 (2.9)
00
T = / xpy(z)de = p (2.10)
00
== [ e pale)de = o (2.11)

Dans le cas de la variable aléatoire gaussienne, le passage de la densité de probabilité
aux moments d'ordre 1 et 2 s effectue donc sans perte d’'information. C’est en partie pour
cette raison que la variable aléatoire gaussienne est largement utilisée; cette propriété n’ est
évidemment pas une régle générae.
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On constate également que, pour cette variable aéatoire, le mode, la médiane et la
moyenne sont confondus. Le parameétre . est donc également la valeur la plus probable
mais aussi celle pour laguelle il y a une chance sur deux d’ obtenir une vaeur supérieure
ou inférieure. Laforme mathématique de I’ expression indique aussi que o représente ef-
fectivement une dispersion autour de la moyenne puisque si o tend vers 0, la densité de
probabilité p,, (z) tend vers une fonction de Dirac centréeen = = p alorsque si o tend vers
I"infini, p,(x) tend vers une fonction constante, et nulle (voir figure (2.6)).

u=s
0=0.1

pX(x)

0.1

0.08

0.06

u=5
o=5

0.04

1 0.02

FIGURE 2.6. ILLUSTRATION DE L’ ECART-TYPE COMME INDICATEUR DE DISPERSION AUTOUR DE LA MOYENNE

Lorsgue I’on parle de la variable aléatoire gaussienne, on fait souvent référence aux
probabilités que lavariable aléatoire se trouve en dehors desintervallesdu type [ —no; i+
no| (fractiles). Ces probabilités sont représentées graphiquement par la surface hachurée
de la figure (2.7). L' utilité pratique de ceci réside en la constatation que, pour n = 3, la
probabilité d’ avoir une valeur en dehors de I'intervalle est trés faible (tableau 2.1) si bien
quel’on considére en pratique que 1. — 3o et 1+ 30 sont les valeurs minimales et maximales
que lavariable aléatoire puisse raisonnablement prendre.

2.2 Caractérisation desvariables aléatoires conjointes

Danslesprobléemestraitésen pratique, il est vraiment rare de pouvoir représenter |e phénomene
étudié al’ aide d’ une seule variable. L’ analyse dynamique d’ un batiment ou d'un tablier de
pont nécessite par exemple plusieurs modes de vibration pour une représentation correcte.

Il est donc également nécessaire d’ introduire les notions de densité de probabilité conjointe
entre plusieurs variables al éatoires.

2.2.1 Fonction et densité de probabilité conjointe

Imaginons maintenant que le résultat de I’ expérience aléatoire ne soit plus un seul nombre
x, comme dans le cas du lancage des disques du paragraphe précedent, mais plutbt deux
nombres z et y. Ces résultats peuvent a nouveau étre discrets ou continus, ce qui méne ala
digtinction entre fonction de probabilité et densité de probabilité conjointes.

11
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n=2

FIGURE 2.7. ILLUSTRATION DES FRACTILES (N=2)

N|p(p—no<z<p+no)|1-—p,(p—no<z<p+no)
1 68,3 % 31,7 %
2 95,4 % 4,55 %
3 99,7 % 0,27 %

Tableau 2.1. : Probabilités associées aux limites de fractiles



Etant donné que les variables traitées en pratique sont supposées continues, les détails
ne sont pas donnés en ce qui concerne les variables discrétes ; seul un exemple de fonction
de probabilité conjointe est représenté (Fig. (2.8)). A chague paire (x;, y;) est associé un
batonnet dont la valeur représente la probabilité que = soit égal a x; et que y soit égal a
Yi-

FIGURE 2.8. DENSITE DE PROBABILITE CONJOINTE DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Lorsque les variables x et y sont continues, on parle de densité de probabilité conjointe
et on représente cette fonction a1’ aide d’ une surface dans |’ espace atrois dimensions.

Le sens physique de cette fonction peut étre simplement transposé du cas a une seule
variable aéatoire :

Pay(a,b) =pla <z <a+da et b<y<b+db) (2.12)
Ladensité de probabilité conjointe contient plus d'information que les densités de prob-

abilité marginales (¢’ est-a-dire de = ou y seuls) dans la mesure ou ces derniéres fonctions
peuvent étre obtenues par intégration :

00
pz(a) = / Pay(a, b)db (2.13)
py(b) = / Pay(a,b)da (2.14)

La densité de probabilité conjointe permet également d’ obtenir de nouvelles grandeurs
prenant en compte la corrélation entre les variables « et y. Il S agit des densités de proba
bilité conditionnelles:

p:p/y(aab) = % (215)
pyalab) = ppy(—()b) (2.16)

Elles représentent les densités de probabilité de la variable = (resp. y) lorsque y (resp.
x) est fixé a une valeur connue b (resp. a). S les deux variables aléatoires = et y sont
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indépendantes, la densité de probabilité de x lorsque y est connu, p,/,(a,b) = p,/y(a),
est indépendante de la valeur b prise par y. Elle est donc évidemment confondue avec
la densité de probabilité marginae de la variable = définie par la relation (2.13). Si les
variables aléatoires x et y sont indépendantes, la densité de probabilité conjointe s exprime
donc par :

Pay(a,b) = px(a)py(b) (2.17)
2.2.2 Grandeurs scalaires: les moments

Les quelques dével oppements menés ci-dessus montrent que la densité de probabilité con-
jointe est une fonction qui renferme une quantité d’information assez importante. Tout
comme la densité de probabilité d’ une seule variable aléatoire, on lui préfére souvent des
grandeurs scalaires représentatives des notions que I’ on peut estimer. On retrouve ainsi les
moments d’ordre 1 et 2 définis a1’ occasion des variables aléatoires simples :

e lamoyennesdon z :

00 oo e
y =T = / / TPy (z,y)dady = / zp,(z)dz (2.18)
e |amoyenneselony :
oo pFoo +00
Py =Y = / / YPuy (v, y)drdy = / yp(y)dy (219
e lavarianceseon z :
2 5 oo [ee 2
Op = (I - Mm) = / (I - Mm) pmy($7 y)d:l)dy (220)
e lavarianceselony :
9 —0 +oo +oo 9
oy =(y— 1) = / / (y — 1) Pay (2, y)dady (2.21)

Ces quatre définitions coincident effectivement avec celles qui ont été données au para
graphe précédent. Ces notions (moyennes et variances) ne permettent que de caractériser
une seule variable aléatoire et non la corrélation existant entre plusieurs d’ entre elles. |1 est
donc important de définir le moment central croisé entrelesvariablesz et y :

e |acovariance:

+oo +00
Ouy = (x— 1) (y — 1)) = /_ /_ (x = py) (v — ) Pay(,y)dady — (2.22)

Contrairement aux variances de x et y, cette grandeur peut étre négative. On lui préfére
souvent le coefficient de corréation adimensionnel Pay défini par : o4y = PryTzTy. ON
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peut démontrer grace a I'inégalité de Cauchy-Schwartz? que ce coefficient est toujours
comprisentre —1 et 1.

Lorsque plus de deux variables al éatoires sont considérées en méme temps, les variances
et covariances sont regroupées dans la matrice de covariance [o] :

2
71 P120102 -+ P1p010n
2
P120102 02 o Pan020n
[0] = : . . . (2.23)
2
P1n010n  P2n020n - - On

Lebut de!’ analyse stochastique est de définir de telles matrices par exemple, pour les ef-
forts internes dans un élément ou pour les déplacements de ses extrémités. L’ estimation de
la matrice de covariance entiére et non pas de ses éléments diagonaux uniguement permet
d’obtenir, en plus d’un effort extréme, une densité de probabilité conjointe entre éléments
de réduction différents. Les termes hors diagonale permettent en effet d’ apprécier la cor-
rélation entre diverses variables aléatoires, et donc les valeurs concomitantes aux efforts
extrémes par exemple.

Dans certains cas, il peut également s avérer intéressant de calculer des matrices de co-
variance entre efforts en différents endroits de la structure (par exemple, pour un portique,
les moments maxima en pieds de colonnes se produisent-ils en méme temps ?) ou méme
entre efforts et déplacements (pour une poutre console, quel est larelation entre le déplace-
ment en téte et le moment d’ encastrement ?)

2.2.3 Exemple

Considérons atitre d exemple la densité de probabilité conjointe entre deux variables aléa-
toires gaussiennes centrées x et y :

1 T | E s
pl'y('r) y) = et r |: T x Oy v (2.24)
2ropoy\/1—p

On vérifie aisément gque les densités de probabilité marginales de x et y S expriment
respectivement par :

'+OO 1 _,_2
-(a) = (@, b)db = e 293 2.25
O .29
400 1 _ 2
b) = (@, b)da = e > 2.26
P = [ palebda= oo 2.20

A partir de celles-ci, il est alors possible de déterminer les densités de probabilité con-
ditionnelles entre les variables x et y. Par exemple, la densité de probabilité de = lorsque y

2 (Fe7) (Ziwiyi
1=yl — T, 275,

2

2
5 <1

16



est fixé:

pa:y(a) b) 1 ﬁ{é_gfzoa_rr%erz%
Dayyl®,y) = = et T LE v vl (2.27)
o/y (@) py(D) V2ro /1 — p?
1 =1 {_',pi} 2
— e20 —p2) | oa oy (228)
V21o /1 — p?
- L e;{w— ] (2.29)

V21\/1 — p20,

En comparant le résultat obtenu avec la formulation générale d'une densité de proba-
bilité gaussienne (Equ. (2.8)), on se rend compte qu’il ne s’ agit en fait que d’ une nouvelle
variable al éatoire gaussienne dont la moyenne et |’ écart-type sont donnés par :

- Y
p o,
o = /1—pio, (2.31)

En premiéreligne, lafigure 2.10 schématise des densités de probabilités conjointes entre
lesvariables aléatoires et y pour différentes valeurs du coefficient de corrélation. Ensuite,
pour chacun des cas de corrélation considérés, elle reprend les densités de probabilités
conditionnelles obtenues pour = lorsque lavaleur dey est fixée a0.70y, :

e p = —0.8: corrédation négative entre les variables = et y. Lorsque y est plus grand que
samoyenne, il y aplus de chance que x soit plus petit que sa moyenne ;

(2.30)

e p =0: pasde corrdation. Quelle que soit la valeur prise par lavariable déatoire y, la
densité de probabilité de x reste inchangée et égale asadensité de probabilité marginae;

e p=0.4: corrélation positive entre les variables = et y. Lorsque y est plus grand que sa
moyenne, il y a plus de chance que z le soit également.

On constate sur cettefigure que pluslacorrélation est grande entre les deux variables (en
valeur absolue), plus lavaleur de x est restreinte lorsgue celle de y est fixée. Ceci est tout
afait conforme al’intuition et est confirmé par larelation (2.31) qui fournit une variance
d autant plus faible que le coefficient de corrélation p s approche de I’ unité.
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Chapitre 3

L athéorie des processus aléatoires

Le but de ce chapitre est de fournir les outils mathémati ques nécessaires ala caractérisation
des grandeurs probabilistes mises en jeu lors de I’ analyse stochastique d’ une structure. La
théorie des probabilité qui vient d’ étre résumée permet de représenter des variables aléa
toires (déplacements, accélérations ou efforts extrémes en un instant donné). Cependant,
les caractéristiques des déplacements et des efforts au cours du temps (¢’ est-a-dire desfonc-
tions) doivent étre également connues afin de déterminer les variances ou covariances de
ces variables aléatoires. C' est lathéorie des processus aléatoires qui permet de prendre en
compte ce type d’ étre stochastique.

Considérons ainsi que les résultats des expériences al éatoires ne sont plus des scalaires
(variables aléatoires) mais plutét des fonctions d'un ou plusieurs paramétres (processus
aéatoires). De tels résultats sont par exemple la réponse dynamique en un point d’ une
structure, I'évolution de la rugosité le long d'une route, I’ordonnée du profil de la mer,
I’accélération du sol lors d’un tremblement de terre, I’évolution au cours du temps de la
vitesse du vent en un point, ou encore, le champ de vitesse du vent dans un volume déter-
mineé.

Si chaque échantillon (relevé ou imaginable) d' un processus est unique en son genre,
il existe cependant des caractéristiques générales attribuables au processus. Ainsi, sur la
figure 3.1, on constate que les échantillons de chague colonne ont effectivement quelque
chose de semblable. Cettefigure montre par exemple que I’ accélération du sol en un endroit
donné est non stationnaire, que son enveloppe ainsi que son contenu fréquentiel sont plus
Ou moins constants. Par contre, lavitesse du vent peut étre admise comme étant stationnaire
(sur des durées suffisasmment longues) avec un contenu fréguentiel relativement constant.

Lathéorie des processus a éatoires se propose de fournir une méthode pour caractériser
les processus et ainsi les classer dans I'une ou |’ autre catégorie. Dans la mesure ou la
fonction du temps a traiter (la pression du vent sur une paroi) doit étre utilisée pour une
analyse dynamique, ¢’ est principal ement le contenu fréquentiel du signal qui nousintéresse.
En commencant par les processus aléatoires d’ un seul paramétre (le temps), les chapitres
ci-dessous rappellent les notions nécessaires a leur caractérisation.
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FIGURE 3.1. EXEMPLES D' ECHANTILLONS DE PROCESSUS ALEATOIRES (ACCELERATION DU SOL, VITESSES DE VENT)
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3.1 Caractérisation des processus aléatoires

3.1.1 Densitésde probabilité

Etant donné qu’ un processus aléatoire n’ est jamai s qu’ une succession de val eurs infiniment
proches les unes des autres, il est tout a fait naturel d’'essayer de les caractériser de la
méme maniére que les variables aléatoires. |l parait donc logique d' utiliser la densité de
probabilité de premier ordre p,(z,¢) qui est maintenant une fonction du temps puisque la
densité peut éventuellement évoluer au cours du temps (cas d’' un processus instationnaire).
Comme dans le cas d'une variable aéatoire, p,.(z,t)dz représente la probabilité que la
fonction prenne une valeur comprise entre z et x + dx al’instant ¢.

Lafigure 3.2 montre par exemple ladensité de probabilité de premier ordre d’ un proces-
Sus gaussien instationnaire dont la moyenne augmente et la variance diminue au cours du
temps. La connaissance de cette fonction permet de déterminer un fuseau envel oppe en de-
hors duquel un échantillon du processus a peu de chance de setrouver. 1l suffit de constater
gu’en chaque instant il y a une probabilité de 0.997 (Tab. 2.1) que I’ échantillon se trouve
comprisentre pu(t) — 3o(t) et u(t) + 3o(t). Ceci permet d obtenir le fuseau représenté en
traits pointillés sur le graphique central>.

40 0.035

35

003 | o7 Wi

30
0.025 r
25
0.02 r

pX(X)

0.015

0.01 r

0.005

X 0 o Temps [s]
Temps [s]

FIGURE 3.2. DENSITE DE PROBABILITE DE PREMIER ORDRE (PROCESSUS INSTATIONNAIRE)

On comprend aisément gue cette premiére densité de probabilité donne déja une quan-
tité d’'information non négligeable sur le processus mais elle ne le caractérise pas encore
suffisamment. C’est pour cette raison que |’ on introduit la densité de probabilité d’ ordre 2

pa(T1,t1; 72, t2) (3.1)

telle que p (1, t1; 22, t2)dz1dzs représente la probabilité que = se trouve entre =, et
x1 + dzy al’instant tq et entre x5 €t z9 + dxs al’ingtant ¢, (Fig. 3.3).

3 Nous verrons dans la suite qu'il existe des méthodes plus précises pour estimer les valeurs extrémales

qu’ un échantillon de processus al éatoire peuvent prendre
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La caractérisation du processus al éatoire semble désormais se préciser petit apetit mais
on imagine facilement qu’ une caractérisation compl éte du processus nécessiterait de définir
les densités de probabilité d’ ordres de plus en plus éeveés (jusgu’al’ infini, en principe).

Connaissant la densité de probabilité d’ un certain ordre, il est toujours possible de
retrouver les densité de probabilité d’ ordre inférieur par intégration. Par exemple, pour
obtenir la densité de probabilité d’ ordre 1 & partir de la densité de probabilité d ordre 2, il
suffit d’intégrer sur z; :

00
po(@n, 1) = / po(@1, t1; @3, t2)das (32)

J =00

Cette définition est arapprocher de ladensité de probabilité conjointe de plusieurs vari-
ablesaéatoires. En effet, ces deux notions permettent d’ une part d' apprécier une éventuelle
corrélation entre variables pour I’ une ou entre valeurs prises par lafonction en différentsin-
stants pour I’ autre. D’ autre part, ce sont des notions trés complétes puisqu'’ elle permettent
par exemple de retrouver des densités de probabilité marginae (d' ordre inférieur).

Dans|e cas de plusieurs processus aléatoires, on définit aussi des densités de probabilité
conjointes’ :

e dordrel: pmy(xl, t1;91, 51)

Day (21,113 Y1, 51)dx1dy; représente alorslaprobabilité que « setrouve entre z; et z; +
dxi ent; et quey setrouveentrey, et y; + dy; en sy.

o dordre2: py,(1,t1; o, t2;y1,51)

Pay (1,115 2, t2; Y1, 51)dx1dxady; représente laprobabilité que = setrouve entre z; et
x1 + dxrq enty et que y setrouve entre y; €t i1 + dy; en s; acondition que x se trouve
entre x5 et xo + dzo ento.

3.1.2 Moyennes d’ ensemble — Les fonctions moments

On comprend aisément que cette premiére maniére de caractériser un processus aléatoire
est trés compl éte mais peu évidente amettre en ceuvre en pratique. Une méthode tout afait
équivalente consisterait en la représentation des transformées de Fourrier (par rapport ala
variable et non par rapport au temps) de ces densités de probabilité, ce quel’ on appelleles
fonctions caractéristiques :

oo
My(¥,t1) = / 6“9“”'3('5)[)5C (x,t)dx (3.3
. T+°° oo .
Mm(ﬂlatl;ﬂQatQ) - / / emlm(tl)ewzw(tz)pm(xl,tl;afg,tg)d$1d£c2 (34)

Généralement, a ce type de représentation du processus a éatoire, on préfére plutét les

4 Leterme conjoint est cette fois utilisé parce qu'il y a plusieurs fonctions
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fonctions moments qui ne sont en réalité que lestermes du dével oppement en série (Taylor)
de ces fonctions caractéristiques.

Puisgue les fonctions caractéristiques représentent le processus aléatoire aussi bien que
les densités de probabilité de tous ordres, il en est bien sir de méme pour les fonctions
moment. En d autre termes, la connaissance de toutes les fonctions moments (il y en aun
nombre infini) permet de caractériser parfaitement le processus aléatoire.

Lesfonctions moments prennent une forme sembl able & celle des moments associ és aux
variables aléatoires . Les deux premiers moments ont une importance telle qu‘ils ont recu
des noms particuliers :

e lamoyenne
00
na()) = Blo0)] = [ apa(e,)da (35

J =00

e |afonction d autocorrdation :
+oo  ptoo
Ryz(t1,t2) = Ex(t1), z (t2)] = / / z122ps (21, t1; 2, to)dz1drs  (3.6)

On définit également la fonction d’ autocovariance qui est lafonction d’ autocorréation
centrée.

Lafigure 3.4 représente une illustration de ces deux premiers moments. L' évolution de
la moyenne est conforme al’intuition habituelle qu’ elle donne. Quant a I’ autocovariance,
on constate qu’ elle est d’ autant plus grande que ¢, et ¢5 sont faibles. En effet, les échantil-
lons représentés ont une plus forte variabilité aux premiers instants. De plus, on remarque
gu’ elle prend des valeurs plus importantes dans le plan bissecteur des axes ¢, et t,. Cela
ne fait que traduire mathématiquement |’ inégalité de Cauchy-Schwartz et physiquement le
fait que I’on posséde, pour une valeur connue de z(t; ), davantage de renseignements sur
x(to) lorsque t, est proche det;.

Les deux premiers moments jouent un role particulierement important dans la mesure
ou, en cas de processus gaussien, ils suffisent a caractériser entierement le processus. De
plus, lesmoments d’ ordres plus élevés sont bien plus ardus a obtenir lors de I’ identification
et, lorsd essais, on ne sait généralement pas déterminer les caractéristiques d’ ordres supérieurs
atrois.

Pour les processus stationnaires, ces deux fonctions sont indépendantes d’ un change-
ment de I’ origine du temps. Ainsi, 11, (t) = p, €st une constante et Ry, (t1,t2) = Rye(At)
devient une fonction du décalage temporel At = to — ;.

Il est également important de noter que les définitions données de la moyenne et de
la fonction d autocorrélation font intervenir les densités de probabilité inconnues a priori.
Bien que cesrelations en constituent la définition, les fonctions moment sont généralement
utilisées autrement en pratique.

En effet, les relations qui font appel & des moyennes d’ ensemble (notée E| ) sont peu
facilesautiliser. Au lieu de parcourir un ensemble d' échantillons et de relever lavaleur de
lafonction en un instant choisi, il serait préférable de ne considérer qu’un seul échantillon
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et de réaliser la moyenne en faisant varier cette fois le temps. Le théoreme d' ergodicité
postule que ces deux moyennes sont égales. |1 s agit 1a d’ une hypothése simplificatrice trés
importante mais qui est souvent posée pour les processus stationnaires.

FIGURE 3.5. ILLUSTRATION DE L' ERGODICITE

La fonction d'autocorrélation calculée sur un échantillon d’un processus stationnaire:

+7/2
R,z (At) = lim z(t)z(t + At)dt (3.7)
est donc supposée représenter la fonction d’ autocorrélation du processus aléatoire.

L’ équation (3.7) permet également d’ interpréter plus facilement lanotion de corrélation:
R..(At) prendra en effet des valeurs d'autant plus grandes que z(t) et z(t + At) ont
des valeurs proches (conséquence de Cauchy-Schwartz), ¢’ est-a-dire sont corrélées. Par
exemple pour un processus aléatoire dont la fonction d’ autocorrélation serait représentée
par ledessin delafigure 3.6, on peut affirmer que laconnai ssance delavaeur delafonction
en I'instant ¢ N’ aidera presqu’ en aucune maniére a la connaissance de lavaleur ent + 3 .
Par contre, la valeur prise en I'instant ¢ influence dans une certaine mesure la valeur prise
ent+ 0.5.

3.1.3 Propriétés des fonctions moments

L’ équation (3.7) est laforme habituelle sous lagquell e est représentée lafonction d’ autocorrél ation.
Comme annoncé, ele est bien plus maniable que la définition de base. De cette nouvelle
forme, on peut par exemple déduire ces propriétés importantes :
e Lavaleur delafonctiond autocorrélation al’ origine est égale alavariance (del’ échantillon)
+T/2
Ruz(0) = lim [z(t)]? dt = o2 (3.8)
T—oo . —T/2

e Lafonction d' autocorrélation est une fonction paire

+T/2

Rea(—At) = Tim o z(t)x(t — At)dt = Ry (At) (3.9)
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e Pour un processus stationnaire, la fonction d’ autocorrélation est maximale a |’ origine.
Cette propriété représente bien le sens physique que la corrélation doit faire passer : la
fonction d’ autocorré ation représente un certain pourcentage de certitude sur x(t + At)
lorsque x(t) est connu.

| Reu (At)| < Ryr(0)  (conséquence de Cauchy-Schwartz) (3.10)

e Une autre propriété intéressante mais dont la démonstration sort du cadre de ce docu-
ment relie les fonctions d’ autocorrélation d’ un processus et de ses dérivées successives.
Cette propriété s avere évidemment étre intéressante lorsqu’il s agit par exemple de cal-
culer la fonction d'autocorrélation de la vitesse ou I’ accélération en un point lorsque
I’ on connait celle de son déplacement.

—d? Ry, (At)

R;;(At) TIAR (3.12)
d* Ry (At)

Ry (At) PN (3.12)

3.1.4 Lesdensités spectrales de puissance

Lafonction d’ autocorrélation est définie non négative : quelle que soit lafonction complexe
h(t) définie sur I'intervalle [a, ] :

b b
[ [ Fasttrstaiteniesydnars > 0 (3.13)

Ceci implique (théoréme de Bochner) gue la transformée de Fourier de la fonction
d’ autocorrél ation soit toujours positive. Cette fonction occupe un role majeur dans!’ analyse
stochastique des structures. Elle porte le nom de densité de puissance spectrale :

1 [t

Spe(w) = 5 Rua(T)e 99T dr (3.14)

Il s'agit donc d'une fonction positive et réelle puisque lafonction d' autocorrélation est
paire. Elle représente une distribution fréquentielle de I’ énergie moyenne contenue dansle
processus a éatoire.

Les deux fonctions S, (w) € R, (7) forment donc une paire de Fourier. La relation
directe (Equ. (3.14)) et latransformée inverse :

R (T) = /m Spe(w)e?“T dw (3.15)

J =00

forment les égalités bien connues du Théoreme de Wiener-Khintchine.
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Pour les processus a éatoires rencontrés en pratique, la densité spectrale de puissance
vérifie larelation suivante :

27
Sea(w) = Jim B [|Xi(w, T)P (3.16)
ollles X;(w,T) = & |~ f/; x;(t)e 7+ dt représentent lestransformées de Fourier tron-

quées de chacun des échantillons. Cette relation permet d'interpréter la densité spectrale
de puissance comme une répartition fréquentielle de I’ énergie contenue dans le proces-
sus aléatoire. |l s'agit donc d’un moyen supplémentaire a la traditionnelle transformée de
Fourier de laréponse pour caractériser le contenu fréquentiel d’ une fonction. Le théoréme
d ergodicité suppose a nouveau que la densité spectrale de puissance peut étre calculée a
I’aide d’ un seul échantillon :

Se(w) = lim 2% | X(w, T)? (3.17)

Ce théoreme d' ergodicité est donc fortement utile car, connaissant un échantillon du
processus aléatoire, il est possible d’en calculer lafonction d’ autocorrélation (Equ. (3.7))
et ladensité spectrale de puissance (Equ. (3.17)).

Lorsquel’ on remplace 7 par 0 danslaseconde relation de Wiener-K hintchine, on obtient
la premiére propriété importante de la densité spectral e de puissance (figure 3.7) :

oo
Ry2(0) = / Spe(w)dw = o (3.18)

J =00

L’'intégrale de la densité spectrale de puissance est égale a la variance du processus
considéré.®

L es propriétés dével oppées concernant les fonctions d autocorré ation peuvent étre traduites
en termes de densités spectral es de puissance en prenant la transformeée de Fourier membre
amembre de larelation en question. Ainsi, par exemple, larelation entre le processus et sa
dérivée devient :

=Ry (AY) o,

R,.(At) = A2 = 54 (w) = w Sy (w) (3.19)
_ d'Ru(AY) 2

Rys(At) = — o5 = Su(w) = 0 S (W) (3.20)

5 L’analyse au vent turbulent travaille avec des densités spectrales de puissance |égérement différentes. On

peut d' ailleurs souvent constater une certaine confusion dans la littérature. Le plus simple pour introduire

la différence consiste & mentionner cette propriété fondamentale; pour les densités spectrales utilisées dans
I’analyse au vent turbulent, elle s exprime par 02 = _[0 * Sz (n)dn. Lavariance du processus est donc
obtenue en intégrant sur les fréquences et non pas sur les pulsations. De plus, afin de ne travailler qu’ avec des
fréguences positives (dont on percoit mieux le sens physique), les bornes d'intégration sont 0 et +oo. Jusqu’a
lafin de ce chapitre, nous continuerons cependant d’ utiliser les notations habituelles ala théorie des processus
aléatoires.
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On et généralement amené a définir les moments spectraux par larelation :

+oo .
m; = / |w[* Sz (w)dw (3.22)

— 00

De cette définition, il découle que :
e lemoment spectral d’ ordre O S'identifie alavariance du processus (déplacement)

e |le moment spectral d’ ordre 2 s'identifie ala variance du processus dérivé (vitesse)

e |e moment spectral d'ordre 4 s'identifie a la variance du processus dérivé deux fois
(accéération)

Ces notions seront amplement utilisées a |’ occasion du calcul des probabilités de fran-
chissement de seuil et des valeurs maximales.

Etant donné que I’ on sera dans lasuite amené acalculer laréponse d’ un systéme soumis
a une excitation extérieure variable dans le temps, ¢ est-a-dire procéder a une intégration
de convolution dans le domaine temporel, on comprend dées a présent tout I'intérét de la
densité de puissance spectrale puisque dans le domaine fréquentiel, la méme opération se
traduit par une multiplication. D’autres propriétés importantes des densités spectrae de
puissance seront dével oppées dans le cadre de processus al éatoires a plusieurs variables.

3.1.5 Exemples

Le processus aéatoire le plus smple du point de vue analytique est le bruit blanc. |l est
défini par une densité spectrale de puissance constante :

Szz(w) = So (3.22)

Puisgu’ elle est sa conjointe dans une paire de Fourier, lafonction d’ autocorrélation as-
sociée est donc une impulsion de Dirac centrée al’ origine :

RCL‘m(At) = 27‘(505 (At) (323)

Ce processus N’ est pas physique puisqu’il est caractérisé par une variance infinie (in-
tégrale de la densité spectrale de puissance). Cependant, sous certaines conditions, un
processus réel peut étre approché par un bruit blanc. Cette approximation ne peut étre
que locale s bien que globalement le processus réel ne sera pas d énergie infinie. (Toute
I’ énergie contenue dans |e bruit blanc doit étre filtrée). Cette méthode connue sous le nom
d approximation en bruit blanc sera dével oppée au chapitre 4.

Le processus a corrélation exponentielle est un autre exemple intéressant qui indique
clairement les deux propriétés principales de lafonction d' autocorrélation, a savoir qu' elle
est décroissante et que savaleur en At = 0 représente la variance du processus :

Ree(At) = o2e BIAY (3.24)
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La densité spectrale de puissance associée a cette autocorrélation peut étre obtenue a
|"aide de la premiére relation de Wiener-K hintchine :

Sl =

Bruit blanc : DSP

25
2
15
1
0.5
0
-1 -0.5 0 0.5 1
®
Bruit blanc : Autocorrélation
8
6
4
2
0
-1 0.5 0 0.5 1

: p (3.25)
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FIGURE 3.8. EXEMPLES DE DENSITES SPECTRALES ET FONCTIONS D’ AUTOCORRELATIONS HABITUELLES

3.2 Caractérisation des processus aléatoires conjoints

3.2.1 Notionsde base: cas de deux processus

Pour deux processus différents, on définit également la fonction de cross-corréation par:

“+o0 +0oo

Ryy(t,t2) = Ex(t1),y (t2)] = / / T1Y1 P2y (21, 015 Y1, t2)da 1 dy;

(3.26)

—00 —O0

A cette définition, on préfére plut6t I’ expression dérivée du théoreme d’ ergodicité qui
permet un calcul simple de cette quantité a partir d’ une quelconque réalisation de chacun
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des deux processus :
+T/2
Ry (At) = Tlim z(t)y(t + At)dt (3.27)
/2

Cettefonction possede des propriétés semblables a celles de lafonction d’ autocorréation,
asavoir :
e lavaeur delafonction de cross-corréation al’ origine est égale a la covariance (entre
échantillons) :
+T/2
R.y(0) = lim z(t)y(t)dt = oy (3.28)
—T/2
e |afonction de cross-corrélation est une fonction « symétrique » :
+T/2
R,y (—At) = lim z(t)y(t — At)dt = Ry, (At) (3.29)

T—oo |
-T/2

e Au paragraphe précédent, nous avions vu (sans démonstration) larelation existant entre
la fonction d autocorrélation d'un processus et du processus dériveé. |l est égaement
possible de prouver que lafonction de cross-corrélation entre un processus et sadérivée
S exprime par :

_ dR . (At)

Ry (A) = 50 = Ry (<) = =Ry (AY) (3.30)

Etant donné que la fonction d' autocorrélation R, (At) est une fonction paire et con-
tiniment dérivable, sa pente al’ origine ne peut qu’ ére nulle si bien que:

R;,(0) =0 (3.31)

ce qui exprime gu’ un processus a éatoire stationnaire et sa dérivée ne sont en moyenne
pas corrél és. Cette propriété sera utilisée lors del’ établissement de lathéorie de franchisse-
ment de seuil.

On définit également la densité de puissance spectrale croisée de deux processus aléa-
toires qui caractérise la corrélation au méme titre que la fonction de cross-corrdlation. En
effet, elle est définie comme étant sa transformeée de Fourier :

1 400 . 400 .
Sen(@) = 5= [ Ray(r)e 7Tdr o Ruy(7) = / Sy (@) Tdw  (3.32)
Elle est généralement complexe et satisfait larelation :
Say(w) = Syz(w) (3.33)
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puisgue
Ry (At) = Ry, (—At) (3.34)

Une relation similaire a la relation (3.17) fournit un moyen simple de calculer cette
fonction a partir d’ un échantillon de chaque processus (théoreme d’ ergodicité) :

Suy() = Jim 2 | X, T) Vil T)| (3.35)

oules X;(w,T) = 5= [T a;(t)e «tdt etlesYi(w, T) = o= [~ yi(t)e I«tdt représen-

— or 27

tent les transformées de Fourier tronquées de chacun des échantillons des processus a éa-
toires.

Tout comme le coefficient de corrélation défini pour les variables aéatoires ne peut
varier que dansI’intervalle [—1; 1] (conséquence de Cauchy-Schwartz), on peut démontrer
une relation semblable pour la densité spectrale croisée :

1Sy (W)|* < S (W) Sy (w) (3.36)

On est donc amené a définir une fonction de cohérence entre les processus aléatoires x
ety:

Szy (w)
Sz (W) Syy(w)

Uy (w) = (3.37)

Cette fonction complexe donne le sens physique de la cohérence car ses valeurs (en
norme) sont comprises entre —1 et +1.

3.2.2 Notion de matrice de densité spectrale de puissance et de matrice
de corrélation.

Lorsque I'on traite un grand nombre de processus aléatoires il est souvent plus commode
de les regrouper dans un vecteur. On obtient alors un processus aléatoire vectoriel, dont
chague composante est elle-méme un processus aléatoire :

{z(t)} = . (3.38)

On regroupe alors les n fonctions d’ autocorréation et lesn(n — 1) fonctions de cross-
corrélation dans ce que |’ on appelle la matrice de corréation [R]. Tout comme chacun de
ses éléments, elle est définie par une relation basée sur les densité de probabilité d ordres 1
et 2 maison préfere en général utiliser la propriété découlant du théoréme d’ ergodicité qui
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permet de la calculer apartir de réalisations de chacun des processus :

+71/2
R;j = TIEI;O xi(t)z;(t + At)dt (3.39)
—T/2
ou, sous forme matricielle :
+T/2
[R] _Tlgréo / {z(t)} {x(t + A1)} dt (3.40)
—T/2

Il S'agit donc effectivement d’une matrice dont les ééments diagonaux (4,:) sont les
fonctions d' autocorrélation des ¢ processus al éatoires (influence de ;(t) sur la valeur
de z;(t + At)), tandis que les éléments hors diagonale (4, j) représentent les fonctions de
cross-corréation entre les processus aléatoires ¢ et j (influence de z;(¢) sur la valeur de
Zj (t + At)):

R.’L'll'l R:r]:rg .. Rl'll'",
R.’L'Q.’L'l szwz e R-TZ-T”

Rl=| " e , (3.41)
Ra:,,wl Rm,,wg e Ra:,,a:,,,

De méme, on peut définir, dans le domaine fréquentiel, la matrice de densité spectrale
de puissance [S]. Chacun de ses éléments est latransformée de Fourier de |’ éément corre-
spondant de la matrice de corréation :

1 [T ,
Sij(w) = o Rii(T)e ?“Tdr (3.42)

Les ééments diagonaux sont donc les densités spectrales de puissance de chacune des
composantes du processus aléatoire vectoriel alors que lestermes hors diagonal es représen-
tent les densités croisées, pour rappel, le plus souvent imaginaires.

Sous |’ hypothése d’ ergodicité, |a matrice de densité spectral e de puissance d’ un proces-
sus aléatoire peut également étre cal cul ée directement a partir de réalisations de chacun des
processus, sans passer par la matrice de covariance. |l suffit pour cela de considérer une
relation semblable aux équations (3.17) et (3 35) des paragraphes précédents :

Sii(w) = lim — )X w T)m’ (3.43)

T—o00

ou, sous forme matricielle:

[Sw)] = Jim 27 |{X(, 7)) TX@, 1) | (3:44)

T—o00

ou { X (w, T)} représente le vecteur des transformées de Fourier tronquées de chacun
des processus.

35



3.2.3 Propriétés importantes de la matrice de densité spectrale de
puissance

L es dével oppements mathématiques qui ont été menés sont assez généraux et permettent de
caractériser les processus al éatoires stationnaires. Les notions introduites vont étre utilisées
dans le cadre de I’ analyse dynamique stochastique des structures. 1l convient maintenant
d’gjouter quelques propriétés des matrices de densité spectrale de puissance qui seront
utiles dans la suite.

3.23.1 Proposition 1 Admettons d’abord que I'on connaisse la matrice de densité
spectrale [S,;] associée & un processus aléatoire vectoriel {x(t)} et que I’on désire obtenir
lamatrice de densité spectrale .S, ] associée a un autre processus {y(t)} défini en fonction
du premier par le changement de variable affin suivant :

{ly(t)} = 2] {=(t)} (3.45)
mx1 mxXn nxl

Cette propriété serapar exemple utilisée lors de ladétermination de lamatrice de densité
spectrale des déplacements nodaux a partir de celle des amplitudes modales ({u(t)} =
[@] {n(t)})-

Par définition, la matrice de corrélation du processus {y(¢)} s obtient par :

+T{2
R) = Jim [ w0} (ot + a0} (346)
/2
+T/‘2
= (2) i [ o)} (ol + A0} (2] = (2[R (27 @4
/2

En prenant les transformées de Fourier membre a membre et éément par élément, on
obtient larelation entre les matrices de densité spectrale de puissance :

[Sy] = 2] [S:][2]" (3.48)
=

mxXm MXN NXT XM

3232 Propostion 2 |l est également intéressant de pouvoir déterminer la matrice
de densité spectrale d'un produit dans le domaine fréguentiel. Admettons ainsi que I’on
connaisse la matrice de densité spectrale d’'un processus vectoriel {z(¢)} ainsi qu'une la
matrice de transfert [H (w)] et que I’ on veuille déterminer la matrice de densité spectrale
du processus défini par :

{Y(w)} = [H (W){X(w)} (3.49)
x1 mxn nx1
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ol {X(w)} et {Y(w)} représentent les transformées de Fourier des processus aléatoires
{x(t)} et {y(t)}. Cette opération sera rencontrée lors du passage de la matrice de den-
sité de puissance des efforts a la matrice de densité de puissance des déplacements. La
résolution de I’ équation du mouvement nécessite en effet une intégration de convolution
dans le domaine temporel ou une multiplication dans le domaine fréquentiel ({U(w)} =
[H (@) {F(w)}) -

L’ application de larelation (3.44) au processus aléatoire vectoriel {y(¢)} s écrit :

S) = Jim (e, D) V@I | (350)
= [HE)Jim T (xe)XeD) |[FEl @5
= [HISH@] (352

3.24 Résumé

Les notions qui ont éé développées dans ce chapitre sont évidemment primordiales pour
la compréhension de la méthode d’analyse dynamique stochastique. Nous avons d’ abord
défini dans le cas d’'un processus simple les notions de fonction d' autocorrélation et de
densité spectrae. |l est important de comprendre ce que chacune d’elles représente dans
la mesure ou elles occupent le centre du calcul : aors que I'une permet de quantifier
I’influence relative d’ une mesure en un instant donné sur lamesure relevée quel ques secon-
des plustard, I’ autre donne une image de la répartition en fréquence de |’ énergie contenue
dans le processus.

Lanotion d autocorrélation spatiale n’ a pas été introduite mais la transposition est sm-
ple et rapide : cette fonction permet d’ apprécier I'influence de la valeur du processus en un
point de |’ espace sur celle en un autre point.

Le but du développement de lathéorie des processus aléatoires était d' introduire dansun
cadre simpleles propriétés de ces deux fonctions. En pratique, ce sont plutét |es matrices de
densité de puissance et de covariance qui sont employeées. Les deux principal es propriétés,
a savoir I'influence d' un changement de variable et d une convolution (ou multiplication
dans le domaine fréquentiel) constituent également des points importants de la résolution
du probléme.

3.3 Statistiquesdesfranchissements de seuil

3.3.1 Introduction

Lathéorie desprocessus al éatoires qui vient d’ étre dével oppée vanous permettre d' appréhender
la structure statistique de diverses grandeurs de laréponse de la structure étudiée : déplace-
ments d’ un point, efforts dans un éément,... Ces grandeurs aléatoires seront représentées
par des processus al éatoires et caractérisées par des densités spectrales de puissance ou, de
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mani ére équivalente, par des fonctions d’ autocorrélation. Chacune de ces deux grandeurs
permet d’ obtenir la variance du déplacement (ou de I’ effort) soit par intégration, soit en
prenant lavaleur al’ origine.

Connaissant lavariance du déplacement ainsi que samoyenne, on peut obtenir ladensité
de probabilité (de premier ordre) de lavariable supposée gaussienne. De méme, a partir des
densités spectrales de puissance croisées, on peut obtenir les covariances des déplacements
en différents points, des efforts en différents points ou méme des covariances croisees entre
le déplacement en un certain point de la structure et I’ effort en un autre endroit (par exem-
ple, pour une poutre-console, larelation entre le déplacement a I’ extrémité et le moment &
I’ encastrement). Ceci permet donc, toujours sous |” hypothese de variables gaussiennes, de
reproduire des densités de probabilité conjointes entre différentes variables. Ces densités
de probabilité ne suffisent pas car ce sont les valeurs maximales des efforts, déplacements
et accé érations qui sont intéressantes pour le dimensionnement de la structure.

Une premiére maniére assez brutale consiste a utiliser la variance o2 calculée et adire
simplement que la probabilité d’ avoir une valeur plus grande que i + 3o ou plus petite
que 1 — 30 est égale a 0,3% (voir tableau 2.1). Cette méthode pourrait a priori donner
une bonne idée de la vaeur extréme mais reste a discuter dans la mesure ou les fonctions
étudiées sont continues et donc composées d'une infinité de valeurs, ce qui devrait donc
mener al’ obtention d’un maximum infini.

L es stati tiques des val eurs extrémes dével oppent des mathématiques qui permettent une
approche plus fine des valeurs extrémal es qui peuvent étre relevées dans des réalisations de
processus aléatoires. Cette théorie repose sur les statistiques de franchissement de seuil
d’ une part et des valeurs maximales d’ autre part.

3.3.2 Statistiques des franchissements de seuiil

Téchons dans un premier temps de déterminer la probabilité de franchissement du seuil
x = £ avec une pente positive entre lesinstantst et t 4 dt. Si I’ on considére unintervalle de
temps dt suffisamment court, on peut supposer que chague échantillon varie linéairement
entret et t + dt. Ainsi, la condition de franchissement du seuil est :

(3.53)

Dansle plan (z, z), la condition de franchissement avec pente positive entre t et ¢ + dt
est donc représentée par la zone hachurée de lafigure 3.10.

La probabilité de franchissement du seuil © = £ avec pente positive pz_f s obtient donc
en intégrant la densité de probabilité conjointe entre x et = sur la zone hachurée :

. 0o
+ o . . . . .
pr = //p x, z)dzdz —/ / p(x, ) dr dz (3.54)
¢ /s (@) 0 Je—iat ( )\_;’
£ €T
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FIGURE 3.9. ILLUSTRATION DU PASSAGE PAR UN SEUIL

FIGURE 3.10. PARTIE DU PLAN DE PHASE CONCERNEE PAR LE PASSAGE PAR LE SEUIL & =
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Pour un intervalle de temps dt infiniment petit, on obtient :
pg = / zdt p(§,z)dzr = I/z_dt (3.55)
Jo

Puisgue le processus est supposé stationnaire, il semble en effet assez logique que la
probabilité de franchissement du seuil =z = £ pendant I’ intervalle de temps dt soit propor-
tionnelle a dt ; s ladurée d’ observation est doublée, la probahilité de passage par le seuil
choisi est également doublée. Le paramétre 1/2 qui a été introduit a la dimension d'une
fréquence ; il représente lafréquence de passage® du seuil avec une pente positive. 11 s agit
de laformule bien connue de Rice :

1/2‘ = ./0‘00 zp(§, x)dx (3.56)

Cetteformule est tout afait générale et peut étre particularisée dans e cas d’ un processus
gaussien centré, hypothése que I’on formule habituellement. Dans ce cas, la densité de
probabilité conjointe s exprime par :

@2

(, &) 1 ﬁ[n%*QPZT*n_;} I = 1 iz
Po(T,x) = e @ el = e 27 e i
e 210 ,0,/1 — p? o2 o,V21
(3.57)
cequi correspond simplement au produit des densités de probabilité marginal es puisque
les processus ne sont pas corrélés (p = 0)’.La fréquence de passage par le seuil = = ¢
s exprime donc par :

2 2

1 ¢ oo dn 1o, £
1/5+ = e 27 / ze dp = —Jig 23 (3.58)
2mo 0, 0 2m o,

o?
x

Lorsque ¢ = 0, on obtient la fréquence de passage par z&ro avec une vitesse positive

1 o, 1 /me
— L =— /— 3.59
2m oy 21\ myg ( )
ol ms &t mg sont les moments spectraux définis au paragraphe précédent (Equ. (3.21)).
Lorsqu'il s'agit d'un processus en bande étroite?, cette fréquence est trés proche de
la fréquence du pic. Pour s'en convaincre, il suffit en effet de constater la forme d’un

échantillon d’un processus en bande étroite (figure 3.11). Etant donné que le contenu est

+
Vg =

6
7

' est-a-dire le nombre de passages par unité de temps

Nous voyons ici que les variances des vitesses ont également leur importance dans une analyse
stochastique. Elles peuvent étre estimées a partir de laformule (3.21)

8 Processus dont |a densité spectrale de puissance posséde un pic marqué pour une seule fréquence,
contrairement & un processus en bande large pour lequel le contenu fréquentiel est distribué entre plusieurs
pics, ou sur une bande de fréquence beaucoup plus étendue
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pratiquement unifréquentiel, I’ échantillon se rapproche d’ une sinusoide dont I'amplitude
varie lentement au cours du temps (ce phénoméne de battement provient des contributions
des fréguences voisines).

Processus en bande étroite DSP

10°

i i i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 0 5 10
Processus en bande large DSP

O ot

R i i i i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 5 10

FIGURE 3.11. ILLUSTRATION DE PROCESSUS EN BANDES ETROITE ET LARGE : PASSAGES PAR ZERO

Pour un processus en bande large, le nombre moyen de passages par zéro doit étre cal-
culé sur une durée beaucoup plus longue pour en avoir une bonne estimation. Les passages
par zéro sont dispersés moins uniformément et se produisent plutét par groupes.

34 Statistiquesdes maxima

Aprés avoir estimé la fréguence de passage par un seuil = = ¢ , essayons maintenant
d’ obtenir la densité de probabilité des maximarelatifs. Par raccourcissement de langage, le
terme "maxima’ seul sera utilisé pour représenter les maximarelatifs; aors queles maxima
absolus seront appelés "extrema’. La condition d’ occurrence d’un maximum, qu'il soit
positif ou négatif, est que lavitesse s'annule et que I’ accél ération soit négative. Donc, pour
qu’un maximum se produise entre ¢ et ¢ + dt, il faut quelestrois conditions suivantes soient
réunies :
z(t) <0

&(t) >0 (3.60)
z(t+dt) <0

Supposons que I’ intervalle de temps dt soit suffisamment petit que pour pouvoir y sup-
poser une accélération constante. Dansce cas, V0 < 7 < dt :

p(t+T1) = Z(t) (3.61)
z(t+71) = z(t)+712(t) (3.62)
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Si bien que latroisiéme condition ci-dessus puisse aussi s’ exprimer par :

ot + dt) = &(t) + dti(t) < 0 — () < |z(t)| dt (3.63)

x{1)

|
oot dt

V
o

FIGURE 3.12. ILLUSTRATION DU PASSAGE PAR UN MAXIMUM ENTRE t ET t + dt

De méme que la densité de probabilité conjointe entre le déplacement et la vitesse nous
apermisde calculer lafréguence de passage d’ un seuil, la densité de probabilité jointe entre
le déplacement, la vitesse et |" accél ération devrait nous permettre de calculer la probabilité
d’ occurrence d’ un maximum entre les instants ¢ et ¢ + dt :

[ too (0 p—idt
P = / / / pla, &, 3)drdidi = / ) / ) /0 plo. i) di dide  (364)
Y wdt

En supposant a nouveau que I’ intervalle de temps dt est infiniment petit :

+oo 0
Py = / / Zp(x,0,z)dz dx dt = pdt (3.65)

Prmax (T)

ou lafonction py.x () représente la probabilité d’ avoir un maximum compris entre z et
x + dx. En effet, I'intégrale

0o D
- max dor === 3.66
p ./_OO Pmax(2)dz = — (3.66)

correspond a la probabilité d' avoir un maximum par unité de temps, c'est-a-dire la

fréquence de passage par un maximum. Misapart I’ hypothése de stationnarité, lesrelations
développéesici sont tout afait générales et peuvent étre particul arisées au cas du processus
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FIGURE 3.13. ZONE DE L' ESPACE DE PHASE CONCERNEE PAR LE PASSAGE PAR UN MAXIMUM



gaussien centré dont la densité de probabilité conjointe entre trois variables s exprime par

L 1 1 T —1
T mo 0 —mo
ou{X} =< z »et[S]= 0 mg O représente |lamatrice de covariance
T —mso 0 ma

reliant le déplacement, la vitesse et |’ accél ération. Les quatre & éments en haut et a gauche
de cette matrice ont été utilisés pour le calcul de la probabilité de franchissement de seuil
(pas de corrd ation entre déplacement et vitesse).

La densité de probabilité conjointe entre le déplacement, la vitesse et |’ accél ération
devient donc :

p2 maa2+2mozitmor? T —
- 1 (et et ) () 1S ()
p(z,z,2) = e 2

\/87T3m2 (m0m4 — m%)

(3.68)

Le remplacement de cette relation dans les équations (3.65) et (3.66), méne finalement
a et une fréguence de passage par un maximum :
1 my

" 4 (3.69)

21\ mo

et une densité de probabilité des maxima:

1 2 2 'EW 2
pmax(n) = E 58751:2 + 1-— 527767_12_ / e =dt (370)
J—0o0

) 2
olin = \/Lm—o ete?2=1-— % =1- (%) (paramétre spectral)

Le premier cas limite, e = 0, correspond au processus en bande infiniment étroite
(chagque échantillon est une sinusoide) tel que la fréguence de passage par zéro a pente
positive soit égal a la fréquence de passage par un maximum et aussi égal a la fréquence
dominante ngem, (me = n2 mo e my = n?, mo). Dansce cas, laloi de densité de
probabilité des maxima dégénere en une loi de Rayleigh : aucun maximum relatif n’est
négatif et le maximum moyen (différent du maximum le plus probable dans ce cas!) est
donné par :

MAX = \/g\/mo ~ 1.25\/m0 (371)

L’autre cas limite, ¢ = 1, correspond & un processus en bande large pour lequel la
fréquence de passage par un maximum relatif est beaucoup plus grande que la fréguence
de passage par zéro. Dans ce cas, les maxima sont nuls en moyenne. Leur distribution
tend vers une distribution gaussienne dont I’ écart-type correspond a celui du processus lui-
méme.
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Densité de probabilité des maxima relatifs
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FIGURE 3.14. DENSITE DE PROBABILITE DES MAXIMA (RELATIFS) EN FONCTION DU PARAMETRE SPECTRAL DU
PROCESSUS
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FIGURE 3.15. ILLUSTRATION DE PROCESSUS EN BANDES ETROITE ET LARGE : PASSAGES PAR UN MAXIMUM



3.5 Statistiquesdesvaleursextrémes

Le paragraphe précédent vient d’ expliquer comment obtenir la densité de probabilité des
maximarelatifsainsi que leur fréquence d’ occurrence. Connaissant la durée du phénomene
observé, on peut donc en déduire le nombre de fois que le processus passera par un maxi-
mum. Nous hous proposons maintenant de déterminer ladensité de probabilité del’ extremum,
C'est-a-dire du plus grand de ces maxima rel atifs atteints.

Admettons que la densité de probabilité des maxima relatifs soit connue et représentée
par lafonction pmax (). Pour rappel, lafonction de répartition qui y est associée s exprime
par :

Pax(a) = /‘a Pmax(z)dz = prob(x < a) (3.72)

J =00

Considérons un ensemble de . valeurs z;, ¢ est-a-dire de n maxima relatifs et définis-
sons une nouvelle variable y(™ comme éant le maximum de ces n valeurs, ¢ est-a-dire
|’ extremum :

") = max (3.73)

(
y i=1,..n
A condition que lesn maxima étudiés soient choisis indépendamment |I’un de I’ autre, la
fonction de répartition de cette nouvelle variable est donnée par :

Py (a) = prob(y™ < a) = [Puax(a)]" (3.74)
En effet, pour que 3™ soit inférieur & une valeur fixée a, il faut que chacune des n

valeursz; le soit aussi. A partir delafonction derépartition, il est ensuite possible d’ obtenir

la densité de probabilité de |’ extremum :

- dPy(n ) (a)

n—1 APmax(a
pyon (a) = da ' (@)

=n [Pmax(a)] T =N [Pmax(a)]n_l pw(x) (375)

Exemple

Imaginons le cas d’ un processus gaussien centré et en bande étroite. Dans ce cas, hous
avons vu au paragraphe précédent (Equ. (3.70)) que la densité de probabilité des maxima
relatifs dégénérait en une distribution de Rayleigh :

Pmax(T) = 0—267% — Ppax(z) =1— e 27 (3.76)

Lafonction de répartition du maximum des n valeurs et la densité de probabilité qui en
est déduite sont données par :

Py(m (CL) = [Pm(a)]n = |:1 — e_ﬂ] (377)
_1_2 n—1 T _ 22
pyla) = n [1 —e 2“%] U—%e 203 (3.78)
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On congtate sur le graphique de la figure 3.16 que I’ on retrouve, pour une vaeur de
n = 1, ladensité de probabilité des maxima relatifs, ce qui est effectivement conforme a
I'intuition. Plusla valeur de ce paramétre n augmente, plus le nombre de maxima consid-
érés augmente et plusle pic est pointu.

De méme que les moyennes et variances sont utilisées en pratique pour caractériser des
densités de probabilités, lorsqu’il s'agit de valeurs extrémes, d autres grandeurs représen-
tatives sont également utilisées :

e lemaximum attendu U™ sur une série den maxima. |l est tel que: P,(UM) =11
et représente la valeur qui N’ est dépassée en moyenne qu’ une seule fois sur un ensemble
den vaeurs;

e lemaximum le plus probable 1:(™ qui correspond & lavaleur maximale de la densité de
dp,/fini (a)

probabilité: —:-— J =0;
a:ll(”]
e |e maximum moyen sur n maximaW = /fo‘f ypy (a)da : il correspond alavaeur
moyenne (au sens habituel) desn maximarelevés, ¢’ est-a-dire au barycentre de la den-
sité de probabilité ;

N2
e lavariance du maximum sur » maxima [a(”)]Q = |1 (y — (n)) pyn (a)da @ ele
correspond alavariance (au sens habituel) desn maximarelevés ;

e |’augmentation logarithmique o) qui mesure la vitesse & laguelle augmente la valeur

du maximum attendu lorsque la taille de I’ échantillon augmente : —L- = le o
of n(n)
ndU(n,\

dn

Exemple
Pour I’ exemple développé jusgu’ici (distribution de Rayleigh pour les maxima relatifs),
on peut déterminer les valeurs prises par les grandeurs qui viennent d’ étre définies :

U (n) 2

o lemaximumattendu: 1 —e =% =1-1=0UM =,/2In(n)o,

e lesformes analytiques du maximum le plus probable et du maximum moyen sont trop
compliquées a obtenir; elles ont cependant été cal cul ées numériquement. Le graphique
de lafigure 3.17 reprend I’ évolution des trois moyennes définies en fonction du nom-
bre de maxima considérés. |l indique que le maximum moyen est toujours légérement
supérieur au maximum le plus probable. Ceci traduit |’ asymétrie de |a densité de prob-
abilité autour de sa valeur maximale : tout comme la courbe de Rayleigh associée a
n = 1, lorsque le nombre de maxima considérés est plus important, il y a toujours un
peu plus "matiére" adroite du maximum de la courbe plutét qu’ a gauche ;

1 _4/2In(n)

qun) O
n dn

e |’augmentation logarithmique :a(® =

Ainsi que celavient d étre mis en évidence dans I’ exemple précédent, le calcul analy-
tique des différentes moyennes définies devient rapidement compliqué. C’est pour cette
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FIGURE 3.17. REPRESENTATION DES DIFFERENTS TYPES D' EXTREMA POUR UN PROCESSUS EN BANDE ETROITE
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FIGURE 3.18. VALIDITE DE L' APPROXIMATION DANS LE CAS D’ UN PROCESSUS DE RAYLEIGH

raison que différentes fonctions asymptotes ont été introduites. Ce sont des fonctions sim-
plesqui permettent d’ approcher le comportement des densités de probabilité réellesdansle
voisinage des différentes moyennes. On distingue ainsi |es asymptotes de Gumbel, Frechet,
Weibull ou encore Cramer.

Cesnouvellesfonctions introduites restent néanmoins assez compliquées autiliser mais,
pour de grandes valeurs du nombre n de maximarelatifs, les relations suivantes fourni ssent
des résultats assez précis:

ym = g (3.79)
a(n)
2
m]? _ T
[a } = (3.80)

ou -y est laconstante d' Euler (y = 0.5772).

Ces formules peuvent étre appliquées a un processus gaussien centré dont lalargeur de
bande n’est pas nécessairement étroite (¢ # 0). Au paragraphe précédent, nous avions
déterminé gue la densité de probabilité des maximarelatifs variait avec le paramétre spec-
tral ¢ caractérisant |le processus aéatoire :

1 % 22 1;5217 2
Pmax () = —= 1 g€72Z + /1 —e2ne 2 / e~ zdt (3.81)
J =00

V2m

Lafonction de répartition associée a cette densité de probabilité s obtient par intégration
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Prax(n) = / ) Pmax()dn* =

J =00

e [E T Lt o

Il est évident que lafonction [P.x(n)]™ devient encore plus compliquée a traiter ana-
lytiguement. C'est pour cette raison que les formules (3.79) et (3.80) sont utilisées dans
ce cas. Laforme analytique du maximum attendu U(") et de I’ augmentation logarithmique
o™ qui interviennent dans ces relations sont déja difficile & exprimer analytiquement. Ces
deux grandeurs peuvent cependant étre approchées al’ aide de développements en série (en
fonction du paramétre spectrd <) :

U™ = \/2In(ny/1 — &2)/mg (3.83)
— 2In(nyv1 — €2) -
o™ = N (3.84)

Ces deux formules sont valables pour autant que I’ on se trouve dans les limites :

e < 09 (3.85)
n > 50 (3.86)

Lorsque le processus est en bande étroite (¢ = 0), cesrelations dégénérent en lesformes
analytiques calculées al’ occasion de I’ exempl e précédent.
Pour un processus stationnaire dont on examine un intervalle de temps de durée T, le
nombre de maxima relatif vaut :
T
n=ul =— ma (3.87)

21\ mo

ou u représente la fréquence de passage par un maximum relatif (Equ. (3.69)). On
déduit donc successivement que :

T [ms mo T [ms
" c 21\l mo /moma 21\ myo Yo "o ( )

ol v représente la fréquence de passage par z&ro et n représente le nombre de pas-
sages par zéro durant la période d’ observation 7'.
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Le maximum moyen et son écart-type s écrivent donc finalement sous laforme:

y™ = gymg (3.89)
2
[Uw} VALY (3.90)

64/2In(Tvy)

olg = [ 2In(Tvd) + \/T:(Tm} est appéle le facteur de pointe du processus aléa-
toirexz. Cefacteur revét uneimportance majeure puisqu’ il permet de déterminer |’ extremum
moyen d’ un processus al éatoire gaussien apartir de son écart-type uniquement. Etant donné
gue pour des valeurs importantes du nombre n de maxima relatifs observés, la densité de
probabilité de I’ extremum est une fonction fort pointue, le dimensionnement d’ une struc-
ture dansles conditions extrémes recourt généralement al’ utilisation del’ extremum moyen

L’ expression du facteur de pointe a été obtenue en supposant que :

Py (a) = prob(y™ < a) = [Py(a)]" (3.91)

Ceci revient a supposer que les maxima se produisent indépendamment |'un de I’ autre
(modéle de Poisson), ce qui n'est pas tout a fait vrai dans la mesure ol les maxima con-
sidérés sont successifs. La discussion de cette hypothése a mené a |’ élaboration d autres
modeél es de facteurs de pointes plus précis (VanMarcke, par exemple).
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Chapitre 4

L’ analyse dynamique des structures

4.1 Introduction

L'analyse d'une structure consiste en la détermination de sa déformée ains que de ses
éléments de réduction. Dans |e contexte éléments finis, I’ analyse statique au premier ordre
d’ une structure linéaire est entreprise en résolvant le systéme :

[K]{z} = {P} (4.1)

ou [K] est la matrice de raideur de la structure, {z} est le vecteur des déplacements
nodaux et { P} est le vecteur des charges extérieures.

Lorsque les efforts appliqués sur une structure la mettent en mouvement de fagon telle
gue les effets liés au mouvement de sa masse ne soient plus négligeables, I’ équation (4.1)
doit étre complétée par les termes d'inertie et d' amortissement. Pour une structure a com-
portement linéaire, I’ éguation du mouvement s' écrit sous laforme :

(M]{z @)} + [CH{z @)} + [K]{z (1)} = {p(t)} (4.2)

ol {z (t)}, {z (¢)}, {# (¢)} sont les déplacements, vitesses et accélérations des noauds
de la structure, [M] est sa matrice de masse, [K| sa matrice de raideur et [C] sa matrice
d’ amortissement. {p (¢)} représente toujours le vecteur des charges extérieures ; il traduit
I effet des sollicitations sur la structure : en dynamique, il s agit donc d’ une fonction vec-
torielle du temps.

Dansun premier temps, ce chapitre expose briévement, selon letype de probléme étudié,
les différentes méthodes de résolution de cette équation. Les trois premiers paragraphes
traitent donc :

e du caractére déterministe ou stochastique de |’ équation ;

e du domaine dans lequel elle peut étre résolue (temporel ou fréguentiel) ;
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e delabase utilisée pour I’ expression des inconnues (modale, nodale ou autre).

Dans un second temps, les formules principales sont développées pour chacun des
deux caractéres (déterministe ou probabiliste), pour chacun des domaines (temporel puis
fréquentiel), et en base modale.

4.1.1 Caractere déterministe ou stochastique de I’ équation du
mouvement

Dans bon nombre de castraités en pratique, I’ équation (4.2), dans|e domaine temporel sous
cette forme, est parfaitement déterminée. Cela signifie d’ une part que les caractéristiques
géométriques et mécaniques de la structure ([M], [K] et [C]) sont parfaitement connues
et d'autre part que les efforts {p ()} appliqués en chaque point de la structure sont par-
faitement déterminés (fonctions du temps connues). On recourt donc dans ce cas a une
analyse déterministe. Cetype d’ analyse fait partie des notions élémentaires de dynamique
et de nombreuses méthodes ont été imaginées afin de résoudre efficacement ce genre de
probléme.

Dans le domaine du génie civil, un certain caractére aléatoire peut (et dans certains cas
doit) étre attribué aux grandeurs misesen jeu :

e lescaractéristiques du systéme peuvent ne pas étre connues avec certitude. Prenons pour
exemple une construction en béton armé dont on sait que les caractéristiques de résis-
tance et de déformabilité ne sont pas connues avec exactitude. Dans ce cas, certaines
composantes des matrices structurelles peuvent étre caractérisées par des densités de
probabilité plutdt gu’ étre parfaitement déterminées ;

e lessollicitations extérieures peuvent également n’ étre déterminées qu’ en terme de prob-
abilité. C est généralement le caslorsque les eff orts appliqués proviennent de phénomeénes
naturels (tremblements de terre, vent, houle).

Il existe des techniques de résolution qui, en partant des caractéristiques probabilistes
du probleme (type structurelles et/ou sollicitations), permettent de déterminer |es structures
statistiques des déplacements des noeuds de la structure ou des ééments de réduction : il
S agit d’ analyses stochastiques.

Dans le cadre de ce travail, I’ aspect probabiliste ne sera attribué qu’ aux sollicitations
extérieures, en |’occurrence le vent ; nous travaillerons donc sous |’ hypothese de carac-
téristiques structurelles parfaitement connues.

Afin de comprendre les limitations et hypothéses de I’ analyse stochastique tradition-
nelle, il est intéressant de pouvoir comparer les résultats issus d une telle analyse avec
ceux obtenus a I’ aide d’'une analyse déterministe habituelle. Le lien entre ces deux types
d’ analyse se trouve dans la méthode de Monte Carlo. Elle consiste d’abord a générer un
ensemble d' histoires de vent conformes a la densité de probabilité voulue. |l suffit alors
de résoudre I’ équation du mouvement autant de fois que le nombre de seconds membres
générés. Cette éguation reprend donc son caractére déterministe puisgue tous les termes de
I” égquation sont alors connus avec certitude. Finalement, il reste a calculer les caractéris-
tiques probabilistes des déplacements et efforts de I’ ensemble des résultats obtenus. Ceci
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ne constitue gu’ un exposé de principe de la méthode de Monte Carlo appliquée al’ analyse
dynamique. Lapartielll de ce document la détaille davantage et fournit des renseignements
complémentaires quant a samise en oeuvre pratique.

Statistiques
Analyse Analyse
Déterministe L Stochastique
Génération
Monte Carlo

FIGURE 4.1. RELATION ENTRE ANALY SES DETERMINISTE ET STOCHASTIQUE

4.1.2 Basenodale, base modale

En plus des distinctions entre analyses déterministe et stochastique, il est également impor-
tant d’introduire les notions de résolution en base nodale ou en base modale. Que ce soit
dans les développements analytiques ou humériques, il s avére souvent avantageux de ne
pas conserver les déplacements des noauds de la structure comme inconnues, ¢’ est-a-dire
de changer de repére dans |’ expression de |’ équation du mouvement. Sous laforme (4.2),
les inconnues du probléme sont effectivement les évolutions des déplacements nodauix au
cours du temps. On dit que I’ éguation est exprimée en base nodale et dans le domaine
temporel.

Afin de smplifier la résolution, on réalise souvent le changement de variable linéaire
suivant :

{z (@)} = [@]{q (@)} (4.3)

ou le vecteur {q (¢)} contient de nouvellesinconnues. L’ équation du mouvement s écrit
donc sous laforme::

e[ {g®)} +[Cl[®] {q®)} + [K][® {a(®)} = {p (&)} (4.4)

L’ expression de I’ équation du mouvement dans la base ¢ S obtient en prémultipliant les
deux membres de cette équation par [@]T

[@] {q (1)} + [@]" [C][@] {a (1)} + [®]" [K][@]{q (1)} = [@]" {p(t)} (45)

C' est-a-dire
M {g@®)}+[C{a@®) )+ [K{a )} = {p* (1)} (4.6)
ou [M*] = (@) [M][®], [C*] = [@]"[C][@], [K*] = [0]" [K][@] et {p*(t)} =

(@] {p ()} sont respectivement |es matri ces des masses, des amortissements et desraideurs
généraisés ainsi que le vecteur des charges généralisées.
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FIGURE 4.2. ILLUSTRATION DU PASSAGE EN BASE MODALE

Généralement, on choisit [®] comme étant la matrice des modes propres de sorte que
[M*] et [K*] soient diagonales. Cette transformation porte alors e nom de décomposition
modale, I’ équation du mouvement (4.6) est exprimée dans la base modale.

Le premier avantage de ce choix est de permettre une réduction du nombre d’inconnues.
En effet, pour une structure comprenant un grand nombre de degrés de liberté mais dont on
peut suspecter que les déplacements vont se produire selon une combinaison de quelques
formes simples et prévisibles, lataille du systeme a résoudre en base modale est réduit au
nombre de formes choisies.4.2

Effectivement, la matrice [®] peut ne pas étre carrée : elle est généralement de taille
(IV x M) et contient les M (<< N) formes choisies pour représenter les N déplacements
des noauds de la structure.  En cas de décomposition modale, ces formes de base sont
les modes propres de basses fréguences ains que les modes propres les plus excités. Le
systéme de N équations en base nodale est donc remplacé par un systémede M (<< N)
éguations en base modale.

Le second avantage de ce choix est de transformer le premier systéme d’ éguations en
une nouveau systéme qui est découplé, a condition que lamatrice d’ amortissement [C] soit
diagonalisable au méme titre que les matrices de masse et de raideur.

En ce qui concerne |’amortissement structurel, cette hypothese est formulée en sup-
posant que |I’amortissement est proportionnel ("de Rayleigh). La seule vraie raison de
cette hypothése est une simplification de la résolution. Elle ne représente pas réellement
la réalité car on sait en effet que I’amortissement prenant place dans une structure n’est
pas toujours de type visqueux ; il devrait également dépendre de caractéristiques de frotte-
ment qui sont assez compliquées a mettre en cauvre. Quoi qu'il en soit, lors d’ une analyse
dynamique, |I’amortissement est une grandeur qui n’est certainement pas bien maitrisée,
alors, tant qu’aformuler des hypothéses sur saforme, pourquoi ne pas supposer qu’ elle est
diagonalisable par les modes propres ?

Cette hypothése de diagonalisation est généralement acceptée (et pratiquée) en ce qui

56



concerne |I'amortissement structurel. Elle doit cependant étre remise en cause pour des
structures comprenant des amortisseurs concentrés ou soumises a I’ effet du vent et donc
amorties aérodynamiquement. Dans chacun de cesdeux contextes, une matrice d’ amorti ssement
supplémentaire doit étre calculée sur base d’ un modéle chois représentant correctement le
type d’ amortissement. Ce nouvel amortissement doit étre gjouté a I’ amortissement struc-
turel afin d’ obtenir une matrice d’amortissement totale.

Contrairement al’ amortissement structurel qui, en définitive, est assez complexe aquan-
tifier, I” expression de lamatrice supplémentaire peut étre obtenue sur base du modél e choisi.
Il en va de méme de son expression en base modale ([C**] = [®]” [C?] [®]). Le calcul de
cette matrice d’ amortissement généralisé supplémentaire méne généralement a des termes
hors diagonale non nuls. Ceci est assez génant dans lamesure ou |e passage en base modale
visait en partie au découplage du systeme. Nous supposerons dans ce document que lester-
mes non diagonaux sont nuls et que le passage en base modale conserve donc tout son
intérét.

/[@Dﬂ\
Base Base
Nodale Modale
{x}=[®]{n}

FIGURE 4.3. RELATION ENTRE ANALY SES EN BASES NODALE ET MODALE

Il faut également noter que la décomposition modale, bien qu’ ayant recours aux modes
propres de vibration (associés a des fréquences propres de vibration) ne doit pas étre con-
fondue avec une résolution dans le domaine fréquentiel puisqu’il s agit uniquement d'un
changement de variables, un outil simplifiant la résolution du probléme ! Le domaine
fréguentiel ou temporel seraensuite attribué selon que lesinconnues (les amplitudes modales
{q (t)}) sont exprimées en fonction du temps ou des fréquences (voir paragraphe 4.1.3).

4.1.3 Domaine temporel, domaine fréquentiel

L’ utilité des modes propres résulte donc du fait que le changement de variable (4.3) facilite
larésolution du systéme puisqu’il devient découplé et de taille réduite. En partant de cette
idée que les déplacements nodaux ne doivent pas étre conservés comme inconnues pour la
résolution de I’ équation du mouvement, un autre changement de variables classique vient
naturellement al’ esprit : il s agit d’ une décomposition en série de Fourier. Dans ce cas, les
nouvelles inconnues deviennent les amplitudes des harmoniques (a he pas confondre avec
les amplitudes modales! ) :

{z(t)} = Z {A;} cos (2imAnt) + Z {B;} sin (2im Ant) 4.7)

=0 i—1
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A cette représentation (qui suppose que les déplacements sont périodiques), on préfére
généralement salimitelorsque lapériode delafonction étudiéetend vers!’infini. |1 s agit de
latransformée de Fourier inverse qui permet lareprésentation des fonctions non périodiques
rencontrées en pratique :

00 4
{z(t)} = / {X (n)} e¥™dn (4.8)

—00

Lafonction { X (n)} est latransformée de Fourier delafonction {x (¢)}. Ellereprésente
lanouvelleinconnue résultant du changement de variables. De méme, e vecteur desforces
extérieures peut étre associé a satransformée de Fourier inverse :

+o00 )
i) = [P @) n (49)

Les couples ({z (t)},{X (n)}) et {p(t)},{P (n)}) sont des paires de Fourier. Dans
chague paire, les deux fonctions sont reliées d' une part par lesrelations (4.8) et (4.9) (trans-
formée directe) et d autre part par latransformée directe :

‘+OO )

(X(n)) = / (2 (t)} e=2igy (4.10)
. —‘J’O_OOO |

(P()} = / {p(t)} ¥t (4.11)

En appliquant cette transformée de Fourier inverse aux deux membres de |’ équation du
mouvement, on obtient :

e . o0 ]
/ ([M] {SC (t)} + [C] {$ (t)} + [K] {$ (t)}) e*2j7rntdt _ / {p (t)} 672j7rntdt
o o (4.12)

(~4m*n? [M] + 2jan [C] + [K]) {X (n)} = {P (n)) (413)

ou la nouvelle inconnue est lafonction { X (n)}. Il s'agit de laforme de I’ équation du
mouvement dans le domaine fréguentiel : le paramétre principal n’est plus le temps mais
bien une fréguence.

4.1.4 Lesdiversespossibilités d analyse

L e changement de variables (4.3) permet latranscription de I’ éguation du mouvement dans
labase modale. |l permet également de revenir dans la base nodal e dans lagquelle lesincon-
nues sont les déplacements des noauds.

Le changement de variable (4.7) qui dégénére en une transformée de Fourier permet la
transcription de I’ éguation du mouvement dans le domaine fréguentiel alors que larelation
inverse (ou transformée inverse de Fourier) permet de revenir dans le domaine temporel.
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FIGURE 4.4. RELATION ENTRE ANALYSES EN DOMAINES TEMPOREL ET FREQUENTIEL
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Analyse déterministe Analyse stochastique
En base modale En base nodale En base modale En base nodale
Temporel Frégquentiel Temporel Frégquentidd Temporel Fréguentiel Temporel  Fréquentiel

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

. Superposition modale avec résolution des équations découpl ées par Newmark, Duhamd!,. ..
. Superposition modal e avec résolution des équations découpl ées par transformée de Fourier
: Newmark, Wilson, ... : pasapas sur le systéme N DDL
: Transformée de Fourier du systeme N DDL

~—— — — —

(1
(2
3
(4

Tableau 4.1. : Différentes possibilités en dynamique linéaire

Base modale et domainefréquentiel, bien quelai ssant tous deux sous-entendrel’importance
des modes et fréquences propres, sont deux choses tout afait distinctes. |1 est toujours pos-
sible d’ entreprendre larésolution de I’ équation du mouvement dans|’un ou I’ autre domaine
et dans|’une ou I’ autre base. Toutes |es combinaisons sont imaginables. En raison destrois
critéres qui viennent d’ ére fournis, ces combinai sons sont donc au nombre de huit® (cf Tab.
4.1).

L es paragraphes suivants reprennent les dével oppements importants des analyses déter-
ministes puis stochastiques tout en mettant |’ accent sur le domaine de résolution choisi
(domaine temporel ou fréguentiel) et les relations entre ces deux domaines. Afin d alléger
I’ exposé, la résolution ne sera présentée qu’ en base modal e pour chacun des cas.

4.2 Méthodesdéterministes

Connaissant exactement les caractéristiques de la structure et les sollicitations auxquelles
elle est soumise, les matrices structurelles et |e vecteur des charges extérieures peuvent étre
établis. 11 existe de nombreuses méthodes de résol ution de I’ équation du mouvement. Elles
sont traditionnellement classées d’ aprés le domaine dans lequel elles opérent : résolution
dans le domaine temporel ou frégquentiel.

L estechniques de résol ution dans!’ un ou I’ autre domaine sont, du point de vue théorique,
tout afait équivalentes ; latransformée de Fourier permet de fairele lien entre ces deux do-
maines. L expression claire et nette de ce lien ne peut étre établie qu’en développant les
solutions analytiques'®. Les paragraphes suivants commencent donc par développer les
solutions analytiques dans les domaines temporel puis fréquentiel.

Dans le cas de sollicitations non périodiques, larésolution de I’ équation du mouvement
devient assez ardue analytiquement (que ce soit dans I’ un ou I autre domaine). C’est pour
cette raison que de nombreuses méthodes numériques ont été développées. Dans le do-
maine temporel, elles permettent de résoudre I’ équation du mouvement en discrétisant la
durée du calcul en intervalles de temps limités. Dans le domaine fréquentiel, elles sont

9 on peut également différencier |es résol utions de type anal ytique ou numérique, ce qui seraréalisé dansla

suite. En pratique, on ne recourt généralement qu’ a I’ approche numérique
10 Lastructure a été discrétisée; on parle alors de résolution partiellement analytique dans la mesure ol seule
lavariable temps (et non pas | es abscisses curvilignes) est traitée de fagon continue.
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essentiellement basées sur I’ algorithme de la transformée rapide de Fourier.

4.2.1 Résolution analytique

4211 Dansledomainetempore Bien qu’'un exposé complet et pédagogique requiére
d abord |les développements relatifs aux vibrations libres non amorties puis amorties, en-
suite relatifs aux mouvements forcés périodiques (amortis ou non), NOUS SUPPOSErons que
le lecteur est familier a ces notions de base et que les formules correspondantes sont bien
CONNUES.

La démarche ana ytique développée ci-dessous tire parti de la décomposition modale.
La résolution a donc lieu en base modale et consiste a résoudre d’ abord les équations du
mouvement découplées pour chacun des modes. La résolution est simple puisqu’elle se
raméne a |’ étude de plusieurs oscillateurs simples du type :

MG () + Chdim () + KJam (8) = pjy, (t) (4.14)

Le changement de variable (4.3) est ensuite utilisé pour revenir aux déplacements des
degrés de liberté.

La détermination des amplitudes modal es nécessite donc le passage par le calcul de la
réponse d'un oscillateur a un degré de liberté et soumis a une charge quelconque. Ana
lytiquement, ce calcul est réalisé al’aide de I’intégrale de Duhamel. Elle est justifiée en
raisonnant a partir de la réponse impulsionnelle unitaire qui occupe une place importante
dans la comparaison des domaines temporel et fréquentiel.

Réponse de I’ oscillateur 1 DDL & une impulsion

Admettons qu’ en I’instant ¢ = 0, |’ oscillateur a un degré de liberté, partant du repos,
soit sollicité par une impulsion!! d’intensité 7. L’intégration sur un intervalle de temps
infiniment court de I’ équation du mouvement découplée :

At At
. > * * _ 3
Alirilo‘ ; (MG (8) + Corl (8) + K (1)) dt = Alirilo‘ ; I5(t)dt  (4.15)
donne
Mg, (0F) =1 (4.16)

Laréponse del’ oscillateur sous charge impulsionnelle correspond donc &un mouvement
libre dont les conditions initiales sont :

1
m (0) = ' = 4.1
an (0) =0 e 4 (0) = 77 (417)
L’ étude des vibrations libres amorties nous apprend donc que :
0 sit <0
_ * _ =
dm (t) - Ihm(t) - { Wef&”wmt sin (det) sit>0 (418)

11 ¢ egt-a-dire une force appliquée pendant un intervalle de temps trés court. ses unités sont les mémes que

celles d’ une quantité de mouvement, soitle Ns ou le @S—m
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FIGURE 4.5. REPONSE IMPULSIONNELLE UNITAIRE({ = 0.05; w = 5rad/s)



UMY, w, , & Blwa, =w, /1 — &2, représentent respectivement lamasse de I’ oscillateur
étudié, sapulsation propre, son pourcentage d' amortissement critique et sa pulsation amor-
tie.

Cette éape intermédiaire dans le calcul de laréponse d’ un oscillateur aun degré de lib-
erté permet d’ introduire laréponse impulsionnelle unitaire 2, () (Fig. 4.5). Cettefonction
occupe une place importante dans I’ éablissement de la correspondance entre les domaines
fréguentiel et temporel.

Réponse sous force quel conque

Connaissant maintenant la réponse de I’ oscillateur soumis a une charge impulsionnelle,
il suffit de considérer que I’ effort appliqué py, (t) n'est jamais qu’ une suite d’ impulsions
pr, (T) dr appliquées successivement et donc que la réponse sous cette charge quelconque
S obtient par superposition des réponses impulsionnelles mises al’ échelle et décal ées.

La contribution & la réponse de I’ oscillateur a I’instant ¢ provenant de I'impulsion éé-
mentaire appliquée al’instant 7 est :

dgm (t) = pr, (7) B (t = T)dT (4.19)

s hien que la réponse calculée comme une somme de ces contributions élémentaires
s exprime sous la forme de cette intégrale de convolution :

G (1) = / P () B (t — 7)dr (4.20)

Il s agit del’ intégrale de Duhamel. Elle exprime analytiquement lasolution del’ équation
du mouvement. Les limites de validité de cette méthode sont le domaine élastique linéaire
puisqu’ elle est basée sur le principe de superposition. Les réponses modales s obtiennent
en utilisant la relation (4.20) pour chacun des modes conservés lors du passage en base
modale. 1l est souvent plus commode de noter cette succession d’ opérations sous forme
matricielle :

{a()} = /0 WAt — 7)) {7 (7))} dr (4.21)

oll [h*(t)] est une matrice diagonale'?, chacun de ses él éments représentant les réponses
impulsionnelles dans chacun des modes (Equ. (4.18)) ; il s'agit delamatriceimpulsionnelle
modale.

L’ expression des déplacements des nceuds de la structure s obtient par combinaison
linéaire des réponses dans chacun des modes propres :

@) = [@{g@) = /0 @)@ p()}dr  (422)
)} = [@{¢t)} = /0 (h(t — )] {p (7)} dr (4.23)

A condition que la matrice d' amortissement compléte soit diagonal e en base modale, ce que nous avons
préal ablement admis comme hypothése.

12
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ol [h(t — 7)] = [®] [h*(t — 7)] [®]" représente lamatriceimpulsionnelle (nodale) dela
structure. L'éément (z, j) de cette matrice exprime la réponse obtenue au degré de liberté
i lorsgue le degré de liberté 5 subit une impulsion unitaire. Contrairement a la matrice
impulsionnelle modale, elle n'est généralement pas diagonale et ¢’'est pour cette raison
principalement que le calcul est mené dans la base modale.

4.21.2 Dans le domaine fréquentidd Tout comme cela a été fait pour la résolution
dans |e domaine temporel, seule une méthode de résolution en base modal e sera présentée.
Le raisonnement est donc & nouveau entrepris au niveau d'un oscillateur a un degré de
liberté pour commencer ; ensuite, le changement de variable (4.3) est réutilisé pour obtenir
laréponses des déplacements des noauds de la structure.

Réponse sous force harmonique

De méme qu'il était intéressant de développer d' abord la réponse sous charge impul-
sionnelle unitaire dans le cas d’ une résolution dans le domaine temporel, il est préférable
dans ce cas d'introduire la réponse d’ un oscillateur soumis a une charge harmonique. Par
exemple, pour le mode m:

MX.q,, () + Crq,, (t) + K}.qm (t) = AY, cos (2mnt) (4.24)

Il s'agit d'une équation différentielle linéaire du second ordre et non homogene. La
solution se compose donc d’un terme correspondant a la solution de I’ équation homogene
et d’une solution particuliére. Dans le cas d’un systéme amorti, on peut démontrer que le
premier de ces termes S annule aprés un certain temps. Nous ne nous intéressons donc ici
qu’au second terme. La solution suivante convient comme solution particuliéere :

gm (t) = A% H» (n) cos (2mnt — ¢,,,) (4.25)

ol HA(n) = — ! (4.26)

) o)
et tan (¢,,) = % et ny, = %@ (4.27)

Ce premier développement permet d’introduire la fonction de transfert d’un systeme
aun degré de liberté H* (n) qui représente la réponse (comprendre |I’amplitude du mou-
vement sinusoidal stabilisé) d'un oscillateur soumis a une force harmonique d' intensité
unitaire et de fréquence fixée (Fig. 4.6).

Réponse sous force quelcongque

Tout comme dans laméthode temporelle ou I’ effort appliqué a été décomposé en contri-
butions successives (desimpulsions), dans ce cas, il est a nouveau possible de décomposer
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FIGURE 4.6. FONCTION DE TRANSFERT D’ UN OSCILLATEUR A UN DEGRE DE LIBERTE
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un effort extérieur appliqué en une succession de contributions caractérisées chacune par
une fréguence.

Pour cefaire, il faut faire appel aux transformées de Fourier qui ne sont jamais qu’ une
version intégrale (c' est-a-dire la limite d’ une sommation) des séries de Fourier. La dif-
férence importante entre I’une et |I'autre de ces représentations est que la série ne peut
représenter que des fonctions périodiques alors que sa limite, I'intégrale, peut représenter
des fonctions non périodiques.

Pour une résolution dans le domaine frégquentiel, la décomposition de I’ effort appliqué
consiste a considérer I’ effort py, () comme une somme de sollicitations harmoniques de
fréquencesn et d’ amplitudes:

‘JrOO )
P* (n) = / pe (t)e 2™, (4.28)

J =00

Nous venons de voir que la réponse d'un oscillateur a un degré de liberté soumis a
une charge harmonique s obtient a |’ aide de la fonction de transfert. Donc, la réponse de
I’ oscillateur a un degré de liberté se compose également d’ une infinité de contributions,
chacune étant associée a une certaine fréquence n et dont I’ amplitude est donnée par :

Qm(n) = Hy,(n) Py, (n) (4.29)

Finalement, il est possible de retrouver la réponse dans le domaine temporel en recom-
binant toutes ces harmoniques, ¢’ est-a-dire en utilisant la transformée de Fourier inverse

+00 ) +00 )
qm (t) = Qm(n)emﬁmdn = Hp ()P, (n) 2™ dn, (4.30)
L es réponses des autres modes peuvent également étre calculées de la méme maniére.
Habituellement, on regroupe dans un vecteur |es amplitudes modal es cal cul ées pour chacun

des modes:
“+co

o0 . .
{q(t)}—_/ (Q(n)} Xt dn = / H ()] {P* ()} 2™dn (431)

—o0 —00

ou lamatrice [H*(n)] représente la matrice de transfert en base modde de la structure
étudiée. 1l s agit d’ une matrice diagonale dont les é éments correspondent aux fonctions de
transfert de chacun des modes.

Connaissant les réponses modales, il est possible de calculer |’ évolution au cours du
temps des déplacements des noeuds de la structure en repassant en base nodale :

oo '

{z(®)} = [@[{¢(®)} = /_ (@] [H*(n)] [@]" {P (n)} e*™dn  (4.32)
oo '

= {z(@)} = /_ [H(n)] {P (n)} e*™dn (4.33)

= {X(n)} =[H®)]{P(n)} (4.34)

66



ol la matrice [H(n)] = [®][H*(n)][®]" représente maintenant la matrice de trans-
fert (en base nodal€) de la structure étudiée. Chaque élément (4, j) de cette matrice donne
I" amplitude du mouvement harmonique observé au degré de liberté delastructurelorsqu’ elle
est sollicitée par une force harmonique de fréquence n en son degré de liberté 5. Con-
trairement a la matrice de transfert en base nodale, cette matrice n’est généralement pas
diagonale. La comparaison des équations (4.13) et (4.34) montre que I’ expression de cette
matrice de transfert pouvait étre obtenue trés simplement, sans passer par la base modale

[H(n)] = (—47*n? [M] 4 2imn [C] + [K])_l (4.35)

Cetterelation ale mérite de montrer que le calcul de lamatrice de transfert nodale n’ est
pas immédiat puisqu’il reléve de I’'inversion d’ une matrice compléte (bien que générae-
ment bande), et ce, pour chacune des fréguences désirées. Le passage en base modale se
justifie alors & nouveau, car dans cette base, la matrice de transfert est diagonale (sous les
hypotheses formulées). Son inversion est donc immediate; I’ expression de chacun des élé-
ments diagonaux a été introduite dans la relation (4.26). Nous verrons dans la suite que
celle-ci occupe une place importante lors d' une analyse stochastique (ou non) dans le do-
maine fréguentiel.

4.2.1.3 Comparaison desméthodestemporelle—fréquentielle Deux méthodesvien-
nent d’ étre développées pour obtenir laréponse d' un systéme a plusieurs degrés de liberté.
En un certain sens, le lien entre les deux méthodes vient d’ étre introduit lors des dével oppe-
ments relatifs a cette deuxiéme méthode. Les équations (4.28) et (4.30) indiquent en effet
que lesfonctions Q. (n) €t ¢, (t) et lesfonctions P, (n) et pk, () constituent des paires de
Fourier.

L e théoréme de dualité selon lequel une convolution dans un domaine correspond a un
produit dans |’ autre domaine et vice versa montre donc que les fonctions [k (t)] et [H(n)]
forment également une paire de Fourier, ce que I’ on peut de toute fagon vérifier :

= [ e e ol = [ m@lEa (@30

—o0 J =00

Le passage d’'un domaine a |’ autre se cache donc derriére le fait que la réponse impul-
sionnelle unitaire est la transformée inverse de la fonction de transfert et vice versa.

4214 Le cas particulier des tremblements de terres Parmi les sollicitations dy-
namiques des structures du génie civil, une place assez importante est occupée par les
sollicitations sismiques. Dans ce cas, la méthode de résolution est tout a fait particuliére
et ne doit pas étre interprétée comme une application directe des méthodes de résolution
EXPOSEes ci-avant.

On imagine aisément que le séisme représente, avec le vent et la houle, la sollicitation
typiquement aléatoire dans le domaine du génie civil. Deux possibilités se présentent :
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e soit le cacul est mené sur base d accélérogrammes générés ou enregistrés. Plusieurs
accélérogrammes doivent alors étre utilisés pour rendre compte du caractére aléatoire
(Monte Carlo) ;

e soit lecacul est traité d’un point de vue statistique globalement (comme dans la méth-
ode d’'analyse qui vient d’ étre présentée)

Cette seconde méthode d’ analyse sismique fait usage de la décomposition modale. Une
foislesmodes découplés, un spectre deréponse est utilisé. |l indique directement I’ amplitude
modale maximale sans passer par une résolution dans le domaine temporel ou fréquentiel.
Etant donné que ce spectre est fourni dans les codes de calcul, 1a méthode de résolution
n'est ni dans le domaine fréguentiel, ni temporel. En réalité, I’équation du mouvement
n’est pas résolue !

N w

Acc. [m/s?]
N
Spa [m/s?]

o

AN

N

i 0 5 10 15 0 0.5 1 15 2
Temps [s] Période [s]

FIGURE 4.7. ILLUSTRATION DE L' ANALY SE SISMIQUE (GAUCHE : DETERMINISTE / DROITE : « PROBABILISTE »)

De plus, le caractére aéatoire de la sollicitation n’ est généralement pas pris en compte
al’aide d une densité spectrale!® mais plutét sur la forme du spectre de calcul utilisé (le
niveau du palier quantifie I’ accél ération maximale du sol et salongueur représente les car-
actéristiques du sol).

L’ analyse est donc une analyse en base modal e sans recours alarésolution de I’ équation
du mouvement et dont les caractéristiques probabilistes sont prises en compte global ement.
Il S'agit d’une analyse spectrale.

1311 est également possible de réaliser une analyse stochastique comme celle présentée au paragraphe
précédent. Cette analyse se base sur une densité spectrale de I’ accélération du sol comme celle introduite par
Kanai-Tajimi ou Clough-Penzien. Une fonction de modulation d’ amplitude permet de représenter le caractére
instationnaire du tremblement de terre et une autre fonction de modulation permet d’'introduire un contenu
fréquentiel variable au cours du tremblement de terre. Le caractére instationnaire de la réponse peut aors étre
appréhendé (densité spectrale évoluant au cours du temps, ou spectre évol utif).
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4.2.2 Reésolution numérique

Lorsgue les sallicitations, bien que connues exactement, sortent des fonctions simples, la
résolution analytique devient assez ardue. On passe donc généralement dans ce cas a des
méthodes numériques pour larésolution. |l est anouveau possible d opérer dansle domaine
temporel ou fréquentiel.

Laplus souvent, larésolution se passe dans le domaine temporel puisque pour un calcul
déterministe, la sollicitation est habituellement connue en fonction du temps (par exemple
. le passage d'un piéton sur une passerelle, d’un véhicule sur un pont ou une histoire de
vent générée). Néanmoins, méme au départ d' une sollicitation temporelle, il N’ est pasexclu
de résoudre I’ équation du mouvement dans le domaine fréquentiel. On recourt alors a la
transformée de Fourier discréte (version numérique de latransformée de Fourier).

4221 Dansledomainetemporel En raison de leur adaptation aisée aux structures
non linéaires, les techniques retenues classiquement pour résoudre I’ éguation du mouve-
ment dans e domaine temporel sont les « méthodes pas-a-pas ». Elles consistent a découper
le temps en intervalles pour lesquels sont supposées des relations entre les déplacements,
vitesses et accélérations alafin et au début. Les déplacements ne sont donc plus calculés
qu’en un nombre limité d’instants. Selon les hypothéses formulées, on distingue ainsi les
méthodes de Newmark, de Houbolt, de la différence centrale, de Wilson,. ..

Parmi toutes les méthodes pas a pas, celle de Newmark est souvent employée car un
choix approprié des coefficients intervenant dans laméthode permet d’ obtenir un processus
stable et assez précis. Pour un systéme a N degrés de liberté, les hypothéses relatives a
cette méthode forment un ensemble de 2N relations :

{#}a = {ah+[0-0){&},+0{a}, 5] At (4:37)

- {x}t—l—{r}tAt—k[(%—a) {ﬁ&}t—i—a{iz&}HAt} A (439)

Les N relations supplémentaires provenant de |’ équation du mouvement discrétisée :
[M] {‘;I."}H_At + [C] {x}t—i—At + [K] {,x}tJrAt = {p}t+At (439)

permettent de former un systéme de 3N équations dont les 3N inconnues sont les dé-
placements, vitesses et accélérations alafin du pas de temps. Ce systeme peut apriori étre
résolu d’ une quelconque maniére mais I’ ingénieur, familiarisé au calcul des déplacements
avant tout, réorganise les équations (4.37) et (4.38) sous laforme suivante :

(hia = o [ahene— lak] + <1 - g) {i}, + At <1 - %) (i }(4.40)

Ehar = ﬁ {oheynr = {2hi] - ﬁ {2}, — At <% - 1> [}, (442

Aing, I'injection des équations (4.40) et (4.41) dans I’éguation du mouvement dis-
crétisée (4.39) fournit un systéme dont les N inconnues sont les déplacements {x},, A,
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alafin du pas detemps:

(aitz [M] + ait [C] + [K]) (@} one = (Plosns +

[M] <ﬁ (o} + g o, + (i - 1) {ﬁf}t) +
)

C] <ﬁ [o} + <E - 1> {a},+ At <% - 1> {i}t> (4.42)

Lorsque les déplacements sont déterminés, les éguations (4.40) et (4.39) sont alors réu-
tilisées pour obtenir les vitesses et accé érations alafin du pas de temps.

Lechoix des paramétres o et § nedoit pas étre quelcongue ; en effet, le processus obtenu
n’est inconditionnellement stable que si les relations suivantes sont satisfaites :

{ §>0.5

a>0.25(0.5+6)* (4.43)

Dansle cascontraire, le pas de tempsde calcul doit étreinférieur aunelimite de stabilité
imposée par I’ agorithme.

L’ équation (4.42) est I équivalent numérique de la solution analytique de I’ équation du
mouvement exprimée par I’ intégrale de Duhamel (4.23).

4222 Dansledomainefréquentiel Dansle casd une analyse dans e domaine tem-
porel, lelien entre les méthodes anal ytique (Duhamel) et numérique (Newmark) n’est guére
évident. Ceci provient de la difficulté de transcrire I’ intégrale de convolution d’ un point de
vue numérique.

Dans le domaine fréguentiel, ce probléme disparait puisqu’a cette convolution corre-
spond une simple multiplication (4.29). Lors d analyse déterministes, il est assez rare
que les efforts appliqués a la structure soient donnés dans le domaine fréquentiel. |l con-
vient donc d’ abord d’ en prendre latransformée de Fourier et ensuite de |’ exprimer en base
modale. On obtient ainsi |e second facteur du membre de droite dans |’ équation (4.29).

L’ avantage du domaine fréguentie se manifeste a ce stade et réside dans le fait qu’ une
simple multiplication permet d’ obtenir laréponse fréquentielle delastructure. Si laréponse
est requise dans le domaine temporel, il suffit alors de prendre la transformée de Fourier
inverse de cette réponse fréquentielle.

L’ analyse numérique dans|e domaine fréquentiel est donc une analyse qui ressembl e ex-
actement a ce qui et fait de maniéere analytique. C’est pour cette raison que les dével oppe-
ments ne seront pas menés plus en détail.

4.3 Méthodes stochastiques

Dans ce paragraphe, nous alons développer lesnotionsrelativesalarésol ution del’ équation
du mouvement pour laquelle le membre de droite est un processus a éatoire. De méme que
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pour les méthodes déterministes dével oppées ci-dessus, la résolution peut s effectuer dans
le domainetempore ou dansle domainefréquentiel, le passage del’ unal’ autre s' effectuant
al’ade de latransformation de Fourier.

L es dével oppements sont d’ abord entrepris dans |e domaine temporel car, pour une per-
sonne non familiére avec ce type de probléme, celapermet de letraiter de laméme maniére
que pour |’ analyse déterministe. D’ autre part, cette maniére de présenter les choses montre
que la résolution déterministe habituelle peut étre considérée comme un cas particulier de
la méthode probabiliste!*.

4.3.1 Dansle domaine temporel

Etant donné que les efforts appliqués a la structure sont maintenant supposés étre carac-
térisés par une densité spectrale de puissance, I’ équation du mouvement prend la forme
suivante :

(M]{z @)} + [Cl{z @)} + [K]{z ()} = {p(t)} (4.44)

ol cette fois, les variables {z}, {#}, {=} et {p} sont des processus aéatoires. Ils
sont caractérisés par leur matrice de covariance et leur matrice de densité spectrale (de
puissance).

Afin de faire le lien avec I éguation déterministe des paragraphes précédents, il est as-
sez commode de se représenter le vecteur {p(t)} comme un ensemble de réalisations™
satisfaisant |es caractéristiques probabilistes du processus considéré.

A chacune de ces rédlisations, ¢’ est-&-dire un vecteur {p, (¢)} dont les composantes
sont des fonctions connues du temps, on peut associer une équation du mouvement qui est
maintenant déterministe puisque le second membre est parfaitement connu. En résolvant
toutes les équations ains obtenues, on obtient un ensemble de fonctions {x,. (¢)} dont les
caractéristiques sont celles du processus aléatoire {z (t) } recherché.

Analytiquement, chacune des réponses s’ obtient al’ aide de I’ intégrale de Duhamel :
t
{zr (8)} = [®]{ar ()} = /O [®] [h*(t — )] [®]" {p, (1)} dr (4.45)

Lamoyenne et la matrice de covariance du processus de sortie (les déplacements) sont

4 En rédité, I analyse stochastique repose sur la théorie des signaux et des systémes. Elle considére les

sollicitations aléatoires comme des sighaux qui sont transmis au systéme qu’ est la structure étudiée. Lathéorie
consiste & étudier comment ces signaux sont modifiés lorsqu’ils traversent le filtre caractéristique du systéme.
Les signaux en entrée sont les sollicitations appliquées a la structure et les signaux en sortie représentent
les réponses, ¢’ est-a-dire les déplacements, vitesses et accélérations des noeuds de la structure ainsi que
les éléments de réduction ou contraintes en certaines sections. Bien qu’ elle soit omniprésente, nous nous
efforcerons de ne pas faire référence a cette théorie souvent employée par les é ectriciens et les mécaniciens.

15 {p(t)} représente donc plusieurs seconds membres disposés cote a cote

71



donc données par'® :

Elfz O} = {m. ()} = /0 (@] [h*(t — 7)] [@]" E[{p (1)} dr (4.46)

E [{a (1)} {x (02)) / l / @) 1t — )] [@TE [{p (1)} {p (72))T
h*(tngg)] (D ] dr1dTs (4.47)

Dans cette expression, le facteur central s'identifie alamatrice de covariance du proces-
susd entrée {p (¢)}, et acondition qu'il soit stationnaire, elle peut s écrire en fonction de
AT =71 —Ty:

) = [ [ @ ) 007 (R (7)) 02 — )] 9

~~

h(tl —71)] [A(t2—T2)]
(4.48)

Cette formule établit donc larelation entre les matrices de covariance de la sollicitation
extérieure et des déplacements des ncauds de la structure. 1l est important de remarquer
gque, mémesi les sollicitations sont stationnaires, la matrice de covariance des déplacements
nodaux variera dans le temps (les arguments de [R,] sont ¢ et ¢» alors que I’ argument de
(R, est AT).

Ceci se comprend aisément en considérant le cas d’ une structure au repos a |’ instant
initial. Aprés un instant trés court (vis-avis de la constante de temps du systéme), les
déplacements seront tres probablement plus faibles qu’ aprés un laps de temps beaucoup
pluslong. Celasetraduit en terme de probabilités par une variance plus faible aux premiers
instants qu’ aprés un temps assez long. La matrice de covariance du systeme n’est donc pas
constante au cours du temps.

Exemple

Prenons I'exemple d'un oscillateur & un degré de liberté ([®] = [I] ) et sollicité par
un bruit blanc d’intensité Sy. Nous avons vu au chapitre 3 (Equ. (3.23)) que la fonction
d’ autocorrélation associée a un bruit blanc est une fonction de Dirac centréeen At = 0 et
d'intensité R, = 27.S,. Lacovariance du déplacement s exprime donc par :

tl 'tz
Rw (tl,tg) = / / h(tl —Tl)Rp(; (T1 —TQ) h(tg —TQ)dTQdTl (449)
JO JO
Cette fonction est symétrique en ses argument ¢ et to. Admettons donc que ¢; soit plus
petit ou égal at.. En raison de lafonction de Dirac, le domaine d'intégration de 7, passe

donc de [0; t2] a7 (puisque 7; Setrouve assurément entre 0 et ¢) :

1
Ry (b1, t2) = / h(t: — 1) Ryh(ts — 7)dm1 (4.50)
JO

6 E[ ] représente une moyenne sur les échantillons
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Lavariance associée au processus de sortie (la réponse du systéme a un degré de liberté)
peut donc étre cal culée aisément :

Ry (t,) = 0%(t) = R, / * it — )2 dr (451)
JO

En remplacant [h(t)] par son expression pour |’ oscillateur simple (Equ. (4.18)), on
obtient apres quel ques dével oppements I’ expression de la variance de la réponse :

2
_ e~ 2wt (1 _152 1 f 52 cos (2wgt) + \/% sin (det)>]

(4.52)
ol m représente la masse généralisée de I’ oscillateur simple, w sa pulsation propre, wy
sa pulsation propre amortie et £ son coefficient d’ amortissement rel atif.

R
 4&w3m?

(1)

5

T
o ksi=0.05
o ksi=0.1

2t x ksi=0.2

0 10 20 30 40
Temps [s]

FIGURE 4.8. REPONSE TRANSITOIRE D'UN OSCILLATEUR SOUMIS A UN BRUIT BLANC ET PARTANT DU REPOS
(REPRESENTATION TEMPORELLE)

Cette formule permet d’introduire une constante de temps caractéristique du systeme
25%0 (coefficients de I’ argument de |’ exponentielle). Elle donne une idée du temps néces-
saire avant d obtenir la stabilisation du systéme. Ceci est conforté par les courbes de la
figure 4.8 qui indiquent une période de mise en régime d’ autant plus importante que le co-
efficient d’ amortissement relatif est faible. Au chapitre 10, nous reviendrons largement sur
cette notion de mise en régime.

Lavariance est exprimée par une exponentielle modulée par des sinus et cosinus. C'est
de ces derniéres fonctions que proviennent les oscillations autour de |’ exponentielle. Leur
période est égale a la moitié de la période propre du systéme, ce qui est logique puisque
la variance est une grandeur qui "gomme" les signes : dans le cas d'une oscillation har-
monique, ce qu'il se passe entre 0 et 7'/2 est identique en valeur absolue & ce qu'il se
passe entre 7'/2 et T'. On remarque également que I’ amplitude des oscillations autour de
I’exponentielle est d’ autant plus faible que I’ amortissement £ est grand ; il en est de méme
de |’ écart-type maximum, ce qui semble étre conforté par un avisintuitif.
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Lafigure 4.8 représente clairement la non stationnarité de la réponse, bien que la sol-
licitation soit stationnaire. 1l s agit de I’ équivalent probabiliste de la réponse d' une struc-
ture & une sollicitation harmonigue pour laguelle il existe également un terme transitoire
S atténuant au cours du temps. En déterministe comme en stochastique, ' est générale-
ment la partie stationnaire (stabilisée) de la réponse qui est intéressante. L’ analyse prob-
abiliste dans le domaine temporel est donc un outil puissant, mais qui fournit une quan-
tité d’'information parfois trop importante : & moins de vouloir calculer effectivement une
réponsetransitoire, cette méthode temporelle n’ est guére commode car | état stationnaire ne
peut pas étre estimé directement. Ceci congtitue une premiére justification de I’ utilisation
de méthodes fréquentielles dans le domaine de I’ analyse au vent turbulent des structures du
géniecivil.

4.3.2 Dansle domaine fréquentiel

La représentation fréquentielle des processus instationnaires est bien plus compliquée que
dans le domaine temporel. Quelques théories assez complexes ont été mises au point pour
les représenter au mieux mais aucune ne semble donner entiere satisfaction. Nous nous
contenterons donc uniquement de calculer les caractéristiques probabilistes de processus
stationnaires. Pour faire le lien avec I’exemple qui vient d’ étre développé, ceci revient a
se placer immédiatement aux grandes valeurs de wt et calculer ains les caractéristiques
statistiques de |’ état " stabilisé" de la structure.

Nous avons vu au paragraphe précédent que les résolutions de problémes déterministes
danslesdomainestemporel et fréquentiel sont tout afait équivalentes. Lelien entreles deux
méthodes réside danslatransformée de Fourier. Les analyses probabilistes dans chacun des
deux domaines sont également reliées de la méme maniére. Donc, connaissant laforme de
laréponse dans le domaine temporel (Equ. (4.48))Y :

Ry (t1,12)] = /O 1 /O C bt = 0] [Ry (AT)] [h(ts — 72)] dr1dr (453)

il suffit d’en prendre la transformée de Fourier membre & membre pour obtenir laforme
fréquentielle :

1 [t

o

(R, (At)] e 7“AtdAL (4.54)

—o0

_ L “t+oo b AL . . — T drdrs | e—iwAt
Y S (/0 ‘/0 [h(t1 V)] [Rp (AT)] [A(t1 + At — 72)]" dT1d 2> dAt

Il reste ensuite a utiliser larelation de Wiener-K hintchine selon laquel le fonction d’ autocorrélation
et densité de puissance spectrae forment une paire de Fourier : le membre de gauche
représente donc la matrice de densité spectrale de puissance. A cela, il faut également

17 Le résultat de la double intégration ne doit plus étre dépendant que de ¢, — t» puisque I’ on considére

maintenant que la durée de mise en régime est écoulée
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ajouter le principe de dualité (une convolution dans un domaine correspond a une multipli-
cation dans |’ autre) pour finalement obtenir :

1S, ()] = [Hm)[S, (W] THm)] (4.55)

Voici donc établie la relation permettant d’ obtenir la matrice de densité spectrale des
déplacements nodaux a partir de la matrice de densité spectrale des efforts appliqués. La
méthode dével oppée pour élaborer cette formule est en définitive assez simple lorsque |’ on
dispose de la formulation dans le domaine temporel (4.48). En procédant de la sorte, la
démarche logique qui se trouve derriere la formule (4.55) n’a cependant pas pu étre mise
en évidence. C'est pour cette raison que nous alons reprendre les développements en
repartant de I’ équation du mouvement stochastique (4.44). Les calculs sont généralement
entrepris dans labase modale, ¢’ est adire que I’ on réalise le changement de variables (4.3)
et que’on multiplie I’ équation (4.44) par [®]” :

M {a )} +[C1{a (@)} + KT {q (1)} = {p" ()} (4.56)

{a®}, {a@®}, {q ()} et {p* (t)} représentent les processus aléatoires qu'il convient
de caracteriser. Lamatrice de densité spectrale desforces généralisees [S,- (n)] est calculée
apartir de celle des forces nodales [S,, (n)] qui constituent la donnée du probléme 18 :

{p*} = (@] {p} = [Sp ()] = [@]" [S}, ()] [@] (4.57)

Etant donné que le calcul est réalisé dans le domaine fréguentiel, on n’ utilise pas la
forme (4.56) de I’ équation du mouvement mais plutét sa transformée de Fourier :

(—4m®n® [M*] + 2imn [C*] + [K*]) {Q (n)} = {P* (n)} (4.58)

ou{Q (n)} et {P* (n)} sontlestransformées de Fourier des processusaéatoires {q (t)}
et {p* (t)} respectivement. Laréponse fréquentielle en base modale s exprime par :

{Q(n)} = (—4xn? [M*] + 2imn [C*] + [K*)) ™ {P* (n)} (4.59)

[H* (n)]

ou apparait anouveau [H* (n)], lamatrice detransfert du systéme en base modale. Cette
définition de la matrice de transfert est strictement identique a celle qui a été introduite a
larelation (4.26). Elle permet néanmoins de s affranchir de I hypothése d’ amortissement
modal diagonal. Que lamatrice detransfert soit diagonale ou non, larelation (4.59) exprime
que le processus {@ (n) } est I"'image du processus { P* (n)} au travers du filtre [H* (n)] .
|1!3 existe donc une relation entre les densités spectrales des processus d’ entrée et de sortie

{Q ()} = [H* ()] {P* (n)} — [Sq ()] = [H" ()] [Spr ()] [H* ()] (460)

18 ¢f Chapitre 3 - Propriété 1 de la matrice de densité spectrale : modification de la matrice de densité
spectrale lors d’ un changement de variables affin dans |e domaine temporel

19 ¢f Chapitre 3 - Propriété 2 de la matrice de densité spectrale : modification de la matrice de densité
spectrale lors d' une multiplication dans le domaine fréquentiel
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Revenant finalement aux déplacements initiaux, le changement de variable (linéaire
dans |a domaine temporel) associé a la décomposition modale permet d’ écrire 2° :

{z(®)} = [@]{g(®)} — [S: ()] = [®][Sy (n)] [@]" (4.61)
En regroupant les relations (4.57), (4.60) et (4.61), on obtient finalement :
[Sx (n)] = [@] [H* (n)] (2] [S, (n)] [@] TH (n)]" [@]" (4.62)

Cerésultat est identique a celui présenté ci-avant (Equ. (4.55)); ladémarche pour y ar-
river permet cependant de mieux comprendre la physique de I’ analyse stochastique dans
le domaine frégquentiel. Connaissant maintenant la densité spectrale de puissance des dé-
placements dela structure, il est facile d’ obtenir les variances ou autres moments spectraux
(par intégration)

Exemple

Revenons al’ exemple de |’ oscillateur simple sollicité par un bruit blanc d’intensité Sp.
Laformule donnant la densité spectrale de la réponse s écrit maintenant :

Se (W) = H(w)Sp(w)H(w):SO’H(w)Q’ (4.63)

= 2 ! (4.64)

.2 SN2 2
F-2) + (26n2)

m

FIGURE 4.9. REPONSE D’ UN OSCILLATEUR SOUMIS A UN BRUIT BLANC (REPRESENTATION FREQUENTIELLE)

Lavariance du déplacement de I’ oscillateur s obtient par intégration de la densité spec-
trae:

) /.+oo B @ +oo 1 B SO TTWm

z= Se (W) dw = 73 2 7 =550

20 ¢f Chapitre 3 - Propriété 1 de la matrice de densité spectrale : modification de la matrice de densité
spectrale lors d’ un changement de variables affin dans |e domaine temporel

o (4.65)
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Cette relation est identique a celle obtenue lors de la résolution dans le domaine tem-
porel. Le chemin utilisé pour y arriver est cependant différent dans lamesure ou cette fois,
I” état stabilisé du systéme a pu étre directement calculé.

Telle qu’ exposée jusqu’ici, la méthode d’ analyse permet de calculer les densités spec-
trales des déplacements des ncauds de la structure. Cependant, I”ingénieur est généralement
intéressé par leseffortsinternes. Il est donc important de pouvoir également les caractériser.
Dans le contexte des éléments finis, ces efforts s expriment par :

{Fint} = [Kael {wae} (4.66)

Il suffit donc d’ extraire de la matrice de densité spectrale des déplacements les termes
relatifs aux déplacements des noauds de I'édément dans lequel on désire calculer les dé-
ments de réduction. Appelons cette sous-matrice [S,,,.]. En raison de larelation (4.66), la
matrice de densité spectrale des éléments de réduction s exprime par 2 :

Sk,.] = [Kee) [Sew) K] (4.67)

Toute autre combinaison linéaire des déplacements nodaux de la structure (contrainte
normale, contrainte tangentielle ou méme une combinaison linéaire de celles-ci) est égale-
ment caractérisée par une matrice de densité spectrale obtenue de la méme maniére que
pour les éléments de réduction.

Lorsgue les densités spectrales des grandeurs de dimensionnement sont établies, la dé-
marche consiste généralement a en calculer les moments spectraux (Equ. (3.21)) qui ont
I’ avantage d’ étre plus simples ainterpréter. Ces moments permettent alors d’ obtenir, pour
chacune des grandeurs de dimensionnement (un déplacement, un effort, une contrainte,.. .)

e lalargeur de bande du processus aléatoire étudié (Equ. (3.70));
o lafréguence de passage par des seuils choisis (Equ. (3.58));
e lafréguence d’ occurrence des maxima (Equ. (3.69));
e ladensité de probabilité des extrema (Equ. (3.75)).
Letableau 4.2 résume les étapes successives de I analyse dynamique stochastique dans
le domaine fréquentiel et en base modale. Son importance est capitale dans la mesure ou

ce type de résolution est utilisé dans la suite, dans une version |égérement aménagée, pour
le calcul des structures soumises au vent turbulent.

4.3.3 Implémentation numérique de I’ analyse stochastique

Les principales informations a retirer de I’ analyse stochastique sont les divers moments
spectraux des réponses des noauds de la structure (déplacements, vitesses, accélérations)

21 ¢f Chapitre 3 - Propriété 1 de la matrice de densité spectrale : modification de la matrice de densité

spectrale lors d' une multiplication dans le domaine fréquentiel
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Calcul de ladensité spectrale des:

Forces modales
Amplitudes modales
Déplacements nodaux
Effortsinternes

Tableau 4.2. : Résumé de I'analyse dynamique stochastique en base modale et dans le

domaine fréquentiel
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ainsi que des effortsinternes. En effet, la connaissance de ces moments (dont celui d’ ordre
0 est la variance) permet de calculer les facteurs de pointe et les valeurs extrémes des
grandeurs choisies.

L esmoments spectraux sont obtenus par intégration des densités spectrales (Equ. (3.21)).
De maniére tout afait générale, la matrice de covariance d’ ordre i est obtenue par intégra-
tion de lamatrice de densité spectrae :

oo
[m(i)} - / W]’ [S (w)] dew (4.68)
Sur base de cette formule et du tableau 4.2 reprenant laliste des opérations aréaliser lors
d’ une analyse dynamique stochastique, on comprend aisément que les moments spectraux
des déplacements nodaux et des efforts internes peuvent étre obtenus al’ aide des moments
spectraux des amplitudes modales et non pas par intégration (numérique) de la densité
spectrale, ce qui serait beaucoup trop colteux en temps de calcul. On constate en effet dans
le tableau que, dés que la matrice de densité spectrale des amplitudes modales est établie, il
n'y aplus de multiplication a gauche ou droite par une matrice dépendant de la fréquence.
Ains par exemple pour les moments spectraux des déplacements nodaux :

. oo too

] = [ lise@ldo= [l )18, @) 0 do (469
oo .

= @) el Sy )o@l = (@] [mf)] (@7 (470

Afin d éviter le stockage en mémoire des densités spectrales de puissance qui renfer-

ment de toute fagon trop d’information, la stratégie la plus économique consiste donc a se

débarrasser des densités spectrales dés que possible, ¢’ est-a-dire aprés le calcul des mo-
ments spectraux des amplitudes modales.

4.3.4 L approximation en bruit blanc

Nous venons de montrer gue les grandeurs des deux derniéres lignes du tableau 4.2 pou-
vaient étre représentées par leurs moments de différents ordres plutét que par leurs densités
spectraes. |l serait intéressant de pouvoir également obtenir les moments des amplitudes
modal es autrement que par intégration numérique des densités spectral es associées :

' e T i e (L
] = [l S, @l de = [l 1 @Sy @I @] Ao (47

Ceci permettrait d’ éviter également le calcul ainsi que le stockage des densités spectrales
des amplitudes modales. Dans ce cas, |es dével oppements ne peuvent plus étre rigoureux ;
la méthode porte le nom d approximation en bruit blanc. Nous alons |’ exposer dans le cas
du cacul du moment d’ ordre O, ¢’ est-a-dire la variance.

Admettons que les réponses modal es soient découplées dans |a base des modes propres.
Dans ce cas, la matrice de transfert du systéme est diagonale; ses éléments diagonaux
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S écrivent sous laforme:

St @) = ([ @] [Sp @I @) = |Hpm @S, (@) (472)

m,m

L es variances des amplitudes modal es se calculent donc par:

00 00 9
o= / S (1) deo = / B @Sy (@)dw (473

m,m
J =00 J —

Si lasollicitation généralisée correspondant ace modem était un bruit blanc (S, (w) =

m,m

cst), le calcul de lavariance serait immédiat puisgu’il ne nécessiterait aucune intégration
numérique :

0-2 — Sp*

qma m m,m

00 S*
/ | Hy i ()| oo = (4.74)

T Kpa 2

DSP sollicitation

DSP réponse

|

1

|

i

[

i
0 1 2 3 4
[O)

Fonction de transfert (norme)

o Solution exacte
o Approximation en bruit blanc

FIGURE 4.10. |LLUSTRATION DE L' APPROXIMATION EN BRUIT BLANC

Cette relation peut étre appliquée au cas de forces généralisées différentes de bruits
blancs. Dans ce cas, si I’amortissement du mode étudié n’ est pas trop important, la fonc-
tion de transfert associée est une fonction trés pointue dans le voisinage de la fréquence
propre; dans ce cas, le contenu énergétique de la réponse est essentiellement conditionné
par ce qu'il se passe dans |e voisinage du pic de résonance. L’ approximation en bruit blanc
consiste donc aremplacer |adensité spectrale del’ effort modal Sy, (w) par un bruit blanc
dont I’intensité est celle au niveau de la fréquence de résonance (Fig. 4.10).
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Lavariance des amplitudes modal es peut donc anouveau étre cal cul ée sans avoir recours
aune intégration numérique :

Sp:n, m me

.
) (@) / [ ()] s = T2 (4.75)

o ~ S .
qm,m pm)m

Lorsgue cette approximation est licite, elle est évidemment bien plus efficace qu' une
intégration numérique qui nécessite souvent un grand nombre de points d intégration 22
puiqu’en cas de faible amortissement |’ acuité est trés importante dans le voisinage des
fréquences propres. Une intégration numérique précise nécessite donc une haute densité de
points d’ intégration dans ces zones.

Les graphiques de la figure 4.11 mettent en évidence deux conditions nécessaires a
I’ application judicieuse de I’ approximation en bruit blanc :

e d'une part, il faut que la densité spectrale de I’ effort généralisé ne soit pas trop faible
dans le voisinage de la fréquence propre du mode considéré (premiére ligne);

e dautre part, il faut que le systéme ne soit pas trop amorti de sorte que le pic soit suff-
isamment marqué (seconde ligne).

Il convient également de noter que I’ approximation en bruit blanc présentéeici n’ est val-
able que sous I hypothéese de découplage modal. Lorsgue la matrice de transfert n'est pas
diagonale (a cause d’ un couplage dans I’ amortissement), les densités spectrales des ampli-
tudes modales doivent étre complétées par des contributions provenant d’ efforts modatix
d’ autres modes. Une version aménagée de |’ approximation en bruit blanc peut alors égale-
ment étre utilisée.

435 Résumeé

Une bonne maitrise de ce chapitre est nécessaire a la compréhension de I'analyse d’ une
structure soumise au vent turbulent. |l a exposé les méhodes d’'anayse dans les do-
maines temporel puis fréguentiel en mettant en évidencel’ avantage du second lors d’ études
phénomeénes stationnaires (et linéaires). || permet en effet de calculer directement I’ état sta-
bilisé de la structure et ce, al’aide d’ une résolution simplissime puisgue résultant, dans ce
domaine, d'une simple multiplication, alors que dans le domaine temporel, la résolution
requiert le calcul d’une intégrale de convolution.

Le domaine fréquentiel est d’ autant plus préféré que les sollicitations en cas d' analyse
stochastique (le plus souvent des densités spectral es de puissance) sont déja expriméesdans
ce domaine.

Ce chapitre a également détaillé la fagon d’ obtenir les densités spectrales de puissance
des déplacements, des vitesses, des accélérations, des efforts internes, des contraintes, ou
d’ autres grandeurs exprimabl es par des combinai sons linéaires des amplitudes modales. La
théorie des processus aléatoire exposée au chapitre 3 indique alors la marche a suivre pour

22 ou une intégration numérique & pas variable (qui est auss moins évidente & mettre en oeuvre, cf annexe B)
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DSP sollicitation Fonction de transfert (norme) DSP réponse
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® ©  Solution exacte

o Approximation en bruit blanc

FIGURE 4.11. LIMITESD’ APPLICATION DE L’ APPROXIMATION EN BRUIT BLANC : DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE
TROP FAIBLE AU NIVEAU DE LA FREQUENCE PROPRE OU AMORTISSEMENT TROP IMPORTANT (£ = 20%)
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la détermination des moments spectraux pour chacune des grandeurs requises. Un ultime
paragraphe vient de présenter une stratégie de calcul permettant d’ estimer plus simplement
ces moments. Les théories des valeurs maximales (§ 3.4) et des valeurs extrémes (8§ 3.5)
permettent alors de déterminer des grandeurs plus utiles au dimensionnement : les vaeurs
extrémes qui peuvent étre attendues sur une période d’ observation fixée.
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Chapitre 5

Notions d’ aérodynamique - carac-
térisation du vent turbulent

L’ analyse des structures soumises au vent turbulent est un domaine qui se trouve au conflu-
ent de plusieurs théories tout a fait distinctes telles les théories des probabilités, I analyse
des structures et |a mécanique des fluides.

L’ aérodynamique et I’ aéroé asticité sont deux théories assez vastes et complexes qui ne
peuvent étre évitéeslorsgue le dimensionnement d’ un ouvrage d’ art doit étre entrepris. Une
bonne compréhension du dimensionnement au vent d’un pont doit nécessairement passer
par une bonne maitrise de ces deux théories. Originairement établies dans le contexte de
I’étude des ailes d’ avions, elles permettent par exemple d’ optimiser les sections de tablier
des ponts souples a grandes portées, de déterminer pour une section choisie les zones de
décollement, les fréquences des détachements tourbillonnaires, etc.

Dans le cadre de ce travail, I’ utilisation que nous ferons de ces deux théories sera as-
sez limitée. Nous nous contenterons de présenter les relations principales qui seront util-
isées aux chapitres suivants (efforts appligués sur un obstacle situé dans un écoulement
uniforme)

Afin de pouvoir appliquer cesrelations al’ étude d' une structure, il est également néces-
saired avoir lesnotions de climatologierelatives al’ estimation des caractéristiques du vent.
Il s'agit & nouveau d’ une théorie assez vaste et complexe dont quel ques fondements seule-
ment nous intéressent. D’ailleurs, du point de vue pratique de I'ingénieur, cette théorie
se trouve cachée derriére des formules trés simples reprises dans bon nombre de codes na-
tionaux et internationaux. Nous ne commenterons briévement que les grandeurs nécessaires
alacaractérisation d' un vent.

5.1 L’écoulement desfluidesautour des corps

La présence d'un corps dans un écoulement laminaire a vitesse uniforme modifie locale-
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ment le comportement du fluide. |l en résulte des modifications locales de pressions dont

les résultantes intéressent I’ ingénieur. Ces efforts dépendent essentiellement de laforme de

I’ obstacle ainsi que d’un nombre adimensionnel, le nombre de Reynolds :
UB

v

Re (5.1)

ou U, B et v représentent respectivement la vitesse amont du fluide, une dimension
caractéristique de I’ objet étudié (dans |e sens de | écoulement) et la viscosité cinématique
du fluide.

— . ———

5000 s #. 5 200000 A 2 200000

FIGURE 5.1. ECOULEMENT AUTOUR D’ UN CYLINDRE POUR DIFFERENTS NOMBRES DE REYNOLDS (WIND EFFECTS ON
STRUCTURES, SIMIU, SCANLAN)

Par exemple, lorsgue I’ obstacle étudié est un cylindre dont I’ axe est perpendiculaire a
ladirection del’ écoulement, lafigure 5.1 montre I’ évolution des schémas d’ écoulement en
fonction du nombre de Reynolds. A chacun de ces écoulements correspondent des répar-
titions de pressions différentes sur la paroi du cylindre. Ces pressions sont généralement
exprimées a |’ aide de coefficients de pression adimensionnels :

p

C,=—t—

(5.2)
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Pour quelques nombres de Reynolds, la figure 5.2 indique I’ évolution de ce coefficient
de pression en fonction del’ écart angulaire par rapport au point de stagnation. Cette dépen-
dance des pressions par rapport au nombre de Reynolds se traduit également en terme de
résultantes. Pour un écoulement plan, trois efforts sont généralement définis :

e |'effort detrainée Fp qui est la projection de la résultante des pressions dans le sens de
I’ écoulement du fluide non perturbé;

e |'effort de portance F;, qui est la projection de résultante dans le sens transversal a
I” écoulement non perturbé;

e lemoment M qui est larésultante des couples élémentaires engendrés par les pressions
sur letablier.

Ces efforts sont également représentés al’ aide de coefficients adimensionnels, le coef-
ficient de trainée Cp, le coefficient de portance C, et le coefficient de moment C); :

Fp

Cp = ——— (5.3
$pU?B
Fr,
Cp, = ——— (5.9
1pU?B
M
Cvy = ——— (5.5
%pUQBQ

Re=67x10°

\‘ He:B4X106

B ezl I X103
\ BV e v B Y W
!
[
!

FIGURE 5.2. EVOLUTION DES PRESSIONS LE LONG DE LA PAROI DU CYLINDRE (WIND EFFECTS ON STRUCTURES,
SIMIU, SCANLAN)

Lafigure 5.3 indique, en fonction du nombre de Reynolds, I’ évolution du coefficient de
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FIGURE 5.3. COEFFICIENT DE TRATNEE D' UNE SECTION CIRCULAIRE EN FONCTION DU NOMBRE DE REYNOLDS (WIND
EFFECTS ON STRUCTURES, SIMIU, SCANLAN)
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trainée pour une section circulaire.

Les nombres de Reynolds qui caractérisent les écoulement lors d' études de structures
souples sont assez devés (Re ~ 107). Lorsgue le nombre de Reynolds est si important,
I’ écoulement du fluide autour du corps est caractérisé par des effets non linéaires impor-
tants, favorisant |’ apparition de la turbulence. Selon les conditions d’ écoulement, on peut
alors assister, dans des zones oul la géomeétrie de I’ obstacle est variable, a des décollement
de couche limite. Lorsque I’ obstacle éudié présente des arétes vives, ces décollements se
produisent préférentiellement en ces discontinuités. L’ instabilité des nappes décollées peut
mener, sous |’ effet de petites perturbations dans I’ écoulement, a des détachements de tour-
billons. Par exemple, pour une section cylindrique, ces détachements tourbillonnaires se
produisent de maniere aternée, ce qui conduit a la formation d une allée tourbillonnaire
dansle sillage de I’ obstacle.

Ces détachements de tourbill ons affectent donc un caractére oscillatoire aux coefficients
aérodynamiques Cp, C1, et Cy, bien quel’ écoulement du fluide en amont soit stationnaire.
Les caractéristiques fréguentielles de ces détachements tourbillonnaires sont quantifiées a
I’ aide du nombre de Strouha :

7nD

St i

(5.6)

ou D représente une longueur caractéristique de I’ obstacle dans le sens perpendicul aire
al’ écoulement (épaisseur) et n représente la fréquence du mouvement éudié.

L es coefficients aérodynamiques, telsqu’ ilsviennent d’ étre commentés, sont déterminés
al’aide d essais en soufflerie sur les obstacl es fixes.

L orsqueles obstacl es étudi és sont susceptibles de se déplacer sous|’ effet del’ écoulement
du fluide, leurs mouvements perturbent I’ écoulement du fluide. Les caractéristiques de sig-
nature (quel’ on obtiendrait si lastructure était immobile) sont alors modifiées par des effets
instationnaires; il y aune réelle interaction entre le fluide et la structure éudiée.

Pour des fréquences étudiées suffisamment faibles, | hypothese d'écoulement quasi-
permanent est souvent formulée. Elle suppose que le temps de passage d’ une particule
du fluidelelong de I’ obstacle (¢’ est-a-dire, lalargeur du tablier) est suffisamment court par
rapport aux périodes de vibration de la structure pour que I’ écoulement s adapte instanta-
nément a chaque nouvelle position de I’ obstacle. Cette hypothése justifie donc I’ utilisation
desrdations (5.3) a(5.5) pour estimer les efforts appliqués ala structure : ce sont lesforces
aérodynamiques®.

Les grandeurs utilisées lors du dimensionnement de I’ ouvrage d' art sont les coefficients
aérodynamiques moyens. |l en résulte donc que le coefficient de portance utile est alors
nul pour un corps symétrique placé symétriqguement dans |’ écoulement. On peut trouver
dans lalittérature des valeurs de coefficients aérodynamigues pour de hombreuses sections

23 Lorsquel’ hypothése d’ écoulement quasi-permanent i’ est pas formul ée, les forces résultant de |’ écoulement

du fluide sont définies a I’ aide des coefficients de Scanlan (qui dépendent de la fréquence étudiée). Ces
coefficients permettent de rendre compte du contenu fréquentiel de I’interaction entre le fluide et la structure.
L’ utilisation de ces coefficients méne aux expressions des efforts aéroélastiques.
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habituellement utilisées en génie civil : le tube rond, le tube carré, les poutres en I, les
cornieres, ... Lorsgue la section étudiée est une nouvelle section de tablier, des essais en
soufflerie sont généralement réalisés afin de déterminer ces coefficients aérodynamiques
moyens. Dans |e domaine des nombres de Reynolds rencontrés en pratique, on considére
généralement que ces coefficients ne dépendent pas de la vitesse du fluide : s la vitesse
du fluide est doublée, les efforts aérodynamiques sont donc multipliés par 4 de maniére a
conserver les mémes coefficients aérodynamiques.

5.2 Caractérisation du vent

L es concepts généraux de dynamique des fluides qui viennent d’ étre rappel és s avérent étre
utiles pour |I' analyse dynamique des structures soumises au vent turbulent. En effet, le vent
est un phénomeéne naturel qui consiste en |’ écoulement d’ un fluide, I’air (v = 0.15em?/s),
aune certaine vitesse, appel ée par raccourci de langage, la vitesse du vent.

Etant donné que les structures étudiées se trouvent dans la couche limite terrestre,
I’écoulement de I'air est essentiellement turbulent. La vitesse du vent est donc variable
au cours du temps; il est assez commode de I’ exprimer dans un repere lié a la direction
moyenne du vent, par la somme d’une composante moyenne et de fluctuations dans les
directions longitudinale, transversale et verticale :

U + u(?)
U(t) = v(t) (5.7)
w(t)

5.2.1 Composante moyenne

Le contenu fréquentiel du vent est congtitué de deux bandes de fréquences [10~7; 104 H
et [1073; 10~ 1] H=z. Vu son niveau de fréquences assez bas, le premier intervalle présente
peu d'intérét dans |’ analyse dynamique des structures; il représente les variations du vent
a |’ échelle macroscopique. La coupure entre ces deux bandes de fréguences est assez in-
téressante car elle permet dejustifier I’ utilisation d’ une période de 10 minutes pour estimer
Ses caractéristiques moyennes.

Notre expérience intuitive du vent laisse supposer que la vitesse moyenne du vent U
dépend principalement delacause qui lui adonné naissance: les conditions climatol ogiques.
Dans le cadre du dimensionnement d’'un ouvrage d’art, il importe de pouvoir estimer des
valeurs extrémales (au sens des valeurs extrémes du chapitre 3) de la vitesse moyenne du
vent. Ces grandeurs résultent de mesures de vitesses en plusieurs sites. Lesgrandeurs utiles
au dimensionnement sont résumées dans des codes spécifiques a chaque région. Ces codes
fournissent généralement la vitesse du vent moyen (sur une période de 10 minutes) qui
correspond a une probabilité de dépassement de 0.02 sur une période d’ observation d’un
an.
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Dans la couche limite terrestre, la profil de la vitesse moyenne du vent?* n’ est pas con-
stant. Les vitesses de référence données dans les codes correspondent généralement a une
atitude de 10 metres au-dessus du niveau du sol.

Plusieurs loi permettent de prendre en compte la variation de la vitesse moyenne en
fonction de I’ atitude. Les plus courantes sont le profil logarithmique :

T(z) = %\/? mz—zo (5.8)

U(z):< - )a (5.9)

Zref

et le profil en puissance :

Les paramétres intervenant dans ce relations sont particuliers a chaque norme; ce sont
eux gqui permettent de rendre compte des caractéristiques de latopographie locale (rugosité
deterrain, inclinaison du terrain, présence de collines, influence de hauts béatiments, ...)

5.2.2 Caractérisation de laturbulence

Les contributions fluctuantes alavitesse du vent (u(t), v(t) et w(t)) peuvent étre représen-
tées a |’ aide de processus aéatoires a moyenne nulle. Sur des périodes de I’ ordre de 10
minutes comme celles étudiées en pratique, ces contributions a la turbulence peuvent étre
considérées comme stationnaires. Leur caractérisation compléte est donc réalisée al’aide
des notions introduites au chapitre 3.

5221 Caractérisation de premier ordre La caractéristique principale d'un proces-
sus aléatoire a moyenne nulle est sa variance. Les trois composantes de |a turbulence sont
donc d' abord caractérisées par leur écart-type :

oy 0y ~0.750, o0y = 0.50, (5.10)

Contrairement a la vitesse moyenne du vent, on peut généralement supposer qu’elles
sont indépendantes de I atitude. Le rapport entre ces grandeurs et la vitesse moyenne
définit des intensités de turbulence pour chacune des directions:

g g g
Iu:?“ Ivzﬁv Iw:%’ (5.11)

Bien que variables avec I’ altitude, ces grandeurs adimensionnelles permettent de mieux
représenter I'importance de la turbulence. Nous verrons dans la suite, mais cela semble
des a présent assez logique, que les non linéarités du chargement éolien sont d’ autant
plus importantes que les intensités de turbulence sont grandes. Ce paramétre sera donc
un des parameétres primordiaux pour I'analyse dynamigue non linéaire dans le domaine
temporel.

24 Evolution de la vitesse moyenne du vent avec I’ altitude
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5.22.2 Caractérisation de second ordre Pour une destrois composantes de la turbu-
lence, lafonction d’intercorrélation permet de quantifier les relations entre les vitesses du
vent en deux points différents (P, et ) et en des instants différents :

T
Ru(Py, Pa, AL) = lim % / w(Py, t)u( Py, t + Ab)dt (5.12)
JO

T—o00

Lorsque les points P, et P, sont confondus, cette fonction dégénére en la fonction
d’ autocorrél ation habituelle présentée au chapitre 3 :

T
Ru(P,AH) = Jim. % /0 w(P,tyu(P,t + At)dt (5.13)

Lafonction d’ autocorrélation permet de définir une échelle de temps::

1 [
Tu:_2
Ou .Jo

R, (P, At)dAt (5.14)

qui représente un ordre de grandeur du temps de mémoire des vitesses de vent pour une
direction deturbulence donnée. On suppose généralement qu’ elle est indépendante du point
del’espace P choisi. Uneforme habituelle adoptée pour les fonctions d’ autocorré ation est
données par des exponentielles décroissantes :

Ry(At) = o2 (5.15)

La fonction d'intercorrélation pour un déphasage nul représente la cohérence du vent
entre deux points distincts de I’ espace. Elle permet de définir des échelles de turbulence

1 00
LR:—/ R, (P1, P,0)d 5.16
G Pou(By) Jy TP PO 519

ou r représenter la distance entre les points P, et P, choisis sur un axe R fixé. En se
limitant aux trois axes principaux et aux trois directions de turbulence, neuf échelles de tur-
bulence peuvent donc étre définies. Elles représentent un ordre de grandeur des tailles des
tourbillons moyens dans les trois directions choisies et pour chacune des composantes de
turbulence. De méme, on suppose généralement qu'’ elle est indépendante des points P; et
P, choisis et que la fonction d'intercorrélation peut s exprimer sous une forme exponen-
tielle:

[P — Py

Ru(Pl, PQ,O) = O'u(Pl)O'u(PQ)ei L (517)

Nous avons vu au chapitre 3 que la fonction d' autocorrélation suffisait a caractériser
parfaitement le processus aéatoire au second ordre. Etant donné que I'analyse au vent
turbulent se prati que habituellement dansle domaine fréquentie, il est habituel de quantifier
également les turbulences du vent al’ aide de densités spectrales. En toutes rigueur, celles-
ci devraient étre obtenues a partir de la fonction d’autocorrélation (Wiener-Khintchine)
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mais d autres formes de densités spectrales sont en général utilisées. |l y a donc la une
incohérence sur laguelle nous reviendrons également plus tard.

Quelquesformes habituelles de densités spectral es de pui ssances sont données au tableau
5.1%,

Li 2
von Karman : Su(z,n) = & = NI
<1+70.7(%u) )
. 2 (1290) %02
Harris: Su(z,n) = W
=
%%&)Ono’i
D S =
U
o _ 1558 4,2
Simiu/ Scanlan : Sy(z,m) = (o5("5))
3.36 %8 u?
T

Tableau 5.1. : Exemples de densités spectrales de vent

Dansle domainefréguentid, |a densité spectrale de puissance ne suffit pas a caractériser
complétement le processus aléatoire. || faut également ajouter la notion de cohérence entre
les turbulences en des points distincts de I’ espace. Rigoureusement, cette cohérence peut
étre obtenue a partir de la fonction d’intercorrdlation définie ci-avant (par transformée de
Fourier), mais d autres relations sont généralement utilisées. La plus courante consiste a
choisir une fonction de cohérence a décroissance exponentiele :

P (ry,r2ym) = e” BV(Cir)*H(Crra)? (5.18)

ol apparaissent les coefficients de cohérence® C et C.

Afin de donner un ordre de grandeur de chacun de cas paramétres, letableau 5.2 présente
les valeurs utilisées lors d’ une éude pratique (viaduc de Millau).

5.3 Expression desforces aérodynamiques

Les deux paragraphes qui viennent d’ étre développés ont présenté la maniére de calculer
les efforts aérodynamiques sur le tablier (dans un écoulement uniforme) ainsi que les carac-

25 Les densités spectrales utilisées en pratique pour I’ analyse au vent turbulent différent par un facteur

multiplicateur de celles définies au chapitre 3. Le lien entre ces deux grandeurs peut étre établi en exprimant
que la caractéristique principale des "nouvelles' densités spectrales est que leur intégrale sur les fréguences (et
non plus les pulsations) depuis 0 jusque +oo (et non plus de —oo & +o0) est égale ala variance du processus.

26 Ladénomination est un peu malheureuse car ces coefficients sont d autant plus petits que la cohérence est
importante...
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Vitessemoyenne: 32.4m/s (au niveau du tablier)
Ecartstypes: o, =5.85m/s =1, =18%
oy, =5.85m/s =1, =18%
ow =4.5m/s =1, =14%
Echellesdeturbulence: LZ? = 250m LY =130m L =90m

LT = 70m LY =100m Lz =100m

LZ = 30m LY =80m  L: =40m
Coefficients de cohérence:  Cj' =9 c* =12

Cy =9 CY =12

Cy =7 CY =09

Spectre: propre au site

Tableau 5.2. : Exemples de paramétres de caractérisation d’ un vent turbulent (Millau)
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téristiques de la turbulence du vent. Ces deux parties peuvent alors étre remises ensemble
de facon a exprimer les forces appliquées sur le tablier du pont lorsque I’ écoulement est un
écoulement turbulent dont les caractéristiques sont celles du vent.

Dans ce document, nous supposerons que la direction moyenne du vent est horizontale.
Lavitesse du vent en un point de I’ espace s exprime donc par :

V(g 1) ={ U;(Z’(Zt’)’t) } (5.19)

ou y représente une abscisse le long du tablier et ¢ représente le temps. Pour faciliter
ensuite I'implémentation numérique, la vitesse moyenne du vent U est supposée étre con-
stante le long du pont. Les conventions de signes sont celles de lafigure 5.4.

Le mouvement du tablier peut étre décrit par ses mouvements de flexion [h(y, t)], de
tangage [a(y, t)] et de balancement [p(y, t)].

U u(y,t)

aly,t)

FIGURE 5.4. DEPLACEMENTS STRUCTURELS : CONVENTIONS DE SIGNES
Lescalculsseront réalisés sous|’ hypothése de quasi-stationnarité supposant qu’ en chague

instant I’ écoulement du fluide autour du tablier est permanent. Les efforts permanents sont
estimés a |’ aide des coefficients aérodynamiques déterminés en soufflerie :

FLU) = %ch(i)BUQ
Fp(U,i) — %pCD(i)BUQ (5.20)
FyUi) = %pCM(i)BQUQ

Cesrelations permettent donc d’ estimer I’ évol ution au cours du temps des effortsinduits

par le vent sur le pont. |l suffit en effet d’ exprimer avec les notations du probléme, lanorme
de lavitesse du vent ainsi que son incidence :

1 .

Fi(y,t) = 5pCe (iapp(y, 1)) B [Vapp(y, 1) |
1 .

FD(y7t) = EPOD(Zapp(yyt))B’Vapp(%t)’Q (5-21)
1 .

Fa(t) = 2pOss (iagp(y,1)) B Vagn 9. 1)F
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FIGURE 5.5. EFFORTS AERODYNAMIQUES : CONVENTIONS DE SIGNES



Ol 74y € Vi, représentent respectivement les évolutions au cours du temps, au point
d abscisse y, de |’ angle d'incidence apparent et de la vitesse apparente du vent. Voici donc
établieslesredations principaes qui permettent d’ exprimer en terme des pressions les effets
du fluide sur la structure.
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PARTIE I

Analyse dansle domaine
frequentiel

Le vent est un phénomene aléatoire qui peut étre considéré comme stationnaire sur des
périodes de I’ordre de 10 minutes. |l parait alors naturel de le caractériser a I'aide de
densités spectrales de puissance. Les premiersanalystesqui se sont intéressés ace probleme
I’avaient d’ailleurs compris. Ils ont mis en oeuvre les moyens nécessaires afin de réaliser
I’ analyse des structures dans |e domaine fréguentiel.

Danscedomaine, il est absolument nécessaire que | es égquations gouvernant le phénomeéne
soient linéaires. Pour lastructure, ceci ne pose en régle générale pastrop de problémes dans
lamesure ou elle est étudiée aux états de service. Lathéorie de I’ aérodynamique vient par
contre de mettre en évidence des relations non linéaires pour I’ estimation des efforts aéro-
dynamiques. Afin de pouvoir résoudre le probléme dans le domaine frégquentiel, il convient
donc de rendre linéaires les expressions de ces efforts appliqués a la structure. Ceci sera
présenté dans un premier chapitre (6)

Une fois que les efforts appliqués a la structure sont déterminés, |’ analyse habituelle
peut alors prendre place. |l peut s avérer intéressant de développer analytiquement les for-
mules principales. Ceci permet une meilleure compréhension de I'importance de chacun
des paramétres caractéristiques du chargement fluide ainsi que de la structure étudiée. Bien
sir, I'inconvénient majeur de ce type de solution est qu’il est rapidement limité par la com-
plexité du probléme traité. Le chapitre 7 présente la méthode d’ analyse générale ainsi que
quelques simplifications habituellement formulées, puis les applique au cas d’ une structure
trés simple.

Lorsgue les structures a étudier deviennent trop importantes, de par leur taille ou leur
géométrie, I'ingénieur recourt a une méthode numérique telle la méthode des éléments
finis. Le passage d'une formulation analytique a cette formulation numérique n'est pas
s évidente lorsgue le chargement est défini a I’aide d’un processus aléatoire défini par
une cohérence spatiale a décroissance exponentielle. Le chapitre 8 présente en effet un
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probléme lié aladiscrétisation de la structure ainsi que sa solution.
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Chapitre 6

Linéarisation des forces agrody-
namiques

Nous venons de voir que sous |” hypothese d' un régime quasi-permanent, les forces aérody-
namiques (lift,drag,moment) S exercant sur la structure peuvent s exprimer par :

Fily,t) = 5001 (6(31)) B Vapply,0)
Fo(t) = 50Cp (i5,1) B V(3,0 6
Fa(y,0) = 30Ca (i, 0) B Vannly, O

La démarche habituellement choisie pour linéariser ces expressions commence par la
linéarisation de chacun des facteurs du produit.

6.1 Premier niveau de smplification

6.1.1 Normedelavitesse

Lavitesse qui doit étre prise en compte est |a vitesse relative du vent incident par rapport a
lastructure :

B U+ u(y,t) p(y7t)
(Vapp(y,8)} = { w(y,t) } B { h(y,t) +rBa(y, t) } ©2

ou r est un coefficient dépendant de laforme de la section.
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Lanorme au carré de la vitesse apparente s exprime donc par :
Vipp(y, 1)|* = U? 4 20w — 2Up +
.92 . .
w? +p° = 2up + w? + b+ (rBa)? - 2wh — 2wrBa + 2hrBa (6.3)

L’ équation (6.3) peut étre rendue linéaire en négligeant les termes de la seconde ligne,
ce qui pourrait étre licite, a condition que les composantes de la turbulence du vent ainsi
que les vitesses structurelles soient faibles devant la vitesse moyenne du vent. Ceci con-
stitue une premiére hypothése communément admise puisgu’ essentielle pour une approche
fréquentielle qui ne permet pas de prendre en compte des termes quadrati ques de processus
aléataires (tous ceux de la seconde ligne).

L’ importance de cette hypothése concerne principalement les zones a forte turbulence
comme les zones urbaines ou les zones latérales des vallées pour lesquelles des intensités
de turbulence de 10 a20% peuvent étre atteintes. En considérant un facteur de pointe de 3
pour la turbulence du vent, il n’est donc pas impossible d obtenir des vitesses fluctuantes
de I’ ordre de la moitié de la vitesse moyenne du vent.

6.1.2 Incidence du vent

Selon les notations de lafigure 5.4, I’inclinaison de la vitesse du vent résultante par rapport
al’horizontale s exprime par :

. o w(y7t) B h(yat) B ’I“Bd(y,t)
tan (ivene ¥ 1) = =50 8~ p(w.)

L’incidence du vent par rapport au tablier dans sa position déformée est donc donnée
par :

(6.4)

U)(y,t) — h(ya t) — TBd(ya t)

Tapp(Y,t) = arctan .
orpl%:9) U+uly,t) —py,1)

— a(y,t) (6.5)

Il s'agit anouveau d’unerelation non linéaire qu’il convient d’ adapter quel que peu pour
larésolution dans le domaine fréquentid :

iapp(y;t) ~ U)(y,t) — h(ya[;) — TBd(y,t) - a(y,t) (66)

Ceci permet a nouveau d'introduire un processus aléatoire (I'incidence apparente du
vent) qui s exprime al’ aide d’ une combinaison linéaire d’ autres processus al éatoires.

Cette approximation est nécessaire al’ utilisation d’ une méthode fréquentielle; elletrouve
anouveau sa justification dans I’ importance mineure de la turbulence et des vitesses struc-
turelles vis-a-vis de la vitesse moyenne du vent : remplacer la tangente par son argument
donne une erreur relative inférieure a 5% pour des angles de moins de 20°. Il faut donc
trouver lamajeure partie de |’ approximation dans la modification du dénominateur.
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Avec une intensité de turbulence de 15% et un facteur de pointe de 3 pour les com-
posantes de la turbulence, I’angle d'incidence peut atteindre des valeurs extrémales de
I’ordre de:

0,15.U
30,15 O’_5 U} ~ 24° (6.7)

Tmax = arctan {
Dans le domaine temporel, les non linéarités peuvent étre prises en compte sanstrop de
difficulté si bien que larelation non approchée peut étre utilisée.

6.1.3 Coefficients aérodynamiques

Connaissant I’ expression de la norme de la vitesse apparente du vent ains que de son
incidence apparente, il ne reste donc plus qu'ales introduire dans les rel ations donnant les
forces aérodynamiques :

1 w —h — rBa 9 :

FL = 5oCL (Ta>B[U +2Uu — 2U})]
1 — h—rB¢ .

R = Lo (%QBWHUHW 69
1 — h—rB¢ .

Py = 5pCu (%a) B2 [U? + 2Uu — 2U)]

La figure 6.1 montre quelques exemples de coefficients aérodynamiques (Cp, Cp, et
Chr)- Bien que leur dlure générale soit non linéaire, il est & nouveau nécessaire, pour
I’ approche fréquentielle, de linéariser ces coefficients. De maniére assez logique, ceci est
réalisé autour del’angle d’incidence du vent moyen qui est supposé nul dans ces calculs.

L es coefficients aérodynamiques linéarisés sont représentés par les lignes en traits dis-
continus. Nous venons de voir qu’il n’est pas rare que I’ angle d' incidence du vent atteigne
les 10° a15°. On peut constater par exemple pour le pont Vasco de Gama que laloi ex-
acte, résultant d’ essais en soufflerie, s éloigne alors assez bien delaloi linéaire approchée.
L’ approche dynamique non linéaire devrait donc dans ce cas mettre en évidence des dif-
férences assez importantes.

1 [ w— h — rBa .

FL o= 5p cl+cg<#a> B [U? + 2Uu — 2Up)
1] — h—rBé .

Fp = §p CdJrCZl(wa) B[U2+2UU*2U})] (69)
1] — h—rBé

Fy = 50 |em+c (w—Uraa> B2 [U? + 2Uu — 2U7]
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ol¢ =Cr(0),ca =Cp(0), e, = Cn(0), ¢ = dg}Ji:O, d, = dg—iDJi:O ec, =

6.2 Simplifications supplémentaires

Dans |’ expression des forces aérodynamiques, bien que chacun des facteurs soit linéaire en
les processus aléatoires, il reste néanmoins des termes quadratiques croises entre les dif-
férents facteurs. Des simplifications supplémentaires sont donc nécessaires afin d’ obtenir
une expression linéaire de ces forces. Elles permettent également une smplification des
équations obtenues, ce qui ne peut qu’aler de paire avec une meilleure compréhension du
phénomeéne.

6.2.1 Hypothese de petites rotations

L’incidence apparente du vent moyen ne provient presqu’ exclusivement que de la turbu-
lence du vent et non pas de |’ angle de torsion du tablier. 1l parait donc licite de supprimer
le terme en « apparaissant dans I’ expression des efforts :

1 w—h—rBa& U P
F;, = =pBU? f——— | |1+ 2= — 2=
L= gt lataTg [* U U}
1 w—h—rBa& U D
Fp = =pBU? f———— | |1+ 2= —2= 6.10
b = goBU et IR 2 -2 (6.10)
1 w— h — rBa& U D
Fy = =pB2U? -~ T |142= —2%
M 2p U~ lem + ¢, i [+ U U}

6.2.2 Découplage selon le type de mouvement

Afin d' éviter des termes croisés entre mouvements de flexion, de tangage et de balance-
ment, certains termes sont encore éliminés des expressions. Ainsi, pour les efforts de por-
tance n’interviennent plus que les déplacements verticaux, pour les efforts de trainée, que
les déplacements horizontaux et pour les moments de torsion, que les angles de torsion du
tablier :

1 w—h U
F;, = ZpBU? — | |1+ 2—= A1
L RPBU jata— {+ U} (6.11)
1 w u D
Fp = =pBU? f— | 14+2— —2— 12
D 5PBU [chrch} { Ty U] (6.12)
Fy = 1pB20% ey 4o WD [1+23} (6.13)
Moo= 9P m T U '
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Cette simplification peut trouver sa justification dans le fait que par exemple les mou-
vements de flexion et de tangage vont en principe se produire indépendamment I'un de
I"autre, a des fréguences différentes, qui sont les fréguences de flexion dans les plans ver-
ticaux et horizontaux. Ceci n'est plus vrai lorsgue ces fréguences propres sont justement
proches I’ une de I’ autre, ou lorsque la structure étudiée présente des modes de vibration
hybrides mélant flexion dans les deux plans simultanément. Dans ces cas, cette hypothése
peut étre remise en question.

6.2.3 Turbulence et vitesse structurelle d’ ordre 2

Finalement, la derniére hypothése a formuler, afin de découpler complétement les termes
de turbulence entre eux mais aussi avec les vitesses structurelles, consiste a considérer a
nouveau gue la vitesse moyenne du vent est d’un ordre supérieur a la turbulence et aux
vitesses structurelles. On obtient ainsi la formulation la plus simple pour exprimer les
efforts aérodynamiques sur la structure :

1 1 w o wy 1 h
Fy = 5pBU%+ 5pBU* [zcl5 n cgﬁ} — 5pBUd -
1 1 U w 1 P
Fp = =pBU? —32[2— '—}——322— 6.14
D 5P U cd+2p U ch+ch 5P U<cy i (6.14)
1 1 U w 1 rBa
Fy = =pBU%,, + ~pB> Q[Qm_ 1_}7_32 2 7
% 5P U-c +2p U” |2c U+ch 5P U“c, i

Toutes les hypothéses formul ées permettent d’ arriver a ces expressions les plus simples
des forces aérodynamiques : elles sont linéaires en les processus al éatoires représentant le

phénoméne, a savoir les turbulences du vent (u et w) et les vitesses structurelles (h , p €t
&). Chacune des trois expressions ci-dessus comporte trois termes :

e unterme constant : il S agit de |’ effet moyen du vent, |a partie statique de la réponse;

e un terme proportionnel alaturbulence : il s agit des effets turbulents introduits par les
fluctuations de vitesse autour leur moyenne,

e unterme proportionnel aune vitesse structurelle : ce sont les effets instationnaires car-
actérisant I'interaction entre le vent et lastructure. |ls proviennent du fait que les efforts
induits par le vent sur la structure dépendent de la vitesse et de I'incidence apparents.
Les sollicitations de vent gjoutent donc une contribution a I’amortissement structurel
existant. On peut également noter que, gréce a I’ hypothése des petites rotations, le
chargement aérodynamique n’ engendre aucune modification de raideur (termesen «).

Les relations (6.14) constituent les expressions les plus simples qu'il soit pour ex-
primer |’ effet du fluide sur la structure. En aboutissant sur cette somme de trois effets,
la série d’ hypothéses formulées permet une meilleure compréhension du phénomeéne de
chargement aérodynamique. Malgré le nombre d’ hypothéses formulées, ces relations ont
I" avantage de mettre en jeu cestrois effets qui intuitivement aussi semblent devoir étre pris
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en compte (un effet moyen du vent, un terme de chargement ne dépendant que de la turbu-
lence et un terme d’ interaction entre le fluide et la structure).

Mis a part la mise en évidence des caractéristiques principales d’ un chargement fluide,
les relations (6.14) ont également |’ avantage d’ étre linéaires en les processus aléatoires.
Cette formulation sera donc utilisée pour I’ analyse des structures dans le domaine fréquen-
tiel. Dans le domaine temporel par contre, aussi bien la formulation générale non linéaire
(6.1) que ces relations abouties peuvent étre utilisées. La partie 11 de ce document ex-
posera, al’aide d’ analyses dynamiques transitoires, les conségquences liées a la succession
d hypothéses qui viennent d’ ére formul ées.
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Chapitre 7

Etude analytique d’une structure
continue

Le chapitre 6 vient d’introduire la formulation analytique linéaire habituellement utilisée
pour I’ estimation des forces aérodynamiques sur un tablier de pont. Les expressions de ces
efforts interviennent au membre de droite de I’ équation du mouvement (Equ. (4.2)) intro-
duite au chapitre 4. La démarche générale de I’ analyse stochastique qui y a été présentée
peut aors étre appliquée au cas particulier d' une sollicitation provenant du vent turbu-
lent. Plutét que d’ appliquer les formules qui y ont éé développées, |e raisonnement sera
repris depuis le début avec les notations propres au probléme traité. Etant donné que les
structures étudiées dans le domaine du génie civil sont assez importantes, la résolution du
probléme aura lieu dans la base des modes propres. Aprés avoir appliqué la méthodolo-
gie générale au cas du vent, et présenté les hypothéses simplificatrices supplémentaires, ce
chapitre présente un exemple simple d application. I sera utilisé comme référence dans le
reste du document.

7.1 Projection en base modale

Sous laforme (4.2), les éguations du mouvement sont écrites dans la base structurelle (ou
base nodale) : les inconnues sont les déplacements en chacun des points de la structure.
Ces éguations sont généralement projetées dans la base des modes propres. D’une part,
ceci permet de réduire le nombre d’ inconnues au nombre de modes choisis et d’ autre part,
et ce pour autant que I’ amortissement soit proportionnel, les équations arésoudre sont alors
découpl ées.

Pour simplifier I’ écriture, nous décomposerons chague mode propre (k) en ses déplace-
ments de balancement, de flexion et de tangage : px(v), hx(y) €t o (y). Danslaformula
tion analytique, ces grandeurs sont desfonctions de y, I’ abscisse lelong du tablier. Pour les
structures simples, chague mode propre ne se compose que d'un seul type de déformation
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(pour un k fixé, seul pg, hy, oU oy, est non nul). Les modes propres sont alors généralement
caractérisés par e nombre de demi-ondes ainsi que le type de mouvement (flexion, tangage
ou balancement). Les structures plus complexes telles les ponts suspendus ou haubanés a
plusieurs nappes peuvent cependant avoir des modes propres combinant plusieurs de ces
types de déformation.

La projection en base modale revient a supposer que les déplacements de chacun des
points de la structure (h(y,t), p(y,t) et a(y,t)) peuvent S exprimer par combinaisons
linéaires de formes prédéfinies fixées (les modes propres) :

hy,t) = > he(y)ar()
p(y,t) = Zpk(y)%(t) (7.0)
a(y,t) = ) ow(y)a(t)

Les éguations en base modale s expriment sous laforme :

(M {a @)} +[C{a )} + K {a (1)} = {p" (t)} (7.2)

L esmatricesintervenant dans cette rel ation sont les matrices structurel les généralisées et

sont censées étre toutes diagonales. {q (¢)}, {¢ ()} et {¢ ()} sont lesamplitudes, vitesses

et accélérations modales. Quant au processus aléatoire vectoriel {p* (¢)}, il représente la

projection en base modale des forces appliquées sur la structure, en |’ occurence ici, les

forces aérodynamiques Fy,(y,t), Fp(y,t) et Fas(y,t) induites par le vent. Pour le k*me
mode :

L
P (t) = ;pBU2 /0 Fr(y,t)he(y) + Fp(y, t)pe(y) + Far(y, t)ow(y)dy (7.3

Leremplacement dans|’ équation (7.3) desrelations dével oppées au paragraphe 6.2 pour
les forces aérodynamiques, permet a nouveau d'identifier trois termes importants au sein
des expressions des forces généralisées :

1 L
PO = 5BV [ ahi(s) + canely) + Benonl)dy

53
+%pBU2 /O (cthu(y) + capr(y) + Bemaw(y)) ngt)

]_ 2 L / / / w(t)
T5pBU* | (cihily) + cpr(y) + Benar(y)) =7

L ] ; rB2&
%pBUQ/O (d?hk(y) + QCd?pk(y) + %BT@)%(?J)) dy

= (o {0)+ {0} (7.4)

dy

dy
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e |a premiére ligne concerne les effets moyens ({ /™Y (¢)}). lls ne dépendent pas ex-
plicitement du temps. Cette contribution a la force généralisée peut donc étre analysée
statiquement. Les déplacements et efforts statiques qui en résultent ({¢™Y (t)} =
[K*)7 1 {f™¥(t)}) sont donc simplement &joutés alaréponse dynamique de lastructure
sous les deux autres effets ;

o lesdeuxiémeet troisiéme lignes concernent I%effetsturbulents({ 1) }). lIsreprésen-
tent les efforts résultant des pressions aérodynamiques appliguées sur I’ ouvrage, sous
I” hypothése d’ un écoulement quasi-permanent ;

e leterme delaquatrieme ligne concerne les effets instationnaires ({ f*<*(t) }). Ce sont
les termes proportionnels aux vitesses structurelles et proviennent du fait que les pres-
sions aérodynamiques dépendent de la vitesse relative entre le fluide et la structure.

Reprenons maintenant séparément |es termes des effets turbulents et instationnaires afin
de les dével opper sous une forme plus utile.

Ces deux derniers effets sont de type dynamique et devront donc étre traités simul-
tanément. |1 est important de remarquer dés a présent gue la dissociation entre les réponses
moyenne (statique) et dynamique est subordonnée aux hypothéses précédemment formul ées.
Lorsque le caractére non linéaire du chargement est pris en compte, il est instinctivement
prévisible de ne plus pouvoir appliquer le principe de superposition. Le chapitre 11 présen-
tant la méthode d'analyse non linéaire dans le domaine temporel en présentera effective-
ment les justifications.

7.1.1 Effetsturbulents

Les effets turbulents intégrent les fluctuations longitudinale et verticae de la vitesse du
vent. Dans le domaine temporel et en base modale, ils peuvent étre écrits sous la forme
compacte :

1 L 1 L
) = §pBU/ Ak(y)U(yi)derngU/ By (y)w(y,t)dy (7.5
JO JO

ol Ak(y) = 2¢ihi(y) + 2capi(y) + 2Bemar(y) (7.6)
et Bi(y) = cihi(y) + cypr(y) + Beyar(y) (7.7)

Toutes les hypothéses de linéarisation formulées au chapitre 6 visent a permettre une
résolution du probléme dans le domaine fréquentiel. La premiére éape consiste donc a
estimer les transformées de Fourier des efforts modaux. La linéarité de |’ opérateur de
Laplace permet d’écrire :

L

“ 1
Fi*(n) = 50BU |

1 L
Ar(y)U(y,n)dy + §pBU/ By (y)W (y,n)dy (7.8)
JO 0

Cette relation se traduit aisément en terme de densités spectral es de puissance :

111



) 2 L L
Speu(n) = <—PBU> Ap(y1)Ai(y2)Su(yi, y2,n)dy1dys
Jo Jo
1 2 L L
+ <§pBU> / / Br(y1) Bi(y2) Sw (Y1, Y2, n)dy1dys
Jo Jo
1 2 L L
+ <§pBU> / / Ay (y1) Bi(y2) Suw (Y1, Y2, n)dy1dys
Jo Jo

1 2 L L
+<§pBU> / / By (y1)A1(y2) Swu(y1, y2,n)dy1dy2 — (7.9)
o Jo

Il est généralement assez difficile d’identifier, lors de mesures sur Site, la densité spec-
trale de puissance croisée entre les composantes longitudinale et verticale de la turbulence.
De plus, cette fonction est en toute généralité complexe ce qui ne motive évidemment pas a
y recourir. Sous couvert de cette difficulté d’identification, cette fonction est généralement
négligée ; del’ équation (7.9), il ne reste donc plus que les deux premiéres lignes.

Nous avons préal ablement supposé gque les vitesses moyennes du vent étaient identiques
entout point delastructure. Cette hypothésedetravail est mai ntenant compl étée en ajoutant
gue les densités spectrales de puissance le sont également. Cette hypothése n’ est absolu-
ment pas réductrice mais plutdt simplificatrice au niveau des notations. Les densités de
puissance interspectrales des turbulences du vent s expriment donc par (Equ. (3.37) et
(5.18)) :

_ Clnly—yal

Su(yr,y2,n) = Su(n)e =2 (7.10)
Suly,y2m) = Su(n)e — 3= (7.12)

La densité spectrale croisée entre les forces modales dans les modes & et [ s exprime
donc par :

1 ? U w
Spp(n) = (0BU) RSl + Vi )] (.12
N Lok Cinlyy—val
ou Yk}f(n) = / / Ak(yl)Al(yg)e* 2U dyrdyo (713)
Jo JO
_Clinlyi—yo|

L L
o Yin) = / / Bul) Bilya)e "5 dyrdyy  (7.14)
JO JO

Les fonctions Y;j(n) et Y, (n) représentent des matrices de transfert permettant de
passer des densités spectrales de turbulence aux densités spectrales des forces modales.
Ces fonctions renferment également la réduction d’ effort provenant de la non cohérence
parfaite du vent sur lalongueur de I’ ouvrage.
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7.1.2 Effetsinstationnaires

Les effets instationnaires se manifestent par des termes proportionnels aux vitesses en cha-
cun des points de la structure. |1 serait intéressant de pouvoir les transformer en fonction
des coordonnées modales :

. ) I ; ha(y)q(t) 2 zl:pl(y)ih (t)
) = —§PBU2‘/O C;Thk(y)‘i‘chPk(y)
rB* Y- au(y)q(t)
+, — - ar(y) | dy (7.15)
ou, en permutant les signes d’intégration et de sommation :
inst 1 : . /
F) = —5pBU Y () i [y hi(y) + 2capi(y)pr(y)+
; :
c;anQal (y)ag (y)] dy] (7.16)
Sous forme matricielle, on peut encore écrire :
(et} = —[c" ) {aw)} (7.17)
. 1 L
ouC"™ = 5pBU /O [hu(y)he(y) + 2capi(y)pr(y) + or B au(y)on(y)] dy

Cette matrice est la matrice d’ amortissement aérodynamique généralisé. |l s agit d’ une
matrice symétrique mais non diagonale bien qu’ exprimée dans la base modale. Conformé-
ment a ce qui a été réalise jusgu’ici, nous supposerons que les termes hors diagonal e sont
nuls, ce qui permet de conserver un systéme d’ équations découplé en base modale. Cette
hypothése est de pratique courante. |1 existe des méhodes permettant de prendre en compte
cestermes de couplage mais elles sont général ement assez coliteuses en temps de calcul par
rapport au bénéfice retiré. Ce type de probléme ne sera pas abordé dans ce document.

Etant donné que cette matrice d’amortissement est destinée a étre ajoutée a la ma
trice d amortissement structurel, il parait assez naturel de définir également des coefficients
d’ amortissement relatif modaux, apartir destermes diagonaux de lamatrice d’ amortissement
aérodynamique généralisé:

[Caero*} — [@]7 [Cer] [@] (7.19)
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*
aero
Cm,m

2 /Kx . M*

m,m*""m,m

€a,, =

(7.19)

7.1.3 Equations en base modale

En laissant de coté les effets moyens du vent, le systéme d’ équation a résoudre s exprime
finalement sous laforme:

M {0} +[C{a )} + [K*]{a (1)} = {F®)} — [C* ] {a(®)} ~ (7.20)

Les amortissements aérodynamique et structurel s'ajoutent pour former une matrice
d amortissement totd :

(M {G @)} + (] +[C* N {a ()} + KT {g (1)} = { £ (®)} (7.21)

Dans le domaine fréquentiel, cette relation devient :

{Q(n)} = (—47T2n2 [M*] 4 2imn ([C*] + [C*™]) + [K*])f1 {Ft“(n)} (7.22)

[H* (n)]

Puisque les termes hors diagonal e dans la matri ce d’ amorti ssement aérodynamique sont
négligés, lamatrice de transfert (mécanique) [H*(n)] est également diagonale. Chacun de
ses termes représente la fonction de transfert d’ un oscillateur a un degré de liberté dont la
fréquence est une fréguence propre de la structure (Equ. (4.26)).

La densité spectrale des coordonnées généralisées s exprime donc par :
* IFTrramvid
[Sq(n)] = [H* ()] [Spee(n)] [H*(n)] (7.23)
c'est-a-dire

Squ(n) = Hi(n)H}(n) Sy (n) (7.24)
La relation (7.24) montre que, sous | hypothése d’un amortissement aérodynamique
généralisé diagonal, les variances des amplitudes modales sont indépendantes des termes
de cohérence entre les forces généralisées. L' amplitude dans un mode est donc entiérement
déterminée & partir des forces généralisées associées a ce mode. | n’en serait évidemment
pasains s |I"hypothése simplificatrice n’ avait pas été posee.
De plus, il est important de remarquer que, bien que la matrice de transfert soit di-
agonale, les réponses dans les différents modes propres ne sont pas indépendantes. Ceci
provient du fait que les forces généralisées elless-mémes ne sont pas indépendantes :
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7.1.4 Simplifications habituellement formulées lors d’ analyses au vent
turbulent

L’ analyse stochastique continue généralement avec le calcul des variances des amplitudes
modales. Lathéorie des processus aléatoires nous a appris qu’ elles pouvaient étre estimeées
par intégration des densités spectrales :

2 _ > o o * 2
7= | Sutwin = [ IH @ Sgp(yin
1 2 oo )
= (gopv) [ i@ s+ e suela (29

Lesformes analytiques des densités spectral es de vitesses de vent sont généralement as-
sez compliquées s bien quel’intégration analytique delarelation (7.26) est souvent supplée
par une intégration numérique. Il existe cependant une méthode (basée sur |’ approximation
en bruit blanc présentée au chapitre 4) qui permet de calculer cette intégrale aux moindres
frais, et méme mieux car elle ne nécessite pas le calcul des densités spectrales des am-
plitudes modales. Elle repose sur une décomposition des contributions énergétiques de la
réponse (quasi-statique et dynamique). Cette décomposition résulte de ladécomposition de
lafonction de transfert elle-méme :

72 = O [ Sppman+ [ (170 - [ OF) Spp(man - (727

st2 d'yz
Ta; Oq,

A ce stade, aucune hypothése n’est encore formulée. Les deux courbes de lafigure 7.1
s additionnent pour obtenir exactement la densité spectrale de I’ amplitude modale.

La contribution quasi-statique est appelée ains car elle est obtenue en divisant la vari-
1

ance de la force modale par le carré de la raideur généralisée (| H;2(0)| = +=). Con-
trairement a ce que son nom pourrait indiquer, cette fonction ne concerne pas uhiquement
lavaleur al’origine. On constate en effet sur la figure 7.1 que I’ énergie contenue dans
cette partie quasi-statique (ogfz) intéresse également des fréguences plus importantes. Le
contenu fréguentiel du vent est cependant tel que I’intervalle de fréquences considéré soit
localisé prés de I’ origine. Cette premiére contribution peut étre évaluée de deux maniéres
différentes. La premiére consiste a exprimer la densité spectrale de la force modale en

fonction des densités spectrales des composantes de la turbulence :

o = |HF(0))? /:O Spea(n)dn = |H;(0)]? U?c,,,i“
2 reo
— O (5o80) [T WS, 0+ VS, 0] dn - (729
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DSP amplitude modale

FIGURE 7.1. ILLUSTRATION DES CONTRIBUTIONS QUASI-STATIQUE ET DYNAMIQUE
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Cette relation est assez complexe car elle fait intervenir les fonctions Y;%(n) et Y,
gui dépendent non seulement des modes propres de la structure mais aussi des cohérences
spatiales pour chague composante de laturbulence. En outre, utiliser cette relation pourrait
sembler paradoxal dans la mesure ou la méthode proposée consiste a éviter I'intégration
sur le domaine des fréguences. La seconde méthode consiste donc a revenir alafonction
d’ autocorrélation des forces généralisées :

o = |HF(0)? /0 Sy (n)dn = [HE(0)[2 Ryre (0) (7.29)

En repartant de larelation (3.7), on trouve, en permutant |’ ordre des intégrations :

1 ‘+T/2 tu tu
R0 = 7 [ 1 SOR e A =

) 2 L L
<§pBU> / / Ai(y1)Ai(ye) Ru(y1, y2, At)dy1dys
Jo Jo

1 2 L L
+<§pBU> /0 /0 Bi(y1)Bi(y2) Rw(y1, y2, At)dy1dys (7.30)

ou interviennent les fonctions d autocorréation des vitesses de vent. Ces fonctions
d  autocorrélation sont évaluées al’ origine (pas de décal age temporel), pour des points dis-
tincts de |’ espace. On fait souvent I hypothése de corrélation a décroissance exponentielle
paramétrée par les échelles de turbulence. En effet, la fonction d autocorréation de la
vitesse du vent en un point de I’ espace peut S exprimer par :

Ru(At) = o2 ™ (7.31)

ou T, représente une échelle de temps, un ordre de grandeur du laps de temps a partir
duquel la connaissance de la vitesse al’instant ¢ ne permet pas d'aider a la connaissance
de lavitesseal'instant ¢ + T,. Sous I’ hypothése de Taylor (L% = UT,), on peut écrire la
fonction de cross-corréation pour deux points distincts de I’ espace :

1 +T/2
R.(y1,y2,At) = T / u(yr, t)ulyz, t + At)dt (7.32)
J-r/2
Y1 —yo =
Ru (yl) y2) 0) - Uul Uuz 8_‘ U ‘ = Uul Uuze i (733)

La fonction d'autocorrélation des forces généralisées pour un décalage temporel nul
(soit, lavariance), s exprime donc par :

1 2 fL (L 9 v fuz/';\
Ry (0) = <§PBU> /0 /0 Aily)Ai(y2)oge T dyidys

_lvi—wa

1 2 oL oL = |
+ <§PBU> / / Bi(y1)Bi(y2)one 0 dyrdys  (7.34)
Jo Jo
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Il est important de remarquer que cette hypothése n’ est pas consistante avec |” hypothése
d’une cohérence spatiale exponentielle (exprimée a partir des densités spectrales). Fonc-
tion d'autocorrélation et densité spectrale de puissance sont en effet liées par la relation
de Wiener-Khintchine. Nous avons vu au chapitre 3 que pour un processus a corréation
exponentielle, la densité spectrale éait une hyperbole de second ordre :

o B
BB+ w?

Pour rester cohérent, un modéle de vent ne peut donc pas étre caractérise par des coef-
ficients de cohérence et des échelles de turbulence a lafois. Une co-existence de ces deux
groupes de parametres pourrait alalimite étre accepté a condition de vérifier quela densité
spectrale a cohérence exponentielle ne s éloigne pas trop de | hyperbole de second ordre
caractérisée par les échelles de turbulence.

L’ évaluation de la contribution quasi-statique repose donc sur le calcul de I'intégrale
double (7.34). Mis a part le fait que cohérence spatiae et échelle de turbulence soient
généralement présentées indépendamment I’ une de I’ autre, aucune hypothése n’est for-
mulée jusqu’ a ce stade.

La contribution dynamique, quant a elle, sera estimée a l’aide de I’ approximation en
bruit blanc. Un application de cette approximation telle gu’ elle a é&té présentée précédem-
ment ménerait a un résultat tout a fait erroné :

Rea(At) = 02 P12 5 5 (w) (7.35)

O';llyz ~ Sflilu (nnat) /0 <|H:(n)|2 _ |H*Z(O)|2> dn — —o0 (736)

Ceci provient de |’ asymptote horizontale non nulledanslafonction (| H (n)|* — |H(0) \2> :

Laméthode est donc quel que peu aménagée; pour autant que e coefficient d’ amortissement
relatif ne soit pas trop important (¢ < 0.1), la contribution dynamique peut étre bien ap-
prochée par :

Spie (Nnat) Tnat
K 1*2 4¢,

(7.37)

el
7= Sy () [ | dn

La figure 7.2 montre en effet que I' utilisation de cette méthode modifiée permet de
retrouver une asymptote horizontale nulle pour les hautes fréguences. Cette maniére de
procéder pourrait a premiére vue sembler sécuritaire puisgue la courbe obtenue (marquée
de ronds) est située au-dessus de la courbe exacte (trait gras). |l ne faut cependant pas
oublier les deux conditions mentionnées pour pouvoir appliquer cette approximation en
bruit blanc : un taux d’amortissement assez faible et une densité spectrale au niveau de
la fréguence propre pas trop petite. Dans le cas d'analyse de structure soumises au vent
turbulent, cette seconde condition permet de justifier la moins bonne intégration des plus
hautes fréquences. A la figure 4.11, les graphiques de la premiére ligne montrent que le
résultat de |’ approximation en bruit blanc peut étre insécuritaire lorsgue ladensité spectrale
de |’ effort est relativement faible dans le voisinage de la fréguence propre du mode étudié.
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DSP amplitude modale
3 T T T

= Contr.dynamique
o Approx. BB
o Approx. BB modifiée

0 0.5 1 15 2 25 3

FIGURE 7.2. MODIFICATION APPORTEE A LA METHODE D’ APPROXIMATION EN BRUIT BLANC
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Nous pouvons donc conclure, et cela seraillustré al’aide d’'un exemple, que, dans le cas
del'analyse au vent turbulent, I’ approximation en bruit blanc est sécuritaire pour les basses
fréquences et de moins en moins au fur et a mesure que I’ on considére des modes de plus
hautes fréquences.

En regroupant les expressions développées pour chacune des deux contributions, les
variances des amplitudes modales s expriment par :

9 1 1 2 L L 5 — |y f“'yz\
Oy =12 (y)BU) [/ / Ai(y1)Ai(y2)oze  Hi dyidys
i Jo Jo

_ 1y ol

L L

+ / / Bi(y)Bi(y)ode” F - dydys
JOo JO

ez

4,

L a caractérisation compl éte de la structure stati stique des amplitudes modal e ne doit pas
se suffire de la détermination des variances. Une caractérisation compléte requiert égale-
ment |’ estimation des moments spectraux d' ordre supérieur. Ceux-ci sont nécessaires au
calcul des largeurs de bande et facteurs de pointes des amplitudes modales. Dans la plu-
part des codes de calcul au vent turbulent, ces moments ne sont calculés ni par intégration
numérique des densités spectrales, ni par une approche en bruit blanc mais plutét en sup-
posant que les processus modaux sont des processus en bande étroite :

+ [V (n4) Su(ni) + Y5’ (1) Sw (n4)]

(7.38)

ol = wiol (7.39)

q i

2 _ 4 2

oy = wioy, (7.40)
Bien sr, toutes ces simplifications ne sont pas obligatoires; I'ingénieur de projet a

toujours I’ opportunité de caractériser les processus a |I’aide de densité spectrae et puis

d’intégrer numériguement.

7.2 Estimation des déplacements

Lorsque les variances des coordonnées généralisées (ains que leurs corréations et, en
principe, les moments d’ ordre supérieur) sont déterminées, tous les résultats subséquents
nécessaires peuvent étre estimés. Nous nous limiteronsici al’ estimation des variances des
déplacements en chacun des points du tablier.

Les déplacements des noeuds de la structure sont reliés aux coordonnées généralisées
par des relations affines (Equ. (7.1)); leurs densités spectrales sont donc reliées entre elles
via une formule identique a celle présentée au paragraphe 3.2.3. Par exemple, pour les
déplacements verticaux :

h(y,t) = (ha(y), ha(y), - - har(y)) {4(O)} = Sh(y1,92,7) = (hm(y1)) [Sq(n)] <hm(($221>)T
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Les variances et covariances des déplacements s obtiennent par intégration de cette re-
lation :

oh(y1, y2) = /0 Su(yr, y2,m)dn = " hun, (1) ham, (y2)00,, (7.42)

mi Mo

Tout d'abord, cette relation confirme que I’ estimation des densités spectrales des dé-
placements n’est pas nécessaire au calcul des variances (des déplacements) puisqu’ elles
peuvent s’ obtenir a partir des variances et covariances des amplitudes modales.

De plus, elle montre également qu’ une approche rigoureuse nécessite I’ estimation des
covariances entre amplitudes modales pour I’ estimation correcte des variances (et covari-
ances) des déplacements. Ces termes croisés entre différents modes sont souvent négligés
mais ne sont nuls que tres rarement. Pour rappel, les covariances non nulles entre ampli-
tudes modal es ne proviennent pas d’ un amortissement non proportionnel et sont présentes
méme lorsque lamatrice de transfert en base modale est diagonale (Equ. (7.25)).

L’ approximation en bruit blanc présentée ci-avant a permis de développer une relation
simple pour |’ expression des variances des amplitudes modales. Une démarche semblable
permet d’ obtenir également une relation simple pour I’ expression des covariances. Elle
n'est cependant pas présentée dans ce document; les covariances des amplitudes modales
sont simplement négligées, ce que signifie en d’ autre termes que les réponses dans chacun
des modes sont supposées indépendantes les unes des autres. Cette hypothése de travail
est acceptable pour I’ éude de la structure simple choisie dont les formes modales sont
suffisamment distinctes et |les fréquences propres suffisamment espacées’’. Un exemple
sera néanmoins fourni pour montrer la nécessité de tenir compte de ces covariances entre
amplitudes modales.

Bien que laformule permette également de calculer |es covariances entre déplacements
en différents points de la structure, nous ne cal culerons que les variances des déplacements
en une seule section, et ce donc, en omettant les cohérences entre réponses modales :

oY) = Y oa ()
oY) = Y o5 () (7.43)

m
oi(y) = Y o2 al(y)
m

7.3 Exempled’application

Lastructurelaplussimple qui puisse étre étudiée est une poutre isostati que sur deux appuis
afourches. C'est cette structure qui sera principalement utilisée pour comparer lesrésultats

27

Un espacement suffisant entre deux modes propres ou deux formes modal es suffisasmment distinctes suffit
apouvoir négliger les termes de cohérence entre ces modes
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FIGURE 7.3. POUTRE ISOSTATIQUE SUR APPUIS A FOURCHE

de différentes analyses. Pour cette structure simple, les modes propres de vibrations selon
les trois directions envisagées sont parfaitement découplés et les conditions d’ appui sont
telles que les modes propres soient sinusoidalix aussi bien pour |es modes de flexion que de
torsion :

Les fonctions modales incluant les prises au vent s écrivent :

2¢; sin (%) si le mode m est auneflexion verticale

Anly) = 2¢qsin (1) s lemode m est aun balancement  (7.44)
2Bcpm sin (T72) si le mode m est aune torsion
cjsin (/%) s lemodem est aune flexion verticale
Bn(y) = csin (7)) si le mode m est a un balancement (7.45)
Bd, sin (%) si lemode m est aunetorsion

Sous une forme plus générique, notons :

An(y) = amsin (%) (7.46)
Bn(y) = bmsin (@) (7.47)

Selon le type de vibration, les coefficients a,,, €t b, S expriment en fonction des coef-
ficients de trainée, de portance, de couple, ou de leurs dérivées. Les fonctions de transfert
entre les forces généralisées et |es vitesses de vent (Equ. (7.13) et Equ. (7.14)) s expriment
par :

2

R R b (7.49
2U

Yn%)lmg (n) = bm] bmgLQ\I/mlmg (TLLCy ) (749)

ou
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L L
A 1 /T . /MaTT oy —ay
W ms <Z> = ﬁ//sm( lL 1)5111( 2L 2)6 2 dxidzo (7.50)
0 0

- _2 my T 2 Mo T 2 A Tz
L (mp) 1y (meze)” | & L
mimtA mom /A mitms L —L o ym _1yme
TAMTA 4 (1) e % ()™ + (-1) )}}

et A = ;2L représente, dans I'éude de la turbulence du vent, une grandeur dont la
signification physique se rapproche des échelles de turbulence.

Etant donné que nous ne nousintéressons pas aux covariances entre amplitudes modal es,
nous n’' évaluons que les termes diagonaux de ces matrices:

e 3) - B (8 (2] Y boson)

(7.51)

0.4

0.3 =

0.25 - -

0.2

0.1 -

0.05 B

FIGURE 7.4. FONCTIONS DE PARTICIPATION MODALE

Cesfonctions sont arapprocher desfacteurs de participation modale utiliséslorsd analyses
sismiques. Ces facteurs représentent la susceptibilité d’ excitation d’ un mode par un trem-
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blement de terre de direction fixée. De méme, lesfonctions ¥,,,,,, représentent pour chagque
mode propre sasusceptibilité d’ excitation par une sollicitation dont lacohérence spatia e est
a décroissance exponentielle. Cette fonction est différente pour chaque fréguence consid-
érée, s bien qu'il faudrait plutét parler de fonction (plutdt que de facteur) de participation
modale. Pour les cing premiers modes propres, la figure 7.4 reprend, en fonction de la
distance de corréation A, I’ évolution de ces fonctions.

Pour une distance de corrélation A nulle, ¢’ est-a-dire pour des fréquences de tourbillons
n tres élevées, les pressions de vent sur lalongueur de la poutre sont parfaitement décor-
rélées; leur projection dans la base de modes propres est nulle pour chacun des modes.

Pour des distances de corrélation A trés grandes, ¢’ est-a-dire pour des fréguences de
tourbillons n trés faibles, les tourbillons considérés sont de grande taille et les pressions
sur I’ouvrage sont presqu’identiques en chague point. La projection de ces efforts dans
les modes pairs est nulle puisqu’ils sont composés de nombres de lobes positifs et négat-
ifs égaux. Par contre, pour les modes impairs, il y a toujours un lobe de plus dans I'un
ou |’autre sens; la projection de pressions parfaitement cohérentes ne peut donc pas étre
nulle. Aussi, elle sera d autant plus grande que le mode considéré est bas. Ceci judtifie les
différentes asymptotes horizontales de lafigure 7.4.

A=0 A~025 A>>
0.5 T T T T 0.5 T T T T 0.5

0.4 0.4 0.4
0.3

: I MM | R R
M

-0.2 -0.2 -0.2

-0.3 -0.3 -0.3

0.4 : 0.4 : : 0.4

-0.5 -0.5 -0.5

FIGURE 7.5. EXEMPLES DE PRESSIONS DE VENT POUR DIFFERENTES DISTANCES DE CORRELATION

Aussi, lafigure 7.5 indique clairement qu'il existe une distance de corrélation A qui
permet de maximiser la participation dans chacun des modes a partir du second. Cette
distance optimale est évidemment d’' autant plus faible que le mode considéré est haut. Ceci
justifie I existence et la position des maxima de la figure 7.4.

Les densités spectrales unidimensionnelles des forces généralisées s expriment par :

1 2
150 = (50BU ) (im0l + Yiim(m)Sule)] (752

Nous avons déavu adeux reprises que les densités spectrales ne sont en général pascal-
culées car les variances des amplitudes modales sont obtenues a1’ aide de I’ approximation
en bruit blanc. L' utilisation de cette approximation se justifie d§a sur cet exemple sim-
ple car, méme si les fonctions Y (n) ont pu étre déterminées assez facilement, il n’'est
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guére auss immédiat d'intégrer analytiquement le produit de ces fonctions par la densité
spectrale de la turbulence (von Karman, par exemple).

Les résultats de deux approches seront donc présentés :

e |apremiérerecourt al’ approximation en bruit blanc. La premiére méthode résulte donc
del'application de laformule (7.38) :

L? /1 2 LY L
e 2 2 Yy 2 2 Y
2U 2U ™
2 \Ilmm Y Y u\"tm b2 LQ\I}mm Y w\!'tm =
* <am nLC? Sultm) + b nLCY, S (7m) 4,

e |aseconde approcheintégre numériquement les densités spectral es des amplitudes modal es;
ceci nécessite alors le calcul des fonctions de transfert et des densités spectraes des
forces générdisées (Equ. (7.52)).

Lorsgue les variances des amplitudes modales sont déterminées, il ne reste aors plus
gu’a obtenir les variances des déplacements a I'aide des formules (7.43). Pour rappel,
celles-ci supposent gue les vibrations dans chacun des modes propres sont indépendantes.

74 Résume

Ce chapitre vient d’introduire, sous une présentation originale, une hypothése fondamen-
tale habituel lement formul ée lors d’ une analyse au vent turbulent, a savoir ladécomposition
des réponses modales en leurs contributions "quasi-statique” et "dynamique”. La présen-
tation est assez succincte dans la mesure ou elle se limite a I’ estimation des variances des
amplitudes modales. L’ appréhension de la structure statistique compléte des réponses re-
quiert en effet la détermination des covariances entre coordonnées généralisées ainsi que
des moments spectraux d’ ordres supérieurs. L'un et I'autre peuvent étre estimés a l’aide
de formules simplifiées comme celle qui a été présentée ici. Etant donné que la findité
de cet ouvrage concerne davantage les comparai sons entre résol utions numériques dans les
domaines temporel et fréguentiel, nous ne sommes donc pas rentrés dans ces détails.

Lesformules principal es introduites ont alors été appliquées a une structure trés simple.
Les expressions analytiques obtenues pour les variances des amplitudes modales et des
déplacements seront appliquées dans|e chapitre suivant afin de valider le modéele numérique
développé.
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Chapitre 8

Approche frequentielle d' une struc-
ture discrétisée

La formulation analytique qui vient d’ étre développée dans le cadre d'une structure con-
tinue va étre adaptée ala méthode des d éments finis. Pour ce faire, une code aux éléments
finistréssimple a été développé. Lasimplicité s explique par le fait que lastructure étudiée
ne peut étre que de typefilaire. La position des noeuds, le nombre de travées et |a position
des appuis sont cependant des données paramétrables. La simplicité du code développé
s explique par le fait que nous disposons d§a d'un code performant permettant I’ analyse
stochastique dans le domaine frégquentiel (mais pas temporel). Un premier objectif du code
développé vise a la compréhension des conséquences liées a la discrétisation de la struc-
ture. 1l est donc important de traiter des structures simples pour lesquelles une solution
anaytique existe. Un second objectif tend a mettre en évidence les effets des hypothéses
de linéarisation dans le chargement éolien turbulent. Nous nous contenterons dans ce doc-
ument d’ étudier les mécanismes de base se développant sur des structures simples. Ceci
constitue déja une base assez complexe et il conviendrait idéalement d’intégrer la méthode
présentée ici au code de calcul complet qu’ est FINELG.

Aprés une breve présentation des éléments utilisés, ce chapitre indique comment les
théories présentées aux chapitres précédents peuvent étre appliquées dans un contexte élé-
ments finis.

8.1 Présentation deséémentsfinis

Bien que cela puisse sembler assez basique en soi, il est important de présenter les carac-
téristiques principal es des éléments finis utilises. En effet, nous verrons dans la suite que la
discrétisation delastructure n’ est pas sans conséguences lorsgque la cohérence des pressions
qui lui sont appligquées est monotonément décroissante.

Les élémentsfinis choisis pour larésolution du probléme sont des éléments finis de type

127



déplacement. Ce sont des éléments a deux noauds et a cing degrés de liberté par ncaud
. deux trandations (verticale et horizontale), deux rotations (autour des axes vertical et
horizonta), un degré de liberté en torsion. Les champs de déplacement sont cubiques pour
les déplacements transversaux et linéaire pour I’ angle de torsion.

3 8
2 4 v 9
§ 5 E 10

FIGURE 8.1. NUMEROTATION DES DEGRES DE LIBERTE DE L' ELEMENT FINI

Cette formulation méne aux matrices de rigidité utilisées en pratique. Les matrices
de masse éémentaires sont consistantes, ¢’ est-a-dire obtenues avec les mémes fonctions
d’interpolation et une masse uniformément répartie le long de |’ élément.

La structure est composée de N,; ééments et donc de N,; + 1 noauds, soit 5(Ng; + 1)
degrés de liberté. Afin de simuler différentes conditions d’ appuis (ou un nombre différent
de travées), chacun des degrés de liberté peut étre fixé. Néanmoins, dans les exemples qui
suivent, la structure ne comporte qu’une seule travée et est représentée par sept é éments.
Les appuis d extrémité sont des appuis a fourches.

Lorsque les matrices de masse et de raideur globales sont établies (par assemblage),
les modes propres de vibration de la structure peuvent étre calculés. Les masses et raideurs
genéralisées peuvent ensuite étre estimées. L’ amortissement structurel est detype Rayleigh.
Lasuitelogique de I’ analyse stochastique a été présentée précédemment. Elle serésumeen
I estimation des densités spectrales des amplitudes modal es (desquelles |es moments spec-
traux sont généralement calculés) puis des densités spectrales des déplacements nodaux
ains que des efforts internes. Finalement, les variances et facteurs de pointe relatifs a cha-
cune de ces grandeurs sont estimés pour permettre la cl6ture de I’ analyse.

8.2 Traduction des effetsturbulents et instationnaires

C'estici que I’on applique a la formulation éléments finis, la théorie développée pour les
structures continues au chapitre précédent. Pour rappel, lorsgue | es efforts aérodynamiques
sont linéarisés, trois types d’ effets peuvent étre mis en évidence : les effets moyens, turbu-
lents et instationnaires. Dans un contexte ééments finis, les premiers s expriment facile-
ment a |I’aide de charges nodales énergétiquement équivalentes et donne ainsi lieu a une
analyse statique de premier ordre. Nous ne nousintéresseronsdoncici qu’ aux deux derniers
types d' effets.
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8.2.1 Effetsturbulents

Dans le formaisme habituel de I’ équation du mouvement, les effets turbulents sont re-
sponsables des charges appliquées sur la structure (membre de droite). 11s se traduisent en
définitive par les densités spectrales croisées des forces modales (Equ. (7.12)). Plutdt que
de passer par lesfonctions A(y), B(y), Yxi(n) présentées ci-avant , ladémarche sera systé-
matiquement reprise depuis le début. Cela permet notamment d’ étendre sans trop d’ efforts
laméthode a des structures non filaires.

En un point del’ espace, lacontribution turbulente desforcesinduites par e vent s exprime
par :

Flu(y,t) 2¢; ¢

’ 1 ! u(y,t
Fli(y,t) 3 = §pBU 2¢q c, { w((;yg t)) } (8.2)
FlY(y,t) 2Be¢,, Bd, ’

La logigue ééments finis veut que |’ état de déformation de la structure puisse étre
représenté a |’aide d’un nombre finis de connecteurs, généralement choisis comme étant
les déplacements nodaux. Nous allons donc travailler dans la suite avec I’ expression des
pressions et des vitesses de vent en chague noeud de la structure discrétisée :

tu 1 u;(t)
FE(t) % ==pBU[Cp]{ (82)
So L )

V1

Ces pressions en chaque noeud de la structure peuvent étre regroupées de sorte aintro-
duire un vecteur des pressions nodales { Fiy } ainsi qu’ un vecteur des vitesses de vent aux
noeuds de la structure {4} :

(Fiy = @] {a} (83)
—— ——

3Nnodx1 3Nnodx2Nnod

Ces vecteurs sont simplement obtenus en plagant I’ une en dessous de | autre, les Nnod
relations (8.2) pour chacun des noeuds de la structure. La matrice [Qﬁ“] est donc quasi-
diagonale, chacun de ses éléments étant donné par 5pBU [Cp).

Larelation (8.3) introduit des pressions de vent (des forces par unité de longueur de
tablier) en chacun des noeudsdelastructure. Ellesdoivent éretraduites, conformément ala
formulation éléments finis, en forces nodales (instantanées) énergétiquement équivalentes.
Pour un éément, on peut s'inspirer de la figure 8.2 pour obtenir une expression de ces
forces nodales. Nous allons supposer que les pressions de vent sont uniformes (et égales a
lavaleur nodale) sur une demi-longueur d’' éément.

Pour latrainée par exemple, lesforces nodal es énergétiquement équivalentes s’ expriment
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alors par :
L

T, = 3 (13Fp + 3Fp!) (8.4)
L
T, = —E(SFJB% + 13F}) (8.5)
_ 7L_2 tu tu
M, = (11Ff + 5Fp) (8.6)
192 L 2
L2
M, = 1—92( Fi +11Fp) (8.7)

Detelles expressions sont également valables pour les forces de portance et de torsion.
Pour chaque éément fini, un vecteur adix composantes peut donc étre établi :

{Faem,} = [Qaem] [Lr]  {F (8.9)
—_—— N —
10x1 10x6 6x3Nnod 3Nnodx1

[Ly] est une matrice de localisation qui permet d’ aller rechercher danslaliste des pres-
sions nodales { Fiy }, les pressions aux extrémités de I’ élément considéré. Q) €St une
matrice comprenant les coefficients permettant de passer des pressions nodales aux efforts
énergétiques (comme dans les relations (8.4) a (8.7)). Une boucle sur tous les éléments
chargés permet, aprésrotation (inutileici car lastructure est filaire) et localisation, d’ obtenir
I’ expression du vecteur des charges nodales en fonction des vitesses de vent nodales :

@ => @ {Faem. ) = Y [Lok] [Qatem] [Li] {Fn} = [Q2] {FN}  (89)

NDOFx1 ¥ NDOFx10 10x1 k

D’un paint de vue numérique, il est préférable, dans|e vecteur des composantes de vent,
de regrouper ensemble les composantes longitudinales et verticales. On note alors :

{a} = [P]{u} (8.10)
ou [P] est lamatrice de permutation adéquate.

Finalement, on obtient la relation entre les forces nodales et les composantes de la tur-
bulence:

{F} = [Qa] [Q1"] [P {u} = [Q] {u} (8.12)
N

Q]

Cette matrice [] est I’ équivalent, en base nodale et pour une structure discrétisée, des
fonctions Yy, introduites pour les structures continues. Puisgu’il existe unerelation linéaire
entre les forces nodales et les vitesses de vent aux noeuds de la structure, leur matrice de
densité spectral e respectives sont reliées :

[SF] = [Q][Su] [Q]" (8.12)
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8.2.2 Effetsinstationnaires

Leseffetsinstationnaires se traduisent par une contribution supplémentaire al’ amortissement.
Sous les hypothéses des petites rotations et d’ un vent moyen d’ un ordre supérieur aux tur-
bulences et aux vitesses structurelles, nous avons vu que les effets instationnaires se man-
ifestent par des efforts proportionnels aux vitesses structurelles. En chague noeud de la
structure discrétisée, ils s'expriment par :

T T
FinSt CI 0 0 0 0 T2 T2
) 1 ! . .
Fgwt :§pBU 0 0 2¢4 O 0 3 p = [Chod| { 3 (8.13)
Fst 0 0 0 0 rB%d, 4 4
$5 Iy

En regroupant dans un méme vecteur les effets instationnaires en chacun des noeuds de
la structure, on abtient une forme plus compacte :

{Fi} = [Q7] {&} (8.14)

Au méme titre que la matrice [Q“] introduite pour les effets turbulents, la matrice
[Qi""] est quasi-diagonale. De méme, le vecteur { Fi7*'} représente des efforts par unité
de longueur et il convient & nouveau d’ utiliser la matrice [(Q)2] pour les convertir en efforts
nodaux :

{ 'mst [Q'mst] { } Caero] {SC} (815)
La matrice [C**™°] est une matrlce carrée qui n’est en principe pas symétrique. Cette
dissymétrie provient des termes relatifs aux moments dans la matrice [()2]. En effet,
Si ces termes sont négligés devant les termes relatifs aux efforts tranchants, la matrice
d’ amortissement aérodynamique redevient alors symétrique. Si I’ on discrétise la structure
avec des éléments de plus en plus petits, lalongueur des éléments tend vers 0, et il devient
alors licite de négliger les termes en L? (C’ est-a-dire relatifs aux moments) vis-a-vis des
termesde L (c' est-a-dire relatifs al’ effort tranchant). Ceci explique pourquoi, dans la for-
mulation continue du chapitre précédent, la matrice d’ amortissement était symétrique alors
gue cette propriété n’ est plus observée dés lors que la structure est discrétisée. Puisque la
matrice d’ amortissement aérodynamique n’est pas symétrique, il va de soi que sa projec-
tion en base modal e ne le soit pas non plus. Ceci n’ affectera cependant pas notre démarche
puisque nous avons décidé, dans le cadre de ce document, de négliger les termes de cou-
plage dans |" amortissement modal.

8.3 Projection en base modale

Lorsque les densités spectrales de forces nodal es sont déterminées (effets turbulents - Equ.
(8.12)) et que les caractéristiques d’ amortissement aérodynamique le sont également (ef-
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fets instationnaires - Equ. (8.15)), il est alors possible de déterminer successivement : les
densités spectrales des forces généralisées :

[S¢] = [@]" [Sr] [@] (8.16)
et les densités spectraes des amplitudes modales :

(S, = [H][S¢] [H]" (8.17)

Lorsgue ces grandeurs sont établies, les caractéristiques statistiques des coordonnées
structurelles (déplacements nodaux, éléments de réduction, ...) peuvent étre déterminées.
Ceci fera I’ objet d’un paragraphe ultérieur car nous alons d'abord discuter les résultats
obtenus dans |a base des modes propres.

8.4 Comparaison entre modeles continu et discret

Afin de valider le modele numérique développé, nous alons comparer, sur un exemple
simple, lesrésultats obtenus al’ aide desformules (simplifiées ou non) du chapitre précédent
avec ceux fournis par une approche numérique.

8.4.1 Caractéristiques de la structure étudiee

Lacomparaison entreles deux méthodes présentéesjusgu’ici seraréalisée apartir del’ exemple
simple de la poutre sur deux appuis afourche. Les caractéristiques géométriques, statiques
et de masse sont données au tableau 8.1.

Longueur dela poutre (L) : 350m
Nombre d’' éléments (Ng;) : 7 déments de 50m
Nombre de noauds : 8 noauds
Nombrede DDL (NDOF): 40D DL dont 6 blogqués
Modulede Young (E) : 210000M Pa
Inertie en flexion verticale (Iy) : 3m?
Inertie en flexion horizontale (Iy) : 80m*
Inertie torsionnelle (1) : 6m*
Section (A) : 1, 35m?
Masse Volumique (r) : 7850kg/m>
Masse linéique (m) : 10, 6to/m
Coefficients aérodynamiques Millau
Largeur du tablier (B) : 30m

Tableau 8.1. : Caractéristiques de la structure étudiée

Conformément aux dével oppements préal ables, le calcul seraréalisé danslabase modale.
Seuls les neuf premiers modes propres sont conservés. L’ amortissement structurel est de
type Rayleigh avec o« = 0.024 et 8 = 0.00335. Ce choix des paramétres de Rayleigh mene
aux coefficients d’ amortissement de la figure (Fig. 8.3)

133



134

Coefficient d'amortissement relatif
o
o
o

0 i i
0 0.5 1 15 2 2.5
Fréquence [Hz]

FIGURE 8.3. COEFFICIENTS D' AMORTISSEMENT RELATIF MODAUX



Analytique Numérique Type de mode £

0.0989Hz  0.0989 Hz Flexion verticale (5 onde) 0.0204
0.3955Hz  0.3956 Hz Flexion vertica e (deux % onde)  0.0090
0.5105Hz  0.5106 Hz Flexion horizontale (% onde) 0.0091
0.8898Hz  0.8917 Hz Flexion verticale (trois % onde) 0.0115
1.2356 Hz  1.2457 Hz Torsion (3 onde) 0.0146
15819Hz 15923Hz  Flexion verticale (quatre % onde) 0.0180
2.0422Hz 2.0431Hz Fexion horizontale (deux % onde) 0.0224
24717Hz 25094 Hz Flexion verticale (cing % onde) 0.0272
24731Hz 25541 Hz Torsion (deux 3 onde) 0.0276

O©oOoO~NOOOUThA WNPE

Tableau 8.2. : Résultats de I’ analyse modale

Letableau 8.2 reprend les résultats de I’ analyse modale.

Cette structure et sollicitée par un vent turbulent dont |es caractéristiques sont données
au tableau 8.3.

8.4.2 Exemple de discordance entre les deux méthodes

La figure 8.4 compare les densités spectrales des amplitudes modales cal culées de fagon
numérique et celles obtenues a I’ aide des développements analytiques du chapitre précé-
dent. Les trois courbes analytiques sont simplement une application numérique des for-
mules (7.24) et (7.52) développées ci-avant. Que ce soit pour le résultat analytique ou
numeérique, I’ hypothese de découplage modal est formulée. Le désaccord entre les deux
groupes de courbes ne peut donc pas provenir de cet aspect.

On peut vérifier que les deux calculs utilisent les mémes fonctions de transfert. L’ écart
entre les densités spectrales des amplitudes modales provient donc d’une estimation dif-
férente desforces généralisées. Effectivement, le graphique 8.5 trace, pour le premier mode
de flexion verticale, la force généralisée estimée de maniére anaytique et celle calculée a
I’aide du modéle a 7 déments. Un modéle plus raffiné de la méme structure (40 éléments)
a également été réalisé. On constate que la densité spectrale calculée al’ aide de ce modéle
s approche bien plus de la densité spectrale de puissance anaytique.

L’ écart détecté entre les densités spectrales d’ amplitudes modales provient donc de la
discrétisation de la structure. Cette constatation est confortée par le fait que les rapports
entre les trois paires de courbes de la figure 8.4 sont presque superposés (Fig. 8.6), ce qui
laisse supposer une indépendance du phénomeéne vis-avis des caractéristiques modales.
La Iégére discordance dans le voisinage des pics de résonance provient du fait que les
fréguences propres analytiques et numériques ne concordent pas exactement.

L’ erreur commise provient de I’ hypothése que les forces nodal es peuvent étre évaluées
apartir des vitesses nodales uniquement (Fig. 8.2) : lefait de supposer les vitesses de vent
constantes sur une demi longueur d' éément contribue a I’augmentation de la cohérence
des pressions. Pour les basses fréquences, |es tourbillons sont de grande taille, la pression
est plus ou moins uniforme sur lalongueur de d’ éément et I’ on constate effectivement que
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Vitessemoyenne: 20m/s
Ecartstypes: o, =5m/s = I, =25%
ow=5m/s =1, =25%
Echellesdeturbulence: LY = 200m

LY, = 200m
Coefficients de cohérence : Cy =38
Cv =8

Densité spectrale:  Davenport

Tableau 8.3. : Modele de vent choisi pour les applications numériques

Densités spectrales des amplitudes modales (modes verticaux 1 a 3)

T T T T T T T T
— - Solution analytique
10° k : — Solution numérique |-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8
Fréquence [Hz]

FIGURE 8.4. EXEMPLE DE DESACCORD ENTRE RESULTATS ANALY TIQUES ET NUMERIQUES
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Densité spectrale de la force généralisée - MODE 1
10 T T T

T T

- Solution analytique

—— Approche numérique (7 EF)
— - Approche numérique (40 EF)

10 i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Fréquence [Hz]

FIGURE 8.5. INFLUENCE DE LA FINESSE DU MAILLAGE

DSP analytique / DSP numérique - modes verticaux 1 a 3
1 T T T

0.9 - 1

0.8 - q

0.7+ . 4

0.6 [- : J

05 B

04 b

0.3 1

0.2 q

0.1

0 i i i
0 0.5 1 15 2

Fréquence [Hz]

FIGURE 8.6. RAPPORTS ENTRE LES DENSITES SPECTRALES ANALY TIQUE ET NUMERIQUES DESAMPLITUDES MODALES
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cette approche semble valable. Cependant, pour les plus hautes fréquences (tourbillons de
plus petite taille), les pressions ne sont plus cohérentes sur la demi longueur d’ élément et
la méthode employée est a remettre en cause.

Un modéle un peu plus complet doit aors étre mis en cauvre s I’ on ne désire pas aug-

menter inutilement e nombre d’ éléments. Les paragraphes qui suivent présentent plusieurs
solutions a ce probléme.

8.4.3 Correction adéquate des forces nodales cal cul ées

Premiére approche : cohérence sur I’ élément

Cette premiére approche consiste a adopter, au niveau de |’ é ément, une méthode un peu
plus élaborée que I’ hypothése d’' une répartition de pression bi-rectangulaire. (Fig. 8.2). La
méthode présentée au paragraphe 8.2 se base uniquement sur les vitesses de vent (et donc
les pressions aérodynamiques) aux nceuds de la structure et émet |” hypothése qu’ elles sont
constantes sur une demi-longueur d' élément. Ceci est assez réducteur mais surtout peut
étre évité car, en réalité, les pressions de vent entre les noeuds sont également connues; a
travers des lois, probabilistes certes, mais connues tout de méme. Ces lois peuvent étre
utilisées pour estimer plus précisément les forces nodales.

T(t)

/(‘\

FIGURE 8.7. DISTRIBUTION PLUS REALISTE DES PRESSIONS DE VENT APPLIQUEES SUR L' ELEMENT

Par exemple, pour I’ effort tranchant & gauche, nous avons sUppose :

13L 3L

Ti(t) = —gp(o,t) - ﬁp(L’t) (8.18)

Alorsqu’il devrait en toute rigueur S exprimer par :

Ti(t) = | Ly(z)p(z,t)dz (8.19)

O\h

ou Ly(z) =2 (%)3 -3 (%)2 + 1 représente laligne d influence de la réaction d’ appui
a gauche d’ une poutre biencastrée et p(z, t) représente les pressions de vent (trainée, por-
tance, moment) distribuées sur lalongueur de I’ é ément.
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FIGURE 8.8. LIGNE D’ INFLUENCE DE L' EFFORT TRANCHANT A GAUCHE (SOUS L'EFFET D’ UNE CHARGE TRANSVER-

SALE UNITAIRE)
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Ladensité spectrale de cet effort est donc donnée par :

L L
== / /LT T LT o) Sp(xl,xg, )d$1d$2 (820)

ol Sp(z1,x2,n) et la densute interspectrale de puissance de la pression de vent sur
I”élément. L' effort correspond indifféremment aux forces de trainée ou de portance. Etant
donné que celles-ci peuvent s exprimer comme combinai sons linéaires des vitesses de vent
(Equ. (8.2)), il sen suit que:

Sp(x1,xa,n) = A28, (1, 3, n) + A?USw(ml, x9,M) (8.21)
Ainsi, sous I hypothése d’ une turbulence a cohérence spatiale exponentielle :

(Z/n\r 71‘:

ST(TL) = A%Su(n) LT(LL‘l)LT(Ig) dmldxg

O\h
O\h

Clynlzy —

+A2 S, (n) Lr(x1)Ly(z2)e _7dx1d:c2 (8.22)

Pour simplifier les notations, nous supposerons dans la suite que les turbulences dans
les directions longitudinale et verticale sont caractérisées par les mémes coefficients de
cohérence (Cy = Cy, = C'). Ladensité spectrale de I’ effort tranchant a gauche s exprime
donc finalement par :

C n\m 71‘)

St(n) = Sp(n) ‘LT(xl)LT($2) dxidxy (8.23)

O\h
O.\h

ou Sp(n) = A2S,(n) + A2.S,(n) représente la densité spectrale ponctuelle de pres-
sion.

Le résultat de la double intégrale peut se mettre sous la forme d'une somme d’'un
polynéme de degré 8 et du produit d'un autre polynéme de degré 8 par une exponentielle
décroissante :

Sr(n) n)l?

ZFT <Cnl> cu ZGT <Cnl> S gsgz_[?

L es coefficients intervenant dans cette expression sont donnésal’ annexe A. Lafonction
K (C ”l) est la fonction permettant de tenir compte de la réduction de I’ effort tranchant
nodal lorsque la fréquence des tourbillons considérés augmente.
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Voici maintenant lafacon dont la densité spectrale de I’ effort tranchant est évaluée dans
la méthode de base (§ 8.2). Celle-ci suppose que I’ effort tranchant s’ exprime uniquement
en fonction des forces aérodynamiques aux extrémités de I’ éément ( Equ. (8.4)) :

—
= 55 (13FL, +3F7,) (8.25)

Sur base de cette hypothése, la densité spectrale de I’ effort s obtient par :

T

2
Sp(n) = <é> (16955, (1) + 951, (1) + 39S, 1, (n) + 3951, ()

2
= <é> (178Aisu(n) + 17842 5, (n) + T8A2S, (n)e™ 50 + 78Ai5w(n)e—%)

178 + 78¢5 . (Cnl

0.25

Méthode simplifiée
0.2f

0.15

0.1f
Fonction exacte

0.05 -

0 5 10 15 20 25
Cnl/2u

FIGURE 8.9. REPRESENTATION DE LA FONCTION ADIMENSIONNELLE PERMETTANT DE PRENDRE EN COMPTE LA CO-
HERENCE SUR L' ELEMENT

Le graphique 8.9 reprend I’ évolution des deux nouvelles fonctions adimensionnellesin-
troduites (k1 €t k) qui prennent en compte I’ effet de la cohérence sur I’ effort tranchant. 11
montre clairement que la méthode simplifiée fonctionne effectivement bien pour les basses
fréquences, mais surestime grossiérement la cohérence pour les hautes fréguences.

Delacomparaison desrelations (8.24) et (8.26), il apparait queles effetsdela cohérence
entreles pressions de vent sur I’ é ément peuvent étre pris en compte en utilisant la méthode

de base mais pour laquelle les densités spectrales des pressions de vent seraient corrigées
par le facteur :
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8 i _cm X8 _
xr(n) = wr (55) _ Zi:l Pr(58) e ® Zi:l Gr, (92) ©.27)
4 Rr (SH) 178 78¢~ T :

1024

Pour la poutre biencastrée considérée, le moment d’ encastrement est caractérisé par une
autre ligne d'influence et donc également par d’ autres coefficients dans les polynémes de
degré8:

s onl\ " cu & Cnl\
ST(n) = SP(R)ZQ E F]\ji <W> +e 2 E GJ\J;, <W> (828)
i=1 =1
Cnl
_ 2. .
= Sp(n)l RAf ( 2U> (8.29)

ol la fonction ., (&) représente la réduction du moment nodal sous I'effet de la

diminution de cohérence entre |es pressions de vent.

Quant alaméthode simplifiée du paragraphe 8.2, elle revient a calculer la densité spec-
trale delasorte:

2

= @ (11FL1 + 5FL2) (8.30)
12\?
S]\[(n) = <@> (1215131 (n) + 255132 (n) —+ 55Sp] P (n) + 5551321'31 (n))(831)

2 2
Sy(n) = <ﬁ> (146 A28, (n) + 146 A2 Sy (n)

1l

110428, (n)e 5 + 110A305w(n)e*2—;)

Cnl

146 + 110e™ =0 . Cnl
= Sp(n)l! 26561 = Sp(n)l*Ry < > (8.32)

20

Dans ce cas, le facteur de correction est donné par :

8 —1 _Cni 8 —1
Xm(n) = £ (577) _ Zi: Fur, (G7) " +e = Zi:l G (58 (8.33)
M R (S2) 146+110e T8 '

36864

Lafigure 8.10 montre les facteurs de correction définis pour les densités spectrales des
effortstranchants et des moments deflexion. llsont uneallure proche destroiscourbesdela
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figure 8.6, ce qui semble indiquer que I’ origine de la discordance a bien été identifiée. Ces
facteurs de correction sont en réalité des fonctions de correction, qui varient en fonction de
lafréguence n. De plus, ces corrections permettent de prendre en compte la cohérence des
pressions de vent sur |’ ouvrage. Detelles corrections portent souvent le nom d’ admittance.
Afin deles distinguer des autres types d’ admittance, les fonctions de correction introduites
ici pourraient par exemple étre appel ées des admittances numériques, dans la mesure ou
n'elles n’ ont de sens que dans un modé e éléments finis.

Facteurs de correction (cohérence sur I'élément)

. —— Effort tranchant
;o — - Moment de flexion

12

FIGURE 8.10. FACTEUR DE CORRECTION DES EFFORTS TRANCHANTS ET MOMENTS DE FLEXION

L’ existence d’ un maximum plusgrand quel’ unité pour lestrés basses fréquences s’ explique
par le dessin delafigure 8.11. Pour les basses fréquences, |’ évolution des pressions le long
de I'éément est quasi-linéaire mais peut étre telle que la différence entre la vraie distribu-
tion et la distribution bi-rectangulaire soit positive. Dans ce cas, larésultante des pressions
sur I’éément est plus grande que la résultante de la distribution bi-rectangulaire. La méth-
ode de base ' est donc pas toujours sécuritaire?.

La figure 8.12 montre que I’ utilisation du facteur de correction permet d’améliorer
I’estimation des forces généralisées. La procédure de correction utilisée pour atteindre
cerésultat est assez lourde a mettre en cauvre étant donné que :

e des coefficients différents doivent en principe étre utilisés pour les composantes de vent
différentes (si les coefficients de cohérence sont différents, ce qui n'est pas le cas dans
notre exemple d’ application) ;

e des coefficients différents doivent étre utilises pour différents types d’ efforts nodaux
(efforts tranchants, moment de flexion, moments de torsion).

Pratiquement, les éléments diagonaux de la matrice de densité spectrale des forces

28 gaul lefacteur de correction des moments est supérieur a1’ unité; il faut savoir que les problémestraités en

général sont plut6t conditionnés par les efforts tranchants nodaux plutt que les moments nodaux. Ceci plaide
donc en faveur d’ un excés de sécurité de la méthode de base.
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FIGURE 8.11. EXEMPLE DE DISTRIBUTION DE PRESSIONS A TRES BASSES FREQUENCES

M Densité spectrale de la force généralisée - MODE 1

10 T T T T T
: - Solution analytique
—— Approche numérique - Sans correction
— - Approche numérique - Avec correction

1013 L
1012 L
1011 L.
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FIGURE 8.12. AMELIORATIONS LIES A L' UTILISATION DU FACTEUR DE CORRECTION



nodales ont été modifiés par les coefficients adéquats (selon le type d’effort). Quant aux
é éments hors diagonale, ils ont été obtenus en conservant la méme matrice de cohérence?®.
Lafigure 8.13 représente, pour laforce généralisée dans le premier mode de flexion, le rap-
port entre la densité spectrale analytique et les densités spectrales cal culées par |la méthode
déments finis. Cette représentation est plus intéressante car elle permet de s affranchir de
laforme du spectre de vitesse de vent choisi.

Rapport entre densités spectrales analytique et numérique
1.4

T T T T
—— Approche numérique - Sans correction

126 — - Approche numérique - Avec correction

Fréquence [Hz]

FIGURE 8.13. AMELIORATIONS LIESA L'UTILISATION DU FACTEUR DE CORRECTION

Vu le nombre d’ & éments utilisés pour représenter la poutre sur deux appuis, on imagine
aisément que les forces modales sont principalement conditionnées par les efforts tran-
chants. Ceci peut étre mis en évidence en n’appliquant qu’ un seul et méme coefficient de
correction (celui relatif al’ effort tranchant) al’ entiereté de la matrice de densité spectrale.
On obtient alors une courbe superposée ala courbe en traits discontinus du graphique 8.13.
Dans la suite, nous ne présenterons donc plus que les facteurs de correction des efforts
tranchants et non plus des moments.

Seconde approche : cohérence au niveau des forces nodales

La premiére approche permet de prendre en compte la cohérence des pressions de vent
sur un méme dément mais pas sur des éléments voisins. Or, la force nodale résulte des
efforts tranchants dans deux éléments adjacents. Pour obtenir de meilleurs résultats, il
convient donc de prendre en compte plus précisément cet autre manifestation de la co-
hérence.

La force nodale est la somme des contributions des efforts provenant de chacun des
éléments adjacents :

L
F(t) = Ti(t) + To(t) = | L(a)p(a, t)da + / Le@)p(u.t)dy  (8:34)
0

O.\h

29 Matrice des fonctions de cohérences pour un processus al éatoire vectoriel
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FIGURE 8.14. ILLUSTRATION DU SECOND NIVEAU DE CORRECTION
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Ladensité spectrale de laforce nodale est donc donnée par :

LT(Scl)LT($2)SP($1, 9, n)d:cldxg

7
S
Il

oS — =

O — b o O o~
O\h O.\h O\h ’

+

Ly (y1)Lr(y2)Sp(y1, y2, n)dy1dy2

_l’_

LT($)LT(y)SP(ﬂT7 Y, n)d:cdy

+

Ly (y)Lr(z)Sp(y, x,n)dzdy (8.35)

En supposant, pour simplifier la formulation, que les deux éléments adjacents aient la
méme longueur,

L L
Sp(n) = 2Sp(n)lkr <Z—Z,l> +28p(n)i? / /LT(x)LT(y)e_Cn;fwdmdy
00
L L
= Sp(n)? |:2/€T (%) 2/ /LT(:C)LT(y)e ”z‘ﬁmd:cdy]
00
= Sp(n)i*)\Y <§—Zl> (8.36)

Lerésultat analytique de la double intégration est également assez lourd. |l est présenté
al’annexe A.

D’ autre part, voici la fagon dont la densité spectrale des forces nodal es est évaluée dans
la méthode originelle. Lorsque les forces nodales sont estimées sous | hypothése d’ une
répartition bi-rectangulaire des pressions, elles s expriment par :

F = 3FL] + 26F‘L1 + 3FL3) (837)

fﬁ (
Sous cette hypothése, la densité spectrale de I’ effort s obtient donc par :
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l 2
SF(TL) = <§> [QSPI (n) + 6765}32 (n) —+ 95133 (n)+

156 Re (S]D1 P (n)) + 156 Re (szp3 (n)) + 18 Re (Sp] Py (n))]

_Cn(2n)

694 + 312~ 50" + 18~ 50— 0 [Cnl
= Sp(n)i? ( Ton > = Sp(n)?Ar <W> (8.38)

Les deux nouvelles fonctions adimensionnelles A% et XOT sont représentées ala figure
8.15. Puisqu’ elles assurent une meilleure correction de la cohérence des pressions de vent,
ces fonctions devraient donner une admittance numérique meilleure que celle obtenue a
I’aide de fonctions ks €t K, introduites ci-avant.

Méthode simplifiée

»

Fonction exacte

0 5 10 15 20 25
Cnl/2U

FIGURE 8.15. FACTEUR DE CORRECTION DES EFFORTS TRANCHANTS : CORRECTION DE EFFORTS NODAUX

Nous sommes donc amenés a définir un nouveau facteur de correction ;

_ A (5)

Sr ()

Un tel facteur existe également pour les moments mais, conformément aux conclusions
du paragraphe précédent concernant leur contribution aux forces modales, ces facteurs peu-
vent ne pas étre estimés, ou plus simplement pris égaux au nouveau facteur de correction
sur lesforces nodales. Ainsi, tous les é éments diagonaux de la matrice de densité spectrale
peuvent étre modifiés par le méme coefficient. Quant aux é éments hors diagonal e, afin que
la cohérence reste inaltérée, il convient de les multiplier également par ce méme facteur de
correction. En définitive, cette constatation permet de ssimplifier énormément le probléme
puisque gqu’il suffit de multiplier I entiéreté de la matrice de densité spectrale par un seul et
méme coefficient.

Lafigure 8.12 peut donc étre complétée en gjoutant une nouvelle courbe obtenue avec

X% (n (8.39)
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Densité spectrale de la force généralisée - MODE 1

10 T T T T T

- Solution analytique

—— Num - Sans correction

— - Num - Correction élément
13 —=— Num - Correction force nodale
10
1012 L
l011 L.
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FIGURE 8.16. AMELIORATION LIEE A L' UTILISATION DE LA SECONDE CORRECTION

Rapport entre densités spectrales analytique et numérique

1.4 T T T T T
—— Num - Sans correction
L — - Num - Correction élément ]
12 —=— Num - Correction force nodale

0 0.5 1 15 2 25 3
Fréquence [Hz]

FIGURE 8.17. AMELIORATION LIEE A L' UTILISATION DE LA SECONDE CORRECTION : REPRESENTATION ADIMENSION-
NELLE
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ce nouveau facteur de correction. Cette autre modification permet de corriger encore mieux
le contenu aux hautes fréquences. En effet, cela se confirme alafigure 8.16 ou |'on con-
state que la correction sur la force nodale (seconde approche), plutét que sur la résultante
sur I’ élément (premiére approche), permet de s approcher davantage de la solution analy-
tique.

Une représentation plus intéressante des résultats obtenus a I'aide de cette nouvelle
forme de I’ admittance numérique consiste atracer le rapport entre laforce généralisée cal-
culée numériquement (avec la correction) et laforce généralisée analytique. Lafigure 8.17
confirme les conclusions qui viennent d’ étre tirées quant aux meilleures performances de
ce nouveau facteur de correction.

Troisiéme approche : cohérence entre forces nodales

L’ examen de cette figure montre que la solution analytique n’ est cependant pas encore
atteinte car lamatrice de densité spectrale des forces nodal es est corrigée de fagcon uniforme
aors qu’ en rédité les éléments non diagonaux devraient étre corrigés par des coefficients
différents. En effet, la cohérence estimée par la méthode du paragraphe précédent n’ est pas
tout afait correcte non plus. Une ultime modification nécessite donc I’ estimation desforces
nodales en des points différents de la structure :

Fi(t) = Ti(t)+Ta(t) = | Lp(z1)p(z1,t)dxr + | Lp(yr)p(ys,t)dy: (8.40)

Fg(t) = Tj (t) + T4(t) = LT(xg)p(xg, t)dxg -+ LT(yg)p(yg, t)dy2 (8.41)

O\h O.\h
O\h O.\h

X,
1<—u—>y1 Xe Ve
i T
v k.L v
A 71

FIGURE 8.18. ILLUSTRATION DU TROISIEME NIVEAU DE CORRECTION

Admettons que ces forces soient distantes d'un nombre & d ééments. La densité spec-
trale croisée entre ces forces nodales s obtient a1’ aide de larelation :
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SFle (n) LT(xl)LT(xg)Sp(xl,:Cg,n)d$1d$2

Il
O\h

O\h O\h O\h o’\h
O\h O\h O\h ’

+

Ly(x1)Lr(y2)Sp(x1,y2, n)dx1dy:

_|_

Ly(x2)Lp(y1)Sp (2, y1,n)dyi1des

+

L1 (y1) L1 (y2)Sp(w2, y1,n)dy1dy2 (8.42)

SF]Fg(n) LT($1)LT(£CQ)€_ . B dxidzy

|
¥
2

+Sp(n) LT(xl)LT(yg)e 2U dxldyg

Cn(kl—zo—y1)

Lp(zo)Lr(y1)e 20 dy1dxo

_ Cn(kl—y)+yz)

+SP (n) LT(yl)LT(yg)e 2U dyldyg (843)

_|_

n

=

2
O\h O.\h O.\h
O\h O.\h O.\h

Les résultats de chaque intégrale peuvent a nouveau se mettre sous la forme d’'une
somme de polyndmes de degré 8 multipliés par des exponentielles décroissantes. En som-
mant les résultats de ces quatre intégrales, on obtient :
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SF " (n) _ S ( l2 —(IC 2 (nI [Z IC>1 (Cnl) ();7,1 Z IC>1 (Cnl)
8
Cn(21) Cnl _ Cn(31) Cnl
- k>1 [ 2% oYl k>1
te i Y ME <2U> § :M3 < >

=1
8 _
Cn(4l) C l
s S () 049
=1

L es coefficients intervenant dans ces expressions sont a nouveaux donnés al’ annexe A.
Sous un forme plus sympathique, nous pouvons simplement noter :

S (n) = Sp )N () (8.45)

Si k = 1, leterme relatif al’intégration entre les deux forces prend une forme |égére-
ment différente :

(n(l\I J +/=

Lr(y1)Lr(y2)e” dy1dy2 (8.46)

+
95)
i

(n)

L L
f Cn (1\1+ ]* £o)
SFle(n) = SP(n)//LT(xl)LT(xQ) d$1d£€2
AR
L
_ Cn(kitx)t+yg)
+SP(”)/ Ly(zy)Ly(ya)e™ o= daydys
0
La
Cn ‘I\I o — /]‘
+5p00) [ [ It rtme T dypndes
0
L
{

O\h O.\h O\h

qui se traduit également au niveau des dével oppements subséquents :

Cul Cnl Cnt Cnl\ !
o~ e [ (S8) e 0 (2)

_on 1 (Cnl - Cn(3n) 1 [(Cnl -
e S () e M (G

_ Sp(n)PAL (%> (8.47)

2U
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Pour la compacité des notations, il est plus intéressant de regrouper sous une seule no-
tation ces deux cas (k > 1 et £ = 1) ainsi que celui du paragraphe précédent (k = 0)

Spp(n) = Sp(n)2A* (C"l> (849

2U
A7 (%) Sk=0
00N (G) = 1§ A (GH) sk=1
A’“>1 (§%) sk>1
Dans laméthode simplifiée, les forces nodal es intérieures sont estimées par :

[

F = 3 (?)FL1 + 26FT, +3FL3) (8.49)
[

F, = 32 (SFL1 + 26Fy,. + SFL() (8.50)

Ladensité spectral e croisée entre ces efforts s obtient donc par :

I 2
SF(TL) = <—> (95}31 P, (n) + 78Sp1 P (n) + QSP1 P, (n)

32
+78Sp, P, (n) +676Sp, p. (n) + 78Sp, p, (n)
+9‘SP:3P.1(n) + 78SP3P5 (n) + QSP.‘%R} (n)) (851)

N SII(SZBLZQ (694+156( —(-15E +€ (k+1)<ut )
0 (e (25 —l—e’(’”?)%))

— Sp(n)iae (%) (8.52)

Cette relation nécessite & nouveau une petite retouche si les forces concernées sont les
extrémités d’un méme éément (k = 1). Dans ce cas,

Cn(3l)

03¢ % +156 (1 +e 50 ) +9e v O
Sp(n) = Sp(n)2 ( ( ) ) = Sp(n)i2N <C—”>

1024 2U0

(8.53)

Pour ces fonctions approchées, on peut également regrouper les différents cas sous une
seule notation :
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Sy () = Sp(n)2A" <@> (854)

2U
. (5 §k=0
oA (S =< N (Suly s k=
NN () sk >1

Lafigure8.19 représenteles fonctions adimensionnelles (\* et Xk) qui permettent d’ estimer
les cohérences entre forces nodal es, aussi bien pour la méthode simplifiée que pour la nou-
velle méhode présentée. Les rapports entre ces paires de courbes sont les admittances
numeriques qu’il convient d’ utiliser pour une correction optimale des termes d’ effort tran-
chant. Les admittances d’ordre 0 doivent étre utilisées pour les termes diagonaux de la
matrice de densité spectrale; les termes d’ordre 1 (¢ = 1) doivent étre utilisés pour les
éléments correspondant a une distance d’' un éément entre les degrés de liberté concernés,
les termes d ordre 2 (k = 2) doivent étre utilisés pour les éléments correspondant a une
distance deux éléments entre les degrés de liberté concernés, etc. On peut démontrer que

les formes des fonctions adimensionnelles \*>1 et XIDI sont telles que les admittances
calculées pour £ > 2 sont toutes identiques. La correction des termes diagonaux corre-
spondant & une distance d’ au moins deux éléments sera donc effectuée al’aide d' un seul et
méme facteur.

—— Méthode simplifiée
0.9 — - Fonction exacte

0.8}
0.7}
06
05
0.4 N

0.3} RS

0.2t ~ T 7

01f IS B

FIGURE 8.19. FACTEUR DE CORRECTION DES EFFORTS TRANCHANTS : CORRECTION DU CHAMP DE FORCES NODALES

Maintenant que les coefficients correcteurs sont calculés, il ne reste plus qu'a les ap-
pliquer a la matrice de densité spectrale de force plutt que de la multiplier purement et
simplement par un seul coefficient.

La figure 8.20 représente, pour les différents niveaux de correction présentés, les rap-
ports entre les densités spectrales numérique et analytique (force dans le premier mode
de flexion verticale). On peut y constater que le résultat numérique ainsi obtenu con-
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corde presgu’ avec le résultat analytique. La petite différence résiduelle provient d’ une part
des contributions des moments et des termes croisés entre moments et forces aux noauds.
D’autre part, I’ écart peut également étre attribué au passage en base modale et donc ala
représentation de fonctions sinusoidal es par une cubique par morceaux.

Rapport entre densités spectrales analytique et numérique
T T

14

T
—— Num - Sans correction
— - Num - Correction élément

12¢ : : —&— Num - Correction force nodale
—— Num - Correction champs force

i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Fréquence [Hz]

FIGURE 8.20. AMELIORATIONS LIEESA L'UTILISATION DU FACTEUR DE CORRECTION

8.4.4 Résultats del’ application numérique

Ce paragraphe présente quelques résultats numériques de I’ analyse stochastique dans le
domaine fréquentiel. La structure éudiée est la méme que précédemment; il ne reste plus
qu'a préciser que les caractéristiques de I'intégration numérique des densités spectrales.
Elles consistent en une intégration par la méthode des trapézes a I’ aide de 1200 pas de
fréquence de 0.0025H 2.

Letableau 8.4 présente les variances des neuf premiers modes calcul ées par différentes
méthodes. Le premier résultat (Int. Num.) est obtenu par intégration numérique de la den-
sité spectrale analytique développée au paragraphe 7.3. Les trois colonnes suivantes se
rapportent aux résultats de I approximation en bruit blanc. Elles indiquent, conformément
ace qui aété présenté au chapitre précédent, que cette méthode fournit des résultats sécuri-
taires pour les premiers modes propres mais que cette sécurité disparait au fur et a mesure
gue |’ on passe aux modes suivants. Par exemple, pour les cing premiers modes propres de
vibration dans le plan vertical, on peut relever des écarts de 5.9%, 3.9%, —0.8%, —6.6%,
—9.1%.

30 Nous ne disposons jusqu’ & présent d' aucun moyen pour estimer le plus petit nombre de pas de fréquence
ni le plus grand pas de fréguence qui pourraient donner des résultats satisfaisants pour les résultats des
intégrations. Nous avons donc décidé de valider les paramétres choisis en comparant les résultats qu'ils
donnent avec ceux d une intégration numérique al’ aide de 6000 pas de 0.001 H = (jusqu’ au nombre de chiffres
significatifs choisi, pas de modification des résultats)
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Approche analytique

Approche numérique

Int. Num. Avec App. en B.B. Sans correction Avec correction

g ol ag;? g Ecart g Ecart g Ecart
1 2.29 2.09 1.47 2.56 5.9% 2.33 1.7% 2.30 0.4%
2 8.74.1072% | 6.94.10~2 5.86.102 9.08.102 39% | 1.07.10~' 224% | 8.70.10~2  -0.4%
3 5.67.1072 | 5.01.10~% 3.69.10~% 6.22.10% 97% | 7.34.1073 294% | 5.68.10%  0.2%
4 1291072 | 1.03.1072 7.50.1073 1.28.1072 -08% | 1.87.1072 450% | 1.26.1072 -2.3%
5 164.10°3 | 1.86.10°3 4.36.107% 1.91.1073 165% | 3.59.1073 119% | 1.63.1073 -0.6%
6 2.88.1072 | 2.26.10~% 1.46.10~% 2.69.10% -6.6% | 4.60.1073 59.7% | 2.72.10~%  -55%
7 1.60.10~* | 1.66.10~* 4.84.10~®> 1.73.10~* 81% | 2.20.10~* 37.5% | 1.58.10~* -1.25%
8 9.87.1072 | 8.16.10~* 3.72.10~* 8.97.10~* -91% | 1.49.1073 51.0% | 9.06.10~* -8.2%
9 232.10°% | 247.100% 526.10°° 252.107* 86% | 5.15.107% 122% | 2.15.107* -7.3%
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La partie droite du tableau indique les résultats obtenus sur la structure discrétisée (a
I’aide de 7 ééments finis de 50m). Le premier résultat présenté est celui de I’analyse
numeérigue sans aucune correction, ¢’ est-a-dire telle qu’ elle a été présentée au paragraphe
8.2. Nous venons de discuter longuement le surcroit de cohérence que cette méthode en-
gendrait. On peut effectivement constater que les modes aux hautes fréguences ne sont pas
trés bien estimés (jusgu’ a plus de 100% d’ écart !).

D’ un point de vue théorique, |es coefficients correcteursimaginés (admittances numériques)
permettent d’ améliorer laprise en compte delacohérence des pressions de vent sur I’ ouvrage.
Nous n’ avonsreprisici que les résultats obtenus al’ aide du troisiéme niveau de correction,
celui qui donne les meilleurs résultats. A titre d'illustration, la figure 8.21 représente les
densités spectrales des amplitudes modales obtenues avec ou sans cette correction. Le ré-
sultat analytique apparait également et est superposé aux courbes en trait plein.

Densité spectrales des amplitudes modales
T T

T T
— Avec Correction
— - Sans Correction

10°

10° t
10° |
107 B\ N X ~
107 KN\ s
100 N e
107 F S

10'12

i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3
Fréquences [Hz]

FIGURE 8.21. APPLICATION NUMERIQUE : DENSITES SPECTRALES DES AMPLITUDES MODALES

Cet exemple montre clairement que I’ utilisation des admittances numériques permet
d améliorer considérablement la représentation du phénomeéne. |l est assez étonnant de
constater que ces corrections permettent également d’ améliorer la représentation des deux
modes de torsion (5 et 9). En effet, les efforts nodaux qui y correspondent sont obtenus a
I’aide de lignes d'influence linéaires et non pas cubiques. D’autres facteurs de correction
devraient donc en principe étre utilisés. L’ exemple montre cependant que les admittances
numériques obtenues pour les efforts tranchants semblent étre assez bien adaptées. Ceci
semble ére de bon augure pour une implémentation simple et rapide de ce coefficient. |l
suffirait en effet de se contenter de corriger les densités spectrales de forces modales in-
dépendamment du type de force. La correction compléte de la matrice de densité spectrale
se ferait donc al’aide de trois coefficients uniquement : un pour la diagonale, un pour les
termes correspondants a une distance d' un élément entre les noeuds considérés et finale-
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ment un troisiéme coefficient pour le reste de la matrice.

Déplacements horizontaux Angles de torsion
T r

Déplacements verticaux
T T

10°

10°

Fréquence (Hz) Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

FIGURE 8.22. DENSITES SPECTRALES DES DEPLACEMENTS DU NOEUD n°4

Les densités spectrales du déplacement au noeud n°4 sont tracées alafigure 8.22. Les
traits continus et discontinus représentent respectivement lesrésultats d’ anal yses numériques
(de la structure discrétisée) avec ou sans |’ application des admittances numériques. Ces
courbes indiquent que la structure étudiée (du moins le déplacement ami-travée, car il n’en
serait pasains d’'un point plus proche d' une extrémité) répond essentiellement dans un seul
mode par type de vibration. Les résultats en termes d' écart-type sont repris au tableau 8.5
Pour chague direction de vibration, les écarts que |’ on peut y relever sont donc proches de
ceux gue |’ on obtient pour le premier mode.

85 Résumé

Les paragraphes précédents viennent de montrer |I'importance de la discrétisation de la
structure. Deux possibilités s offrent al’ingénieur : soit discrétiser sa structure assez fine-
ment afin de ne pas devoir se poser de questions sur labonne représentation des phénomeénes
aux "hautes’ fréquences; soit travailler avec un modél e pluslache, maiscorriger lesrésultats
qu'il obtient de maniére a s affranchir de la qualité moindre du maillage. Les paragraphes
précédents permettent de répondre a ces deux questions dans la mesure ou le graphique
8.19 permet non seulement d’ estimer un % limite (a partir duquel I’ approche de base ne
donne plus de bons résultats), mais aussi d’ exprimer les coefficients correcteurs a utiliser
en cas de maillage trop | &che.

Les coefficients de correction ont été établis en supposant que les coefficients de co-
hérence dans chacune des deux directions principales éaent identiques. Une formula-
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Approche anaytique Approche numérique

Intégration numérique  Avec App. en B.B Sans correction Avec correction
o o Ecart o Ecart o Ecart
V 2.23 2.49 11.7% 2.27 1.8% 2.24 0.4%
H 5.53.1073 6.06.1073  96% 7.15.1073 29.3% 5.54.107% 0.2%
T 1.61.1073 1.87.107% 161% 1.88.1073 168% 1.59.1073 -1.2%

Tableau 8.5. : Ecart-types nodaux évalués selon différentes méthodes

tion plus compléte et inévitablement plus lourde devrait étre entreprise afin de permettre
I utilisation de coefficients différents. De plus, lesformules établies ne s’ appliquent qu’ aux
structuresfilaires; desdével oppementssimilaires (mais également plus ardus) permettraient
d analyser une structure ou les noeuds ne seraient éventuellement pas tous alignés.
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PARTIE 111

Analyse dans |e domaine temporé€l

L’ éguation du mouvement déterministe n’est en réalité qu’ un cas particulier d’ étude sto-
chastique pour laquelle les variances sont nulles. Larelation inverse entre ces deux théories,
celle permettant de passer du déterministe au probabiliste, est |la méthode de Monte Carlo.
Dans le cas de I’andyse d' une structure au vent turbulent, il convient tout d'abord de
générer un ensemble d' histoires de vent (vitesse du vent en différents points de I’ espace)
conformes a la densité spectrale de puissance utilisée pour le calcul stochastique. Cette
opération de génération permet de déterminer une vitesse du vent en chaque point de
I’ espace et a chaque instant. L’ équation du mouvement retrouve donc son caractére déter-
ministe. || suffit alors de résoudre I’ équation du mouvement déterministe autant de fois que
d histoires générées et ensuite, a partir de chacune des réponses obtenues, de calculer les
grandeurs statistiques qui seraient fournies par une analyse stochastique. La méthode de
Monte Carlo est un méthode en définitive assez peu él égante, probablement parce qu'elle
est basée sur la génération d’ échantillons. Elle permet cependant de traiter tous les types
de non linéarités qui pourraient se présenter.

L’ analyse stochastique qui a été mise en oeuvre au chapitre 8 est limitée par |I” hypothése
de superposition (et donc de linéarité). Dés que |’ une ou I’ autre non linéarité apparait dans
le comportement de la structure, la méthode d’' analyse doit étre modifiée de maniére assez
importante. Trois méthodes sont alors généralement proposées :

e méthode de Fokker-Planck basée sur larésolution d’ une équation de diffusion;
e |améthode de perturbation;
e l|alinéarisation stochastique;

Tout comme |’ analyse stochastique dans le domaine fréquentiel, ces méthodes permet-
tent de déterminer la structure statistique de la réponse sans avoir recours a une génération.
Cestrois méthodes donnent des résultats assez précis lorsque les dével oppements sont réal-

isés analytiquement mais elles semblent assez ardues a mettre en cauvre numériquement
pour des systémes a plus d'un degré de liberté (pour les deux premiéres méthodes) ou
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toucher un domaine d’ application fort réduit (pour latroisiéme).

La méthode retenue pour I’ analyse dynamique non linéaire des structures soumises au
chargement éolien est donc basée sur une méthode de Monte Carlo, couplée avec des
analyses dynamiques pas-a-pas. Un premier chapitre (9) présente différentes méthodes
de génération d’ échantillons de processus aléatoires. Lorsgue ces efforts sont déterminés,
I’analyse dynamique non linéaire peut aors prendre place. Afin de commencer avec un
probléme plus smple, le chapitre 10 présente I'analyse stochastique d'un oscillateur a
un degré de liberté. Les concepts de base retirés de cette éude vont ensuite permettre
d"analyser une structure plus importante (chapitre 11).
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Chapitre 9

Geéneration d’ échantillons de proces-
sus aléatoires

Lasimulation d histoires a partir de densités spectral es de puissance trouve donc son intérét
dans les problémes linéaires (vérification) comme non linéaires (seule mé&hode apparem-
ment efficace, méthode de Monte Carlo).

Aprésun bref rappel sur le calcul numérique des densités spectral es, ce chapitre dével oppe
deux méthodes de simulations d histoires a partir de densités spectrales de puissance : les
séries de Fourier et les filtres autorégressifs. |l présente également quelques particular-
ités du programme Gwind permettant la simulation d’ une histoire de vent en un point de
I’ espace (processus unidimensionnel). Dans un second temps, une méthode de génération
multidimensionnelle sera présentée ; elle explique la procédure a suivre (ainsi que son ap-
plication dans le programme Gwind3D) pour générer un champ de vitesse dans |’ espace;
ce champ doit satisfaire des densités spectrales de puissance unidimensionnelles spécifiées
en chacun des points ains que des fonctions de cohérence entre ces points.

9.1 Lecalcul numérique des densités spectrales de puissance

9.1.1 Nécessité de ladécomposition de I’ échantillon en blocs

Nous avons vu que dans e cas d’ un processus stationnaire et sous |’ hypothése d’ ergodicité,
la densité spectrale de puissance du processus pouvait se calculer a partir d’une de ses
réadisations (Equ. (9.1)) :

Soa(w) = lim 2% | X (w, T)P 9.1)

ol X (w,T) = (]fTT/; z(t)e 7« dt représente la transformée de Fourier tronquée de
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I’ échantillon z(t).

Les densités spectrales croisées entre deux processus peuvent, sous les mémes hy-
pothéses se calculer a partir d’ un échantillon de chague processus :

2

Say(w) = Thm T X(w, 1Y (w,T) 9.2
0u Y (w, T) = 3 [ 11 y(t)e I+ dt représente la transformée de Fourier tronguée de

I echantlllon y( ).

D’un point de vue numérique, les densités de puissance ne sont néanmoins pas tout a
fait calculées de la sorte. Afin de limiter I'importance des deux hypotheses formul ées (sta-
tionnarité et ergodicité), on recourt habituellement ala méthode du spectrogramme moyen
(méthode de Wel ch).

Cette méthode consiste a subdiviser en plusieurs blocs I’ échantillon du processus dont
on désire obtenir la densité spectrale. Pour chacun de ces blocs, une formule du type (9.1)
est utilisée afin d’ obtenir un spectrogramme, c’est-a-dire la densité spectrale d'un bloc.
Lamoyenne de ces spectrogrammes donne la densité spectral e de puissance du processus.
Pour les densités spectraes croisées, la méthode est identique mais la relation (9.2) est
utilisée plutét que larelation (9.1).

Trois remarques importantes sont a formuler concernant cette méthode :

e méme s lanorme au carré de la transformée de Fourier de I’ échantillon complet cor-
respond exactement a la densité spectrale cible (voir ci-aprés, méthode des série de
Fourier), la densité spectrale calculée a I’ aide de cette méthode ne correspondra pas
exactement a la densité spectrale cible désirée. Ceci provient de la décomposition du
signal en blocs pour le calcul de sa densité spectrale ;

e S la méthode du spectrogramme moyen n' était pas utilisée, on n’ obtiendrait que des
signaux parfaitement cohérents. En effet,

Suy(e ) ’X(w VY (@, T)
v(w) =

VSIS X DR V()
P (™ )HY( n__, ©3)

VX @ D)F Y (o, T)

alorsqui s laméthode de Welch est utilisée, on obtient :
V(W) =

\/Sm(w) \/Z’X

ou T représente la durée des chacun des morceaux d échantillons et ot la sommation
porte sur le nombre de blocs.

2

41 (9.4)

~ |2
z-(W,T))
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e Une autre conségquence importante de I’ utilisation de cette méthode consiste a calculer
la densité spectrale avec un pas de fréguence moins fin que celui de la transformée
de Fourier de I’ échantillon non subdivisé mais tout en conservant la méme fréquence
de Nyquist (plus grande fréquence représentée). En effet, admettons que I'on désire
calculer la densité spectrale d’un échantillon comprenant N valeurs espacées avec un
intervalle de temps At. Latransformée de Fourier du signal complet est caractérisée par
un intervalle de fréguence An et une fréquence de Nyquist donnés par :

1 NAn 1

An=NAN ™ T T Taag

(9.5)

Supposons maintenant que le calcul soit réalisé sur M blocs. Ladurée de chacun d’ eux
est donc donnée par :
~ T NAt
T=—=—+ 9.6
YA (9.6)
Etant donné que chagque échantillon est représenté par N/M vaeurs, I'intervale de
fréquence et la fréquence de Nyquist seront respectivement :

- 1 M Nf%&nfli

9.1.2 Miseal’ échele physique des densités spectrales numériques

La propriété fondamental e de |a densité spectrale d’ un processus aléatoire est que son inté-
gration sur les fréquences correspond a la variance du processus (Equ. (3.18)) :

+oo
/ Sy(n)dn = o (9.8
J0

Elle permet derelier lesdomaines fréquentiel et temporel par le biais d’ une conservation
d énergie. L’ équivalent numérigue de cette relation anal ytique peut étre obtenu en recourant
par exemple al’intégration par la méthode des trapézes :

N/2

N
%Sx (0)+ ) S (iAAn) + %Sx <<g + 1) An> An = % > af (9.9)

i=1 i=1

domaine fréquentiel domaine temporel

L' analyse stochastique dans le domaine fréquentiel repose sur la multiplication de la
densité spectrale de I’ effort par la matrice de transfert de |’ oscillateur. Lorsque cette étude
est menée numériquement, cette multiplication ne peut avoir lieu que pour un nombre dis-
cret de fréguence choisies (n; = iAn). Le membre de gauche delarelation (9.9) peut donc
ensuite étre utilisé pour déterminer la variance de la réponse.

165



Plagons-nous maintenant dans le contexte de la transformeée de Fourier discréte; la con-
servation d' énergie d’un domaine al’ autre s' exprime sous le théoréme de Parseval :

N-—1 N
SNIXP =) a? (9.10)
=0 =1

ou X; représente, pour lafréquence n;, latransformée de Fourier du signal discret z;
Lorsque le signal est réel dans le domaine temporel, cette relation se simplifieen :

N/2—1 N
Xg+2 ) X+ XF =D af (9.11)
=1 =1

Pour faciliter la comparaison avec I’ équation (9.9), on peut également écrire :

5 1 N/2-1 N

1
=1 ;

La propriété fondamentale de la densité spectrale est donc vérifiée a condition de la
définir, d’un point de vue numérique par :

2
S; |

Dans le contexte d'un logiciel de calcul comme MatLab, par exemple, le signa dis-
crétisé 2 dont on veut obtenir la densité spectrale est stocké sous laforme d’ un vecteur. La
fonction psd renvoie un vecteur comprenant la densité spectrale du puissance (éventuelle-
ment calculée par blocs) de ce signal. Ce calcul numérique de la densité spectrale ne né-
cessite pas la connaissance du pas de temps de définition du signal, ni du pas de fréquence
pour la sortie de la densité spectrale numérique.

L’ équation (9.9) montre que I’ énergie dans le domaine temporel ne dépend pas du pas
de temps choisi. Par contre, I’ énergie dans le domaine fréquentiel dépend de la résolution
fréquentielle choisie. 1l est donc impossible que ladensité spectrale calcul ée par le logiciel
soit telle que la conservation d' énergie soit vérifiée. En réalité, le programme se contente
simplement de moyenner des spectrogrammes gui ne sont que les normes au carré des
transformeées de Fourier.

Ceci peut étre assez génant a partir du moment ou des résultats d'analyses dans les
domaines temporel et fréguentiel doivent étre comparées. Admettons par exemple quel’on
désire superposer sur un méme graphigque une densité spectrale (numérique, dans le sens,
calculée point par point) obtenue par une analyse stochastique dans le domaine fréquentiel
et la densité spectrale (numérique, obtenue par exemple par application de lafonction psd)
d' unsigna discrétisé. Lesdeux courbes ne seront comparables qu’ a condition de multiplier
la seconde par le facteur % dépendant de I’ analyse en cours.
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Afin de palier cet inconvénient, nous avons décidé de multiplier par NTA” toute den-
sité spectrae analytique qui devait étre stockée numériquement. Ainsi, dés la génération
des échantillons, les signaux obtenus ont des dimensions comparables a leurs expressions
analytiques. 1l s agit donc d'une mise al’ échelle physique des densités spectrales.

9.2 Geénération d’un processus unidimensionnel

9.2.1 SériesdeFourier

Admettons que I'on connaisse la densité spectrale de puissance du processus a générer.
Dans le cas d' une histoire de vent, cette fonction peut étre exprimée par exemple sous la
formulation de von Karman :

AL%02
Su(n) = = (9.14)

[1 +70.8 (%)1

Nous avonsvu que, sous|’ hypothése d' ergodicité, la densité spectral e de puissance d’ un
processus stationnaire pouvait étre calculée sur base d’ un seul échantillon :

2
S(w) = lim = X(w, D) (9.15)

Pour un signal réel discrétisé al’ aide de NV points dans le domaine temporel, ¢’ est-a-dire
al’adede % + 1 fréquences espacées entre 0 et n,, dans le domaine fréquentiel :

S(ewe) = 20 X (i, T (9.16)

Ladensité spectrale de puissance représente donc le contenu fréquentiel du processus.
semble alors logique que la génération soit entreprise dans e domaine fréquentiel. |l suffit
en effet de choisir :

| T )
X(wi,T) = %\/Su(wi)e”i (917)
ou les ¢, représentent des déphasages choisis de maniere aléatoire entre 0 et 27 avec
une densité de probabilité uniforme.
En procédant de la sorte, on trouve immédiatement que :

Slws) = % X (w0, T = Sulw) (2.18)

ce qui exprime simplement que |es densités spectral es cible et cal cul ée (sur un seul bloc)
coincident parfaitement pour les fréquences de discrétisation choisies. La densité spectrale
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de puissance calcul ée selon la méthode de Welch ne correspond cependant pas exactement
acelledu processus cible (cf remargue de la page 164).

L’ échantillon dans |e domaine temporel s obtient simplement en prenant la transformée
de Fourier inverse de |’ échantillon généré.

Cette premiere méthode est donc assez précise mais nécessite évidemment un temps de
calcul assez important si, comme dans la plupart des cas, I’ échantillon requis I’ est dans le
domaine temporel (passage d’'un domaine al’ autre).

9.2.2 Processus markoviens

La génération al’ aide de processus de Markov constitue une autre méthode de génération
assez intéressante qui, contrairement a la méthode présentée, a |’ avantage de travailler di-
rectement dans le domaine temporel. De tels processus sont définis de maniére générale
par larelation de récurrence suivante :

y(t)+ary(t—At)+. .. apy(t —pAt) = bow(t) + byw(t — At) +. .. byw(t —qAt) (9.19)

En partant de certaines conditions initiales pour le processus aléatoire y, cette formule
permet de créer un échantillon de ce processus y a partir d’ un échantillon d'un bruit blanc
w d'intensité unitaire (ou, moins souvent, d' un autre processus aléatoire).

Au chapitre 4, nous avons établi lafonction de transfert associée aun oscillateur aun de-
gré deliberté (transformée de Fourier de laréponse impulsionnell€). Plus exactement, cette
fonction detransfert est associée al’ équation différentielle du mouvement. De maniére plus
générale, une fonction de transfert peut étre associée a n’importe quelle équation différen-
tielle représentant un phénoméne ; le réle de cette fonction est de relier, dans le domaine
fréquentiel, I’ entrée et la sortie du systeme.

Dans la méme idée, une fonction de transfert peut étre associée a la forme discrétisée
de I’ équation du mouvement (par exemple, Newmark, Wilson, différence centrae,...) ou
méme, a la forme discrétisée (et donc récursive) d une quelconque relation différentielle.
Lafonction de transfert associée alaformule (9.19) s exprime par :

_ bg+bre WAL 4 bye SR
14 aje WAL 4 apeIPwAt

Harma(w) (9.20)

Le processus y est aors considéré comme I'image du processus w a travers le filtre
caractérisé par la fonction de transfert H(w). Leurs densités spectrales de puissance sont
donc reliées par :

Sy(w) = Hw)Sw(w)Hw) = |H(w) (9.21)

Dansle contexte delagénération, | idée consiste donc atrouver lescoefficientsay, . . . a,
etby, . ..by telsque | H(w)|? s approche le plus possible de la densité spectral e de puissance
areprésenter. Ensuite, a partir d un échantillon d’un bruit blanc unitaire, il suffit d utiliser
larelation (9.19) pour obtenir un échantillon du processus a éatoire désiré.
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Cette méthode et évidemment beaucoup plus rapide que la méthode de Fourier; elle est
d autant plus efficace que |’ ordre de la régression a choisir pour représenter correctement
la densité spectrale cible est faible. Dans cette méthode, la consommation de temps se
trouve essentiellement au niveau de ladétermination del’ ordre du filtre et de ses coefficients
représentatifs. 1l en résulte donc que la génération d' un échantillon supplémentaire ne
demande pas un surcroit de temps énorme. Cette méthode est donc préférentiellement
utilisée lorsque beaucoup d’' échantillons doivent étre générés.

9.22.1 Filtres autorégressifs (AR) La détermination des coefficients a1, .. .a, €
bo, ... by a choisir ne se présente guere comme une téche aisée. C'est pour cette raison
gu’une simplification est généralement formulée : elle consiste a supposer que ¢ = 0 ; le
processus est alors appel é processus autorégressif et est caractérisé par les relations suiv-
antes :

p
y(t) = bow(t) =) ay(t —iAt) (9.22)
=1

bo
1+aje J9At + 4 ape Wil

Hap(w) (9.23)

Généralement, |’ ordre p du filtre autorégressif est choisi al’avance si bien gu'il nereste
donc plus que les parametres ay, . . . a,, €t by a déterminer.

Il ne s agit donc en réalité que d un probléme de minimisation d’' un estimateur d’ écart
entre ladensité spectrale désirée et |a densité spectrale cible obtenue al’ aide de lafonction
de transfert (9.23).

Buchholdt3! présente une méthode un peu plus élégante que |a traditionnelle approche
par les moindres carrés. L’ élégance manifeste provient de la particularisation de la méth-
ode au probleme traité. 1l convient cependant de noter que sous les démarches présentées
dans son document se cachent des hypothéses non mentionnées. Cette méthode consiste a
multiplier larelation (9.22) par y(t — kAt) (k = 1,2,...p) et amoyenner sur I'intervalle
[0, T, pour ainsi obtenir |”expression de lafonction d’ autocovariance en kAt :

T
R(EAL) — / y(E)y(t — kAL)dE

1

T Jo
1 /T

_ T/o

1 T 1 T P .
_ T./o bow(t)y(t—km)dt—i/o Dt =5yt~ bty

bow(t) — zp:aiy(t — iAt)] y(t — kAt)dt (9.24)
=1

Selon Buchholdt, en vertu del’ hypothése de stationnarité, le premier de cesdeux derniers

31 Dynamics of the structures, pp.292-305
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termes s annule, alors gue le second donne :
R(EAL) Za, / (t —iAt)y(t — kAt)d Za, (|k —i| At)  (9.25)

Lorsque k& = 0, larelation (9.24) donne:

R(0) = :—/

1
— T/o bow(t) t—/ Zaly (t — iAt)y(t)dt (9.26)
ol = boai—ZaiR(iAt) (9.27)

A partir deladensité spectral e du processus agénérer, lesrelations de Wiener-K hintchine
permettent d’ obtenir également sa fonction d' autocorréation . Les p relations (9.25) et la
relation (9.27) sont donc p + 1 équations dont les inconnues sont les p + 1 paramétres a
déterminer (a1, . .. ap €t byp).

Cette méthode fonctionne assez bien mais, telle que présentée par Buchholdt, les paramétres
obtenus ne résultent pas d’une optimisation et apparaissent comme « les coefficients a
choisir » pour avoir une bonne génération. Puisqu’il s'agit d'une minimisation, la méth-
ode qui vient d étre présentée ne devrait arriver a des paramétres optima qu’ a condition
de formuler un critére d’ optimisation. Ce critére n’intervient pas car, sous |” hypothese de
stationnarité, Buchholdt suppose en réalité que les cross-corrélations entre le bruit blanc
d entrée et |e processus a générer ne sont non négligeables qu’ au premier ordre (k = 0).

Tout en étant conscient de ceci, il convient cependant de préciser que cette méthode
n’est probablement pas auss efficace qu’ une approche par les moindres carré mais donne
tout de méme de bons résultats. |1 est également important de noter qu’ une approche par
les moindres carrés ne sera efficace que si I’ on attribue des poids de pondération d’ autant
plus importants que les ordonnées des points choisis sur le spectre cible sont importantes.
Lefiltre AR utilisé pour la génération représentera ainsi correctement la densité spectrae
cible dans les zones ou le contenu fréquentiel est le plusimportant.

9.22.2 Filtres autorégressifs a moyenne mobile (ARMA) Lorsque la forme de la
densité spectrale cible devient assez compliquée, il est parfois nécessaire de recourir a des
filtresautorégressifsd’ ordre élevé. Danscecas, il S avere souvent plusintéressant de passer
aux filtres autorégressifs a moyenne mobile dont la formulation a été présentée ci-dessus

y(t) +ary(t —At)+...apy(t —pAt) = bow(t) +byw(t — At) +. .. byw(t — qAt) (9.28)

Il est maintenant impératif d’ utiliser une méthode de minimisation classique comme la
méthode des moindres carrés. Cette méthode ne sera pas appliquée dans la suite.

170



9.2.3 L’ adaptation fréquentielle

Quel’ on ait eu recours aune génération par séries de Fourier ou par filtrage d’ un bruit blanc
au travers d'un filtre AR(MA), nous venons de voir que la densité spectrale cible et celle
calculée numériquement a partir de I’ échantillon généré ne coincident pas exactement.

Un méthode a été imaginée afin de rendre a |’ échantillon généré une densité spectrale
encore plus proche de la cible recherchée. Elle consiste tout simplement a calculer le rap-
port entre ces deux densités spectrales, puis a interpoler ce facteur de correction pour les
fréquences de définition de la transformée de Fourier de |’ échantillon complet et enfin & ap-
pliguer ce facteur de correction a cette derniére transformée de Fourier. En revenant alors
dans le domaine temporel, on abtient un processus dont la densité spectrale de puissance
calculée par la méthode du spectrogramme moyen sera plus proche de la densité spectrale
cible.

Il est important de noter que cette opération est consommatrice de temps. Elle est arap-
procher delaméthode des séries de Fourier pour lesquellesladensité spectrale du processus
généré serait cal culée sur un seul bloc.

9.24 Leprogranme GWnd

Lesnotionsqui viennent d’ étre dével oppées ont été appliquéesalagénération d’ échantillons
devitesse devent. Le programme GWnd consiste en lagénération d’ un bruit blanc gaussien

(succession de valeurs tirées au hasard et ayant une distribution de probabilité gaussienne

normale) qui est filtré par un filtre autorégressif (AR) dont les paramétres optima sont cal-

culés par laméthode présentée par Buchholdt.

Ce programme permet de générer des vitesses de vent dans une région de |’ espace
dont le profil moyen de vitesse est donné par une loi logarithmique, de puissance ou de
I’Eurocode. L’ utilisateur ale choix entre les densités spectrales de puissance de von Kar-
man, Harris ou de I’Eurocode 1. Dans le cas de la génération d’ un processus unidimen-
sionnel, les données topographiques se limitent a I’ dtitude de la station considérée (afin
d obtenir la vitesse du vent au point chois).

Lesdonnéesrelatives alagénération se résument au nombre de pointsdel’ échantillonsa
générer et al’intervalle de fréquence utilisé. Etant donnéqu'’il n'y apas de densité spectrale
croisée acalculer les densités spectrales de puissance sont systématiquement calcul ées sur
un seul bloc. La génération est réalisée al’aide d’un filtre AR dont I’ ordre de régression
est fixé par I’ utilisateur. Le bruit blanc qui est utilisé pour rentrer dans ce filtre peut étre
ou non corrigé par une correction fréquentielle (présentée ci-avant). Une foisfiltré, ce bruit
prend donc le contenu filtré dont les parametres ont éé optimisés afin de correspondre au
mieux aladensité spectrale cible. Le processus filtré peut a nouveau étre corrigé afin d' en
amédliorer le contenu. Dans ce cas, et puisque la densité spectrale numérique est évaluée sur
base d' un seul bloc, les densités spectrales cible et recalculée coincideront parfaitement.

Quelques exemples de résultats obtenus a I'aide de ce logicid sont disponibles dans
d’ autres documents. Les conclusions atirer de la comparaison de ces exemples sont une
meilleure précision pour la méthode de Fourier (C'est-a-dire, avec la correction fréquen-
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tielle) puisgue lagénération al’ aide de filtres AR ne permet pas de représenter exactement
la densité spectrale cible. D’ autre part, cette méthode de génération a I’ aide de filtres AR
est indubitablement plus rapide, dés lors que les coefficients d' autorégression sont déter-
mineés.

9.3 Geénération de processus multidimensionnels

Admettons maintenant que I’on veuille générer non plus la vitesse en un seul point de
I’ espace mais plutdt un champ de vitesse complet incluant les corrélations entre différents
points de I’ espace.

Les utilités de la génération de processus aléatoires ont été exposées dans |’ introduction
de ce chapitre et se résument essentiellement a la possibilité d appliquer des méthodes
déterministes. En plus des cohérencestemporellestraitées par lafonction d' autocorréation,
il est important, en cas de prise au vent distribuée sur la structure, de prendre également en
compte les cohérences spatiales, ¢’ est-a-dire les corrélations entre les vitesses du vent en
différents points de I’ espace.

Des que I’ on désire générer des histoires de vent en des points différents assez proches
lesunsdes autres, il faut inévitablement recourir a une méthode de génération de processus
multidimensionnels comme celle explicitée ci-dessous.

9.3.1 Méthodologie

Gréce aux méthodes de génération unidimensionnelles présentées au paragraphe précédent,
nous sommes maintenant en mesure de générer N histoires en N points différents de sorte
gue les densités spectrales de puissance des échantillons ains générés correspondent au
mieux avec des densités spectralesimposées en chacun des points. La méthode de généra-
tion utilisée dans la suite sera celle des séries de Fourier qui fournissent des résultats plus
précis.

Il reste donc & analyser maintenant la démarche a suivre pour donner a ces échantillons
la cohérence voulue.

Etant donné que ces N premiers échantillons ont été générés indépendamment les uns
des autres, et pour autant que le générateur aéatoire utilisé soit a période suffisamment
grande, il ne devrait en principe pas'y avoir de cohérence entre eux. C'est un chose que
I’on peut d’ailleurs constater en augmentant le nombre de blocs pour le calcul de la den-
sité spectrale de puissance croisée. Admettons-donc, pour simplifier les choses, que cette
cohérence soit nulle. En référence avec la base modale dans laquelle les équations du
mouvement sont généralement découplées, ces N premiers échantillons seront appelés «
histoires modales » et leur matrice de densité spectrale est donc diagonale. Elle est notée
[Sur (w)].

Imaginons un systéme a N degrés de liberté dont les sollicitations sont les N histoires
modales. En toute généralité, les déplacements que I'on calculerait ne sont pas indépen-
dants; ils sont caractérisés par une certaine cohérence. En choisissant ce systeme de fagon
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adéquate, il est possible de donner aux déplacements des noauds de la structure (« histoires
nodales ») la cohérence voulue. En effet, nous avons vu au chapitre 4 que les densités
spectrales des signaux d’ entrée (efforts) et de sortie (déplacements) sont reliés par :

(S (@)] = [H ()] [Sar (@) [H @) (9.29)

ou [H (w)] désignelamatrice detransfert du systéme adéterminer, (S (w)] et [Sy (w)]
désignent respectivement |es densités spectral es de pui ssance des hi stoires modal es (générées,
sans cohérence) et nodales (a générer, avec la cohérence voulue).

Lapierre d' angle de la génération de processus multidimensionnels consiste donc en la
détermination de la structure, ou plutét de la fonction de transfert telle que la matrice de
densité spectrale cible [Sx (w)] (des histoires corrélées a générer) puisse s exprimer par la
relation (9.29).

Considérons maintenant la décomposition modale de la matrice de densité spectrale
cible:

[Sn ()] = [Z @]V @)] [Z )] (9.30)

ol [Z (w)] représente la matrice des vecteurs propres et [V (w)] est une matrice diago-
nale comprenant |es val eurs propres associées aux vecteurs propresde [Z (w)] et ordonnées
de laméme maniére.

La matrice de densité spectrale cible [Sy (w)] est différente pour chaque fréguence.
en résulte donc que les matrices des modes propres et des valeurs propres sont également
des fonctions de la pul sation.

Laclédelaméthode réside finalement dans |acomparaison desrelations (9.29) et (9.30).
Elleindique en effet que, dés que ladécomposition modale ([Z (w)], [V (w)]) delamatrice
de densité spectrale cible est connue, les N histoires modales indépendantes a générer
doivent satisfaire les densités spectrales données par les valeurs propres [V (w)] et ensuite
étre filtrées par le systéme non physique dont la matrice de transfert est donnée par les
modes propres [Z (w)]. A ceci peut encore venir s adjoindre I’une ou I’ autre correction
fréquentielle, des processus modaux et/ou nodaux.

9.3.2 Reéduction delataille de |’ espace modal utilise

Laméthode ains présentée est assez consommatrice de temps dans lamesure ou elle néces-
site la décomposition en valeurs et modes propres de la matrice de densité spectrale cible
et ce, pour un nombre important de fréguences. Afin d’ accélérer la génération, il vient na-
turellement a |’ esprit d utiliser une nombre de modes réduit. Les conséquences liées ala
réduction de I’ espace modal seront commentées al’ aide de quelques exemples.

9.3.3 Exemples
9331 Exemplel Lepremier exemple consiste en la génération de deux échantillons de
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processus dont les densités spectrales unidimensionndles (Fig. 9.1) sont données par :

Si(n) = ne 2" (9.31)
Sy(n) = ne " (9.32)

0.2

0.18 1

—— DSP Noeud 1
—- DSP Noeud 2 |

0.16 -

0.14 -

0.12 1y

0.1}

0.08

0.06

0.04

0.02

Fréquence [Hz]

FIGURE 9.1. DENSITES SPECTRALES CIBLES DES VITESSES DE VENT A GENERER

La forme analytique de ces densités spectrales cibles ne correspond pas a une densité
spectrale de vent mais leurs formes sont cependant semblables a celle de Davenport. Cet
exemple ne se veut de toute fagcon qu’ académique. Lafonction de cohérence entre ces deux
processus est a décroissance exponentielle comme dans le cas du vent turbulent :

Y(n)=e* (9.33)

L es caractéristiques des histoires a générer sont données au tableau 9.1.

Les figures 9.2 et 9.3 représentent respectivement les évolutions des valeurs propres
et des modes propres de la matrice de densité spectrale cible en fonction de la fréquence
traitée. Pour des fréquences trés petites, la matrice de densité spectrale est singuliére :

Syw<a)] = | S Vs } (9.34)
( [V(w<<)]:[51—552 8]
- (9.35)
ST —/S
[Z(w<<)]—\/ﬁ[\/\/;; \/\/5—1_2]

\

Dans le cas plus général d’une génération d'un plus grand nombre d’ échantillons, on
peut démontrer qu’ aux basses fréquences, une seule valeur propre est non nulle et est égale
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Nombre d’histoiresagénérer: 2

Nombre de modes utilisés: 2
Durée des processus agénérer . 600s
Nombre de valeurs: 213 — 8192
Pasdetemps: 0.0732s
Pas de fréquence : 555 = 0.00167H =
Fréquence de Nyquist : 6.8267H z
Tailledesblocs: 28 = 256
Nombre de blocs: 32
Pas de fréquence DSP : 22 =0.0533H%
Tableau 9.1. : Exemple 1 - Caractéristiques de la génération

Valeurs propres
T

lorlD

— MODE 1
—- MODE 2

10°

10° 10" 10° 10
Fréquence [Hz]

FIGURE 9.2. DENSITES SPECTRALES CIBLES
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a la somme des ééments diagonaux de la matrice de densité spectrale. Toutes les autres
valeurs propres sont multiples et nulles. Ceci n'est valable que si les processus sont par-
faitement cohérents aux basses fréquences, comme par exemple lorsque la cohérence est a
décroissance exponentielle.

Pour les plus hautes fréquences, la matrice de densité spectrale cible devient diago-
nale:

Sy (w>>)] = [%1 52] (9.36)
ves>l=| 3 g ]
= (9.37)

Z@>>)=| 5§

La matrice de densité spectrale des histoires modales coincide donc, pour ces hautes
fréguences avec la matrice de densité spectrale cible. Les modes propres correspondent
alors a deux excitations dans chacun des modes séparément. Ces constatations sont égale-
ment valables lors de génération d' un nombre plus important d’ échantillons. Ceci n'est
évidemment valable que lorsque la cohérence tend vers zéro aux plus hautes fréguences, ce
que la physique des phénomeénes étudiés en pratique permet de justifier.

Les valeurs propres représentées a la figure 9.2 sont également les densités spectrales
modales cibles. L' observation de ce graphigue montre que le premier mode est largement
prépondérant, du moins pour les basses fréquences. Ceci justifie la tentation de n’ utiliser
gu’un nombre réduit de modes pour la génération d' échantillons de processus aléatoires
cohérents.

Les graphiques de la figure 9.4 représentent les densités spectrales modales cibles et
calculées, ainsi que la fonction de cohérence entre les deux échantillons modaux générés.
Les deux échantillons modaux sont générés indépendamment I’ un de I’ autre al’ aide d’ une
génération en séries de Fourier. Dans lalittérature, les résultats de générations sont souvent
présentés dans des axes bi-logarithmiques de facon a camoufler I’ écart entre les densités
spectraes cible et calculée. Ici, nous avons choisi une représentation en axes cartésiens
qui, certes, met évidence une certaine discordance entre les deux courbes mais indique tout
de méme un comportement global acceptable.

Etant donné que les échantillons sont générés indépendamment I'un de I'autre, il ne
devrait y avoir aucune cohérence entre eux. On peut effectivement constater qu’ils ne sont
que trés peu corrélés (moins de 10%, a |’ exception de I'un ou |’ autre pic). Mis a part la
génération d’ échantillons plus longs, il semble difficile de générer des échantillons moins
cohérents qu’ en les générant indépendamment I'un de I’ autre.

Lafigure 9.5 représente les vingt premiéres seconde de chacun des échantillons généreés.
Conformément aux caractéristiques requises, on y constate effectivement que |’ échantillon
associé au noeud n°1 a une variance plus importante que |’ échantillon associé au noeud
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DSP NOEUD 1 Fonction de cohérence
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FIGURE 9.6. DENSITES SPECTRALES NODALES DES ECHANTILLONS GENERES, FONCTION DE COHERENCE NODALE
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n°2. Deplus, lesdeux échantillons semblent étre assez cohérents dans | es basses fréquences,
et beaucoup moins pour les fréguences plus importantes.

Les graphiques de la figure 9.6 confirment les impressions tirées de |’ observation des
signaux générés. Lafigure est composée detroisgraphiques qui sont les équival ents nodaux
des graphiques de lafigure 9.4. Le résultat de laformation des processus nodaux (sur base
des échantillons modaux générés) est dgjatrés bonne; les corrections fréquentielles modale
et nodale semblent donc étre superflues, ou plutét a considérer comme un must. Gréace a
cette recombinaison d’ échantillons modaux a |’ aide de coefficients variables en fonction de
lafréquence (les modes propres calcul és), la cohérence obtenue entre les deux échantillons
nodaux est tres proche de |a cohérence demandée.

9332 Exemple2 Cet exemple apour but de mettre en évidence |'importance de la
réduction de lataille de la base modae. Les données sont identiques a celle de I’ exemple
1, exception faite que, cette fois, un seul mode sera utilisé. La décomposition modale
présentée au graphique 9.3 montre en effet que, vu I’ importance prépondérante du premier
mode, |" utilisation d’ un seul mode laisse déja supposer de bons résultats.

La décomposition modale est donc identique a celle de I'exemple 1, mais bien plus
rapide puisqu’ un seul mode est maintenant calculé. Lafigure 9.7 compare laseule et unique
densité spectrale cible conservée avec la densité spectrale de I’ échantillon modal généré.
Misapart I'un ou I’ autre petit pic, I’ échantillon généré semble étre de bonne qualité.

DSP MODE 1
0.25 T

0.2

0.15

0.1r

0.05 1

10° 10° 10" 10 10
Fréquence [Hz]

FIGURE 9.7. DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE DU MODE CONSERVE

Lafigure 9.8 présente les résultats de la génération. L' utilisation d’ un seul mode plut6t
que deux fournit un résultat valable au niveau des densités spectrales. La densité spectrale
au niveau du second noeud est un peu moins bien évaluée (courbe discontinue) mais une
correction frégquentielle permet d’améliorer considérablement sa qualité. Quant au premier
noeud, la génération brute donne déja un trés bon résultat si bien que la correction fréguen-
tielle est pratiquement superflue. Par contre, la cohérence entre les deux échantillons ne
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FIGURE 9.8. DENSITES SPECTRALES NODALES DES ECHANTILLONS GENERES, FONCTION DE COHERENCE NODALE
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correspond pas du tout a ce qui &ait désiré : on retrouve évidemment une cohérence uni-
taire puisgue les deux signaux sont proportionnels a un méme troisiéme. La correction
fréquentielle des premiers échantillons obtenus permet d’améliorer leur densité spectrale
mai s ne corrige évidemment pas le contenu de lafonction de cohérence.

Cet exemple démontre clairement les réles des modes conserveés :

e Les modes a hautes valeurs propres permettent de donner aux processus nodaux leur
bon contenu frégquentid ;

e Lesmodes abasses valeurs propres viennent ajouter de petites modifications autour des
échantillons résultant des premiers modes, afin de fournir entre les noeuds, les cohérence
désirées.

9.3.33 Exemple3 Afinde montrer quelesconclusionstiréesdel’ exemple 2, peut-étre
un peu simpliste, peuvent étre appliquées ad’ autres cas, voici un autre exemple dans lequel
4 échantillons vont étre générés au moyen de 3 modes. On ne laisse donc plus tomber que
25% des modes (1 sur 4) au lieu de 50% (1 sur 2).

Les densités spectrales cibles unidimensionnelles sont identiques a celles de I’ exemple
1:

S3(n) =51(n) et Si(n)=S5z(n) (9:39)

L es fonctions de cohérence entre points sont toujours a décroissance exponentielle :

Yij(n) = e " (9.39)

0 025 05 1
\ 025 0 025 05
UC = | 45 025 0 025 (9.40)

1 05 025 O

Le tableau 9.2 résume les caractéristiques principales de la génération.

Nombre d’histoiresagénérer: 4

Nombre de modes utilisés: 3

Durée des processus agénérer . 600s

Nombre de valeurs: 213 — 8192

Pas de temps: 0.0732s

Pas de fréquence : 555 = 0.00167H =
Fréquence de Nyquist : 6.8267H =
Tailledesblocs: 28 = 256
Nombre deblocs: 32

Pas de fréquence DSP: 22 = 0.0533H =

Tableau 9.2. : Exemple 3 - Caractéristiques de la génération
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La figure 9.9 représente les trois premiéres® valeurs propres de la matrice de densité
spectrale cible. On peut y constater les propriétés énoncées ci-avant, a savoir une matrice de
rang unitaire (une seule valeur propre non nulle) pour les basses fréquences et une matrice
quasi-diagonale pour les plus hautes fréquences.

Valeurs propres

10 r — MODE 1
— — MODE 2
— - MODE 3

-10 i
10° 10" 10™ 10 10"
Fréquences [Hz]

10

FIGURE 9.9. DENSITES SPECTRALES CIBLES DES PROCESSUS MODAUX (INDEPENDANTS)

Lafigure 9.10 représente les évolutions, en fonction des fréquences, des trois premiers
modes propres. Rien qu’en observant les graphiques des figures 9.9 et 9.10, la tentation
est grande de ne pas caculer cette décomposition modale pour les 8192 fréquences de
représentation du processus a générer. Nous verrons plus loin quelles solutions peuvent
étre apportées a ce probléme.

Les graphiques de la figure 9.11 reprennent I’ évolution des trois plus grandes valeurs
propres de la matrice de densité spectra e cible (qui représente également les densités spec-
trales modales cibles). Ils indiquent également les densités spectrales des échantillons
modaux générés. La concordance entre les valeurs cibles et calculées est a nouveau trés
bonne. On peut également noter que I’ ordre de grandeur des cohérences introduites entre
ces échantillons modaux reste toujours assez faible.

De retour dansla base nodale, les graphiques de lafigure 9.12 permettent de représenter
la qualité de la génération. Les conclusionstirées a |’ exemple 2 restent toujours valables :
les densités spectrales unidimensionnelles sont trés bien représentées mais les cohérences
entre échantillons ne correspondent pas tout a fait aux cohérence exigées. La discordance
est cependant moins importante que pour I’ exemple précédent puisgque le pourcentage de
modes propres laissés de cOtés est cette fois moins important. Ceci laisse présager des
possibilités d’ utilisation pour la génération de champs de vitesses plus importants.

32 Contrairement a |’ habitude dans les problémes de vibrations de structures, les modes propres les plus

importants dans ce cas sont les modes associés aux plus hautes valeurs propres.
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9.34 Optimisation del’ algorithme développé

La génération d échantillons corrélés dans le temps et cohérents dans I’ espace est une
opération qui requiert un nombre important d’ opérations. Dans |e cadre de petits exemples
comme ceux qui viennent d’ étre présentés, la génération est presgu’instantanée. |l serait
cependant intéressant de modifier |égérement I’ algorithme utilisé afin de pouvoir également
générer en un laps de temps minimum des champs de vitesses beaucoup plus grands.

Il va de soi que la majorité du temps nécessaire a la génération est consommeée par le
calcul des modes propres et valeurs propres. En effet, dans sa version originelle, la dé-
composition modal e de la matrice de densité spectrale cible [Sx (w)] alieu pour toutes les
fréquences de définition des échantillons générés. Dans les exemples présentés précédem-
ment, ladécomposition modal e adonc été effectuée 8192 fois! On ne peut évidemment pas
se permettre ceci lorsque lamatrice & étudier est de dimension [1000 x 1000] par exemple.

Comme cela a éé suggéré ci-avant, une premiere amélioration de I’ algorithme consiste
ane calculer la décomposition modale que pour un nombre limité de fréguences (par ex-
emple une sur dix) et acalculer par interpolation les valeurs et modes propres associ €s aux
vaeursintermédiaires. Ceci permet déjade réduire fortement le nombre de décompositions
modales aréaliser.

Cette modification n' est pas encore suffisante car elle ne tient pas compte de la forme
de la matrice de densité spectrale a décomposer. En effet, il serait intéressant de mettre au
point un algorithme qui évalue les positions des fréquences de décomposition optimales en
fonction du probléme étudié. C'est ce qui a ééréalisé.

Etant donné que les valeurs et modes propres correspondant aux fréquences non cal-
culées sont obtenus par interpolation linéaire entre des valeurs connues, le nombre de
fréquences de calcul doit ére minimal lorsque ces grandeurs évoluent linéairement. La
solution retenue travaille uniquement sur les évolutions des valeurs propres en fonction des
fréguences. Lorsgue ladécomposition modal e est terminée pour lafréguence f3, on estime,
pour chague valeur propre, I’ erreur quel’ on aurait commisesi I’ on avait estimé cette valeur
par extrapolation a partir des deux valeurs précédemment obtenues (f1; V1) et (fa; V2).

Pour chacun des modes, I erreur s'exprime par (Fig. 9.13) :
AB Vit (-fh) -V
-~ BC Vs

(9.41)

€m

Cette définition est telle que I’ erreur obtenue soit d’ autant plus petite que lavaleur propre
est linéaire. A lafin de chague décomposition modal e, un estimateur delinéarité desvaleurs
propres peut donc étre calculé :

€ = max |ep| (9.42)

Cette grandeur est alors utilisée pour estimer la fréquence de décomposition suivante.
Si I'erreur est petite, le pas de fréquence peut étre agrandi; par contre, si cette erreur est
faible, celasignifie que I’ on se trouve dans une zone ou la dérivée seconde d’ au moins une
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valeur propre est importante, et donc que le pas de fréquence devrait idéalement étre réduit.
Le rapport entre le nouveau pas de fréquence (f4 — f3) et le pas de fréquence en cours
(f3 — f2) est calculé par :

fa—f3
fz3—fa

=1.5e 10 (9.43)

Facteur d'accroissement du pas de fréquence

15

0.8 1

FIGURE 9.14. FACTEUR D’ ACCROISSEMENT DU PAS DE FREQUENCE

Plusieurs raisons justifient le choix de cette relation :

e il est important que la taille du pas de fréquence diminue rapidement lorsque I’ erreur
augmente; il nous semble qu’ une décroissance exponentielle devrait suffire;

e il est également important que lavaeur al’ origine soit bornée, et pas trop importante de
sorte que le pas de fréguence n’ augmente pas de maniére démesurée lorsgue les valeurs
propres deviennent linéaires,

e pour ne pas que I’ algorithme s emballe trop rapidement, larelation a été imaginée afin
gue le pas de fréguence N’ augmente que si |’ erreur est inférieure a4%

Toutes les générations réalisées jusqu’a ce jour ont montré que I’ utilisation de cette
relation mene a une excellente représentation de la décomposition modale. Lafigure 9.15
représente lestrois premiéeres valeurs propres de |’ exemple 3. Chacune des croix représente
une fréguence de calcul de la décomposition modale. Avec I'algorithme qui vient d’ étre
présenté, ces courbes sont représentées par 110 fréguences, ce qui est substantiellement
réduit par rapport aux 8192 décompositions modales de la méthode de base, ou méme au
820 valeurs qui seraient nécessaires s la décomposition modale était effectuée pour un
fréquence sur dix.

La figure 9.16 représente la taille des pas de fréquence pour la décomposition modale
de la matrice de densité spectrale cible de I’exemple 3. Le minimum des rapports entre
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FIGURE 9.15. REPRESENTATION DES VALEURS PROPRES OBTENUES A L' AIDE DE L' ALGORITHME AMELIORE
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deux valeurs successives vaut 0.87; il apparait entre les pas de fréquences 41 et 42, ¢’ est-
a-dire dans la zone ou la concavité (vers le haut) de la premiére valeur propre est la plus
importante, aux environs de 1.5H z. L'erreur ¢ associée a ce rapport est de 5,5% ce qui
peut a priori sembler beaucoup mais il faut garder al’ esprit que ceci n’est pas une erreur
commise réellement mais plutdt une erreur qui serait commisesi lavaleur propre du 427¢me
pas de fréquence était obtenue par extrapolation (et méme pas interpolation !) a partir des
résultats des deux pas précédents.

9.4 Résumé

Ce chapitre a présenté différentes possibilités qui s offrent al’ingénieur confronté au prob-
léme de la génération d’ échantillons sur base de densités spectrales. En commengant par la
génération de processus unidimensionnels, nous avons introduit les méthodes de décompo-
sition en séries de Fourier ou de filtrage de bruits blancs par des processus autorégressifs (a
moyenne mobile). A celles-ci viennent s adjoindre la correction fréquentielle qui permet
de raffiner le résultat d’ une premiére génération.

Ensuite, nous avons présenté une méthode compléte et précise pour la génération de
processus multidimensionnels. Cette méthode repose essentiellement sur le passage dans
une base modale dans laquelle il est facile de générer des échantillons non corrél és (gréce
aux méthodes de génération unidimensionnelle présentées au préalable). Ensuite, une re-
combinaison adéquate de ces échantillons permet de retrouver |a cohérence désirée.

La possibilité de travailler dans une base modale réduite a été étudiée. Pour les petits
champs de vitesses, travailler sur un tel sous-espace n'est guere a recommander dans la
mesure ou | es corrél ations attendues ne pourront pas étre données aux échantillons générés.
Une autre méthode d’ optimisation a également été présentée : cette méthode conseille de
ne calculer la décomposition modale que pour un nombre limité de fréquence de calcul. La
détermination de ces fréquences de calcul est itérative et trés efficace danslamesure ou elle
prend égal ement en compte les caractéristiques propres du probléme traité.
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Chapitre 10

Analyse stochastique temporelle de
I’ oscillateur smple

L’ analyse stochastique des structures dans e domaine fréquentiel est en somme assez systé-
matique danslamesure ol | es deux seuls paramétres achoisir pour |’ analyse sont e nombre
et lataille des pas de fréquence. Ceci concerne |’ analyse stochastique dans saforme laplus
élémentaire. En effet, les fréquences de calcul peuvent ne pas étre espacées uniformément
: on pourrait par exemple rechercher la disposition optimale des fréguences de calcul qui
donne une estimation la plus correcte possible des moments statistiques, et ce, pour un
nombre restreint de fréguences de calcul.

Par contre, I’ analyse dans |e domaine temporel basée sur les simulations de Monte Carlo
dépend d’ un nombre assez important de parameétres, méme dans saversion laplus rudimen-
taire. Au niveau de lagénération, il s agit par exemple de lafréguence de discrétisation de
ladensité spectra e cible, de ladurée des échantillons agénérer ou encore de leur résolution
temporelle. L’ analyse dynamiqgue pas-apas nécessite également de choisir un pas de temps
pour larésolution ainsi que le nombre de pas éudiés (qui apriori pourrait étre différents de
ceux issus de la génération).

Il est important de bien cerner les limitations résultant du choix de ces paramétres. Une
démarche trop peu réfléchie pourrait en effet déboucher sur une réponse de qualité mé-
diocre dans I’ un des domaines, temporel ou fréquentiel. Par contre, un choix judicieux de
chacun des paramétres de la génération et de la résolution permettra d’ obtenir les préci-
sions requises, celles que I’ analyste exige et se fixe avant larésolution. Il s agit d un point
extrémement important sur lequel on ne saurait trop insister.

L’ importance d’ un choix réfléchi detous ces paramétres peut étreillustrée par le principe
d’incertitude : une précision plus importante dans I’ un des domaines ne peut étre obtenue
gu’au prix d'une résolution moindre dans le domaine dual (& condition de conserver une
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taille d' échantillon semblable) :

An.At < % (10.1)

Comme corollaire, cette relation montre que S imposer une précision trop importante
dans les deux domaines simultanément n’est réalisable qu’au moyen d’échantillons de
grande taille (V' >>), ce qui est peu économique. Il est donc important de pouvoir
S imposer des limites les plus strictes possibles en fonction du probléme traité.

Sur base de raisonnements simples menés sur |’ oscillateur a un degré de liberté, ce
chapitre indique la maniére de choisir les parametres de génération. Des critéres seront
établis en fonction de la résolution fréguentielle ainsi que de la fréguence maximale a
représenter. |ls seront formulés de sorte a représenter correctement les caractéristiques
structurelles d’ une part et celles de la sollicitation d autre part. Aprés avoir analysé ces
deux points, ces premiers criteres élaborés seront complétés de maniere a prendre égale-
ment en compte les caractéristiques de stabilité et de précision de I’ algorithme utilisé pour
larésolution pas-a-pas.

Avant de rentrer dans ces détails, deux remarques importantes doivent étre formul ées.
Tout d' abord, étant donné que laméthode de génération est basée sur I’ algorithme numérique
de la transformée de Fourier, les fréquences utilisées pour la représentation des densités
spectrales doivent obligatoirement étre espacées uniformément; ceci est assez limitatif en
soi car il est généralement plus économique d’ augmenter larésolution dansle voisinage des
pics de résonance ou dans les zones de basses fréquences dans lesquelles la sollicitation a
un contenu plus important (pour le vent turbulent).

D’autre part, il convient également de remarquer des a présent que les caractéristiques
(par exemple, le pas de temps At et ladurée T') associées alagénération ains qu’ alaréso-
Iution doivent étre identiques. Ce n’est pas parce que ces deux étapes arrivent successive-
ment dans le raisonnement qu’ elles doivent étre traitées séparément. En effet, admettons
dans un premier temps que les paramétres de génération et de résolution soient choisis in-
dépendamment I'un del’ autre. Larépartition fréguentielle de|’ énergie du vent est telle que
les échantillons les plus intéressants sont de I’ordre de T = 500s &7" = 1000s avec un
pas de temps At = 0.1s. Le contenu aux hautes fréguences est moins important si bien
gu’ une résolution temporel le plus fine ne permette pas de mieux représenter |e phénomeéne.
On préféere donc générer des échantillons plus longs, avec un pas de temps plus grand. Par
contre, en ce qui concerne |’ analyse pas-a-pas, pour les structures étudiées dans le domaine
du génie civil, les ordres de grandeur des paramétres choisis sont de |’ ordre de At ~ 0.02s
et T = 20s.

On pourrait donc imaginer de netravailler que sur les 20 premiéres secondes del’ échantillon
devitesse de vent et ensuite d’ interpol er entreles val eurs générées afin d’ obtenir une vitesse
de vent toutes les 0.02s. Cette fagon de procéder revient a augmenter e contenu en hautes
fréquences de I échantillon®. Lafigure 10.1 donne un exemple d’ échantillon généré (sur
ladroite, représenté par les carrés) et d’ échantillon enrichi (représenté par les petits ronds).

33

En vertu du principe d’incertitude, si le pas de temps At diminue, lafréguence maximal e représentée %ﬁ
(d"aprés de le théoréme de Shannon) devient plus importante.
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Cette représentation indique déja clairement que le contenu en hautes fréquences que I’ on
essaie d ajouter n'est pas correct puisque I'on affine la représentation du phénomeéne a
I’ aide de points alignés : |e contenu en hautes fréguences est donc nul ! Lafigure inférieure
trace ladensité spectrale de I’ échantillon généré ainsi que celle de I’ échantillon enrichi; on
constate effectivement que le contenu gjouté aux hautes fréquences est apeu prés n'importe
guoi, et de toute évidence pas | e contenu que cet échantillon devrait avoir danscet intervalle
de fréquences.

Echantillon généré Echantillon généré - Zoom
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FIGURE 10.1. ENRICHISSEMENT D’ UN ECHANTILLON PAR INTERPOLATION

C’est pour cette raison que nous recommandons d' utiliser les mémes paramétres pour
la génération et I' analyse; nous ne parlerons donc plus que des paramétres de génération.
Danslasuite, nous netravaillerons qu’ avec ce choix personnel qui dans certains cas pourrait
étre limitatif dans le sens ot il impose une taille plus importante pour les échantillons.

10.1 Représentation correcte delafonction detransfert du systéme

Le choix de paramétres de génération doit permettre la représentation correcte de la struc-
ture a étudier. Le raisonnement sera mené sur un oscillateur a un degré de liberté et par
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représentation correcte de la structure, nous entendons celle de sa fonction de transfert. 11
convient de choisir :

e un pas de fréguence suffisamment petit afin de représenter assez finement le pic de
résonance. Ce pas serad’ autant plus petit que le pic est aigu, ¢’ est-a-dire que lastructure
est peu amortie;

e une fréguence maximale au dela de laguelle le systeme ne répond plus guére.

10.1.1 Resolution fréquentielle optimale

Le plus grand pas de fréquence qui permette de représenter correctement la structure sera
évalué en caculant I’ erreur commise lors de I’ intégration numérique (méthode du trapeze)
delanorme au carré de la fonction de transfert d’ un systéme a un degré de liberté :

1 !
o 2
)] e

ou k, f, et £ représentent respectivement laraideur de |’ oscillateur, sa fréquence propre
et son coefficient d amortissement relatif. Le résultat analytique peut étre obtenu par une
méthode des résidus (intégration d' une fonction complexe) :

H(n)|*

"0 1 nf
lonalvt) / Hn)? dn = — =2
H Jo | ( ) | k2 45
Etant donné que nous N’ avons encore aucune idée de laborne d' intégration supérieure a
choisir, I'intégration numérique seralimitéea10f,, :

N]L
Igwm) (An) = % |H(0)|2 An+Z|H(iAn)|2 An ou An = 1]?7];71

i=1

(10.2)

La figure 10.2 indique, pour différents coefficients d’ amortissement, |’ erreur relative
commise sur |’ estimation de I’ intégrale :

Igmm) (An) . Igznalyt)

(analyt)
Ih(;‘may

(10.3)

erreur =

La forme saccadée des courbes pour les grands pas de fréquence provient du fait que
la décomposition en intervalles pour le calcul numérique de I'intégrale n’est pas "progres-
sive'. On identifie clairement sur ce graphique une résolution fréguentielle a partir de
laguelle la courbe devient horizontale, ce qui signifie simplement que la fonction de trans-
fert est aors correctement représentée. L’ existence d’ une erreur résiduelle aux trés petites

résol utions fréquentielles provient de latroncature de I’ intégrale.
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FIGURE 10.2. ESTIMATION D’ UNE RESOLUTION FREQUENTIELLE OPTIMALE POUR LA REPRESENTATION D’ UNE FONC-
TION DE TRANSFERT
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Lafigure 10.2 permet de justifier lalimite ;
An §
2

fn
comme une limite acceptable permettant de représenter correctement ce pic de réso-

nance. On constate par exemple que la valeur ?” = 0.05 identifie correctement la fin du

plateau pour ¢ = 0.1 ou encoreque% = 0.015 semblebien adapté alacourbe¢ = 0.03.

(10.4)

10.1.2 Fréquence maximale areprésenter

Le second paramétre important qu’il convient d’ optimiser concerne bien sr la fréquence
maximale a partir de laquelle I’intégration peut étre tronquée. Au paragraphe précédent,
cette valeur était limitée a 10f,,; ceci a permis de limiter I’ erreur relative de troncature a
moins de 10—, voire 10~ pour les structures les moins amorties. Ceci semble bien sir
une peu trop excessif comme imposition.

Nous alons étudier la limite de troncature de I’intégrale en choisissant la résolution
fréguentielle conseillée par la relation (10.4). La figure 10.3 représente, pour différents
taux d’ amortissement, |’ erreur commise sur I’ estimation de I’ intégrale.
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FIGURE 10.3. ESTIMATION D’ UNE FREQUENCE MAXIMALE A REPRESENTER

L’ examen de cette figure indique que la borne supérieure de I’ intégral e doit étre d’ autant
plus grande que le systéme est amorti, ce qui est logique puisque dans ce cas |’ énergie est
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répartie sur une bande de fréguences plus large. Cette limite maximale peut étre approchée
par larelation :

"”“;fei —1+8y/% (10.5)

Ce choix permet d’ obtenir le niveau de précision proche de 10~ et est indiqué par un trait

en gras sur lafigure 10.3.

10.2 Représentation du contenu fréquentiel de la sollicitation

Le contenu fréquentiel delasollicitation doit également étre prisen compte pour ladétermi-
nation des paramétres liés ala génération. Dans |la suite, nous travaillerons principal ement
avec le spectre de Davenport :

2\ 2
in ()

%24/3
()

Téchons donc de déterminer d’ une part le plus grand pas de fréguence qui permette de
représenter correctement la dispersion fréquentielle du contenu énergétique, et d’ autre part
la fréquence maximale au dela de laguelle il ne reste plus que tres peu d’énergie dans le
processus.

S(n) =

(10.6)

10.2.1 Reésolution fréquentielle optimale

Afin de conserver le plus de généralité possible, les raisonnements seront menés sur une
fréquence adimensionnelle :
nLy

A=z (10.7)

La figure 10.4 indique la fonction a représenter numériquement (a droite) ainsi que
I”erreur commise sur |’intégrale lorsque le pas de fréguence devient de plus en plus petit.
L’ erreur est cal cul ée en comparant laréponse analytique (o2) avec lerésultat del’ intégration
numeérique depuisn = 0 jusquen = 200. Une limite acceptable pour larésolution fréquen-
tielle adimensionnelle semble étre

AnLE

— 0.1
U

En effet, en dessous de cette valeur, I’erreur commise sur |’ estimation de I'intégrale
semble ne plus varier et est donc dans ce cas exclusivement associée a une erreur de tron-
cature.
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FIGURE 10.4. ESTIMATION D’ UNE RESOLUTION FREQUENTIELLE OPTIMALE POUR LA REPRESENTATION DE LA SOL-
LICITATION
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10.2.2 Fréguence maximale areprésenter

Lorsque la fréquence de troncature est trop faible, une partie de I’ énergie associée aux
hautes fréguences du processus n’est pas représentée. Par exemple, Le graphique de la
figure 10.4 vient de montrer qu’ une fréquence de troncature 7 = 200 engendrait une erreur
de |’ ordre de 3%, ce qui est déja assez important.

Erreur relative
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0.03 1
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0.02

0.015 -

0.01

0.005 -

10 10° 10
Fmax.L/U

FIGURE 10.5. ESTIMATION D’ UNE FREQUENCE MAXIMALE A REPRESENTER

Le graphique 10.5 indique que le choix :

T
nmaxLu

=10° (10.8)

permet de représenter correctement 99% de I’ énergie contenue dans le processus a
représenter numériquement. Pratiquement, cette fréquence maximale peut dans certains
cas étre assez haute. Ceci provient de la décroissance assez lente (~ n5/3) de la den-
sité spectrale de la vitesse de vent. Ceci justifie également la possibilité d excitation d’ une
structure dont les fréquences propres sont supérieures au Hertz.

A titre d’ exemple, supposons que I’ échelle de turbulence et 1a vitesse moyenne du vent
soient respectivement L7 = 1200m et U = 30m/s. Dans ce cas, il conviendrait de pren-
dre en compte le contenu fréquentiel du vent jusqu’'a 25 H z, ce qui est bien sir impossible
en pratique. Cette difficulté peut étre contournée assez facilement; la solution tombe sous
le sens en se posant cette question : pourquoi introduire dans les échantillons générés un
contenu fréquentiel jusgu’ a des fréquences qui seront de toute facon filtrées par la struc-
ture étudiée ? Laméthodologie prescrite consiste donc a estimer lafréquence maximale sur
base du minimum des relations (10.5) et (10.8). Le critére le plus restrictif sera générale-
ment celui lié a la bonne représentation de la structure. |l en découle donc que chague
génération sera adaptée a la structure a étudier, mais aussi que des structures semblables
d un point de vue géométrique et agrodynamique mais différentes d'un point de vue mé-
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canigue nécessiteront des échantillons générés différents. Ceci provient du choix personnel
d' utiliser les mémes paramétres pour la génération et la résolution.

10.3 Caractéristiquesde génération liéesala reésolution pas-a-pas

10.3.1 Fréguence maximale areprésenter

Lorsque les échantillons d’ efforts sollicitant sont générés, la démarche a suivre consiste
a analyser dans le domaine temporel la réponse de la structure sous chacune de ces sol-
licitations. Les méthodes les plus efficaces (et surtout les seules d application lorsque le
probléme traité est non linéaire) sont les méthodes pas-a-pas. Quelques rappels théoriques
concernant ces méthodes ont été donnés au paragraphe 4.2.2.1.

L agorithme qui sera utilisé dans la suite est celui de Newmark (o = 0.25; = 0.5) qui
alaparticularité, pour ce choix de paramétres, d’ étre inconditionnellement stable. Comme
pour tous les algorithmes pas-a-pas, il existe un pas de temps minimal en dessous duquel
certaines harmoniques ne peuvent plus étre représentées correctement. Ceci est lié aladis
cratisation d’ un signal temporel et peut s expliquer graphiquement par la nécessité d’ avoir
un certain nombre de points pour représenter correctement un signa harmonique.®*

La figure 10.6 montre que la valeur % = % semble étre une limite raisonnable, ce
qui signifie que 8 points devraient suffire pour la représentation correcte d’ une sinusoidale.
La suite des développements sera basée sur cette valeur et nous pourrons effectivement
constater dans un exemple que cette relation sembl e assez bien adaptée.

L’ existence d’ une résolution temporelle limitée peut se traduire en termes de fréquences
: pour un pas de temps de résolution choisi, il est impossible de représenter les fréquences
supérieures alalimite:
1 1

Nmax = Toin = @ (109)

10.3.2 Résolution fréquentielle maximale

Il existe une différence fondamental e entre les anal yses dans le domaine fréguentiel et pas-
apas dans le domaine temporel  En effet, le premier type d’ analyse est conditionné par la
notion de stationnarité : on ne calcule jamais les transformées de Fourier (discrétes) que
de processus stationnaires; tandis que le second type d’ analyse est transitoire par nature, la
meilleure preuve en étant |’ existence de conditions aux limites.

[l est bien connu que, dans une structure amortie, les effets d’ une perturbation affligée en
un instant s'amenuisent au cours du temps. 1l existe donc un laps de temps T’z apres lequel

3% Lethéoréme de Shanon affirme que f = 5% est lafréquence maximale qui puisse étre retirée d’ un signal
discrétisé avec un pas de temps At. |l faut donc au moins deux points pour pouvoir distinguer I’ existence
d’ une composante harmonique dans un signal. |1 est cependant évident que deux points ne suffisent pas pour
représenter la composante harmonique avec une précision suffisante.

202



—©— T/DT=15

FIGURE 10.6. REPRESENTATION DISCRETE DE SIGNAUX HARMONIQUES DE PERIODE 7.

203



laperturbation infligée ne sefait plus ressentir, en I’ occurrenceici, une période dite de mise
en régime, apres laquelle les conditions initiales imposées sont oubliées. Cette période
peut étre estimée sur base de laréponse libre d' un systéme amorti dont laforme analytique
s exprime par une exponentielle décroissante modulant une combinaison d’ harmoniques
(Equ. (4.52)). Exprimer que I’exponentielle devient faible (par exemple en perdant un
pourcentage x de son amplitude initiale) permet d’ évaluer une période de mise en régime

(Tr) :
Tk 0.51n ﬁ
Tnat B 2775

(10.10)

En effet, le remplacement de la relation (10.10) dans |’ expression de la réponse libre
amortie permet d’ obtenir :

€_2w11,al£TR — e_ lnﬁ f— 1 —_ X (10.11)

Lafigure 10.7 donne uneidée schématique delarelation (10.10). Lafigure 10.8 représente
laréponse d’un oscillateur & un degré de liberté (wy,q; = 5rad/s) soumis & une charge si-
nusoidale. On y retrouve la notion de période de mise en régime; le trait gras vertical
représente la période T calculée al’aide de la formule (10.10) pour laquelle x = 0.99.
Cette valeur choisie permet effectivement d’ obtenir une période de mise en régime proche
de celle qui serait choisie"al’ oeil".
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FIGURE 10.7. ESTIMATION DE LA PERIODE DE MISE EN REGIME

Dans la suite, nous ne travaillerons plus qu'avec x = 0.99, ce qui permet d’ écrire

Tp 0.5
Tnat B 5
Au niveau d’ une simulation de Monte Carlo, ce phénomeéne doit également étre pris en

compte danslamesure ou, puisgue |’ on est censé étudier un phénomeéne stationnaire (1’ effet
du vent), il est important que la phase transitoire soit suffisamment courte devant la partie

(10.12)
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FIGURE 10.8. EXEMPLE DE PERIODES DE MISE EN REGIME - REPONSES D’ UN OSCILLATEUR SIMPLE
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stationnaire dont on essaye de calculer les caractéristiques statistiques. Deux procédures

pourraient étre envisagées :

e Méthode 1 : les caractéristiques statistiques de la réponse ne sont calculées que sur la
partie stationnaire; I’ équation (10.12) est alors utilisée pour estimer la période de mise
en régime. Les caractéristiques statistiques sont calculées sur la fin de la réponse, a
partir de I’ entrée dans |a phase stationnaire,

e Meéthode 2 : les caractéristiques statistiques sont évaluées sur |’ entiéreté de la réponse,
phase transitoire y comprise. Cette méthode semble plus simple a mette en oeuvre. Elle
n’est cependant valable que lorsque la partie transitoire est courte.

10.4 Exemplesimpled application

La structure & étudier est un oscillateur a un degré de liberté dont les caractéristiques sont

m = lkg k=25N/m £=0.01 (10.13)
w = b5rad/s T=126s f=0.796Hz (10.14)

Cet oscillateur est sollicité par une sollicitation aéatoire dont la densité spectrale de
puissance a la forme de celle de Davenport. Par souci de cohérence au niveau des di-
mensions utilisées, la variance de la vitesse du vent o2 dans I’ équation (10.6) devrait étre
remplacée par une variance d’ effort ag. Les paramétres caractérisant laloi sont :

Lz 9
7“ =40 o2 =9 (10.15)
Pour la structure a étudier et le type de sollicitation choisie, le tableau 10.2 résume la
démarche asuivre pour un choix optimal des parametres de génération. Les deux premiéres
lignes appliquent les critéres développés précédemment pour la bonne représentation de
la structure ainsi que de la sollicitation. Assez logiquement, la résolution fréquentielle a
choisir est la plus petite des deux valeurs obtenues. En vertu de la remarque formulée au
paragraphe 10.2.2, lafréguence maximale aretenir pour la génération est également laplus
petite des deux valeurs données par |es deux criteres.

Du pasdefréquence An choisi, on peut déterminer une durée minimaleT” del’ échantillon
a générer; de lafréquence maximale ny; 4 x areprésenter, le critére de représentation dis-
créte d harmoniques permet d’ obtenir une idée de la taille du pas de temps At a ne pas
dépasser. Finalement, le rapport entre ces deux nouvelles valeurs permet d' obtenir un ordre
de grandeur du nombre N de pas de temps.

L’ équation (10.12) permet d estimer la durée de la mise en régime. Dans notre cas,
elle vaut environ 19s, ce qui semble assez court vis-avis de la durée totale étudiée. Nous
essayerons cependant d étudier plus finement dans la suite cette importance de la phase
transitoire, et d'en déduire une proportion maximale qu’ elle peut occuper sans pour autant
trop affecter les caractéristiques du phénomene stationnaire modélisé.
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An — &, Ap <4.1073 nuAX — ] 4 8/ — nprax > 1.4328

fln 2 fn T
Ake =01 — An <2,5.107° Poaby = 10% — npax > 25
l l
An = 2, 5.1073 nyax = 1.5
i i
T = 5 =400s At < o—=— =0.0833
n MMAX

™ 400
N ~ gorgm = 4800

Tableau 10.1. : Caractéristiques de I’ échantillon généré
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Afin de faciliter le calcul des transformées de Fourier, il est préférable d' utiliser une
puissance entiére d'un petit nombre premier pour le nombre de pas de temps. Les carac-
téristiques choisies pour la génération seront donc :

N = 213=28192
T = 400s — At = 0.0488s (10.16)
An = 0.0025Hz npya.x = 10.25H2

Sollicitation (DSP de I'éch.généré) DSP de la réponse calculée
T T T T T

0 1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10
Fréquence [Hz] Fréquence [Hz]

Sollicitation (Ech.généré) Zoom[0-80] Réponse (calcul PaP) Zoom[0-80]
T T T T T T

05

Déplacement [m]
Force [N]
o

-05

0 20 40 60 80 i 0 20 40 60 80
Temps [s] Temps [s]

FIGURE 10.9. EXEMPLE D’ ANALY SE STOCHASTIQUE DANS LE DOMAINE TEMPOREL (MONTE CARLO)

Lafigure 10.9 résumelefonctionnement d’ une analyse stochastique. Le premier graphique
indique la densité spectrale de laforce que I'on s est imposée. La méthode de génération
présentée au chapitre 9 a permis de générer un échantillon dont les 80 premieres secon-
des sont dessinées sur lafigure (en bas et a gauche). La densité spectrale de cet échantillon
généré a été tracée sur le graphique précédent afin de vérifier saconcordance avec ladensité
spectrale cible. L'analyse stochastique dans e domaine fréquentiel consiste simplement a
multiplier la densité spectrale de laforce appliquée par la norme au carré de lafonction de
transfert de |’ oscillateur. Lerésultat est |a densité spectral e du déplacement de |’ oscillateur,
représentée en trait plein, en haut et a droite. D’autre part, I’ analyse stochastique dans le
domaine temporel utilise I’ échantillon généré comme sollicitation déterministe pour une
analyse pas-a-pas. Les 80 premieres secondes de la réponse sont également reprises sur
lafigure. Les caractéristiques statistiques de la réponse peuvent étre déduites directement
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du signal temporel. 1l n'est cependant pas superflu d’en calculer la densité spectrae et de
vérifier qu’ elle correspond effectivement a celle que I’ analyse stochastique a fourni.

Sur cette figure, on devine également la présence de cette période de transition d’ environ
19s. Le cacul de la densité spectrale de la réponse obtenue pas-a-pas permet de justifier
le choix du facteur "8" de I’éguation (10.9); en effet, on constate que la fréquence f =
ﬁ ~ 2.6H =~ semble étre une limite acceptable a partir de laquelle le contenu fréquentiel

commence a étre amorti par la résolution numérique.
DSPcible Partieutile Echantillon complet

2 8.808 8.425 8.807
T 0 0.049 2.10—6
o 2.968 2.902 2.968

Tableau 10.2. : Caractéristiques de I’ échantillon généré

Le tableau 10.2 indique les caractéristiques principales de I’ échantillon généré qui per-
mettent d’ apprécier sa qualité. Le carré moyen (z2) associé a la partie utilisée de la den-
sité spectrale cible est de 8.808 aors que le carré moyen cible analytique était a]% = 0.
Ceci provient du fait que la densité spectrale de laforce n’a été représentée que jusgu’ une
fréquence inférieure a celle conseillée par la formule (10.8) (10.25 Hz au lieu de 25 Hz).
Nous avons procédé de la sorte car cette énergie contenue dans les hautes fréquences aurait
de toute fagon été filtrée par I’ oscillateur.

La derniere colonne du tableau 10.2 reprend les mémes grandeurs statistiques mais es-
timées directement a partir du signal généré. Elles montrent que la génération est de tres
bonne qualité. L’ échantillon qui a été genéré est stationnaire puisgue fondamentalement
obtenu par transformée de Fourier inverse. Néanmoins, la notion de stationnarité est fort
théorique et I’ on imagine aisément que les caractéristiques statistiques de I’ échantillon sur
deux troncgons courts différents ne seront guére identiques. Ceci peut étre mis en évidence
en comparant des spectrogrammes calculés sur différents blocs. En bref, un processus qui
serait stationnaire d' un point de vue analytique ne peut en aucune maniére étre tel, unefois
échantillonné.

Cette constatation revét une importance capitale vis-avis des choix a prendre dans la
suite. Pour la mettre davantage en évidence, la colonne centrale du tableau 10.2 indique
a nouveau les mémes grandeurs statistiques mais estimées a partir de I’ échantillon dont
on a supprimé les 19 premiéres secondes qui corresponderont & la phase transitoire de la
réponse. Sur cette partie utile, le carré moyen est un peu plusfaible (~ 5%), ce qui indique
que le carré moyen sur les 19 premiéres secondes est plus important de sorte que le carré
moyen sur |’ échantillon complet soit effectivement celui escompté. On constate égal ement
gue lamoyenne de la partie utile de la sollicitation n’est plus auss petite; cela provient du
contenu en basses fréguences de |’ échantillon génére.

Le tableau 10.3 résume les grandeurs statistiques associées a la réponse. La premiére
colonne reprend les grandeurs gu’ une analyse stochastique dans le domaine fréquentiel
donnerait. Le carré moyen et lamoyenne indiqués dans |a colonne centrale ont été calculés

209



Analyse stochastique Méthodel  Méthode 2

x2 8,81.10~2 7,94.10~2  8,13.1072
T 0 —2,87.10~* 1,55.1073
o 0.297 0.282 0.285

Tableau 10.3. : Caractéristiques de laréponse

sur la partie "stabilisée” de la réponse (méthode 1 présentée au paragraphe 10.3.2). Etant
donné que la sollicitation était caractérisée par un carré moyen plus faible pendant cette
durée, il n’est pas é&onnant de constater que le carré moyen de la réponse soit également
réduit : 7,94.1072 au lieu de 8, 81.1072, soit environ 10% . Cette différence n’est donc
attribuable qu’ environ pour moitié au mangue d’ énergie injectée dans la structure.

La seconde méthode imaginée préconise quant a elle de calculer les grandeurs statis-
tiques apartir de laréponse compléte, ¢’ est-a-dire phase transitoire incluse. 11 semble assez
logique également de trouver un carré moyen plus faible puisque, étant donné que la struc-
ture part du repos, le carré moyen aux premiersinstants est inévitablement plusfaible. Ceci
permet cependant difficilement de justifier une différence d environ 7%.

Les deux méthodes présentées expliquent en partie les raisons pour lesquelles les ré-
sultats des analyses dans les domaines temporel et fréquentiel différent. Il va de soi que
la génération de nouveaux échantillons de force donnerait des résultats encore différents.
Ceci remet simplement en question la notion d’ ergodicité. Si d'un point de vue analytique,
il est encoreimaginable detravailler avec des processus stationnaires et ergodiques, ceux-ci
ne peuvent étre traités numeriquement qu’ al’ aide de moyennes d’ échantillons.

Afin de s affranchir du caractére de non-ergodicité, les grandeurs statistiques caractéris-
tiques seront estimées a partir des réponses calculées pour dix échantillons générés. Les
grandeurs représentatives seront bien sir les moyennes de ces dix valeurs, ¢’ est-a-dire, es-
sentiellement |a moyenne du carré moyen et la moyenne de la moyenne. D’ autre part, afin
de conclure quant alasuffisance de dix échantillons, il serait également important derelever
les écart-types du carré moyen et de la moyenne, en effet, des dispersions trop importantes
témoigneraient d’ un nombre insuffisant d’ échantillons.

Lafigure 10.10 répond au dernier critérelaissé en suspens, ¢’ est-a-dire, celui del’ importance
de la phase transitoire par rapport a la phase stationnaire. Elle permet également de con-
clure a une meilleure adaptation de la seconde méthode pour I’ estimation des grandeurs
statistiques.

L oscillateur étudié reste |le méme que précédemment, avec le méme chargement, mais,
afin d étudier I'importance de la phase transitoire, le coefficient d’amortissement relatif
change d’ une étude al’ autre. Pour un coefficient d' amortissement donné, larelation (10.12)
permet de calculer la durée de la mise en régime. Celle-ci sera utilisée comme abscisse
pour le graphique. En allant de la droite vers la gauche, on passe donc d’ une réponse com-
plétement transitoire a une réponse compléetement stationnaire. Ce graphique représente,
pour chacune des durées de mise en régime, la moyenne des carrés moyens obtenus sur
les dix réponses, et ce, pour les deux méhodes présentées. Pour la simplicité de lecture
du graphique, cette grandeur est rapportée au carré moyen obtenu par une analyse stochas-
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tigue dans le domaine fréquentiel. Etant donné qu’ une moyenne sur plusieurs échantillons
est réalisée, on peut attribuer les écarts relevés aux raisons mentionnées ci-avant, a savoir

e pour la méthode 1, I’ écart provient du fait que le carré moyen de la partie utile de la
sollicitation ne correspond pas avec le carré moyen cible. || peut apriori ére plus grand
ou plus petit, ce qui explique les oscillations de la courbe en trait plein autour du palier
unitaire;

e pour la seconde méthode, I'écart provient du fait que le carré moyen de la réponse
est estimé sur une partie englobant la période de mise en régime, ce qui conduit plus
gue probablement a une valeur plus faible. La courbe en trait plein correspondant ala
seconde méthode se trouve effectivement sous |’ axe.

Carré moyen Moyenne / Ecart-type
0.45 T
—&— Méthode 2
0.4

0.35

0.25

0.2

0.1

0.05 -

T/T Tt

FIGURE 10.10. COMPARAISON DES EFFICACITES DESMETHODES 1 ET 2

Lorsque la durée de mise en régime devient petite, les résultats fournis par les deux
méthodes deviennent semblables étant donné qu’ a la limite ces deux méthodes sont elles-
mémes confondues. Pour les périodes de mise en régime inférieures au dixiéme de ladurée
totale de I’ échantillon (7,./T" < 0.1), la premiére méthode semble cependant donner un
résultat [égerement plus précis.

Toujours sur le graphique de gauche, les courbes en traits pointillés permettent de se
figurer les écarts-types des carrés moyens calculés®®. Puisqu’ elle ne travaille en définitive
gue sur un morceau d’ échantillon, la premiére méthode donne évidemment des résultats
plus dispersés gque la seconde. Ceci signifie gu’un nombre plus important d’ échantillons

35 Les courbes représentent la moyenne plus (ou moins) un écart-type du carré moyen, rapportée au carré

moyen obtenu par une analyse stochastique dans le domaine fréquentiel

211



devra étre utilisé pour obtenir laméme dispersion que celle qu’ offrirait la seconde méthode.
Bien gu’ offrant de moins bons résultats au niveau de la moyenne, cette seconde méthode
semble pourtant étre plus efficace que la premiére.

Le graphique de droite représente, pour chacune des deux méthodes, la rapport entre la
moyenne et |’ écart-type de laréponse. Il s'agit d’ une grandeur qui devrait idéalement étre
nulle puisque la sollicitation moyenne est nulle. Il s'agit d' un rapport adimensionnel qui
peut également servir de critére pour |’ adoption de I’ une ou I’ autre méthode. La maniére
méme dont les moyennes et écart-types sont calculés permettent d' expliquer la forme des
courbes. La premiere méthode, bien qu’ offrant une estimation de I’ écart-type |égérement
plus précise, semble étre moins favorisée par ce nouveau critére. Ceci montre donc que
calculer la moyenne sur la partie stationnaire de la réponse mene a une erreur beaucoup
plus importante que son estimation sur |’ entiereté du signal, phase transitoire incluse.

L es observations tirées des graphiques de la figure 10.10 nous ont permis de retenir la
seconde méthode pour | estimation des grandeurs statiques de laréponse. Pour lamoyenne,
ce choix découle directement de I’ observation du graphique de droite. Concernant I’ écart-
type, nous avons également retenu la seconde méthode car, bien que légérement moins
précise en moyenne, €lle offre non seulement une convergence "monotone” lorsque la péri-
ode de mise en régime devient de plus en plus petite, mais surtout une dispersion moindre
du carré moyen. Ces graphigues permettent également de conclure gu’ une période de mise
en régime plus courte que 4% de la durée étudié constitue un excellent choix. Afin de ne
pas imposer de critére trop restrictif, une période de mise en régime inférieure a10% dela
durée totale sera conseillée.

10.5 Résume

Aprésavoir judtifié lanécessité de concordance entre paramétres de génération et d' analyse,
ce chapitre a présenté les critéres qui permettent d’en donner un choix judicieux. Ces
critéres ont été daborés sur base de raisonnements simples menés sur |’ oscillateur a un
degré de liberté. Puisgu’ils frolent les limites de |’ acceptable, ces critéres présentent les
avantages d’ étre économiques et séeuritaires a la fois. Une bonne compréhension de ces
limites est nécessaire a |’ approche de structures plus complexes auxquelles ces relations
simples vont étre également appliquées.
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Chapitre 11

Approche temporelle d’ une struc-
ture discrétisée

Le chapitre 6 qui a présenté les hypothéses liées a la linéarisation a finalement débouché
sur une expression linéaire des forces aérodynamiques (Equ. (6.14)). A |'autre extréme
se trouve la formulation complé&ement non linéaire prenant en compte la non linéarité des
coefficients aérodynamiques et les termes quadratiques de laturbulence, aussi bien pour la
vitesse apparente du vent que pour son incidence. Plusieurs niveaux d’ hypothéeses de calcul
sont envisagés, afin de pouvoir cerner au mieux les conséquences attribuables a chague
hypothése, chague niveau est obtenu a partir du précédent en lui supprimant une hypothése

1

toutes |es hypothéses de linéarisation sont formul ées; les efforts statiques et dynamiques
sont évalués séparément et leurs contributions sont gjoutées a la fin de I'analyse. Le
déplacement ent = 0 n’est donc pas nul, en dépit de conditions initiales choisies telles
pour la partie dynamique de I’ analyse;

toutes | es hypothéses de linéarisation sont toujours formulées mais cette fois, les efforts
dynamiques utilisés pour I'analyse pas-a-pas incluent égaement les efforts statiques
(moyens);

ce niveau d’hypothéeses est semblable au niveau 2, la différence concerne la derniére
simplification introduite au chapitre 6. L’ hypothese supplémentaire de turbulence et de
vitesse verticale d’ ordre 2 n’est plus formulée. L’ analyse devient alors non linéaire;

une hypothése supplémentaire est a nouveau levée : il s agit de I’ hypothése des petites
rotations;

ace niveau, la vitesse apparente du vent est estimée en incluant |es termes quadratiques
de laturbulence. 1l en vade méme de |’ incidence du vent;

la derniére hypothése de linéarisation des coefficients aérodynamiques est également
levée. Lesefforts aérodynamiques sont donc prisen compte dansleur formenon linéaire
telle que résultant de la théorie de I’ aérodynamique.
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Une premiére étape de validation de la formulation consiste a comparer les résultats
d’ une approchefréguentielle avec ceux d’ une analyse temporelle sous|e niveau d’ hypothéses
n°1. Ladémarche logique du raisonnement consiste alors a progresser dans ces nivealx
d’ hypothéses tout en tachant d’ expliquer les conséquences des hypotheses successivement
formul ées.

11.1 Validation del’approche temporelle

Afin de valider |’ approche temporelle, la structure étudiée au chapitre 8 est maintenant
analysée dans le domaine temporel. La démarche a suivre est semblable a celle menée
sur I’ oscillateur simple, a savoir : génération de champs de vitesses dans |’ espace (mais
ici, avec la corrélation adéquate), expression des forces nodales a appliquer, analyse dy-
namique pas-a-pas et finalement, estimation des caractéristiques statistiques de la réponse.
L es notions théoriques relatives a la génération et |’ analyse dynamique ont déja été rap-
pelées. Il ne reste donc qu’ a présenter |’ application a une structure a plusieurs degrés de
liberté des critéres de choix des paramétres de génération ainsi que les résultats obtenus.

Nous venons de voir que la période de mise en régime d’ un oscillateur est d’ autant plus
importante que cet oscillateur est peu amorti. Afin de limiter la durée des échantillons a
générer, nous alons augmenter |égérement |’amortissement structurel. 1l s agit toujours
d’un amortissement de Rayleigh mais caractérisé cette fois par « = 0.067 et 5 = 0.0053.
L es coefficients d’ amortissement relatifs modaux sont représentés alafigure 11.1

0.1

e . e o
o o o o
d I ® ©

o o
® &

Coefficient d’'amortissement relatif
o o o o o o o
o o
N (5]

o
o
=

o

0.5 1 15 2 25
Fréquence [Hz]

o

FIGURE 11.1. NOUVEAUX COEFFICIENTS D’ AMORTISSEMENT RELATIF

11.1.1 Choix des parametres de génération
Les critéres établis au paragraphe précédent pour un oscillateur ssmple peuvent étre util-

isés pour une structure a plusieurs degrés de liberté. Le tableau 11.1 reprend la liste des
grandeurs structurelles permettant le choix des paramétres de génération.
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frat | € | €4 | =) [Ho | (14 8/&5+&,) fuw [H2] | Missenrégime [s]
0.0989 | 0.0556 | 0.1214 0.0087 0.43 20.9
0.3956 | 0.0201 | 0.0296 0.0098 1.10 18.6
0.5106 | 0.0189 | 0.0009 0.0051 1.09 36.2
0.8917 | 0.0208 | 0.0126 0.0149 2.20 12.3
1.2457 | 0.0250 | 0.0081 0.0206 3.06 8.89
1.5923 | 0.0299 | 0.0067 0.0291 4.03 6.29
2.0431 | 0.0366 | 0.0002 0.0376 5.18 4.87
2.5094 | 0.0439 | 0.0040 0.0602 6.91 3.04
2.5541 | 0.0446 | 0.0037 0.0617 7.05 2.97

Tableau 11.1. : Grandeurs structurelles affectant |e choix des paramétres de génération
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L e chapitre précédent amontré que larésol ution fréquentielle maximaleautiliser s exprime

par le minimum de deux valeurs, ce qui assure une représentation correcte dela sollicitation
d’une part, et de la structure d’ autre part :

01T frae (€5 + €4)
Lﬁ ’ 2

N~

0.01Hz

An = min

(11.1)

Etant donné que la structure n’est plus un oscillateur simple mais une combinaison de
plusieurs degrés de liberté, le second argument apparait lui-méme comme le minimum
de plusieurs termes correspondant chacun a un mode propre structurel. Ces valeurs sont
reprises au tableau 11.1 et permettent de déduire un pas de fréquence d’ au plus 0.0051 H z,
' est-a-dire une durée de calcul d'au moins 196.8s.

La fréquence maximale a représenter s exprime également par le minimum de deux
valeurs:

103U

Tmax = Min L—‘Z; (1 +8v&g + EA) fo0t (11.2)
——
100H 2

Le second argument est le critére permettant de représenter correctement la structure
étudiée et doit donc étre évalué pour chacun des modes propres aintroduire dans laréponse.
Lavaeur aretenir dans ce cas doit étre le maximum de chacune des fréguences maximales
calculées pour chague mode. Afin de rester cohérent avec les analyses menées jusgu’ici,
il conviendrait de s'imposer une représentation correcte des 9 premiers modes, ¢ est-a-dire
une fréguence maximalen,,x = 7.05H z. Cette valeur est assez importante mais peut étre
réduite au vu des résultats obtenus lors de I’ analyse dans le domaine fréguentiel. Celle-
ci a en effet permis de constater que la structure répond essentiellement dans les quatre
premiers modes. La plus haute fréguence représentée seradonc limitée anpy.x = 2.2Hz.
On pourrait voir une certaine reléache dans le choix des paramétres de génération. Cette
démarche est justifiée a deux points de vue::

e |'exemple traité doit rester simple. Tout en fournissant des résultats assez précis, ce
choix permet de limiter le nombre de pas a une valeur acceptable, ce qui limite le temps
decalcul;

e pour les structures souples étudiées en pratique dans le domaine du vent turbulent, les
modes dont les fréquences sont supérieures a 3 ou 4Hz ne sont plus guere excités.
De plus, a ce niveau de fréquence, | hypothese d' écoulement quasi-permanent devient
difficile ajustifier et une approche aéroélastique serait aors préférable.

L e pas de temps de calcul nécessaire pour une représentation correcte de cette fréquence
maximale est obtenu par le critére de représentation des harmoniques : At < 1 — =

BNmax
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0.057s. Le nombre de pas de temps de calcul a utiliser est donc approché par :

196.8
~—— =34 11.3
0.057 3450 pas (11.3)
Les paramétres de génération définitifs sont obtenus en arrondissant ce nombre a la
puissance de 2 supérieure. Finalement, |es paramétres retenus sont :

At = 0.05s e N =409 — T =204.6s (11.4)
— An=0.0049Hz et Nmax =2.5Hz (11.5)

La relache dans les critéres choisis revient & représenter un peu moins bien les plus
hautes fréguences. Dans le cadre d’ une autre application, s les critéres doivent également
étre reléchés, il est trés important de ne pas modifier la résolution fréguentielle. Des essais
acet égard ont été entrepris et ont mis en évidence I'importance de ne pas augmenter cette
fréquence minimale areprésenter. Si tel était le cas, le nombre d’ échantillons a utiliser pour
une bonne représentation statistique de la réponse serait beaucoup plusimportant.

Avant d’ adopter définitivement ces paramétres de génération, il reste avérifier le critére
de mise en régime. Pour rappel, nous avons décidé d' utiliser |’ entiereté de la réponse
(c'est-a-dire, phase transitoire incluse) pour le calcul des caractéristiques statistiques de la
réponse. Le chapitre précédent vient de montrer qu’il importait que la période de mise en
régime ne dépasse pas le dixiéme de la durée totale étudiée. Letableau 11.1 reprend égale-
ment, en derniére colonne, les périodes de mise en régime pour chacun des modes propres.
On peut vérifier que le critére est respecté pour les déplacements verticaux ainsi que pour
latorsion. Par contre, les formules que nous avons dével oppées au paragraphe précédent
montrent que, pour les vibrations horizontales, |a période de mise en régime représente
environ 18% de la durée totale étudiée. L’ exemple que nous allons développer se veut sim-
ple; nous N’ alons donc pas augmenter le nombre de pas de temps. Selon nos prévisions, la
réponse dans|e plan horizontal devrait donc étre moinsbien représentée que les deux autres.
L’ adoption de ce choix permettra de montrer que ce critére de mise en régime, qui pourrait
apriori sembler insignifiant, occupe également un réle important dans la qualité des résul-
tats obtenus. L' objectif de cet exemple est donc double : d'une part montrer que le respect
des critéres élaborés permet d’ obtenir une bonne concordance entre les domaines fréquen-
tiel et temporel (déplacements verticaux et torsion) et d’autre part montrer que méme le
plusinsignifiant des critéres a également son importance (déplacements horizontaux).

Le nombre d' échantillons générés est de 8, ¢’ est-a-dire 8 ensembles de 8 échantillons
de vitesses cohérents entre eux. Ce nombre est chois a priori et devrait permettre de
s affranchir du caractére non ergodique des histoires générées.

La figure 11.2 représente un exemple de champ de turbulence généré. Afin de revenir
dans des intensités de turbulence plus habituell es, les écart-type des deux composantes tur-
bulentes sont maintenant choisies égales a2m/ s, de sorte que I’ intensité de ces turbulences
ne soit plus que de 10%. Etant donné que les points de I’ espace concernés sont assez
éloignés (50 m), les échantillons ne sont cohérents que pour les trés basses fréquences.
L’ agrandissement sur les cinq premiéres secondes montre en effet que les échantillons ne
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sont presgue pas corrdés aux plus hautes fréquences. Cette figure montre également que
les vitesses longitudinales et verticales ne sont pas cohérentes; il s agit d’ une hypothese de
travail d§a adoptée al’ occasion de laformulation analytique.

11.1.2 Comparaison entre approches temporelle et fréquentielle

Afin de pouvoir comparer ces résultats avec ceux obtenus dans le domaine fréquentiel,
les forces aérodynamiques appliquées a la structure seront évaluées sur base du niveau
d hypothese maximal (n°1) (Equ. (6.14)). Les expressions utilisées pour estimer I’angle

d incidence apparent ou lavitesse apparente du vent par rapport au tablier sont donc linéaires.

Lafigure 11.3 montre en effet que, sous ce niveau d' hypothéses, I’ angle d’ incidence est pro-
portionnel ala composante turbulente de la vitesse. Cette figure confirme également qu’un
angle d’'incidence extrémal de |’ ordre de 20° peut étre atteint lorsgue la turbulence du vent
est del’ordre de 10%.
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FIGURE 11.3. INCIDENCE APPARENTE DU VENT PAR RAPPORT AU TABLIER : APPROCHE LINEAIRE

Pour chague ensemble d’ échantillons générés, une analyse pas-a-pas dans le domaine
temporel et en base modale (limitée aux 9 premiersmodes) permet de déterminer I évolution
des déplacements verticaux et horizontaux, et des angles de torsion, en chacun des noeuds
de la structure (figure 11.4). Les évolutions des déplacements verticaux des 8 noeuds de
la poutre semblent se ramener a deux fois 4 courbes, ce qui indique sans aucun doute une
participation majeure dans le premier mode de vibration®®. Il en est de méme pour les dé-
placements horizontaux ainsi que pour latorsion. De plus, laforme des réponses cal culées
lai sse également supposer une importante contribution quasi-statique (ceci semble évident
sur les parties de réponse comprises entre 80s et 120s).

Pour le niveau d hypothéses n°1, les réponses statiques et dynamiques sont évaluées
seéparément puis additionnées en fin de calcul pour obtenir les graphiques de lafigure 11.4.
Cette maniere de procéder peut s avérer trompeuse dans la mesure ou cette représentation
semble représenter un signal stationnaire, ¢’ est-a-dire a contenu fréquentiel invariable au

36 Ceci semble également logique puisaue les modes a plus haute fréquence ont été artificiellement amortis
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coursdu temps. Il N’ en est cependant pas aing; le tableau 11.1 indique une période de mise
en régime d environ 36.2 secondes pour le premier mode de flexion horizontale et cet ordre
de grandeur peut en effet étre constaté sur lafigure 11.4. Le lecteur peut également vérifier
ceci pour les vibrations verticales et de torsion.

Les réponses qui viennent d’ étre commentées sont les déplacements des noeuds de la
structure; lors d’ une analyse en base modale, ceux-ci sont déduits des évolutions des am-
plitudes modales. Par brieveté, celles-ci ne sont pas données mais il pourrait cependant
étre intéressant d’en calculer le contenu fréquentiel (figure 11.5). Pour chacun des huit
champs de turbulence générés, les densités spectrales des neufs premiers modes propres
sont représentées sur la partie droite de la figure. Un zoom dans le voisinage de |’ origine
permet de mieux distinguer les différentes courbes. Avoir des courbes semblables mais dif-
férentes nefait anouveau que mettre en évidence le caractere non ergodique lié alagénéra
tion. Une bonne idée de la densité spectrale des amplitudes modales peut étre obtenue en
prenant une moyenne des courbes cal cul ées pour chacun des champs générés : ces densités
spectra es moyennes sont représentées sur le graphique de gauche pour chacun des modes
propres conservés. Ces courbes sont a comparer avec les résultats de I’ approche stochas-
tique, également représentés sur la gauche, et dont I’ allure est évidemment beaucoup plus
lisse.

Densités spectrales des amplitudes modales
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FIGURE 11.5. DENSITES SPECTRALES DES AMPLITUDES MODALES - COMPARAISON ENTRE APPROCHES TEMPORELLE
ET FREQUENTIELLE

La bonne correspondance entre ces deux ensembles de courbes est assez remarquable
dans la mesure ou ils ont été obtenus a |’ aide de deux méthodes complétement différentes

e dansle domaine fréquentiel, la courbe est obtenue fréquence par fréguence. De laden-
sité spectrale de la vitesse du vent sont successivement calcul ées |es densités spectrales
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des pressions sur le tablier, des forces nodales (associées a la discrétisation choisi€) et
enfin des forces modales. La multiplication de ces derniéres par la matrice de transfert
en base modale permet alors d’ obtenir les densités spectrales représentées a la figure
115,

e dansle domaine temporel, un champ de vitesses de vent conforme aladensité spectrae
utilisée dans I’ approche spectrale est généré. En sont ensuite successivement déduites
les évolutions au cours du temps des pressions sur le tablier, des forces nodales et des
forces généralisées. Ces forces sont utilisées comme sollicitations d’ oscillateurs sim-
ples®. Les densités spectrales des réponses de chacun de ces oscillateurs peuvent alors
étre calculées pour pouvoir les comparer aux résultats de |’ approche fréquentielle.

La légere discordance qui se manifeste a partir d’environ 2 & 2.5H = était attendue et
provient de la précision liée a la discrétisation temporelle. Ce choix a été réalisé afin de
pouvoir entreprendre I’ analyse avec un pas de temps plus important; cela n’ affecte guére
les résultats dans la mesure ou seuls les modes les plus bas répondent.

Dans une approche fréquentielle, I’ étape suivant | e calcul des densités spectralesdesam-
plitudes modal es consiste a déterminer les densités spectral es des déplacements des noeuds
delastructure. Elles sont représentées alafigure 11.6 pour le noeud n°4 (le plus proche de
lami-travée). Vu lafagon dont elles sont déterminées, il s agit bien sir de courbes lisses®.
D’un autre c6té, I’ approche temporelle a permis de calculer I’ évolution des déplacements
en chacun des points de la structure. Les densités spectrales peuvent donc en étre déduites;
elles sont représentées sur lapartieinférieure de lafigure 11.6 pour chacun des huit champs
de turbulence générés. Tout comme pour les amplitudes modales, il importe d’en prendre
la moyenne et de la comparer avec le résultat de I’ analyse stochastique dans le domaine
fréquentid.

La comparaison des deux ensembles de courbes montre que les résultats des analyses
dans chacun des domaines coincident trés bien jusgu’ ala fréguence maximale choisie.

Pour les applications pratiques, |les densités spectraes de puissance sont des grandeurs
qui renferment généralement beaucoup trop d’information. On préfére plutét utiliser des
grandeurs statistiques telles la moyenne, I’ écart-type ou le carré moyen. Il est important
de garder en mémoire que ces grandeurs ne suffisent pas a caractériser complétement la
réponse; ainsi, par exemple, si les analyses dans |es domaines temporel et fréquentiel four-
nissent des carrés moyens identiques, |’ énergie totale contenue dans le processus est alors
bien approchée mais on ne peut cependant conclure ala bonne répartition de cette énergie
en fréquence qu’ en comparant les densités spectrales.

L’ analyse stochastique dans le domaine fréguentiel est entreprise en séparant les con-
tributions statique (effet du vent moyen) et dynamique®. Etant donné que la turbulence
du vent est caractérisée par le spectre de Davenport (S, (0) = 0), le carré moyen d'un

37

Les équations en base modale sont en effet découpl ées puisgue I’ amortissement aérodynamique est
supposéy étre diagonal.

38 Elles sont calculées sans les contributions intermodal es dont on peut vérifier de toute facon qu'’ elles sont
négligeables.

39 I nefaut pas confondre avec I’ approximation en bruit blanc qui sépare I’ intégrale de la densité spectrale
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processus aléatoire, calculé en intégrant numériquement la densité spectrale, correspond
également a la variance, c'est-a-dire au carré de |’ écart-type. A condition de considérer
un pas de fréguence suffissmment petit et une fréguence de coupure supérieure suffisam-
ment grande, |’ écart-type peut étre estimé assez précisément (par exemple par la méthode
du trapéze).

Dans le domaine temporel, il est préférable, pour une meilleure précision, de ne pas
calculer la moyenne et la variance a partir de la densité spectrale mais plutdt a partir du
signal lui-méme:

e = (116)

2=
B
B

@
Il
—

(2 — py)? (11.7)

qu
I
=l

1

i
I

La démarche retenue et justifiée au chapitre précédent consiste arecourir a une somma-
tion sur I’ entiereté du signal, ¢’ est-a-dire phase transitoire incluse.

Puisque les densités spectraes des déplacements obtenues a I’ aide d’ analyses dans les
deux domaines semblent fournir des résultats cohérents (figure 11.6), il devrait en principe
en étre également ainsi pour les grandeurs statistiques qui en sont dérivées. Lafigure 11.7
présente ces grandeurs pour chacun des noeuds de la structure.

Lapremiére ligne de graphiques concerne | es déplacements moyens. Deux courbes sont
superposées :

e lapremiére correspond a une analyse statique sous les effets moyens;

e |a seconde représente les valeurs moyennes des déplacements, estimées al’aide d’une
formule semblable & (11.6) pour chacun des noeuds.

Ces deux courbes correspondent bien sirr car sous le niveau d’ hypothéses n°1, les effets
statiques et dynamiques sont éval ués séparément et puis seulement alors gjoutés.

La seconde ligne présente les écarts-types des déplacements. Chaque graphique com-
porte également deux courbes :

e une courbe sans marque représente le résultat de I’ analyse dans le domaine fréquentiel,
C'est-a-dire, | écart-type obtenu par intégration numérique de la densité spectrale,

e une courbe marquée de ronds représente le résultat de I’ analyse dans le domaine tem-
porel obtenu a I’aide d’ une relation semblable a (11.7). Cette courbe est en réaité
obtenue en moyennant sur les huit champs de turbulence générés. En chaque noeud,
cette courbe passe par le barycentre des petites croix représentées qui, quant a elles,
schématisent | es écart-types cal cul és pour chacun des champs deturbulence. Lareprésen-
tation de ces croix est également importante car elle permet de rendre compte de la
dispersion de I’ écart-type calculé autour de sa valeur moyenne.

en ses contributions quasi-statique et dynamique (résonance)
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Pour le déplacement vertical et |I’angle de torsion, il est difficile de faire la distinction
entre les deux courbes; les croix témoignent cependant d’ une certaine dispersion dans les
résultats de I’ analyse dans e domaine temporel. Cette dispersion provient du caractére non
ergodique ains que de la difficulté de donner exactement au champ généré la cohérence
voulue. Puisque les deux courbes caoincident tout de méme, malgré cette dispersion, ceci
prouve que moyenner sur plusieurs champs de vitesses permet effectivement de s affranchir
de ces deux phénoménes. L' écart-type de la réponse horizontale semble quant a lui moins
bien estimé; ceci peut s expliquer par une plus grande importance, pour ce type de mouve-
ment, de la période de mise en régime (cf tableau 11.1).

La derniére ligne de graphiques représente quant a elle les valeurs extrémes des dé-
placements. |ls peuvent & nouveau étre déduits d analyses dans le domaine temporel ou
fréguentid :

e |a courbe sans marque représente le déplacement extréme résultant d’' une analyse sto-
chastique dans|e domainefrégquentiel, et donc delathéorie des valeurs extrémes présen-
tées au chapitre 3. Le facteur de pointe utilisé est celui du modéle de Poisson avec une
période d' observation correspondant ala partie stationnaire de laréponse, ¢’ est-a-dire a
ladurée de I’ analyse pas-a-pas moins la période de mise en régime;

e |a courbe marquée de cercles correspond a I’ analyse dans le domaine temporel; pour
chaque noeud de la structure elle représente le maximum, sur le régime établi, de |’ écart
entre laréponse compléte et la moyenne.

Les comparaisons entre ces deux courbes montrent sur chacun des graphiques que les
écarts extrémes par rapport ala moyenne sont assez bien estimés. Les croix qui repérent
les valeurs extrémes obtenues pour chacun des champs de vitesses mettent en évidence
une importante dispersion autour de la moyenne. Ceci est un phénoméne bien connu et
témoigne des difficultés rencontrées en pratique pour |’ établissement de lois de facteur de
pointe (comme laformule de Vanmarcke par exemple, Equ.??)%.

Afin de préciser quelque peu les résultats mais surtout les écarts obtenus, les tableaux
11.2 et 11.3 indiquent, pour le noeud n°4, les grandeurs statistiques étudiées. Les valeurs
des moyennes, écart-types et extrema peuvent étre lues et interprétées plus aisément sur le
graphique. Par contre, les grandeurs adimensionnelles suivantes permettent une meilleure
compréhension des résultats :

e ladispersion des grandeurs statistiques est importante dans la mesure ot il nous semble
gu’elle devrait idéalement intervenir comme critére de choix du nombre d’ échantillons
autiliser. L'analyse stochastique dans le domaine temporel devrait commencer par se
fixer une dispersion acceptable (de I’ ordre de 5%) pour les grandeurs représentatives du
phénomeéne étudié : un déplacement et/ou un effort par exemple. L’ analyse pas-a-pas
débute alors avec un premier ensemble d’ échantillons générés, puis un second, et ainsi
de suite, jusqu’ a ce que la dispersion (qui ne diminue malheureusement pas monotoné-
ment) associée aux écart-types de chague grandeur représentative choisie descende en-

40 Jadispersion plus importante est également attribulable au fait que |es valeurs extrémes sont estimées sur

la partie stabilisée de la réponse uniquement. Ceci est a rapprocher des constatations tirées du chapitre 10.
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dessous de la dispersion acceptée. Si une dispersion de I’ ordre de 5% est choisie, nous
voyons que les huit champs de turbulence choisis suffisent a représenter correctement
laflexion verticale (2.8%) et latorsion (3.3%) mais par contre ne sont guere suffisants
pour le balancement (7.0%). En ce qui concerne les dispersions des valeurs extrémes,
elles sont assez importantes (de 5.5% a20%), ce qui rejoint les remarques qui viennent
d’ é&tre formul ées;

e lesécarts permettent de quantifier les différences entre les résultats obtenus dans chacun
des deux domaines d’ analyse. Les valeursreprises dans|etableau justifient latres bonne
représentation des déplacements verticaux (—1.7%) et de latorsion (1.5%). |l ne faut
pas perdre de vue que les écarts sont calculés entre la courbe résultant de I’ approche
fréguentielle et la courbe moyenne résultant de I’ approche temporelle. Un écart faible
(3.1%) associé aune dispersion élevée (20.2%) comme dans le cas des valeurs extrémes
ne doit donc étre interprété qu’ avec beaucoup de précaution. On pourrait attribuer cette
bonne concordance a"un coup de chance".

Dépl.vertical | Dépl.horizontal | Angletorsion
Moyenne 0.817 7.01.1073 3.13.1074
Ecart-type 0.864 2.36.10~3 7.14.10°7
Extremum 2.49 8.03.10—° 2.53.1073

Tableau 11.2. : Grandeurs statistiques pour le noeud 4 - Approche fréquentielle

11.1.3 Conclusions

L’ exemple précédent vient de montrer que les analyses stochastiques dans les domaines
fréguentiel et temporel peuvent donner des résultats tout a fait cohérents, tant du point du
vue des écart-types calculés que de la répartition fréquentielle des énergies moyennes ou
encore des valeurs extrémes calculées. Les quelques différences existant entre les divers
résultats ont pu étre expliquées et justifiées a partir des choix préalablement pris.

Une bonne concordance entre les résultats dans les deux domaines ne peut étre obtenue
gu’au prix d'une moyenne sur plusieurs analyses. Le choix des paramétres utilisés pour la
génération ains que pour I'analyse requiert une importance capitale. L’ exemple présenté
ci-dessus vient également de montrer que les critéres établis au chapitre précédent permet-
tent de maitriser correctement les limites, ce qui est trésimportant afin de ne pas augmenter
inutilement lataille du probléme a résoudre. Nous avons également vu, avec les déplace-
ments horizontaux, qu’ une bonne représentativité des résultats ne peut étre obtenue qu’ en
vérifiant chacun des critéres établis au chapitre précédent.

11.2 Miseen évidence del’importance de la cohérence

Les dispersions sur les écart-types des déplacements obtenues au paragraphe 11.1 ont es-
sentiellement deux origines : le caractére non ergodique des échantillons générés, ce qui a
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Dépl.vertical Dépl.horizontal Angletorsion

Moy | Disp Ecart Moy Disp | Ecart Moy Disp | Ecart
Moyenne | 0.817 | 0.5% | 0.0% | 7.01.1072 | 0% 0% | 3.13.107* | 0.1% 0%

Ecart-type | 0.850 | 2.8% | —1.7% | 2.53.107° | 7.0% | 7.2% | 7.25.10~% | 3.3% | 1.5%

Extremum | 2.53 | 11.3% | 1.8% | 8.27.1073 | 20.2% | 3.1% | 2.31.1073 | 5.5% | —8.9%

Tableau 11.3. : Grandeurs statistiques pour le noeud 4 - Approche temporelle

déja été rencontré al’ occasion de I’ analyse de I’ oscillateur ssimple (chapitre 10) ainsi que
la variabilité dans la cohérence entre les échantillons générés. Cette seconde raison in-
tervient dés que la structure étudiée est chargée en différents points. Elle pourrait jouer
un réle important dans la mesure ou donner aux échantillons générés la cohérence voulue
N’ est guére évident*’. Le but de ce paragraphe est de montrer que |es dispersions obtenues
précédemment proviennent principalement de la non ergodicité, ou en d' autre termes, ten-
dent a mettre en évidence la qualité de la cohérence des échantillons générés. Pour cefaire,
nous allons é&udier, pour différents parametres de cohérence, |es déplacements verticaux au
noeud n°4 de la structure :

e Casn®l: CY = C = 8. Il Sagit du coefficient de cohérence utilisé jusgu’ici. Les

courbes obtenues dans ce cas correspondent donc a celles de lafigure 11.6;

e Casn®2: C¥ = C¥ = oco. Lesvitesses de vent en chacun des noeuds de la structure
sont parfaitement indépendantes;

e Casn®3: Cy = C{ = 0. Lespressions de vent sont parfaitement cohérentes en tous les
points de la poutre.

La figure 11.8 représente les fonctions de cohérence spatiale associées aux trois cas
proposés. Pour tracer ce graphique, lalongueur caractéristique L /2 = 175m a été choisie.
L’examen de la figure laisse déja supposer que les paramétres de cohérence initialement
choisis rapprochent davantage la situation d’ une incohérence parfaite. Ceci semble logique
danslamesure ou lalongueur du pont éudié (L = 350m) est substantiellement plus grande
que lataille d’ un tourbillon moyen.

Dans le domaine fréquentiel, I’ étude de la structure sous les deux conditions supplé-
mentaires de cohérence est assez simple. Lorsgue le coefficient de cohérence est tres élevé
(Cy = CY = o0), il suffit d'imposer que les termes non diagonaux de la matrice de den-
sité spectrae des vitesses de vent soient nuls. Par contre, lorsgue I’ on désire représenter
une cohérence parfaite (C, = Cy = 0), il suffit d’imposer que ces termes soient égaux a
la moyenne géométrique des éléments diagonaux correspondant :

(11.8)

Dans le domaine temporel, lorsgue I’ on étudie une cohérence parfaite entre les vitesses

41 Ceci est arapprocher deladiscussion sur laréduction de I’ espace modal lors de lagénération d’ échantillons

(Par. 9.3.2).
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Cohérence en deux points distants de L/2 = 175 m

I
0.8} ]
— CAS 1
o CASn°2
. s CASn°3
04+ g
0.2+ g
0
0 0.5 1 15 2 25

Fréquence [Hz]

FIGURE 11.8. REPRESENTATION DES FONCTIONS DE COHERENCES CHOISIES
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de vent, il suffit alors de ne plus générer qu’ un seul échantillon et de le reporter aux autres
noeuds de la structure. Pratiquement, ceci a é&té réalisé en récupérant les histoires générées
al’occasion de I’ exemple précédent puis en remplagant les vitesses en chacun des noeuds
par les vitesses générées pour le noeud n°1. Ce raisonnement est entrepris pour les vitesses
de vent longitudinales et vertical es séparément de sorte a ne pas gouter de cohérence entre
ces deux directions de turbulence.

Pour |’ étude de la structure soumise a un vent parfaitement incohérent, de nouveaux
échantillons de vitesses doivent étre générés. Comme un coefficient de cohérence infini ne
peut pas étre traité numériquement par le générateur développé, huit nouveaux champs de
vitesses ont été générés avec Cy, = Cy = 100.

) Déplacement vertical - Approche fréquentielle ) Déplacement vertical - Approche temporelle
10 T T T T T 10 T T T T T
— CASn°1 — CASn°1
o CASn°2 RS o CASn°2
o CASn°3 \ o CASn°3

0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

FIGURE 11.9. INFLUENCE DE LA COHERENCE DU VENT SUR LE DEPLACEMENT VERTICAL (NOEUD 4)

Lafigure 11.9 présente cOte-a-cote les résultats des analyses dans chacun des deux do-
maines. Le graphique de gauche (domaine fréquentiel) permet a nouveau de constater
gue le niveau de cohérence choisi n'est guére élevé dans la mesure ou la courbe en gras
(Cy = CY = 8) et tres proche de la courbe marquée de ronds (C}, = C}, = oo). Confor-
mément a la figure 11.8, ces deux courbes ne différent vraiment que dans le voisinage de
I’ origine. Cette distinction a premiére vue ridicule semble pourtant indiquer une différence
non négligeable au niveau de I’ énergie injectée dans la structure®. Ceci est effective-
ment confirmé sur la figure 11.10 qui indique™® pour chacune des cohérences étudiées les

42 Lacourbe est représentée dans des axes logarithmiques; il y aau moins un facteur 3 entre les niveaux de

ces deux courbes au voisinage de |’ origine.
43 Deux ensembles de trois courbes sont représentés sur cette figure. Les résultats de I’ analyse temporelle
sont donnés en traits pleins; ceux de I’ analyse dans le domaine fréquentiel en traits pointillés. On ne peut

230



écart-types du déplacement vertical au noeud n°4.

Ecart-type du déplacement vertical (noeud n°4)
1.4 T T T T T
— CASn°1
12k —e— CASn°2 ||
—=— CASn°3

08 1
06 1
04f & - <8 1

0.2 8

i i i i i i
0 50 100 150 200 250 300 350
Tablier

FIGURE 11.10. INFLUENCE DE LA COHERENCE DU VENT SUR L' ECART-TYPE DU DEPLACEMENT VERTICAL (NOEUD 4)

A lafigure 11.9, la réponse obtenue sous une cohérence parfaite (courbes marquées
de carrés) est sensiblement différente des deux autres. On constate tout d’abord que les
pics de résonance des modes pairs ont disparu, ce qui est logique puisque ces modes ne
peuvent pas étre excités par une sollicitation parfaitement cohérente. Ce phénomene adéja
été commenté sur les courbes de la figure 7.4 De plus, le niveau de la réponse est plus
important que pour une corrélation moindre puisque le premier mode propre est alors plus
excité.

Lafigure 11.9 présente également une courbe en traits pointillés. || s agit de laréponse
obtenue a I'aide d'une analyse stochastique en base modale, pour une corrélation par-
faite (cas n°3), et en ne prenant pas en compte les contributions intermodales lors de la
recombinaison des réponses modales. C’est donc a ces contributions croisées qu'est at-
tribuable I’ écart entre la courbe pointillée et 1a courbe cas n°3. L'importance de cestermes
croisés s explique par le fait qu’ aune sollicitation nodal e fortement corrélée sont associées
des forces modales également corrélées. Les réponses dans chacun des modes propres
ne sont plus indépendantes I’ une de I’ autre et il convient de considérer leurs interactions
pour obtenir de meilleurs résultats. Ce phénomene n’est pas une conségquence du couplage
dans |’ amortissement aérodynamique; I’ exemple montre en effet qu'il se produit également
lorsque la matrice de transfert modale est diagonale. Cette distinction n’ apparait pas pour
les autres niveaux de corrélation car, dans ces cas, les forces modales ne sont pas suffisam-
ment corrélées pour que le phénomene puisse apparaitre.

Les résultats de I’ analyse dans |le domaine temporel sont toujours un peu plus saccadés
; les courbes présentées ont cependant une allure assez lisse puisgqu’ elles représentent des
moyennes de densités spectrales calculées sur huit ensembles d échantillons de vitesses.
Les courbes abtenues coincident assez remarquablement avec celles de la partie gauche,
obtenues dans le domaine fréguentiel. La courbe correspondant au cas n°3 représente cor-

vraiment observer de différence entre ces deux domaines que pour le cas n°2. Les courbes en trait gras
(presque superposées) sont identiques a celles de lafigure 11.7.

231



rectement le décrochage entre 1 Hz et 2.5H =z associé aux contributions intermodales. La
prise en compte de ces termes ne Sse pose pas pour une superposition modale puisgu’ils sont
automatiquement incluslors de I’ utilisation de larelation (4.3).

La comparaison des différentes courbes obtenues et 1a bonne coincidence des réponses
venant des domaines duaux sont intéressantes mais d’ une moindre utilité dans le cas d’ une
structure si simple que la réponse ne concerne essentiellement qu’ un seul mode propre par
direction de vibration. La figure 11.10 peut néanmoins conclure favorablement quant ala
gualité de la cohérence générée; une faible variation de la cohérence spatiale modifie assez
bienlaforme deladensité spectraledans|evoisinage del’ origine et donc également I’ écart-
type du déplacement étudié. Les faibles écarts et dispersions sur les écart-types obtenus au
paragraphe précédent indiquent donc que les cohérences entre échantillons générés sem-
blent étre assez bien représentées.

11.3 Comparaison des niveaux d’hypothéses n°1 et n°2

Lorsque le comportement non linéaire du chargement éolien doit étre pris en considéra-
tion, il n'est plus possible de séparer les effets du vent en les trois contributions mention-
nées ci-avant, a savoir : les effets moyens, instationnaires et turbulents. Nous alons aors
regrouper dés a présent cestrois effets dans les charges dynamiques appliquées a la struc-
ture. Toutes les hypothéses formulées pour I’ anayse dans le domaine fréquentiel restent
toujours d' application et seront seulement levées petit a petit dans les paragraphes suiv-
ants. L’ analyse réalisée est donc toujours une analyse dynamique linéaire. Ceci constitue le
niveau d’ hypothéses n°2.

Lescourbesdelafigure 11.11 représentent | es soixante premiéeres secondes des déplace-
ments en chacun des noeuds de la poutre. Le niveau d hypothéses n°1 est indiqué par les
traits continus : nous avons déja pu constater que lavaleur al’ origine constitue la moyenne
du déplacement pour chague noeud puisque la réponse statique moyenne a éé ajoutée a
la fin de I'analyse dynamique. Les courbes en traits discontinus correspondent au niveau
d hypothéses n°2 : il est dors logique d'y retrouver des déplacements et vitesses nuls a
I'instant initial. Cette figure permet a nouveau de donner une idée de la période de mise en
régime puisque I’ on peut constater qu’ aprés un certain temps, les déplacements calculés a
I’ aide des deux méthodes deviennent confondus.

L es caractéristiques statistiques de laréponse sont estimeées sur |’ entiereté de laréponse.
[ faut donc s attendre a une | égére modification des moyennes et écart-types calcul és. Cette
différence ne peut cependant étre que mineure dans la mesure ou la durée des échantillons
générés et calculés a été réglée de sorte que la phase transitoire soit suffisamment courte.
Lesgraphiques de lafigure 11.12 vont en ce sens:: il est en effet difficile de les différencier
de ceux de lafigure 11.7 obtenus sous le niveau d’ hypothéses n°1. Le tableau 11.4 com-
pléte, en terme d’ écart-types, les résultats de I’ analyse sous ce niveau d’ hypothéses n°2.
Ony constate effectivement que, pour les déplacements verticaux ainsi que pour I’ angle de
torsion, lesrésultats sont presgu’ identiques a ceux obtenus sous le niveau d’ hypothesesn°1
(tableau 11.3). En ce qui concerne les vibrations horizontales du tablier, les résultats sont
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Dépl. vertical moyen x10° Dépl. horizontal moyen x 10 Angle de torsion moyen
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FIGURE 11.12. GRANDEURS STATISTIQUES DES DEPLACEMENTS VERTICAUX ET HORIZONTAUX ET DE L'ANGLE DE
TORSION - NIVEAU D'HYPOTHESES n°2

sensiblement différents. Ceci montre a nouveau gue la période de mise en régime pour ce
mode de vibration peu amorti est trop importante par rapport ala durée étudiée.

11.4 Analyse stochastique non linéaire

11.4.1 Schémade résolution non linéaire

Maintenant que nous nous sommes replacés vis-avisdel’ analyse dans e domaine fréguen-
tiel, les quelques hypothéses concernant la linéarisation des forces aérodynamiques vont
pouvoir étre successivement levées. Les anayses dynamiques entreprises a partir de main-
tenant sont donc non linéaires. Bien que ce type d’ analyse ne soit généralement pas com-
patible avec une superposition modale, I analyse sera néanmoins menée en base modale™.
Dans le cadre du probléme étudié, les non-linéarités ne concernent que le chargement ex-
térieur et non paslastructure. |l est donc important de remarquer que, bien que le probléme
soit non linéaire, les pics de résonance se produiront toujours pour les mémes fréquences™.

44 gSuperposition modale et résolution en base modale sont deux choses tout afait distinctes. La premiére est
une méthode de résolution compléte, basée sur le principe de superposition et donc limitée aux problémes non
linéaires. Quant ala seconde, il ne s agit que d’un changement de variables et rien n”empéche d'y recourir,
méme pour une analyse statique, ou dynamique non linéaire.

45 Lorsque I’ hypothése des petites rotations n’ est pas formulée, le chargement fluide peut modifier les
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Dépl.vertical Dépl.horizontal Angletorsion
Moy | Disp Ecart Moy Disp | Ecart Moy Disp | Ecart
Moyenne | 0.815 | 0.5% | —0.3% | 7.03.10~2 | 0.0% | 0.3% | 3.22.10~* | 0.1% | 2.6%

Ecart-type | 0.853 | 32% | —1.3% | 2.74.10° | 85% | 16.1% | 7.25.10°* | 3.3% | 1.6%

Extremum | 253 | 11.3% | 1.8% [ 9.69.10=3 | 30.1% | 20.7% | 2.34.1073 | 5.3% | —7.6%

Tableau 11.4. : Grandeurs statistiques pour le noeud 4 - Approche temporelle

L’ avantage du passage en base modale repose sur laréduction de lataille du systeme aré-
soudre. Son utilisation permet ainsi d’ appliquer |a méthode dével oppée au cas de structures
trés importantes.

Lafigure 11.13 présente schématiquement laméthode de résol ution programmée. L’ origine

desitérations a I'intérieur du pas de temps provient du fait que I’ agorithme de résolution
choisi (Newmark) discrétise I’ équation du mouvement alafin du pas detemps (ent + At).
L’ algorithme nécessite la connaissance des efforts a la fin du pas de temps. Or, ils sont
inconnus a priori puisqu’ils dépendent des vitesses a la fin du pas de temps. Méme dans
laversion linéaire, une démarche rigoureuse nécessite donc des itérations al’intérieur des
pas de temps. Afin de retrouver cette rigueur laissée de cote lors des études dynamiques
linéaires, noustravaillerons dorénavant avec desitérés: lesdéplacementsy (t+At), vitesses
y(t + At) et accélérations y(t + At) des noeuds de la structure ala fin du pas de temps.

Pour commencer, nous supposerons qu’ils sont égaux aux déplacements, vitesses et ac-
célérations au début du pas de temps (y(t + At) = z(t), ...). Ceci permet d’ obtenir une
premiére estimation des forces nodales alafin du pasdetemps (F'(t+ At)). Selonleniveau
d’ hypothéses choisi, ces forces nodales seront estimées al’aide de |’ une ou |’ autre des for-
mules présentées au chapitre 6 concernant lalinéarisation des efforts aérodynamiques. Pour
simplifier I'analyse de la structure, il convient alors de projeter cette éguation dans la base
des modes propres (fx(t + At)) et de résoudre ensuite chacune des équations découplées
afin d’ obtenir les amplitudes modales a la fin du pas de temps. Celles-ci permettent alors
de calculer les déplacements (¢t + At), vitesses z(t + At) et accélérations z(t + At) a
la fin du pas de temps. Une comparaison de ces valeurs avec les itérés permet de juger
quant alaconvergence de !’ agorithme. Si la convergence n’ est pas atteinte, lesitérés pren-
nent pour valeurs les déplacements, vitesses et accélérations qui viennent d’ étre obtenus et
la boucle recommence. Lorsque la convergence est atteinte, le calcul peut continuer avec
le pas de temps suivant et poursuivre ainsi SoOn cours jusqu’ a avoir épuisé tous les pas de
temps demandés.

Dans cette section, nous travaillerons sans itérations a I’ intérieur du pas de temps. Ce
choix est justifié d’ une part par lasimplicité qu'il convient de conférer au problémetraité et
d autre part par lefait que cesitérations ne tendent qu’ areproduire correctement I’ influence
des vitesses structurelles sur le chargement; celles-ci n’ occupent cependant qu’un place

raideurs (et donc fréquences propres) structurelles tout comme il modifie, mais ce dans tous les cas,
I"amortissement structurel. L’ ordre de grandeur des angles de torsion du tablier est tel que ces modifications
sont ici insignifiantes. Lors d' une approche aéroélastique (non présentée dans ce document), les modifications
deraideur et d’ amortissement sont toutes |les deux prises en compte.
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souvent minime, vis-avis des termes liés a la turbulence. En outre, le pas de temps util-
iSé pour larésolution est tellement petit vis-aVvis des périodes propres de vibration que |’ on
devine que I' utilisation d’ une méhode a pas simple ne permette pas une dérive trop im-
portante de la réponse. Ceci sera de tout fagon investigué plus précisément dans la suite
al’occasion de I’ é&ude non linéaire d’ un oscillateur ssimple. Il convient d'ailleurs de men-
tionner dés a présent que, malgré les apparences, la structure éudiée est assez complexe,
du moins pour mettre en évidence des principes de bases et des caractéristiques du charge-
ment non linéaire. Apres avoir présenté quel ques résultats obtenus pour la poutre sur deux
appuis, nous reviendrons donc au probléme plus simple de I’ oscillateur a un degré de lib-
erté.

11.4.2 Niveau d'hypotheses n°3 et n°4

Les niveaux d hypotheses n°3 et n°4 consistent & soulever les deux derniéres hypothéses
formulées au chapitre 6 :

e |"hypothése supplémentaire de turbulence et de vitesse verticale d ordre 2 permettant
d’ éiminer les derniers termes quadratiques n’ est cette fois plusformulée : lestermesde
couplage entre les mouvements dans | es différents plans sont conservés;

e | hypothese des petites rotations est également levée. Laforme des équations (6.9) mon-
tre que ceci revient & gjouter une raideur aérodynamique (négative)*® liée ala torsion
du tablier non seulement pour les modes de torsion mais également pour les modes de
flexion et de balancement.

L’ ordre de grandeur desrotations du tablier est tellement petit que les niveaux d’ hypotheses
n°3 et n°4 fournissent les mémes résultats. En effet, on imagine aisément que les quelques
milliradians de torsion du tablier sont négligeables vis-a-vis de |’ angle d’incidence propre
a la turbulence du vent. Cette constatation est valable pour I’ exemple simple traité mais
aussi pour les tabliers de ponts réels qui doivent tout de méme assurer des états limites de
service.

La seule différence que nous allons constater est donc attribuable aux termes quadra-
tiques. Ces termes correspondent aux produits croisés entres les turbulences dans les deux
directions principales ainsi qu’ entre la turbulence longitudinal e et |es vitesses structurelles.
I1s occupent bien slir une place d’ autant plusimportante gue laturbulence considérée est in-
tense, ¢'est-a-dire quel’ écart-type delaturbulence est grand vis-a-vis de lavitesse moyenne
du vent. Afin de mettre en évidence des différences plus importantes entre les résultats
d’ analyses basées sur les différents niveaux d’ hypothéses, nous allons volontairement tra-
vailler avec une intensité de turbulence plus importante® :

U = 20m/s o,=0y,=>5m/s (11.9)
=1y = 25% (11.10)

46 Ceterme peut étre responsable d’ une instabilité aérodynamique : 1a divergence en torsion
47 Pratiquement, les mémes échantillons de vitesses que ceux générés précédemment sont utilisés. Ils sont
simplement misal’ échelle de maniére aleur conférer la bonne énergie.
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L’ analyse stochastique dans le domaine fréguentiel fournit, par intégration numérique
des densités spectrales, des résultats de référence auxquels seront comparés les écart-types
obtenus par les analyses dans|e domaine temporel souslesdifférents niveaux d’ hypothéses.
Ces résultats sont résumés pour les déplacements du noeud n°4 dans le tableau 11.5. |Is
sont également représentés par des courbes en trait plein sur les figures 11.14, 11.16 et
11.18.

Dépl.vertical | Dépl.horizontal | Angletorsion
Moyenne 0.817 7.01.1073 3.13.10~*
Ecart-type 2.27 7.15.1073 1.88.10~°
Extremum 6.42 2.42.1072 6.61.10~3

Tableau 11.5. : Grandeurs statistiques pour le noeud 4 - Vaeurs de références pour com-
paraison avec | es différents niveaux d' hypotheses

Conformément a ce qui a été constaté au paragraphe précédent, on remarque également
gue, sous ce niveau de sollicitations, les résultats fournis par une analyse pas-a-pas sous
le niveau d’ hypothése n°2 sont trés proches de ceux fournis par une analyse stochastique
dans le domaine fréguentiel (Tab. 11.6, page 246) : pour |le déplacement vertica et |’angle
de torsion, la correspondance est trés bonne; quant a |’ écart constaté pour le déplacement
horizontal, son origine a été expliquée précédemment. Les écart-types des déplacements
sous ce niveau d’ hypothéses sont également repris pour référence sur les figures 11.14,
11.16 et 11.18 (courbes marquées par les carrés). Pour le premier ensemble d' échantillons
de vitesses générés, les évolutions des déplacements au cours du temps sont également
tracés pour référence sur les figures 11.15, 11.17 et 11.19.

Revenons maintenant aux résultats qui nous intéressent : ceux de I'analyse sous le
niveau d hypothéses n°3. Lafigure 11.15 représente en trait continu les déplacements du
noeud n°4 sous ce niveau d’ hypothéses. Ce graphique représente seulement cinquante sec-
ondes de la réponse calculée pour le premier ensemble d' échantillons, ¢’ est-a-dire environ
un quart de la réponse calculée pour cet ensemble d’échantillons, soit encore un trente-
deuxiéme du signal utilisé pour I’ estimation des grandeurs statistiques. Ce graphique per-
met de donner un bonne idée générale du comportement obtenu pour chacun des déplace-
ments mais il serait délicat d'en interpréter par exemple les grandeurs extrémes.

L’ examen de ce graphique montre immédiatement la correspondance d’ occurrence des
maximaet minimaentreles deux niveaux d' hypothéses. Ceci nefait quetraduirel’ invariance
des fréquences propres d’'un cas a I’autre. Manifestement, les amplitudes des variations
semblent plus importantes sous le niveau d’ hypotheses n°3. D’un c6té, ceci semble assez
logique car des termes d’ excitation supplémentaires ont été ajoutés. |Is correspondent aux
termes croisés entre les deux directions principales de turbulence®. Bien que ces termes
soient non corrélés, il semble néanmoins que cela puisse tout de méme donner une légére
différence.

Lafigure 11.14 représente les moyennes, écart-types et valeurs extrémes des déplace-

48 Nous verrons dans la suite que ces termes ne sont pas les seuls responsables d’ une variance accrue.

238



Dépl. vertical moyen x 10 Dépl. horizontal moyen x 10 Angle de torsion moyen
15 8 6
x *
1 T 6 4 [
x x x X 4 * x
X x X X x X
x X 7 ¥ x
0.5 ) 2 FERE P
o] o] 0
0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300
Ecart-type du dépl. vert. Ecart-type du dépl. hor. x 10~ Ecart-type de l'angle de t.
3 0.01 % 3
i ¥
x x x X
2 X X X x 2 x
) 0.005 X %
x
1 1
0 0 0
0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300
Dépl. vertical extréme Dépl. horizontal extréme Angle de t. extréme
15 0.04 0.015
x x
10 N 0.03 * * 0.01 Lo
x ¥ x X %
X % 0.02 £ 2 x ¥
% X
5 OO TG 0.01 0.005
0! o] 0
0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300
Tablier Tablier Tablier
FIGURE 11.14. GRANDEURS STATISTIQUES DES DEPLACEMENTS VERTICAUX ET HORIZONTAUX ET DE L' ANGLES DE

TORSION - NIVEAU D' HYPOTHESES 12°3 [RONDS : NIV.n°3 / CARRES : NIV.n°2]

Déplacements verticaux

Temps [s]

FIGURE 11.15. DEPLACEMENTS DU NOEUD 72°4 - COMPARAISON DES NIVEAUX D’ HYPOTHESES n°2 ET n°3
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ments dans chacune des directions de vibration. Les grandeurs obtenues par I’ approche
temporelle sous le niveau d' hypothéses n°3 sont marquées a |’ aide de ronds. A nouveau,
chague courbe passe en chague noeud par le barycentre des petites croix qui représentent
les résultats pour chacun des ensembles d’ échantillons. Les grandeurs numériques carac-
téristiques de ces courbes sont également reprises au tableau 11.6 (p. 246). Pour faciliter
la comparaison avec |e niveau d’ hypothéses n°2, les résultats obtenus sous ce niveau sont
également représentés (courbes marquées de carrés).

Lapremiere ligne delafigure 11.14 concerne les moyennes des déplacements verticaux
et horizontaux, ainsi que de I’angle de torsion. Rien qu’'al’ examen des dispersions de ces
va eurs moyennes, on devine immédiatement que le probleme étudié n’ est plus auss smple
gue précédemment : on passe d une dispersion de 2.4% a 16.5% pour le déplacement
vertical et de0.1% a47.8% pour I’angledetorsion! || semblerait alors que huit ensembles
d’ échantillons ne suffisent pas a représenter correctement la moyenne des déplacements,
c'est-a-dire a s affranchir, pour ces grandeurs, de la non-ergodicité. Malgré cette grande
dispersion dans les valeurs obtenues, moyenner sur les huit ensembles permet d obtenir
une moyenne statistique assez proche de celle donnée par le niveau d' hypothése n°2, mais
est-il bien judicieux de vouloir tenter de déduire quelque correspondance lorsque le taux de
dispersion est s haut ?

La seconde ligne de la figure 11.14 donne I’ évolution le long du tablier des écart-types
des déplacements. Conformément a ce qui a été constaté sur la figure 11.15, la prise
en compte des termes quadratiques augmente manifestement les écart-types des déplace-
ments. Cette constatation est valable pour les trois déplacements. Par rapport au niveau
d’ hypothéses n°2 (courbes marquées de carrés), I’ augmentation est comprise entre 5.9% et
12.2%. Pour les écart-types, les dispersions ont un ordre de grandeur tout a fait acceptable
et I’on peut alors conclure a la représentativité des écarts obtenus.

En passant du niveau d’ hypothéses n°2 au niveau n°3, les dispersions des valeurs ex-
trémales ont augmenté : dans le premier cas, elles étaient comprises entre 10.5% et 16.1%,
contre 16.2% a27.3% dans le second. Nous avons déja exprimé |’ habituelle importance
de ces paramétres de dispersion, méme dans les cas les plus simples. Malgré ces disper-
sions manifestement plus importantes, on peut cependant constater une certaine augmenta-
tion des valeurs extrémales, ce que |’ on avait également pu deviner le la figure 11.15. Le
tableau 11.6 suggére un augmentation de 27.4% pour le déplacement vertical et de 43.6%
pour I'angle detorsion !

Del’analyse que vient d’ étre présentée, on peut retenir gue les termes quadrati ques sont
responsables d’ une augmentation de I’ écart-type (et donc aussi des valeurs extrémes™)
ains que de la dispersion des grandeurs statistiques autour de leur moyenne. |l semble
donc que plus d' échantillons soient nécessaires pour s affranchir de la non-ergodicité. Les
conclusions qui viennent d’ étre tirées concernent un niveau de turbulence assez important
(I, = I, = 25%) et il est évident, comme cela a été introduit, que I’ écart sera d’ autant
plus marqué gue |’ écoulement du fluide est turbulent. Dans le cas éudié, la différence est
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a prendre avec précaution car en non linéaire, écart-types et valeurs extrémes ne sont plus reliés par un
facteur de pointe facilement estimable. 11 n’est pasrare d’ obtenir pour des processus non gaussiens des facteurs
de pointe plus grands que 20.
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pourtant assez importante et ne devrait pas étre négligée.

11.4.3 Niveau d’ hypotheses n°5

Dépl. vertical moyen Dépl. horizontal moyen x10™ Angle de torsion moyen
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FIGURE 11.16. GRANDEURS STATISTIQUES DES DEPLACEMENTS VERTICAUX ET HORIZONTAUX ET DE L' ANGLES DE
TORSION - NIVEAU D' HYPOTHESES 12°5 [RONDS : NIV.n°5 / CARRES : NIV.n°2]

A ceniveau d hypothéses, lanorme au carré de lavitesse du vent conserve |’ entiéreté de ses
termes. Conformément a |’ équation (6.3), toute une série de termes sont donc maintenant
gjoutés. Deplus, I’angle d'incidence de vent prend maintenant une expression non linéaire.
Lafigure 11.17 indique les déplacements du noeud n°4 sous ce niveau d’ hypothéses. Les
courbes en traits discontinus représentent toujours les résultats sous le niveau d’ hypothéses
n°2. La comparaison de ces deux groupes de courbes permet de relativiser largement les
conclusions tirées au paragraphe précédent. On peut en effet constater sur ce graphique
gue les apports de la nouvelle approche tendent a contrecarrer les excés mis en évidence au
niveau d' hypothéses n°3.

Lafigure 11.16 présente les principal es caractéristiques statistiques dont les valeurs im-
portantes sont reprises au tableau 11.6. || apparait immédiatement que la dispersion de ces
grandeurs a diminué de maniére générale par rapport au cas précédent. Cet indicateur de
fiabilité semble donc montrer que huit échantillons redeviennent & nouveau suffisant pour
caractériser les grandeurs statistiques mises en jeu. Cette fois, les résultats concernant la
moyenne peuvent étre interprétés : on peut inévitablement conclure a son augmentation, et
ce, pour chacun des trois types de mouvement. Ceci s explique par le fait qu’ aux trois ter-
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FIGURE 11.17. DEPLACEMENTS DU NOEUD 1n.°4 - COMPARAISON DES NIVEAUX D'HYPOTHESES n°2 ET n°5
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mes de vitesse conservés sont venus s adjoindre des termes en 2, w2, p°, i et 62, Ces
termes sont toujours positifs et tendent a gjouter aux efforts appliqués une contribution qui
certes peut s'annuler par moment mais qui, quoi qu’il en soit, agiratoujours dans le méme
sens. |l est donc logique de s’ attendre a une moyenne plus grande que celle calculée al’ aide
des efforts statiques moyens. Cette constatation ne ressort pas de maniére évidente de la
figure 11.17; il faudrait une représentation compléte de la réponse pour mieux s en rendre
compte. Les extrema que I’ on peut calculer avec la nouvelle méthode sont compris entre
ceux fournis par les deux précédentes car d’ une part les termes quadrati ques croisés vien-
nent augmenter les valeurs extrémes (comme ci-avant) mais d'autre part, la multitude de
termes gjoutés dans I’ expression des efforts semble de modérer cet effet.

Nous n’allons pas nous étendre davantage sur |'interprétation de résultats qui sont trop
particuliersal’ exempletraité, nous alons bient6t revenir aun cas de figure plus simple afin
de pouvoir mieux interpréter les phénoménes mis en jeu. De ce niveau d' hypothéses, nous
pouvons cependant dégager, par rapport au niveau d' hypothése n°2, une augmentation du
niveau moyen et des extrema (entre 10% et 20%).

11.4.4 Niveau d’ hypotheses n°6

Dépl. vertical moyen x 10 Dépl. horizontal moyen x 10 Angle de torsion moyen

6 3
% %
0.5 * b 4 2
x x
2 1 - .
x % x
0! o] o] =
0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300
Ecart-type du dépl. vert. Ecart-type du dépl. hor. x 10~ Ecart-type de I'angle de t.
3 0.015
x X
2 Tk 0.01 d X 2 : %
1 : 0.005 : 1
0 o] 0
0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300

Dépl. vertical extréme

Dépl. horizontal extréme

X%

%
X

x
XX g 3¢

X
X

X%

0.08

0.06

0.04

0.02

X 008 X%
XXX X
X6 XX

X 0ihx

0.015

0.01

0.005

Angle de t. extréme

X

X%
x
X

100 200 300
Tablier

0 100 200 300
Tablier

0 100 200 300
Tablier

FIGURE 11.18. GRANDEURS STATISTIQUES DES DEPLACEMENTS VERTICAUX ET HORIZONTAUX ET DE L' ANGLES DE
TORSION - NIVEAU D' HYPOTHESES n°6 [RONDS : NIV.n°6 / CARRES : NIV.n°2]

Avant de revenir a |’ oscillateur simple, poussons tout de méme le raisonnement jusqu’ au
bout, en analysant la structure sous le niveau d’ hypothese n°6. Toujours pour les mémes
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FIGURE 11.19. DEPLACEMENTS DU NOEUD 1n.°4 - COMPARAISON DES NIVEAUX D'HYPOTHESES n°2 ET n°6
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ensembles d’ échantillon que ceux utilisés précédemment, lesfigures 11.18 et 11.19 présen-
tent les résultats de I’ analyse. La seule modification qui a été gjoutée par rapport au niveau
précédent concerne la prise en compte de laloi de comportement non linéaire pour les co-
efficients aérodynamiques. A ce stade, les constatations deviennent assez difficiles amettre
en évidence et a expliquer. L' ordre de grandeur des dispersions semble pourtant montrer
gue les résultats obtenus semblent fiables. Les coefficients aérodynamiques choisis pour
I’analyse sont ceux de la section du viaduc de Millau. La forme profilée de cet ouvrage
d art est telle que les expressions des coefficients aérodynamiques sont presgue linéaires.
Il n"est serait pas ains d’un pont de type bi-poutre tel le pont Vasco de Gama (Fig. 6.1).
Pour celui-ci, I utilisation de cet ultime niveau d’ hypothéses permettrait de mettre en év-
idence des différences plus importantes. Pour la viaduc de Millau, seul le coefficient de
trainée est vraiment non linéaire. 1l n’est donc pas é&onnant de constater des écarts plus
importants pour le balancement du tablier. Les déplacements horizontaux sont amplifiés a
ce point que I’ échelle de la figure 11.19 a été modifiée. Jusqu’ a présent, nous avons pris
avec précaution les résultats concernant les déplacements horizontaux du tablier. Dans ce
cas, la figure 11.18 montre cependant clairement que malgré le niveau de dispersion qui
existe, I’ écart-type ainsi que le déplacement extréme sont bien plus importants que ceux
que le niveau d’ hypothese n°2 pourrait fournir (écarts de 43.6% et 130.1%). L’ évolution
au cours du temps des déplacements montre que les déplacements verticaux semblent peu
influencés par la prise en compte de cette nouvelle particularité. Par contre, les angles de
torsion présentent maintenant une évolution quelque peu différente, probablement en con-
sequence de leur couplage plus intime avec les déplacements horizontaux.

A nouveau, il convient de remarguer que cet écart important est étroitement lié au niveau
de turbulence du vent. Pour ces calculs nous avons considéré une intensité de turbulence
de 25%, ce qui ne se rencontre que dans |es zones a trés forte turbulence comme les zones
urbaines. Plus!’intensité du vent est importante et plus|’incidence instantanée du vent peut
étre importante; il sera donc également d’ autant plus nécessaire de prendre en compte la
forme non linéaire des coefficients aérodynamiques.

11.45 Conclusions

Les conclusions a tirer de cet exemple semblent étre propres au probléme présenté et
surtout difficilement généralisables. Des phénomeénes tels augmentation d’ écart-type, de
la moyenne, ou de la dispersion ont pu étre expliqués dans chacun des contextes. Les
commentaires qui ont été formul és seraient probablement aussi d’ application pour d’ autres
structures. Les conclusions tirées ne permettent cependant pas de quantifier les différences
qu’ une approche non linéaire pourrait alors mettre en oeuvre.

Auss, il nous semble que le probléme étudié est assez complexe dans la mesure ou de
nombreux parametres entrent en jeu. Nous avons pu constater que le niveau d’ hypothéses
n°5 venait contrecarrer les écarts obtenus sous le niveau d’ hypothéses ».°3; rien n’indique
jusgu’ici que sous une autre combinaison de ces parameétres, |es corrections amenées par le
niveau d’ hypothéses n°5 ne puisse également étre insécuritaires.

C’est pour ces raisons que nous avons décidé de revenir al’ éude de I’ oscillateur a un
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Dépl.vertica Dépl.horizontal Angletorsion
Moy | Disp | Ecart!*) Moy | Disp | Ecart®™ Moy | Disp | Ecart®)
Niveau d’ hypothéses n°2
p | 0819 ] 24% | —0.2% | 7.03.10~3 | 0.2% 0.3% [3.22.107* | 0.1% 2.9%
o | 226 | 65% | —04% | 7.56.10° | 7.6% | 5.73% | 1.88.107° | 2.0% 1.6%
M| 576 [ 16.1% | —10.3% | 2.29.10~2 | 12.5% | —5.37% | 5.89.10~3 | 10.5% | 10.9%
Niveau d' hypothéses n°3
p | 0858 ] 165% | 48% |6.96.1073 | 4.3% | —1.0% | 2.88.10~* | 47.8% | —10.6%
o | 246 9% 8.8% | 8.01.107° | 12.6% | 5.9% | 2.11.10 ° | 4.4% 12.2%
M| 734 | 273% | 27.4% | 2.40.1072 | 21.8% 4.8% 8.46.1073 | 16.2% | 43.6%
Niveau d' hypothéses n°5
w | 0.940 | 6.3% 14.8% | 7.84.1073 | 1.6% 11.5% | 3.43.10~* | 17.3% | 6.5%
o | 250 | 7.6% 10.6% | 8.27.10 73 | 135% | 9.4% | 2.11.10 3 | 2.6% 12.2%
M| 693 | 21.9% | 20.3% | 2.52.107° | 18.0% | 10.0% | 7.17.10 ° | 18.8% | 21.7%
Niveau d' hypothéses n°6
p | 0743 | 7.8% | —9.3% | 2.46.107° | 5.6% | —65.0% | 8.07.107° | 59.3% | —74.9%
o 2.41 6.9% 6.6% 1.34.1072 | 72% 43.6% 1.88.1073 | 5.4% 0.1%
M| 649 | 19% 12.7% | 5.27.1072 | 21.5% | 130.1% | 7.56.10—° | 28.9% | 28.3%

™) pour le niveau d hypothéses n°2, I" écart indiqué est I’ écart par rapport au résultat de I’ analyse
stochastique dans |e domaine fréquentiel. Pour les autres niveaux d’ hypothéses (n°3, n°5 et n°6), I’ écart
correspond al’ écart par rapport aux résultats sous e niveau d’ hypotheses n°2.

Tableau 11.6. : Grandeurs statistiques pour le noeud 4 -Comparatif des différents niveaux
d’ hypotheses
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degré de liberté sous un chargement non linéaire.

11.5 Retour al’oscillateur smple

Les panneaux d’indication routiére sont des exemples de structures qui peuvent étre mod-
élistesal’aide d’ oscillateurs smples (Fig. 11.20). Pour les structures plus complexes dont
la réponse se compose de la contribution de plusieurs modes, les principes que nous alons
mettre en évidence devront étre adaptés pour les réponses dans chacun des modes.

MNW
U

X

FIGURE 11.20. ILLUSTRATION DE L’ OSCILLATEUR SIMPLE SOUMIS AU VENT TURBULENT

La prise au vent sur la structure étudiée s effectue au moyen d'une plaque disposée
perpendiculairement &’ écoulement. Le coefficient de trainée suffit pour exprimer les ef-
forts appliqués a la structure. Bien qu'’ elle ne soit plus caractérisée que par un seul degré
de liberté, les deux directions de turbulence sont nécessaires pour |’ expression des efforts
de trainée. L' hypothése d’ écoulement quasi-permanent est toujours formulée. Les forces
aérodynamiques s appliquant sur la paroi peuvent donc étre obtenues en particularisant les
relations du chapitre 6 :

FO(t) = 390 (i(1)) B Vagp (1) (111
OU |Vapp(1)|? = U? + 20w (t) — 2U % (t) + u (t)* + & (£)* — 2u (t) & (t(11.12)

oy w(t)
et i(t) = arctan {U ) - fc(t)] (1113

Malgré un nombre de niveaux d’ hypothéses maintenant réduit, nous conserverons néan-
moins les mémes dénominations que pour I’ éude d’ une structure a plusieurs degrés de lib-
erté. Lesrelations (11.11) a (11.13) permettent donc d’ estimer les efforts aérodynamiques
sous le niveau d’ hypotheses 7.°6, ¢’ est-a-dire, sans formuler aucune hypothése.
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En reprenant en ordre décroissant les niveaux d' hypothéses établis, les forces aérody-
namiques s expriment, pour le niveau d’ hypothéses n°5, par :

FO() = 3 ea+ ci(t)] B V(1) (11.14)

Ce niveau est obtenu en linéarisant |’ expression du coefficient aérodynamique. Les
niveaux d'hypothéses n°3 et n°4 sont identiques car |” hypothese des petites rotations qui
les différenciait n’a plus aucun sens pour une structure aun seul degré de liberté. Le niveau
n°3 est obtenu a partir du cinquiéme en supprimant les termes quadratiques intervenant
dans les expressions de la vitesse apparente et deI’angle d’incidence :

F® () = %p [cd + c&#} B[U? +2Uu (t) — 2U% (t)] (11.15)

Finalement, le niveau d’ hypothéses e plus simple (n°2) est obtenu est éliminant encore
de cette relation les ultimes termes quadrati ques en les processus al éatoires :

2cqu (t) + cyw (¢ :
2 cqu (t) + cqw (t) lpBUQM (11.16)

U 2 U

1 1
FO @) = 5 pBcqU? + 5PB

Assez logiquement, on retrouve sous cette forme les trois effets (moyen, turbulent et
instationnaire) introduits au chapitre 6.

Nous ne reviendrons plus sur le niveau d' hypothéses n°1 qui consiste a séparer |’ effet
moyen (utilisé pour une analyse stati que) des deux autres (utilisés pour |’ analyse dynamique).
Nous avons en effet déja pu constater au cours des exemples précédents qu’il fournit desré-
sultats trés proches de ceux du niveau n°2. De méme, nous Sommes maintenant convaincus
gue les analyses dans le domaine frégquentiel et dans le domaine temporel sous ce niveau
d hypotheéses n.°2 fournissent des résultats trés proches. Nous avons déja suffisasmment dé-
battu de la comparai son de ce genre de résultat; nous ne nous préoccuperons donc plus que
des modifications apportées par les approches non linéaires.

11.5.1 Présentation del’ exemple traité

En partant du niveau d’ hypothéses |e plus bas, nous alons étudier 1a réponse au vent turbu-
lent d'une structure a un seul degré de liberté. Les paramétres qui caractérisent la structure
étudiée sont :

M=10kg ; K=50N/m ; &=0.02 (11.17)

Lesvaleurs propres associées a cet oscillateur sont donc une fréguence f = 0.356 H z et
une période T' = 2.81s. Les caractéristiques aérodynamiques de la structure se résument a

B = 0.1m? (11.18)
Cp(i) = 0.1+ (11.19)
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Cettefois, les dimensions du paramétre B sont celles d’ une surface et correspondent au
maitre couple du panneau fixé en téte de poteau.

Les critéres présentés au chapitre 10 permettent de déterminer les paramétres de généra-
tion. Puisque nous n’ éudions plus maintenant qu’ un seul degré deliberté, aucune souplesse
ne sera autorisée quant al’ application de ces criteres. Le lecteur pourra vérifier que les pas
de fréquence a ne pas dépasser sont An = 3.56.10~3 H z pour une bonne représentation de
lastructure et An = 2.5.10~3 H z pour une bonne représentation de la sollicitation. La pas
de fréquence choisi seradonc An = 2.5.10 3 Hz.

D’un autre c6té, on peut également vérifier que la fréguence maximale a représenter
doit étre au moins de ny,.x = 0.758 Hz pour une bonne représentation de la structure
et nmax = 25Hz pour |'effort. Conformément aux remarques déa formulées, la valeur
retenue serany.x = 0.758 H 2.

Ces deux valeurs retenues permettent de conclure a la nécessité de générer des échan-
tillons de 400s au moins avec un pas de temps inférieur & 0.1648s (critere de représen-
tation des harmoniques). |l reste findement a vérifier que la période de mise en régime
de I’ oscillateur est petite vis-a-vis de la durée totale éudiée. La formule (10.12) permet
d estimer une période de mise en régime d’ environ 51s, ce qui nécessite, pour étreal’ aise,
une durée d’ observation d'au moins 600s. Sur base de toutes ces limitations, voici les
paramétres de génération qui ont été retenus :

N=8192 ; At=0.1s ; Af=1.2210"% ; T =819.2s (11.20)

Tout comme dans les exemples précédents, huit échantillons de vitesses de vent seront
utilisés pour déterminer les grandeurs statistiques moyennes.

11.5.2 Importance desitérations al’ intérieur du pas de temps

Avant de revenir a nos niveaux d hypothéses, il serait intéressant de se préoccuper d'un
point que nous avons laissé de cbté : la nécessité des itérations a I'intérieur des pas de
temps. On comprend évidemment qu'il est assez difficile de donner une justification analy-
tigue alanécessité d'itérer al’ intérieur du pas de temps. Bien slir, on imagine aisément que
lesitérations al'intérieur de chague pas sont d’ autant plus superflues que le pas de temps
est petit vis-avis de la période propre étudiée. Cette démarche logique ne permet cepen-
dant pas de quantifier lalimite a partir de laquelle les itérations sont nécessaires, et encore
moins d’'argumenter sur la nécessité d'itérer lorsque le probléme est résolu en prenant en
compte les non linéarités. Nous avons donc décidé d'illustrer le probleme al’ aide de deux
exemples.

11521 Exemplel Lastructureaun degré de liberté présentée ci-dessus est analysée
sous |’ effet d’ une turbulence dont la densité spectral e de puissance est donnée par laloi de
Davenport avec :

U=20m/s ; oy=0w=3m/s ; Ly, = L, =200m (11.212)

Ces paramétres sont des ordres de grandeurs fréguemment rencontrés en pratique. Le

249



critére de convergence desitérations al’ intérieur de chaque pas de temps est un écart re atif
entre itérés successifs™ inférieur 21076,

La structure n'est analysée que pour un seul échantillon de vitesse. Les conclusions
guant alanécessité d'itérer al’intérieur des pas de temps seraient identiques pour d’ autres
échantillons de vitesses. Les analyses sont menées avec ou sans itérations a I’ intérieur du
pas de temps et ce, pour chacun des niveaux d’ hypothéses n°2, n°3 et n°5. L’ analyse sous
le niveau d’ hypothéses 7°6 fournit les mémes résultats que sous le niveau n°5 étant donné
gue le coefficient de trainée est linéaire.

Le tableau 11.7 résume pour les différents cas étudiés les grandeurs statistiques carac-
téristiques du déplacement de I’ oscillateur.

Hypn°2 Hyp n°3 Hyp n°5
Sans Avec Sans Avec Sans Avec
o 0.049 | 0.049 0.0503 | 0.0503 0.0514 | 0.0514
o 0.1442 | 0.1439 0.1441 | 0.1436 0.1478 | 0.1474
M 0.5682 | 0.5698 0.6776 | 0.6766 0.6862 | 0.6861

Tableau 11.7. : Comparaison des grandeurs statistiques cal culées avec ou sansintérations
al’intérrieur du pas de temps

Les résultats présentés®> montrent donc que, dans cet exemple, imposer des itérations
al’intérieur du pas de temps relévent encore plus du tétracapilocoupage que du purisme
: I"écart entre deux résultats (avec ou sans itérations) ne s ééve pas a plus d' un quart
de pourcent. Il sagit d’une précision qu'il est impensable d' atteindre en comparant des
résultats issus d’ anal yses dans les domaines duauix.

Pour chacun des niveaux d’ hypothéses, le nombre moyen d'itérations par pas de temps
est environ de 2. Ceci montre effectivement que la convergence est trés vite atteinte. Si
nous avions choisi comme critére de convergence un écart relatif de moins de 10~ entre
itérés successifs, une seuleitération (¢’ est-a-dire le minimum) aurait suffit pour atteindre la
convergence.

11522 Exemple2 Avant de conclure prématurément quant al’inutilité desitérations
al’intérieur des pas de temps, nous alons traiter un exemple légérement différent; deux
modifications sont entreprises par rapport al’ exemple précédent :

e |’ écart-type delaturbulence du vent passede o, = 0, = 3m/s ao,, = oy = 4m/s;

e |’expression du coefficient de trainée de laparoi passede Cp(i) = 0.1 +iaCp(i) =

50 |es estimations successives des déplacements alafin du pas de temps.

Bien que les analyses dynamiques entreprises sous les niveaux d’ hypothéses n°1 et n°2 soient de type
linéaire, il serait également nécessaire, en toute rigueur, d'itérer al’intérieur du pas de temps pour ces analyses.
La nécessité des ces itérations a déja été discutée. Une autre maniére de voir les choses consiste a dire que
cette nécessité d'itérer provient du fait que, dans le domaine temporel, I’ amorti ssement aérodynamique n’ est
pastraité al’aide d’ un coefficient d’ amortissement venant s ajouter a celui de |’ amortissement structurel; nous
avons choisi de I'inclure directement dans I’ estimation des efforts aérodynamiques. Les résultats présentés
dans ce paragraphe résultent tous d’ analyses avec itérations.
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0.1 + 4.

Le critére de convergence est toujours un écart relatif entre itérés successifs inférieur a
1076, Lafigure 11.21 représente, sous le niveau d’ hypothéses n°3, les évolutions des dé-
placements calculés avec ou sans itérations a I’ intérieur des pas de temps. On peut cette
fois constater une différence appréciable entre les deux réponses. Ce graphique montre
également que ne pas recourir aux itérations a I’intérieur du pas de temps fournit des dé-
placements plus petits, ¢’ est-a-dire insécuritaires.

Déplacement

15 T T

P I
—— Sans itérations
— - Avec itérations
I A

-15
635 640 645 650 655 660 665 670 675 680

Temps [s]

FIGURE 11.21. DEPLACEMENTS DE L' OSCILLATEUR SIMPLE : AVEC OU SANS ITERATIONS A L'INTERIEUR DU PAS DE
TEMPS (NIVEAU D’ HYPOTHESES 71.°3)

Pour cet exemple, lenombred’itérationsal’ intérieur de chaque pas de temps n’ est guére
plus élevé (environ 2.5, Fig. 11.22) mais dans ce cas, un critére de convergence de plus de
10~ fournit toujours le méme nombre d'itérations a I’ intérieur de chaque pas de temps.
Ceci manifeste donc cette fois la nécessité de devoir itérer al’intérieur des pas de temps.

Le tableau 11.8 indique les grandeurs statistiques obtenues avec ou sans itérations a
I’intérieur des pas de temps. On constate que ces itérations peuvent influencer |’ écart-type
calculé de plus de 10% et les valeurs extrémes de plus de 15%.

Nousvenonsdonc de voir qu’ en modifiant |égérement les caractéristiques del’ oscillateur
étudié, il était possible de passer d’ une zone ou les itérations sont superflues a une autre ou
elles sont nécessaires. L’ existence d'une limite n’ est pas mystérieuse; elle sera clairement
mise en évidence dans le paragraphe suivant. Puisqu’elle n’est pas encore maitrisée cor-
rectement jusqu’a ce point, il nous semble plus judicieux de recourir systématiquement
aux itérations a I’ intérieur des pas de temps. Ce choix sera appliqué pour tous les exem-
ples présentés jusqu’ a la fin du document et le critére de convergence sera un écart rel atif
inférieur 2105 pour les itérés successifs.

11.5.3 Niveau d’ hypotheses n°3

L’analyse de I’ oscillateur simple sous le niveau d’ hypothése n°2 repose sur |’ estimation
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Nombre d'itérations par pas de temps
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05 =
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Pas de temps

FIGURE 11.22. NOMBRE D’ ITERATIONS REALISEES A L' INTERIEUR DE CHAQUE PAS DE TEMPS.

casn®3
Sans Avec
© 0.0558 | 0.0558
o 1.555 1.713
M  9.63 11.15

Tableau 11.8. : Grandeurs statistiques - Exemple 2
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des efforts aérodynamiques a ' aide de laformule (11.16) :
1 1 u (t) w (t) 1 z (t)
@) (4 — 2 4 2 w) w1 2. X \l)
F'¥(t) 2pBU cd—|—2pBU [2cd i + ¢y i 2pBU cq2 i (11.22)

L’ expression des efforts sous le niveau d’ hypothése n°3 peut s écrire en gjoutant a la
formulation (11.22) les termes quadratiques croisés :

FO(t) = %pBUQ [cd + c&wg)} [1 + 2# — 2%] (11.23)
FO@) = FO@) + %pBU2 [2c;“(t)Uf(t) - 2(:;“’(2‘5(”} (11.24)

Ces deux termes gjoutés peuvent étre a I’ origine d’importantes modifications dans la
réponse de I'oscillateur. La premiére des deux corrections est un terme croisé entre les
turbulences dans les directions longitudinale et verticale. A choisir parmi lestrois effetsre-
groupés dans larelation (11.22), il s apparente donc plutét a un effet turbulent. La seconde
correction est un terme croisé entre la turbulence du vent et |a vitesse structurelle. 1l peut
donc étre interprété comme un effet instationnaire dont la caractéristique principale (lavis-
cosité) serait variable au cours du temps puisgu’ implicitement dépendante de lafluctuation
de vitesse transversae (w).

Avant de commenter plus formellement les influences de ces deux termes goutés a
I’ expression des efforts aérodynamiques, nous allons comparer al’aide d’'un exemple, les
déplacements d’ un oscillateur simple sous les deux niveaux d’ hypothéses.

Niveau d'hypothéses n°2 Zoom
10 T T T 10
O Bl e, g L 1 T T Iy g h P OWVWWWWVW\MMWW\M
.10 | | | | | | | | 10
0 100 200 300 400 500 600 700 800 180 200 220 240 260 280 300
Niveau d'hypothéses n°3 - C/C =40 ; lu=Iw=20% Zoom
10 T T T T T 10
I
10 I I I I I I I L1 10
0 100 200 300 400 500 600 700 800 180 200 220 240 260 280 300
Temps [s] Temps [s]

FIGURE 11.23. EVOLUTION DES DEPLACEMENTS SOUS LES NIVEAUX D'HYPOTHESES 2 ET 3.
L’ oscillateur éudié est celui de I'exemple 2 présenté au paragraphe 11.5.2 (Cp(i) =

0.1+ 4i et 0, = 0,y = 4m/s, SOit desintensités de turbulence I,, = I,, = 20%). Lafigure
11.23 compare les déplacements calculés pour les niveaux d hypothéses n°2 et n°3. Ony
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constate effectivement que la prise en compte des termes quadratiques croisés permet de
modéliser un phénomeéne tout afait différent.

Nous avons classé le premier terme gjouté a I’ expression des forces aérodynamiques
au rang des effets turbulents. Puisgu’ un terme supplémentaire est gjouté a la turbulence,
il pourrait sembler logique d obtenir des déplacements plus importants; cette conclusion
est néanmoins a prendre avec beaucoup de précautions car le terme gjouté est nul en
moyenne®2. De toute fagon, il ne peut en aucun cas étre responsable d’ une augmentation
du déplacement sur un intervalle de temps limité; il semblerait logique, si ce terme devait
étre responsable de I’ augmentation des déplacements, d’ observer un telle amplification sur
I” entiéreté de la durée étudiée.

L e second terme gjouté (que nous avons classe comme une contribution a I’ effet insta-
tionnaire) peut étre interprété par un amortissement aérodynamique supplémentaire. Le
coefficient d’ amortissement qui le caractérise est variable au cours du temps (puisque fonc-
tion de w(t)). Par moments, il arrive donc que ce coefficient soit négatif. S'il est plus
grand en valeur absolue que la somme des coefficients d’ amortissement structurel et aéro-
dynamique classique, la structure est momentanément caractérisée par un amortissement
négatif, ce qui mene a une divergence de la réponse. Lorsque la turbulence transversale
redevient assez faible, la structure retrouve son amortissement et continue a osciller a un
niveau semblable a celui auquel elle oscillerait en linéaire. Un peu tard encore, lorsque
I”amortissement aérodynamique supplémentaire est positif, les déplacements obtenus sous
le niveau d hypothése n°3 sont plus faibles (entre 300s et 400s) : I’amortissement non
linéaire gjouté est aors positif.

Lafigure 11.24 représente la densité spectral e des déplacements de I’ oscillateur calculés
selon trois méthodes. Les résultats de I’ analyse stochastique dans le domaine fréquentiel
(courbe lisse) et de I’ approche pas-a-pas sous le niveau d’ hypothése n°2 correspondent
trés bien. Le résultat sous le niveau d hypothéses n°3 se trouve par contre bien au-dessus
. on pourrait imaginer qu’il a été obtenu en multipliant la densité spectrale de I’ effort
par une fonction de transfert caractérisée par un coefficient d amortissement plus petit,
permettant de rendre compte de I’instabilité identifiée. En plus de valeurs extrémales plus
importantes, |’analyse sous le niveau d hypothéses n°3 fournit également un écart-type
plus important pour les déplacements de I’ oscillateur. Celui-ci augmente cependant dans
une moindre mesure, ce qui exprime tres clairement que la réponse de I’ oscillateur n’ est
plus un processus gaussien.

Revenons maintenant alaformulation analytique. En insérant ces termes quadratiques
croisés aleur emplacement logique, les forces aérodynamiques peuvent donc s écrire :

1 1 U w uw 1 T wT
FO(t) = §pBU2Cd + 5pBU2 2cars + gy + 2z | — 5pBU22 [cdﬁ + iz
(11.25)

Les deux termes agjoutés auront d’autant plus d’impact qu’ils sont grands vis-a-vis des
termes existants déja dans chacun des effets intéressés : la correction de I’ effet turbulent

52 cequi neserait pasvrai S'il existait une cohérence entre les turbulences dans les deux directions principales

différentes.
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FIGURE 11.24. COMPARAISON DU CONTENU FREQUENTIEL SOUS LES NIVEAUX D'HYPOTHESES 2 ET 3.
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sera d'autant plus importante que le terme 2¢; 75 est grand vis-a-vis de 2cqf; + ¢ de
méme, la correction de I’ effet instationnaire sera d’ autant plus importante que le terme
¢/} %2 est grand par rapport au terme cq .

Afin de représenter les importances relatives des nouveaux termes, nous avons décidé
d'introduire deux coefficients d’ importance qui sont des grandeurs adimensionnelles per-
mettant de représenter I’importance jouée par les termes gjoutés :

/! TuOw /
2ch B QCdIqu

L = =
2cqF + ey 2cqly + yly

(11.26)

) Ow

Tuw /
Lt = A h (11.27)
dT

L’ estimation de ces deux coefficients permet de rendre compte delanécessitéd’ introduire
dans le calcul les termes quadratiques croisés.

La relation (11.27) représente I'importance de la correction d' effet instationnaire. |1
s'agit d'une importance relative entre les termes de chargement. Or, ce sont générale-
ment les déplacements et efforts internes qui intéressent I'ingénieur. Puisgue nous savons
que ces effets instationnaires sont destinés a rgjoindre I’ amortissement structurel du mem-
bre de gauche dans I’ équation du mouvement, il serait préférable de définir le coefficient
d’importance par :

1 2 w cy
Linst _ T QPBU:[QC&% _ éa ca_ _ Sa C&Iw (1128)
§pBU220dﬁ + 2Mwé, €at& &atés
—
2MwE,

Cette nouvelle définition ne fait donc qu’ gjouter un facteur représentant I'importance
relative de I’ amortissement aérodynamique classique (issu de la formulation linéaire), par
rapport a |’ amortissement total (formulation linéaire également). Du point de vue des dé-
placements structurels, cette nouvelle définition semble mieux adaptée : on imagine aisé-
ment gque la correction de I’ effet instationnaire n'aura guere d’'impact si I’ amortissement
structurel est beaucoup plus important que I’ amortissement aérodynamique (&, >> &,).

Les deux coefficients d'importance définis peuvent s exprimer en fonction de quatre
grandeurs adimensionnelles : les intensités de turbulence dans les deux directions princi-
pales I, et I, I'importance de I’ amortissement aérodynamique dans I’ amortissement total
I, = é_i'is_ et un coefficient caractérisant laforme du coefficient aérodynamique I. = %f

21 1,1
tu ctutw

L = TR AN (11.29)

rnst = .11, (11.30)

A ce stade, nous sommes arrivés a exprimer |’ importance des deux corrections ajoutées
al’aide de deux facteurs extrémement simples. Ceci provient des choix réalisés:

256



e tout d abord, nous avons supposeé gque, des deux termes de chargement gjoutés, I'un
pouvait S gjouter aux effets turbulents et I autre aux effets instationnaires. Ceci est un
choix personnel qui pourrait étre discuté dans la mesure oul le terme en wz aurait égale-
ment pu étre gjouté aux effets turbulents. Ceci aurait donc mené ala définition d’ autres
coefficients d’ importance;

e une fois les coefficients identifiés, nous avons également supposé gque I’ on pouvait as-
socier leurs écart-types (o, 0,,) aux fluctuations de vitesses longitudinale et transver-
sale (u(t),w(t)). Cette hypothese aurait également pu étre remise en cause car mathé-
matiquement, ¢’ est I’ évolution au cours du temps de ces fluctuation qui importe et non
pas leur variance. 1l nous semble cependant que ce choix est un des plus judicieux a
formuler. En effet, lorsque I’ échantillon étudié est suffisamment long et que de surcroit
une moyenne sur plusieurs échantillons est entreprise, I’influence des fluctuations de
vitesses peut étre assez bien caractérisée par son écart-type.

Laformulation de ces hypothéses de travail a pour seul objectif lamise au point derela
tions simples permettant d’ estimer rapidement I’ influence des termes quadrati ques croi sés.
Une approche plus rigoureuse aurait probablement débouché sur un nombre de paramétres
plus important; par exemple, les quatre rapports adimensionnels 1, I., I, et I,,. En
poussant encore plus loin, on pourrait imaginer que ces quatre rapports ne suffisent pas a
représenter correctement les contributions des termes quadratiques croisés. Conceptuelle-
ment, il en faudrait en effet bien davantage puisque I'importance de ces termes ne peut
étre jugée qu’ al’ aide d' une analyse dynamique non linéaire. L’ utilisation d’un plus grand
nombre de paramétres indépendants devrait fournir des résultats plus précis.

Nous avons décidé de ne travailler qu’ avec deux grandeursindépendantes (L™ et L"),
d'un part par souci de ssimplicité dans la formulation finale et d'autre part afin de pouvoir
garder un sens physique aux grandeurs adimensionnelles choisies.

D’un point de vue pratique, |’ éude de I’ oscillateur simple est entreprise en faisant
varier d’une part les intensités de turbulence, mais tout en les maintenant égales (I, =
I,,) et d'autre part le facteur de forme du coefficient de trainée I.. Les caractéristiques
d amortissement restent constantes et identiques a celles utilisées jusgu’ici :

= BUe — 548103
= I, = 21.5% (11.31)

¢ =0.02

L’ oscillateur simple est analysé pour les niveaux d’ hypothésesn°2 et .°3 et, pour limiter
le phénomene de non-ergodicité, chacune des analyses est réalisée avec huit échantillons.
Lesintensités de turbulence et le facteur de forme prennent les valeursindiquées au tableau
11.9°3. Pour chague combinaison, les coefficients d’ importance peuvent étre déterminés a
I’aide de larelation (11.29) et (11.30).

53 Lorsque I. varie, cq st conservé constant de sorte que le paramétre o amortissement ne varie pas. C'est

donc la pente ¢; qui, danslaloi de comportement des coefficients aérodynamiques, varie d' un cas al’ autre.
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L, =1,= 005 01 0125 015 0175 02 0225 0.25

1. = 01 1 5 10 15 20 25 30 40 50

Tableau 11.9. : Valeurs prises par les grandeurs adimensionnelles variables

Lesfigures 11.25 a 11.29 résument les résultats qui ressortent de ce nombre important
de calculs®. Etant donné que le nombre de résultats & présenter est assez important, nous
ne mentionnons que les moyennes sur | es huit échantillons des grandeurs stati stiques (écart-
type, extremum, moyenne). Aucun commentaire concernant les dispersions ne sera donc
plus formulé.

Lesdeux premiers graphiques de lafigure 11.25 représentent |es écart-types du déplace-
ment (en m), pour les différents facteurs de forme et intensités de turbulence. A gauche,
le résultat sous le niveau d’ hypothése n°2 est représenté par une surface a génératrices rec-
tilignes, ce qui traduit le caractére linéaire de I’ analyse. 1l est assez logique de retrouver un
écart-type d’ autant plus important que I’ intensité de turbulence est importante, mais aussi
gue le facteur de forme est important, puisque le coefficient de trainée est alors caractérisé
par une pente plus importante. La surface représentée sur la droite correspond au niveau
d’ hypothéeses n°3. On peut des a présent constater I'importance des termes quadratiques
croises lorsque le coefficient de forme ou | es intensités de turbulence sont importants.

Afin de permettre une comparaison plus aisée de ces deux surfaces, les coupes dans
les plans I, = I, = cst sont représentées en bas et a gauche. Elles correspondent au
maillage des surfaces, ¢ est-a-dire, en partant du bas vers le haut, aux valeursde I,, = I,,
reprises au tableau 11.9. L’alure réguliére des courbes obtenues indique que le nombre
d’ échantillons utilisés et le critére de convergence a |’ intérieur des pas de temps suffisent
pour pouvoir s afranchir de la non-ergodicité ainsi que des pas de temps non convergeés.
Le graphique en bas et a droite est probablement plus pratique d' utilisation, ou tout ou
moins plus facilement transposable a un autre probléme puisqu’il représente des grandeurs
adimensionnelles. Elles sont obtenues en divisant entre eux les ensembles de courbes de la
figure voisine (traits continus et discontinus). La grandeur représentée est donc un facteur
d’amplification par lequel il convient de multiplier le résultat d’ une analyse sous le niveau
d’ hypotheses n°2 pour obtenir |’ écart-type sous | e niveau d’ hypothéses n°3.

Ce facteur d’amplification peut également étre représenté par des courbes de niveaux
(Fig. 11.26). Afin derevenir maintenant aux notions de coefficients d’ importance introduits
préaablement, le facteur d’ amplification est représenté dans |’ espace des coefficients Lt
et L5, Seule un partie de |’ espace est représentée; elle correspond a la zone du plan
(L™, L"™st) qui est balayée lorsque I’ ensemble des combinaisons de val eurs imposées pour
I, et I, est envisagé.

Pour des coefficients d’importance de la correction instationnaire L' assez impor-

54 Le nombre d’analyse menées s éléve a: 2 (niveaux d’ hypothéses) x 8 (échantillons) x 8 (valeurs de
turbulence) x 10 (facteurs de forme) =1280 analyses. Chacune d’ entre elles est une analyse dynamique non
lingaire, sur 8192 pas de temps, ce qui fait environ 10, 5.10° pas de temps étudiés ! Et acela, il faut encore
gjouter lesitérations al’intérieur des pas de temps.
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Ecart-type - Hyp. n°3

Ecart-type - Hyp. n°2

lu=lw

lu=lw

Ecart-type

Hyp. n°3/ Hyp. n°2

FIGURE 11.25. ECART-TYPES CALCULES SOUS LES NIVEAUX D'HYPOTHESES 2 ET 3
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tants, les courbes de niveaux s orientent selon I’ axe L', Cela signifie donc que le terme
guadratique turbulent n’ a plus beaucoup d’ influence lorsque le terme quadratique instation-
naire vaut environ 1, 5 fois |’ effet instationnaire utilisé pour I’ analyse linéaire. Dans cette
zone, les courbes de niveaux se rapprochent de plus en plus, ce qui indique manifestement
I’ apparition d’une instabilité. L’ orientation des courbes montre gque cette instabilité est
principalement liée ala correction instationnaire, ce que nous avions pu mettre en évidence
intuitivement.

Ains que présenté ci-avant, nous recommandons, pour un application ultérieure, I’ utilisation
du graphique de droite plutt que celui de gauche. La démarche retenue et la volonté de
ne conserver que deux grandeurs pour exprimer le facteur d’amplification, indique effec-
tivement que le graphique de gauche est tributaire des autres caractéristiques du probleme
(telles 1, par exemple).

Extremum - Hyp. n°2 Extremum - Hyp. n°3

Hyp. n°3/ Hyp. n°2

FIGURE 11.27. DEPLACEMENTS EXTREMES CALCULES SOUS LES NIVEAUX D' HYPOTHESES 2 ET 3

Lafigure 11.27 est | équivalent de lafigure 11.25 pour les déplacements extrémes: les
deux premiers graphiques représentent les déplacements extrémes (en m); pour faciliter
la comparaison, le graphique suivant représente une superposition de ces deux premiéres
surfaces; quant au dernier graphique, il représente le rapport entre les valeurs extrémes
calculées sous les deux niveaux d’hypothéeses différents, soit un facteur d’amplification a
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utiliser avec une analyse sous le niveau d’ hypothéses n°2.

Dans un analyse stochastique, les valeurs extrémes s expriment généralement par le
produit du facteur de pointe par I’ écart-type concerné. Cette relation est justifié mathéma-
tiguement dans le cadre de I’ étude d’ un processus gaussien en bande étroite mais aussi, de
maniére un peu moins rigoureuse, aux processus en bande large. Si le facteur de pointe
restait inchangé lors de la prise en compte des termes quadratiques croises, les facteurs
d’amplification des écart-types et des extrema auraient laméme forme. Or il n’en est pas
ainsi; ce qui signifie que le facteur de pointe ne s exprime plus delaméme fagon, ou encore
que le processus de sortie (le déplacement de I’ oscillateur simple) n’est plus gaussien.

Hyp. n°3/Hyp. n°2 Hyp. n°3/Hyp. n°2
T T

50 : : . .
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FIGURE 11.28. FACTEUR D’ AMPLIFICATION DES EXTREMA

Lafigure 11.28 représente en courbes de niveaux |e facteur d’ amplification des extrema.

A nouveau, le graphique de gauche n’est d’application que pour I'exemple traité (I, =
21.5% et I, = I,). 1l indique que pour une turbulence de 20%, I’ erreur commise sur le
déplacement extréme est d’ environ 10% lorsque le facteur deforme I.. = 4, de 20% lorsgue
I. = 15 et de 50% lorsque I. = 25.

Pour étre complets, il reste aprésenter également lesfacteurs d’ amplification des moyennes.
Lorsdel’ éudedelastructure aplusieurs degrés de liberté, nous n’ avions pas vraiment con-
staté de modification delamoyenne entre les niveaux d’ hypotheses n°2 et n°3. Lescourbes
de niveaux de lafigure 11.29 confortent ces observations.

Cegraphique présentetrés peu d importancesi cen’est lefait queles coefficients de cor-
rection définis semblent moinsbien s adapter al’ augmentation de moyenne : les courbesde
niveaux obtenues ne permettent plus par exemple de mettre en évidence une indépendance
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des deux coefficients |’ un par rapport al’ autre.

115.3.1 Conclusions Nousvenonsde présenter quel quesrésultatsd analyse dynamique
intégrant les termes quadratiques croisés. Le phénomene d'instabilité qui se produit a été
cerné et expliqué assez précisément. Gréce aux grandeurs adimensionnelles choisies, les
graphiques obtenus dans le cadre de cet exemple devraient également étre d’ application
pour d’ autres structures.

Dans | espace des coefficients d’ importance introduits, nous avons clairement délimité
les conditions dans lesquelles ces termes quadratiques occupent une importance non nég-
ligeable.

Les graphiques de la figure 11.30 représentent, en fonction de I’incidence du vent; les
facteurs de forme de quelques sections de ponts célébres. Les courbes de la figure 11.30
peuvent étre utilisées dans différentes circonstances :

e lorsgue I’ analyse stochastique d’ une structure doit étre entreprise, un graphique du fac-
teur de forme permet d’estimer la nécessité de prendre en compte ou non les termes
guadratiques croisés. |l suffit pour cela de relever, pour chacun des coefficients aéro-
dynamiques, son facteur de forme, a I’ abscisse de I’ angle d’incidence considéré pour
I’ étude. Les valeurs relevées permettent alors de justifier la prise en compte ou non des
termes quadratiques croises;

e le graphique du facteur de forme permet également de repérer une zone d’incidence
critique dans laguelle les termes quadratiques croisés ne peuvent plus étre négligés. Le
terme critique est employé car des problemes d'instabilité dynamique peuvent alors se
présenter. Par exemple, dans le cas du viaduc de Millau et en optant pour un facteur de
forme limite de 25, on peut constater qu’ un approche linéaire permettra de représenter
correctement les déplacements horizontaux si |’ angle d'incidence moyen est supérieur
a—T7°, les déplacements verticaux s I'angle I’incidence moyen n’est pas compris entre
2° et 8° et les angles de torsion a condition que I’ angle d’incidence moyen ne soit pas
compris entre —4° et 0°.

e dans un contexte plus général, le facteur de forme peut également étre utilisé pour es-
timer la susceptibilité d’ une section a |’ instabilité dynamique présentée. |l suffit pour
celade repérer, pour chague coefficient aérodynamique, lataille del’intervalle d’ angles
d’incidence qui mene al’instabilité. Une pondération de cesintervalles par les densités
de probabilité des angles d’'incidence permet alors de donner une idée de I'importance
des termes quadratiques croi sés.

11.5.4 Niveau d’ hypotheses n°5

Sous le niveau d’hypothéses n°5, les expressions de la vitesse apparente et de I’angle
d’incidence intervenant dans les forces aérodynamiques sont non linéaires:

FOI(t) = % p [ca + yi(t)] B|Vapp(t)[” (11.32)
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Facteur de forme - CD Facteur de forme - CL Facteur de forme - CM

80 80 80

70 : b 70 70 : b
—<— Pont de Normandie

60 — Viaduc de Millau il 60 60 ]
—&— Pont Vasco de Gama

50 50 50 : b

40 40 40 b

30 30 30

20 20 20

10 10 10

0 0 0
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
incidence (°) incidence (°) incidence (°)

FIGURE 11.30. FACTEURS DE FORME DE COEFFICIENTS AERODYNAMIQUES
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OU [Vapp(t)|? = U? + 20w (t) — 2U % (t) +u (t)* + & (£)* — 2u (¢) & (£(11.33)

) w(t)
eti(t) = arct 11.34
i{t) = arc a“[Um(t)—r(t)] (11.39

Afin de continuer dans le méme raisonnement que précédemment, nous alons les ex-
primer en fonction des efforts sous le niveau d’ hypothéses précédent. Pour ce faire, il est
commode d'introduire une correction de I’ angle d’ incidence Ai(t) ainsi qu’ une correction
de lavitesse gpparente AV (¢) :

w(

FOI(t) = %p [cd + cht) + c&Az’(t)} B[U?+2Uu(t) — 2Uz (t) + AV(t)] (11.35)

WAV() = u()?+a(t)? —2ut)a(t) = [ult) — &) (11.36)

N w(t) w(t)
et Ai(t) = arctan {U ) - x(t)] - (12.37)

L’ introduction de ces nouvelles corrections permet de relier sous une forme assez com-
pacte les expressions des efforts sous les deux niveaux d’ hypothéses :

FO@ _ F¥@) ;wt)\ AV(E) |, w(t) &)
IpBU2 . Lppu? (Cd * CdT) 2 Teadi(t) (1 +2— ~ 27>
+ () A;(t) .

L’ expression de lacorrection de|’angle d’ incidence est assez compliquée autiliser. Afin
de mettre en évidence les conséquences liées ala prise en compte des termes non linéaires
dans les expressions de la vitesse et de I’angle d’incidence, nous allons approcher cette
fonction par une surface polynémiale d’ordre 3. La décomposition en séries de Taylor
d'une fonction de deux variables peut s’ exprimer par :

of of
flz,y) = f] +x—J +y—J
O 02 ] 00 7 ] 00

2 92 2 2 92
L a_J;J QL'y o°f J v 8_J;J (11.39)
2! Ox (0,0) 2! Ox0y (0,0) 2! Oy (0,0)
Ay Or) ) o)
31 023 [ o) 3! 0220y|g 3 0x0y*[ o0 3! 0¥ ]y

Bien que les dérivées successives soient assez difficiles a caculer, le développement
polynémial de lafonction intéressante est assez simple:

3
< } z:c—xy—x——l—:cyQ (11.40)
Y 3

arctan [
1
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Pour la correction de I’ angle d'incidence, nous pouvons donc écrire :

U2 3U3 U3 N U2 Us
(11.412)
Cette expression et nulle au premier ordre, ce qui justifie laformulation de I’ hypothése
simplificatrice. Lestermes de second ordre dans larelation (11.41) sont de laméme forme
que ceux introduits lors du passage du niveau d  hypotheses n°2 au niveau n°3. Au lieu de
nous repérer par rapport au niveau précédent (comme dans larelation (11.38)), nous alons
donc de nouveau exprimer les corrections par rapport au niveau d' hypotheses n°2 :

Ai(t) ~ ~w(t) [u(t) — x(t)] wi(t)  wt) [ut) — ()" w(t) [u(t) — &(t)] AW

FO®) _ FO@) ) utw) , wd)e)

T,BU2  Ippuz gz 4T pE o
+ <Cd + c&#) Agz(t) + i (t) <1 + 2? - 2#)
() A;(t) (11.42)

En remplacant dans cette relation Ai(t) et AV (¢) par leur expressions et en ne conser-
vant que lestermes d’ ordre 4 au plus, on obtient finalement |’ expression des corrections de
différents ordres a ajouter :

F) FO  uww L wi (u—a)
BU? ~ LB ST ST ToE
————
cf corr. Niv 3
. N\ 2 2
w3 (u—x)w[(u—:c) —Qw}
—d, TiE +dc 7 (11.43)

Les deux premiers termes de correction de second ordre (/%% — /%% ) vaent la

moiti€ des termes de correction qui ont été gjoutés lors du passage au niveau d hypothéses
n°3 (Equ. (11.24)). Nous avons vu que I’ interprétation de ces termes comme des contribu-
tions supplémentaires aux effets turbulents et instationnaires s’ harmonisait assez bien avec
les conséquences qu'ils engendrent sur les déplacements de I’ oscillateur. Les conclusions
qui ont été tirées au paragraphe précédent sont donc toujours d' application mais a utiliser
dorénavant avec une mise al’ échelle adéquate. Laréduction par moitié des termes quadra-
tiques croisés discutés au paragraphe précédent permettent de justifier les résultats obtenus
lors de I'analyse de la structure a plusieurs degrés de liberté. En effet, lors de I’ étude de
la poutre isostatique, nous avions constaté que la prise en compte des termes relatifs au
niveau d’ hypothéses n°5 venait contrecarrer les accroissements de déplacements relevés
sous e niveau d' hypotheses n°3.

L etroisieme terme de correction de second ordre (cd (u;f) > est toujours positif. Cette
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contribution aux forces aérodynamiques agit donc touj ours dans e méme sens. Lamoyenne
de cette contribution n’est pas nulle; on peut donc lui associer une contribution non nulle
au déplacement moyen de I’ oscillateur. Cette nouvelle correction gjoutée al’ expression de
I effort aérodynamique semble donc trouver sa place au rang des effets moyens. 1l ne faut
cependant pas perdre de vue que ce terme agjoute également des contributions qui varient au
cours du temps.

Sans aucun doute, le terme de correction de troisiéme ordre —c;3W—U"1, doit étre con-

sidéré comme un effet turbulent. 1l a d’autant plus d’ importance que I’intensité de la tur-
bulence verticale est grande. Bien que ce terme puisse étre positif ou négatif, il ne peut de
toute fagon qu’ engendrer une réduction de |’ effet turbulent global appliqué sur la structure.
En effet, il vient s'adjoindre a1’ effet turbulent de base associée a la composante verticale
de la turbulence pour donner :

w ’LU3 w ’LU2

Puisgue les niveaux de turbulence traités en pratique sont toujours de loin inférieurs a
I"unité, le facteur multiplicateur dont ce nouveau terme est responsable, est inévitablement
réducteur.

Afin d'illustrer les quelques commentaires qui viennent d’ étre formulés, une nouvelle
série d'analyses a été entreprise dans les mémes conditions qu’ au paragraphe précédent
mais sous le niveau d’ hypothéses n°5 cette fois. Six cents quarante analyses supplémen-
taires sont donc entreprises en faisant varier le niveau de turbulence (8 valeurs différentes)
ains que le facteur de forme du coefficient aérodynamique (10 valeurs différentes). Pour
chaque combinaison de ces deux paramétres, huit analyses sont entreprises avec des échan-
tillons de vitesses de vent différents.

La figure 11.31 résume les écart-types moyens abtenus sur |’ ensemble des réponses
calculées. Les résultats sous le niveau d’hypotheses n°2 sont également présentés afin
de faciliter la comparaison. Cette fois, I’ écart entre les niveaux d’hypotheses n°5 et n°2
ne dépasse que difficilement les 20%. Ceci rejoint effectivement les observations réal-
isées jusqu’ici. Etant donné que la réduction du facteur d’amplification provient en partie
d’une diminution de moitié du terme quadratique instationnaire, il n’est pas éonnant que
le dernier graphique de la figure 11.31 ressemble a celui qui serait obtenu en doublant
I” échelle des abscisses du graphique correspondant de lafigure 11.25.

A lafigure 11.32, les courbes de niveaux du graphique de gauche sont plus verticales
que leurs correspondantes de la figure 11.26. Ceci indique que les termes quadratiques
instationnaires ne sont pas les seuls responsables. En effet, la correction de seconde ordre

qui est toujours positive | cq4 (“;f) , apporte, en plus d’'un accroissement de moyenne,

une variabilité plus importante de I’ effort, et donc également du déplacement. Latendance
de ces courbes de niveaux a étre paraléles al’axe I. semble montrer que ce dernier terme
de correction soit prépondérant (puisqu’il n’est lui-méme influencé que par le paramétre
L).
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Ecart-type - Hyp. n°2 Ecart-type - Hyp. n°5

Hyp. n°5/ Hyp. n°2

15

f————

05r

FIGURE 11.31. ECART-TYPES CALCULES SOUS LES NIVEAUX D' HYPOTHESES 2 ET 5
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L a représentation dans le plan L™, L™t 0" aplus guére d’ intérét dans la mesure oll ces
paramétres avaient été introduits pour rendre uniquement compte des influences des deux
termes quadratiques croisés du paragraphe précédent.

Extremum - Hyp. n°2 Extremum - Hyp. n°5

Hyp. n°5/ Hyp. n°2

05r

FIGURE 11.33. EXTREMA CALCULES SOUS LES NIVEAUX D'HYPOTHESES 2 ET 5

Lesfigures11.33 et 11.34 concernent les déplacements extrémes. Lefacteur d’ amplification
associé a ces val eurs augmente plus rapidement que celui associé aux écart-types. Ceci té-
moigne a nouveau du caractére non gaussien de la réponse de |’ oscillateur. La forme des
courbes de niveaux représentant le facteur d’ amplification montrent que la correction posi-
tive responsable de |’ augmentation de I’ écart-type est également prépondérante dans ce cas.
L’ espacement entre courbes de niveaux de moins en moins grand et la concavité tournée
vers le haut de la surface représentant I’ extremum sous le niveau n°5 témoignent d une
possibilité d'instabilité dynamique. Dans le cas pratique éudié, cette instabilité n’est en
principe pas a craindre dans la mesure ou une turbulence de 25% et un coefficient de forme
de 25 ne menent a une erreur que de 20% sur I’ estimation du déplacement extréme. La
forme du facteur d’ amplification est en effet tributaire du choix de I’ indice d’ amorti ssement
I, oudesintensités de turbulence I, et I,,,. Un autre choix de ces paramétres pourrait mener
aune situation ou I'instabilité dynamique apparait beaucoup plus tét.

La figure 11.35 représente le facteur d’amplification des moyennes. Les courbes de
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niveaux obtenuesdansleplan (I, I..) sont presque verticales. L’ augmentation delamoyenne
est donc indépendante du facteur de forme I, ¢’'est-a-dire de la dérivée ¢/, du coefficient
aérodynamique. Parmi toutes les corrections qui ont été introduites (Equ. (11.43)), seul le

terme cdﬁ%L influence donc lamoyenne. Ceci correspond effectivement aux déductions
tirées ci-avant, lors de la discussion sur les influences de chacune de ces corrections.

11.6 Conclusions

L objectif principal de ce chapitre était de présenter I’ analyse stochastique dans le domaine
temporel pour une structure a plusieurs degrés de liberté. La démarche suivie a commencé
de maniére assez logique par une validation du modéle par comparaison avec des résul-
tats d’ analyses dans le domaine fréquentiel. Dés le début, nous avons pu constater que
les critéres de choix des paramétres de génération établis au préalable devaient étre stricte-
ment respectés afin d' obtenir de bonnes concordances entre les résultats émanant des deux
domaines.

A I’ occasion d' une étude sur I’ influence du coefficient de cohérence du vent, nous avons
mis en évidence la bonne correspondance entre les domaines temporel et fréquentiel d’ une
part ains que la qualité des champs de vitesses générés en termes de cohérence d’ autre
part.

L’ approche stochastique temporelle de la structure a plusieurs degrés de liberté s est
avérée étre assez complexe a commenter. Tout au moins, les conclusions qui ont été dé-
duite de cette étude auraient difficilement pu étre interprétées, voir extrapolées, dans le
cadre d’une autre structure. C’est pour cette raison que nous sommes revenus a |’ étude
de I'oscillateur simple, soumis cette fois, au chargement non linéaire turbulent. Le re-
tour a cette structure simple a effectivement permis de modéliser et mettre en évidence des
phénoménes tout a fait généraux tels I’instabilité par amortissement négatif. La progres-
sion au travers des différents niveaux d’ hypothéses que nous nous étions fixés a permis de
mettre en évidence des rel ations anal ytiques pour les termes de chargement qui ne sont pas
pris en compte lors d éudes linéaires. Ces termes ont ainsi pu étre interprétés et les ap-
plications numérigues présentées ont permis de justifier les commentaires formulés a leur
propos.
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Chapitre 12

Conclusions

L’ objectif principal de cetravail consiste a mettre en évidence | es effets des caractéristiques
non linéaires du chargement aérodynamique. Les développementsintermédiaireset prélim-
inaires présentés au cours du document, ont démontré que I atteinte de cet objectif N’ est pas
auss smple.

Quelques chapitres de rappd s théoriques, auxquels notre participation ne concerne que
la présentation peut-étre original e de la méthode, ont permis de fixer le contexte de travail.
Les rappels présentés touchent des domaines fort différents, pour certains trés vastes et
complexes, ce qui fait de I’analyse au vent turbulent un domaine d’ application difficile a
maitriser parfaitement.

De maniére générale, avant de se préoccuper de I’analyse non linéaire d' une structure,
il convient de pouvoir cerner correctement les limitations de I’analyse linéaire. La sec-
onde partie du document a présenté la méthode d' analyse classique (ains que ses sim-
plifications) dans le domaine fréquentiel. A ce niveau, des comparaisons entre les résul-
tats analytiques d’'un calcul d'une structure continue ont été confrontés avec les résultats
numeériques obtenus sur une structure discrétisée. Ceci a permis de mettre en évidence un
certain désaccord entre les deux méthodes. Cette discordance peut étre attribuée a une mau-
vai se représentation de la cohérence des pressions de vent sur I’ ouvrage lorsque celui-ci est
discrétise.

Nous avons alors proposé une méthode, basée sur une correction frégquentielle de la ma-
trice de densité spectrale des forces nodales, permettant d’ approcher plus finement cette
cohérence. L' efficacité de cette méthode a été démontrée sur base d’ un exemple. Laprinci-
pale limitation actuelle des coefficients établis est lanécessité d' étudier une structurefilaire.
Une formulation analytique semblable a celle qui a été développée permettrait cependant
d éudier une gructure tridimensionnelle. D’autres limitations pourraient également étre
levées. En effet, seuls les termes correcteurs relatifs aux efforts tranchants ont été dével op-
pés; il faudrait idéalement établir aussi les facteurs associés aux termes de torsion. Une
autre hypothése de travail qui a éé formulée consiste en |’ équivalence des coefficient de
cohérence pour chacune des deux directions principales de turbulence. Un travail plus ap-
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profondi devrait permettre I’ utilisation de deux coefficients différents (voire trois pour les
problémes tridimensionnels).

Dans le cadre de la structure simple éudiée, ces facteurs de correction devraient aors
suffire. Pour une structure plus complexe, il serait vraisemblablement nécessaire que des
termes de correction croisés entre torsion et effort tranchant soient également éval ués.

La comparaison des résultats issus d' une analyse numérique avec des résultats analy-
tigues consiste déja en le franchissement d’ une étape importante de la comparaison analy-
tique - approche temporelle. Il faut cependant mentionner que les facteurs de correction
établis dansla seconde partie du document n’ ont pas été utilisés al’ occasion de I’ approche
temporelle. Ces coefficients auraient effectivement pu étre utilisés pour corriger les den-
sités spectrales cibles des échantillons a générer. La solution de référence consiste donc en
celle obtenue par une analyse numérique dans le domaine fréquentiel.

Afin d entamer les explications reatives a I'analyse dans le domaine temporel, nous
avons présenté les différentes techniques de génération d' échantillons de processus aéa-
toires. Si ce théme n’' était pas aussi pratique, la génération de processus unidimensionnels
aurait tres bien pu trouver sa place dans les rappels théoriques. Par contre, les développe-
mentsrelatifsalagénération d’ histoires cohérentes sont plutét personnels. D’ autres auteurs
ont également dével oppé, pour des champs de vitesse cibles assez simples, desformulations
analytiques pour les valeurs propres et |es modes propres que nous avons introduits. 1l con-
vient également de remarquer gue la démarche que nous avons présentée se rapproche de
la génération de variables aléatoires corrélées a I'aide de décompositions de Karhunen-
Loeve.

Le générateur développé et implémenté permet la génération d’ échantillons de proces-
sus aéatoires quelsqu’ils soient. Sarobustesse a été testée sur des densités spectralescibles
assez diverses mais toujours sous I’ hypothéses d’ un champ de cohérence spatial monotoné-
ment décroissant, ce que la physique semble difficilement exclure. Pour la génération de
champs de vitesse plus importants, une optimisation de I’ algorithme a été présentée, mais
cependant pas encore mise en oeuvre a ce jour pour d’ aussi grosses structures..

Un autre chapitre a exprimé, sur base de raisonnements simples, des critéres de choix
pour les parametres de génération ainsi que pour les paramétres de I’ analyse dynamique.
Les critéres retenus devraient permettre de représenter correctement la structure éudiée
ains que sa sollicitation. Nous avons cependant choisi de ne pas représenter, dans la sol-
licitation, le contenu fréguentidl aux hautes fréquences qui serait de toute fagon filtré par la
structure. Un critére supplémentaire concernant I'importance rel ative de la période de mise
en régime par rapport aladurée del’ analyse a été étudié. 1l a permis de mettre en évidence
gue la structure statistique de la réponse étudiée devrait de préférence étre cal culée sur base
de I’ entiéreté du signal, phase transitoire incluse.

La structure qui a été analysée dans le domaine frégquentiel a ensuite été reprise dans
le domaine temporel. Le premier cycle de vérification veut que les résultats de I’ analyse
dans le domaine fréguentiel concordent avec ceux de I’ analyse temporelle pour laquelle
toutes les hypothéses de linéarisation seraient formulées. Cette comparaison a permis de
montrer qu’ une bonne coincidence peut effectivement étre atteinte, a condition de respecter
scrupuleusement les critéres de choix des parametres de génération.
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Ensuite, une petite bifurcation a permis de juger de I'importance de la cohérence des
pressions de vent sur la réponse de I’ ouvrage. A nouveau, une comparaison entre les do-
maines fréquentiel et temporel ont démontré une excellente concordance.

L’ objectif du travail commence donc a se rapprocher puisgque, dés que le modéle tem-
porel a pu étre validé, les hypothéses de linéarisation ont alors pu étre levées successive-
ment. Une premiéere série d’'analyses sur la structure a plusieurs degrés de liberté a per-
mis de dégager quelques commentaires et remarques sur les effets de termes non linéaires
ajoutés au chargement. Vu la difficulté de généraliser ces constatations a d autres struc-
tures, nous avons décidé de revenir al’ é&ude d’ un oscillateur simple.

Lasuppression d’ une premiére série d’ hypotheses a permis de mettre en évidence deux
termes quadrati ques croisés entre processus al éatoires. Ces termes sont responsables d’ une
instabilité dynamique par amortissement négatif. Ce phénomeéne a pu étre modélisé et
représenté sur quelgues exemples. Nous avons décidé de représenter les effets de ces deux
termes quadratiques a |’ aide de deux coefficients représentatifs. L’ utilisation de ces deux
coefficients permet une interprétation aisée du phénoméne mais il semblerait néanmoins
gue ces deux coefficients ne suffisent pas a représenter correctement le phénomene. Leur
application ala structure a plusieurs degrés de liberté n’ est en effet pas si évidente.

La suppression d' une autre série d hypothéses a permis d'introduire davantage de ter-
mes de correction des efforts. Les premiers termes quadratiques croisés responsables de
I'instabilité se trouvent maintenant diminués de moitié. Dans les exemples étudiés, leur ef-
fet ne sefait plustrop ressentir. Un autre terme, également de second ordre, est apparu avec
ce niveau d’ hypothéses. Il a auss pu étre identifié clairement comme responsable d’ une
instabilité aérodynamique. Ces effets semblent pourtant moins importants que ceux des
premiers termes quadratiques. Ces conclusions ne concernent que les exemples étudiés.

Quatre grandeurs adimensionnel les princi pal es sembl ent représenter |e phénomeéne. Parmi
ces quatre grandeurs, nous N’ avons étudié que les effets de deux d entre elles; des résul-
tats obtenus, I'influence des deux autres parameétres n’ est pas immédiate. D’ autres séries
de simulations devraient permettre de mieux cerner les phénomenes misen jeu.

Dans la démarche retenue, la derniére hypothése qui doit étre levée concerne le com-
portement linéaire des coefficients aérodynamiques. Bien que la méthode d'analyse dy-
namique de la structure soumise au chargement complétement non linéaire soit déja pro-
grammée, alicune expression ni développement analytique n’ ont été entreprisdans cecas. 11
conviendrait idéalement de quantifier, au mémetitre que pour les autres niveaux d’ hypothéses,
I’ erreur commiselorsdel’ approche de coefficients aérodynamiques par lesrelations|linéaires.
A ce stade, il nous a semblé que cet ultime niveau d' hypothése pouvait en effet étre traité
"au cas par cas', pour des coefficients aérodynamiques réalistes imposés.
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Annexe A

Résultats d’intégrales pour le calcul de
I”admittance numérique

Au chapitre 8, nous avons vu que la cohérence des pressions de vent sur un élément fini
pouvait étre estimée al’ aide de coefficients réducteurs que nous avons appel és admittances
numériques. Selon que les efforts considérés sont des efforts tranchants, des moments
de flexion ou méme encore des moments de torsion, et selon que le niveau de correction
désiré soit celui de la cohérence sur I’ éément, au niveau des forces nodales énergétique-
ment équivalentes ou au niveau du champ de forces nodales, ces admittances numériques
résultent del’ une ou I’ autre intégration.

Quelques résultats d'intégrales utiles a |’ estimation de ces coefficients sont donnés ci-
dessous.

A.1 Premiereintégrale

L L
I=2 [ [ Play)P(ao)e 5% dayd (A.1)
LQ{{ x1)P(xz9)e x1dxo
P(z)=A (%)3 +B (%)2 +C (%) +D (A.2)

8 % 8 3
I=)"F <%> +e % > G <%> (A.3)

(22 + 1 +2D2 24B 4 44C 4 AD + BC + 48D 1 2cD )
—A% — B% " 9B~ 24C — 2AD —2BC — 2BD — 2CD
12;‘2 + 45 43‘ +4AB + 4AC + 6AD + 2BC + 4BD
P 342 1202 — 4AB - 6AC — 124D + 2BC — 8BD
0
—8B? + 24AC

0

\ 72A%
(A.4)
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0 3
2AD + 2BD + 2CD + 2D?
—2C? —2AC +6AD — 2BC +4BD
4B? —20% + 4AB — 6AC + 12AD + 8BD

G= 1242 1 8B — 24AC (A.5)
—36A2%2 +8B2 — 24AC
—72A2
—72A2
A 2 A -2
B -3 B 3 ~ ,
Lorsque c(= 0 ou c(= 0 , le polyndme P(z) représente
D 1 D 0

laligne d'influences des efforts tranchants (a gauche ou a droite) :

[ 26/35 0
-1 0
—~12/5 0
12 12
F = 0 ; G= o4 (A.6)
—72 —T72
0 —288
| 288 —288
A 1 A -1
B —2 B 1 N .
Lorsque c (= 1 oud o = 0 , le polyndéme P(z) représente
D 0 D 0
laligne d’influences des moments (a gauche ou a droite) :
(2/105 ) (0 )
4 0
—4/15 0
1 0
F = 0 ; G = 4 (A7)
-8 —28
0 —72
2 | -72
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A.2 Deuxiemeintégrale

286

o kL+xzq+xo

L L
L

I= ﬁ/ / P(z1)P(z2)e 2 dxidzo
00

20D
C? +4BD
12AD + 4BC
4B? + 12AC
24AB
36A2

)
0
—2AD — 2BD — 2CD — 2D?
—2C?% —2AC —6AD — 2BC —4BD — 4CD
—4B?% —2C? —4AB — 6AC — 12AD — 8BC — 8BD
—12A4%2 —8B2 —24AB — 24AC — 24AD — 8BC
—36A4% —8B? —48AB — 24AC
—T72A% — 48AB
—T72A%

0

A?2 4+ B2+ 02+ D?+2AB +2AC + 2AD + 2BC + 2BD + 2CD
6A2% + 4B% + 202 + 10AB + 8AC + 6AD + 6 BC +4BD + 2CD
2142 + 8B2% + C? + 28AB + 18AC + 12AD + 8BC + 4BD

48A% 4+ 8B? 4 48AB + 24AC + 12AD + 4BC
72A% + 4B? + 48AB + 12AC
72A% + 24AB
3642

(A.11)

(A.12)

(A.13)



Lorsque

A
B
C

D

A.3 Troisemeintégrale

2
-3
0
1
laligne d'influences des efforts tranchants (a gauche ou a droite) :

—144
144

[\

A -2
ou B

C 0
D 0

—12

72

—288

AD + BD + CD + D?
C? + AC —3AD + BC — 2BD

2B% — C? + 2AB — 3AC + 6AD + 4BC

6A% 4+ 12AC — 4B?
—18A% +4B% — 12AC
36A2
—36A2

L
/ P(x1)P(z2)e g dx1dxs
0

OO O OO

144
144

= 3 , le polyndéme P(z) représente

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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( O )
~A? - B? - (C? - D?-2AB —2AC —2AD — 2BC — 2BD —2CD
0
P —3A? +2C? —4AB — 6AC — 12AD — 8BD
- 0
—8B? + 24AC
0
72A2
(A.19)
( 0
AD + BD + CD + D*
~C? — AC +3AD — BC +2BD
) 2B? - (C?+2AB - 3AC +6AD +4BD
G = —6A% +4B? — 12AC (A.20)
—18A42% +4B? — 12AC
—36A42
—36A42
A 2 A -2
B -3 B 3 N .
Lorsque c (= 0 ouq ~ ¢ = 0 ( le polynbme P(z) représente
D 1 D 0
laligne d'influences des efforts tranchants (a gauche ou a droite) :
0 (0 0
0 -1 0
0 0 0
6 o 12 oA 6
E = 19 ; F= 0 ; G = 19 (A.22)
—-36 —72 —-36
144 0 —144
—144 \ 288 —144
A.4 Quatriemeintégrale
1 L‘ L
I= T2 / /P(xl)P(:cg)e_u_Zj_Izdxldxg (A.22)
00
z\3 T\ 2 x
P(x) _A(z> B (E) +C<z) D (A.23)
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A?2 + B2+ C?2+ D? +2AB +2AC + 2AD + 2BC + 2BD + 2CD
—6A%2 —4B? —2C? —10AB — 8AC — 6AD — 6BC — 4BD — 2CD
2142 +8B% + C% 4+ 28AB + 18AC + 12AD + 8BC + 4BD

E= 48A2 —8B? — 48AB — 24AC — 12AD — 4BC
72A%2 + 4B?% + 48AB + 12AC
—T72A% —24AB
36A2
(A.25)
( 0
—2AD — 2BD — 2CD — 2D?
20?% +2AC +6AD 4 2BC +4BD + 4CD
o —4B? — 2C? — 4AB — 6AC — 12AD — 8BC — 8BD (A.26)
- 12A2% + 8B? + 24AB + 24AC + 24AD + 8BC '
—36A%2 — 8B2? —48AB — 24AC
72A% + 48AB
—72A2
0
D2
—2CD
B C? +4BD
G=19 _194D _4BC (A.2)
4B% + 124C
—24AB
36A2
A 2 A -2
B -3 B 3 . ,
Lorsgue c = 0 ou c = 0 , on obtient les résultats de
D 1 D 0

I’intégrale pour leslignes d'influences des efforts tranchants (a gauche ou a droite) :
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O 3\ ( 0 ( 0 3\
0 0 1
0 0 0
0 —12 —12
E = 0 ; B = o4 ; G= Y (A.28)
36 72 36
—144 0 144
| 144 | —288 144

A.5 Cinquiemeintégrale

(A.29)

(A.30)

i=1 < ) g < > (A.31)

( ;‘—§+?—§+%2+2D2+%+%+AD+B—320+%+20D )
—2AD —2BD —2CD — 2D
3L 4 AP | 9AB + 2AC + 6AD + 2BC + 4BD
—4B?% - 92C? —4AB — 6AC — 12AD — 8BC — 8BD

0

—36A42 — 8B2 — 48AB — 24AC
0

—T72A2

(A.32)

0 3
A?2 4+ B2+ C?2+2D? +2AB +2AC + 2AD + 2BC + 2BD + 2CD
6A% +4B% 4+ 2C% + 10AB + 8AC + 6AD + 6BC + 4BD
21A% +8B% +2C? + 28AB + 18AC + 12AD + 8BC + 8BD

48A% + 8B? + 48AB + 24AC
72A% + 8B2 + 48AB + 24AC

72A2

72A2

(A.33)
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A 2 A -2
B -3 B 3 . .
Lorsgue c = 0 ouq -~ = 0 (rOn obtient les résultats de
D 1 D 0
I"intégrale pour leslignes d' influences des efforts tranchants (a gauche ou a droite) :
(0 ) (0 ) (0 )
0 -1 0
0 0 0
6 ) - 12 ) - 6
E = 19 , F= 0 ; G= 19 (A.39)
—36 —72 —36
144 0 —144
{ —144 ) { 288 ) { —144 )
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Annexe B
| ntégration numérique de fonctions a forte
acuité

Cette annexe présente une méthode d’intégration de fonctions a forte acuité dont les posi-
tions des pics sont connues a priori. Ladémarche est expliquée sur base de deux exemples.
IIs consistent a calculer les intégrales numériques des carrés de deux fonctions de transfert
d oscillateurs smples:

1 1
H(TL) = ﬁ B 5 2 B 5 (Bl)
|:1 - <fn,at ) :| + |:2§ fnal :|
dont les caractéristiques sont :
K=1N/m ; fpa=1Hz ; £€=0.010ué =0.05 (B.2)

Lesintégralesanaytiquesdepuis0 jusque |’ infini de cesfonctions peuvent étre obtenues
al’aide d’une intérgation par |la méthode des résidus :

_ L anat
K2 4¢

(B.3)

soit, pour les exemples qui nous concernent : I = 78.5398 pour £ = 0.0l et I =
15.7080 pour ¢ = 0.05.

Lepic est d autant plus pointu que le coefficient d’ amortissement relatif est faible. Pour
les faibles amortissements considérés en pratique, on peut supposer que le maximum de
la fonction est Hyay = %4—22 La largeur du pic & sa mi-hauteur est donc obtenue en
résolvant :

szi_ 1 _ Huax 1 1 (B.4)

KQ{l (n 2}2 2t 2 2 K28¢2
*m) +[ f_}

On peut vérifier que les deux racines n; et ny de cette équation sont telles que :

An  ng—mni; \/_ 2 1 a2
fnat_ fnat _\/5 ! 25 ! 85 _25 (BS)

Ceci montre donc gue le maximum de lafonction de latransfert est d’ autant plus grand
et le pic d’ autant plus pointu (An petit) que la structure est peu amortie.

Lafigure 12.1 représente, en fonction du nombre d'intervalles choisi, les résultats que

fournit I"intégration classique par la méthode des trapezes. Les points d’intégration sont
choisis de maniére uniforme entre 0 et 4 H z.
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FIGURE 12.1. ESTIMATION DE L' INTEGRALE NUMERIQUE PAR LA METHODE DU TRAPEZE - POINTS D’ INTEGRATION
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Pour les deux fonctions a intégrer, on constate I’ existence d’un nombre d'intervalles
limite, en-dessous duquel le pic n’est plus représenté correctement. Ce nombre est a rap-
procher du rapport entre la fréquence maximale (4 H 2) et lalargeur du pic a sa mi-hauteur
An.

Dans les fonctions aintégrer numériquement (des densités spectrales), les positions des
maxima correspondent a des fréquences proches des fréguences naturelles dont les valeurs
sont en généra connues. Admettons donc que I’on connaisse une bonne estimation des
positions des maxima de lafonction aintégrer. Dansle cas pratique traité, il 'y enaqu’un
seul.

Une premiére approximation de I’ intégrale peut étre obtenue a partir de ces points :

e lepoint correspondant a une fréquence nulle (ou alaborne d' intégration inférieure)
e lesmaxima(ici, il "y enaqu’un seul)

e laborne d'intégration supérieure

KSI=0.05

100 <
90+ AN
80 L N
70 / >
60 ! N
50 /
40+ ! N
30/
20t/ N

10 : o

Fréquence [Hz]

FIGURE 12.2. PREMIERE ESTIMATION DE L' INTEGRALE

Ce premier résultat revient a supposer que lafonction aintégrer est linéaire sur les deux
intervalles [0; 1] et [1;4]. L'intégration numérique peut alors avoir lieu selon la méthode
du trapéze pour laguelle les points d intégration ne sont pas espacés uniformément (0, 1 et
4). La procédure itérative consiste a diviser chacun de ces deux intervalles en deux et a
appliquer une intégration numérique avec les nouveaux intervalles. Apreés cette premiére
itération (Fig. 12.3), la fonction est donc approchée par quatre segments définis sur les
intervalles [0; 0.5] , [0.5; 1] , [1;2.5] et [2.5; 4].

La bissection de chaque intervalle continue ainsg et |es points d' intégration supplémen-
taires permettent de mieux représenter lafonction aintégrer.

Il ne faut évidemment pas continuer ains jusgu’ a obtenir une intégrale « suffisamment
convergée » sinon la méthode n’aurait pas d'intérét. A partir de la seconde itération, il
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FIGURE 12.3. ESTIMATION DE L' INTEGRALE APRES UNE ITERATION
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FIGURE 12.4. ESTIMATION DE L' INTEGRALE APRES TROIS ITERATIONS
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convient de regarder I'intérét que |’ on retire de ladivision d’ un intervalle en deux :

L/2 L2

FIGURE 12.5. ESTIMATEUR DE LA NECESSITE DE BISSECTION

Sy = &t } Sy — S bL — S, (B.6)

2 _
Sy = aTerL + %L = % + % - STOT/Ninter'u - QSTOT/NiTLte’I"U
Ladifférence de surface est comparée al’intégrale totale divisée par le nombre courant
d'intervalles. Si cette différence est plus petite qu'un e a fixer par I’ utilisateur, ces deux
nouveaux intervalles ne seront plus divisés. Ce raisonnement est motive par le fait que cette
erreur relative ne peut évoluer que monotonément pour autant que les maxima et points
d’inflexion aient éé fournis comme points de départ. La méthode fonctionne également
trés bien lorsque les points d’inflexion ne sont pas fournis.

Lafigure 12.6 représente |les positions des points d’intégration obtenus avec une préci-
sione = 0.001 et aprés dix itérations :

Lafonction aintégrer est tres bien représentée et méme trop bien représentée car 282
pointsd’intégration sont utilisés. Laméthode ne présente dans ce cas pas beaucoup d’ intérét
par rapport a une intégration avec points d’ intégration uniformément répartis.

Le résultat de I'intégrale est cependant trés bien approché : 15.709 numériquement
contre 15.708 analytiquement.

Lesévolutions, au coursdesitérations, du nombrede pointsutilisésains quedel’ intégrale
calculée sont données alafigure 12.7.

Conformément a I'intuition, la valeur de I'intégrale décroit effectivement monotoné-
ment. Quant au nombre de points, il augmente plus que proportionnellement au début (ex-
ponentiellement) car chaque intervalle doit étre divisé en deux ; la convergence s'ingalle
alors petit apetit et le nombre de points aajouter a chague itération diminue (concavité vers
le bas).

Ce premier calcul a été réalise avec une précision e = 0.001, ce qui est un peu trop ex-
cessif commeimposition ; celasetraduit effectivement par un nombre de pointsd’ intégration
assez levé. Or, la méthode doit justement trouver son efficacité dans I’ utilisation d’un
nombre réduit de points!
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FIGURE 12.6. REPRESENTATION DE LA FONCTION A INTEGRER ET DES POINTS D' INTEGRATION TROUVES (e = 0.001)
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FIGURE 12.7. EVOLUTION AU COURS DES ITERATIONS DES CARACTERISTIQUESLIEESA LA METHODE D’ INTEGRATION
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En passant a ¢ = 0.03, on n'utilise plus que 66 points, ce qui est d§a mieux. La
précision obtenue sur I'intégrale est évidemment moindre : I'intégrale numérique s éléve
maintenant a15.812, ce qui surestime le résultat de 0.7%. La fonction semble donc assez
bien approchée (Fig. 12.8) mais un zoom dans le voisinage du pic montre qu’il pourrait
étre mieux représenté (Fig. 12.9).

Fonction a intégrer
120 T T T

100 -

80

60—

40—

20

0 L L I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 18 2

Fréquence

FIGURE 12.8. REPRESENTATION DE LA FONCTION A INTEGRER ET DES POINTS D' INTEGRATION TROUVES (& = 0.03)

Nous savons que ceci est extrémement important pour le type de fonctions que nous
nous proposons d’intégrer. Cela provient du fait que le maximum supposé se trouve en 1
Hz alorsqu'en réalité, il est Iégérement décalé (effet d’ amortissement).

La modification apportée a la méthode consiste alors a essayer de positionner un peu
mieux ce maximum avant de commencer lesitérations. L’ utilisateur doit aors fournir une
précision prec sur la position du maximum qu'’il donne.

On dispose alors de trois points [M (1 — prec); M; M (1 + prec)] par lesquels il est
possible de faire passer une parabole (traits pointillés sur la figure 12.10). Il reste a en
calculer le maximum (maximum amélioré) qui seraen principe plus proche du pic.

Si I’on ne connait pas de précision pour la position du maximum, il est préférable de
choisir trop que trop peu de fagon a éviter d’ avoir les trois points du méme cété du maxi-
mum réel. Ceci ne poserait de toute fagon aucun probléme mais réduit ssimplement I’ intérét
de la méthode.

Les histogrammes de |a répartition des points d’intégration déterminés selon cette nou-
velle méthode montrent I’ intérét de la démarche :

Le tableau 12.1 résume les résultats d'intégrations numériques entreprises a |’ aide de
la nouvelle méthode. Pour les fonctions trés pointues rencontrées en pratique, le couple
(¢ = 0.03, prec = 0.01) semble étre un bon compromis entre une bonne précision et un
nombre de points réduit.

L’ algorithme développé est un peu plus complexe qu’ une intégration numérique a pas
constant. Letemps nécessaire al’ organisation propre de |’ algorithme est donc |ogi quement
plus important. Pour les structures importantes, |’ estimation de la fonction a intégrer, né-
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FIGURE 12.9. REPRESENTATION DE LA FONCTION A INTEGRER ET DES POINTS D’ INTEGRATION TROUVES (¢ = 0.03)
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FIGURE 12.10. AMELIORATION DE LA REPRESENTATION DU VRAI MAXIMUM
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FIGURE 12.11. HISTOGRAMME DE LA REPARTITION DES POINTS D’ INTEGRATION

Fonction 1 (£ = 0.01) Fonction 2 (£ = 0.05)
Intégrale | Nb. PI. Integrale | Nb. PI.
Analytique 78.54 15.708
e =0.001 78.60 316 15.709 282
e =0.03 79.02 80 15,812 66
prec =0
=003 78.47 64 15.803 62
prec = 0.01

Tableau 12.1. : Table Caption
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cessite un temps de calcul assez important (de I’ ordre de la seconde) et il est primordia
de diminuer le nombre de points pour lesquels il faut calculer la fonction. Dans ce cas,
le temps supplémentaire mis par les opérations d' identification des intervalles a subdiviser
peut étre considéré comme négligeable.

Laméthode est 1a plus efficace lorsque lafonction aintégrer vérifie ces deux conditions

e é&tre fort pointue, ou du moins, nécessiter une distribution optimale non uniforme des
points d'intégration

e nécessiter un grand nombre d' opérations pour son estimation ; sinon une méthode
"rouleau compresseur" qui évalue la fonction en un nombre trop important de points
espacés uniformément pourrait donner d’ aussi bons résultats.

301



Annexe C
Transparents de la présentation
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