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LES MATRICES INVERSES GENERALISEES
ET LEUR UTILISATION DANS LE MODELE LINEAIRE

A.F. IEMMA* et R. PALM T

RESUME

Cette note présente tout d’abord les matrices inverses généralisées condi-
tionnelles, les matrices inverses généralisées des moindres carrés et les matrices
inverses généralisées de MOORE-PENROSE, et donne quelques-unes de leurs pro-
priétés. Des utilisations de ces inverses, dans le contexte du modeéle linéaire,
sont ensuite examinées (solutions des équations normales, projections orthogo-
nales, sommes des carrés et distributions d’échantillonnage correspondantes, es-
timations des fonctions paramétriques et sommes des carrés associées aux tests
d’hypothéses).

SUMMARY

In this note, we first present three different types of generalized inverse ma-
trices (conditional, least squares, and MOORE-PENROSE inverse matrices), as
well as some of their properties. Applications of these inverse matrices in the
linear model are then examined (normal equations solutions, orthogonal projec-
tions, sums of squares and their sampling distributions, estimations of parametric
functions and sums of squares related to hypotheses testing).

1. INTRODUCTION

La notion classique de matrice inverse! est une notion qui ne s’applique

qu’aux matrices carrées non singuliéres. Dans ce cas, on appelle matrice inverse

*Professeur titulaire & 1’Escola Superior de Agricultura Luiz bE QUEIROZ, Piracicaba, Sao
Paulo (Brésil), et Maitre de conférences a la Faculté des Sciences agronomiques de Gembloux
durant ’année académique 1990-1991.

TChef de travaux et Maitre de conférences a la Faculté des Sciences agronomiques de Gem-
bloux.

1. En anglais: inverse matrix.



de la matrice A, de dimensions n x n et de rang n, la matrice désignée par A~*

qui est telle que:
A'A=A4A"'=1T,

I étant la matrice identité, de dimensions n X n.

L’extension du concept de matrice inverse aux matrices singuliéres ou rectan-
gulaires conduit & la notion de matrice inverse généralisée®. On appelle inverse
généralisée d’une matrice réelle quelconque A, de dimensions n X p, toute matrice
A%, de dimensions p x n telle que:

AACA = A.

D’aprés la définition, on constate que I'inverse classique est un cas particulier
)
d’inverse généralisée.

En 'absence de conditions supplémentaires, les inverses généralisées ainsi
définies sont appelées inverses généralisées conditionnelles. Mais en imposant des
conditions supplémentaires, on peut définir d’autres types de matrices inverses
généralisées, tels que les inverses généralisées des moindres carrés et les inverses
généralisées de MOORE-PENROSE.

Bien qu’il existe encore d’autres types d’inverses généralisées, nous ne pré-
sentons, dans cette note, que les trois types mentionnés ci-dessus.

Les inverses conditionnelles ont ’avantage de pouvoir étre obtenues sans
grandes difficultés et sont trés utiles dans le cadre des calculs statistiques pra-
tiques. A Iopposé, les inverses généralisées de MOORE-PENROSE, les plus exi-
geantes du point de vue de la définition et dont le calcul numérique est complexe,
présentent d’excellentes propriétés mathématiques et sont, de ce fait, largement
utilisées en statistique pour les démonstrations théoriques. Quant aux inverses
généralisées des moindres carrés, elles occupent une situation intermédiaire et
sont, notamment, trés utiles en relation avec le modéle linéaire.

Nous consacrerons tout d’abord un paragraphe & la factorisation des matrices
réelles, car cette technique est utilisée dans le calcul des inverses généralisées (pa-
ragraphe 2). Nous présenterons ensuite les inverses généralisées et leurs proprié-
tés (paragraphe 3). Puis nous montrerons quelques utilisations de ces matrices
dans le cadre du modéle linéaire (paragraphe 4). Nous terminerons par quelques
informations complémentaires (paragraphe 5).

2. FACTORISATION DE RANG COMPLET
D’UNE MATRICE REELLE

L’objectif poursuivi par la factorisation d’'une matrice est de remplacer celle-
ci par le produit de deux ou plusieurs matrices, dans le but de simplifier les
opérations dont la matrice initiale doit faire ’objet.

2. En anglais: generalized inverse matrix.



On peut montrer que, pour toute matrice réelle A, de dimensions n x p et
de rang k, il existe des matrices réelles B et C, de dimensions n X k et k X p,
toutes deux de rang k, telles que:

A=BC.

Ces matrices ne sont, en général, pas uniques et plusieurs méthodes per-
mettent de calculer des couples de matrices B et C. Parmi ces méthodes, nous
avons retenu l'algorithme de DWIVEDI [1975], qui est trés simple et qui conduit
& une solution par k applications de la séquence d’opérations suivantes:

a) on choisit, dans A, un élément a,s non nul quelconque;

b) on calcule le produit uiv) avec:

a1s
1 A2s
! .
U = et vi=[an a2 - ap |;
aT‘S
Qns

c¢) on détermine la matrice A; telle que:

!
Al =A—uvy;

d) si A; est une matrice zéro, la procédure de factorisation est terminée et
dans ce cas:

B=u;, C=v, e k=1,

e) si A; n’est pas une matrice zéro, on répéte la procédure en prenant comme
point de départ la matrice obtenue a I’étape c) jusqu’a ce que la matrice obtenue
A cette étape soit une matrice zéro, et on a alors:

B:[u1 Uz - uk]
v
vy
et C= .
.l
Uy,

A titre d’illustration, appliquons I'algorithme de DWIVEDI & la matrice sui-
vante de rang 2:

aj;p a2 a3
A= an ax a3 [ =
asz; as2 a3z

NN o~
O NN
N O N



En prenant comme élément non nul initial I’élément de la premiére ligne et de
la premiére colonne (a;; = 4), on obtient :

1 4 2 2
woy=|1/2| [4 2 2]=]2 11
1/2 2 1 1
42 2 4 2 2 [0 0 0
et A=220-|211]=|0 1 -1
2 0 2 2 1 1 0 -1 1

Dans cette matrice A1, prenons, par exemple, comme élément non nul initial,
I’élément de la deuxiéme ligne et de la deuxiéme colonne (azz = 1). On trouve:

0 0 0 0
UVl = 1 [0 1 -1]=]0 1 -1
-1 0 -1 1

On a alors:

et, par conséquent :

10
B=|1/2 1 et C:[é i_ﬂ
1/2 -1

Si, dans la matrice A, on avait pris comme élément non nul initial, I’élément
azz = 1, par exemple, on aurait obtenu les deux matrices suivantes:

1 0
o A O
/2 1

On vérifie donc bien que les matrices B et C ne sont pas uniques. On peut
vérifier également que les différentes matrices B et C sont de rang 2, comme la
matrice A.

Des calculs analogues pourraient étre appliqués & la matrice non carrée X :

— = =
OO ==
—_—_0 O



et on obtiendrait, par exemple:

1 1 0
0o -1 1]’

I
e
— = O

chacune de ces deux matrices étant de rang 2, comme la matrice X.

3. QUELQUES INVERSES GENERALISEES

3.1. L’inverse généralisée conditionnelle

Nous avons vu, dans l'introduction, la définition générale des inverses généra-
lisées. En I’absence de toute condition supplémentaire, les inverses ainsi définies
sont connues sous le nom de matrices inverses généralisées conditionnelles® et
sont notées A~ . L’inverse généralisée conditionnelle d’une matrice réelle A, de
dimensions n X p est donc toute matrice A~ , de dimensions p x n, telle que:

AATA=A.

L’inverse conditionnelle existe toujours, mais elle n’est pas unique, sauf si A
est une matrice non singuliére. Dans ce dernier cas, I'inverse conditionnelle se
confond d’ailleurs avec I'inverse classique.

Il existe de nombreux algorithmes permettant de calculer A™, mais nous
présenterons uniquement algorithme de SEARLE [1971], qui est trés simple et
trés utilisé dans les applications statistiques. Le principe de cet algorithme est
le suivant:

a) on choisit, dans A, une sous-matrice non singuliére quelconque, M, de
dimensions k x k, k étant le rang de A;

b) on calcule la transposée de P'inverse classique de M, soit (M~ ')’

¢) on remplace, dans A, les éléments de M par les éléments de (M ™')" et
on pose tous les autres éléments de A égaux a zéro; soit A™ la matrice ainsi
obtenue;

d) la transposée de la matrice A™ est une inverse conditionnelle de A.
A titre d’illustration, appliquons cet algorithme & la matrice A, examinée au

paragraphe 2:

a1 a2 ais
A= a21 A22 Aa23 =

N DN W~
O NN
N O N

a3z1 az2 ass

3. En anglais: conditional generalized inverse matrix.



On peut, par exemple, choisir comme sous-matrice non singuliére de rang 2 :
a29 G23 2 0
M, = = .
! [ aszy  ass ] [ 0 2 ]

On a alors: /
-1 _ 1 2 0 _ —1\/
Ml - [ 0 1/2] _(Ml ) ’

et on trouve:

0 0 0
A*=10 1/2 0 |=(A) =A].
0 0 1/2

L’indice ajouté aux matrices M, A" et A~ et & leurs inverses ou transposées
signifie simplement qu’il s’agit du calcul d’une premiére matrice inverse condi-
tionnelle. En effet, d’autres inverses peuvent étre calculées. Ainsi, en choisissant,
par exemple, les deux matrices de rang 2 suivantes:

o a11 Q12 o 4 2 . a11 a3 o 4 2
M2_[021 022]_[2 2] et MB_[GM a33:|_|:22 ’

on obtiendrait les inverses généralisées conditionnelles suivantes :

1/2 -1/2 0 /2 0 -1/2
s=1-12 1 o0 ot Ay = 0 0 0
0 0 0 -1/2 0 1

Il existe encore d’autres matrices inverses conditionnelles de la matrice M.
On peut vérifier que, pour les diverses inverses conditionnelles qui ont été calcu-
lées, on a bien :

AATA=AA; A=AA; A.

On peut remarquer aussi que le calcul de A; est particuliérement simple,
parce que la matrice M est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux
appartiennent & la diagonale principale de A. D’une fagon générale, lorsque la
matrice M est symétrique et si sa diagonale est une partie de la diagonale
principale de A, les transpositions de M et de A ne sont pas nécessaires.

3.2. L’inverse généralisée des moindres carrés

On appelle inverse généralisée des moindres carrés* d’une matrice réelle A,
de dimensions n x p, toute matrice A', de dimensions p x n, telle que:

AA'A=A e AA =(AAY.

4. En anglais: least squares generalized inverse matrix.



L’inverse généralisée des moindres carrés peut étre obtenue & partir des in-
verses conditionnelles de la matrice A’ A. En effet :

Al=(A"A)"A'.
Elle n’est, en général, pas unique. Par contre, le produit :

AA = AA A A,

est invariable pour toute inverse conditionnelle de A’ A, ou pour toute inverse
généralisée des moindres carrés de A. La matrice A A' est, par définition, symé-
trique, mais on peut montrer aussi qu’elle est idempotente, c’est-a-dire qu’elle
n’est pas modifiée lorsqu’elle est multipliée par elle-méme :

(AAh)AaAH)=4A4A".

A titre d’illustration, reprenons la matrice X du paragraphe 2. On peut
vérifier que le produit X' X est précisément égal 4 la matrice A, dont on a calculé
les trois inverses généralisées conditionnelles A, A, et A; . En postmultipliant
chacune de ces inverses généralisées conditionnelles par X', on obtient les trois
inverses des moindres carrés de X suivantes :

0 0 0 0 0 0o 1/2 1/2
xXi=11/2 12 0o o |, xL=|1/2 1/2 -1/2 -1/2
0 0 1/2 1/2 0 0 0 0

/2 1/2 0 0

et Xk = 0 0 0 0

—-1/2 —1/2  1/2  1/2

mais il existe encore d’autres matrices inverses généralisées des moindres carrés
de X. On peut vérifier aussi que:

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
0 0 1/2 1/2 |’
0 0 1/2 1/2

l l l
XX =XX,=XX,=

et que:
1/2 1/2 0 0 1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0 1/2 1/2 0 0
0 0 1/2 1/2 0 0 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2 0 0 1/2 1/2

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
0 0 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2



3.3. L’inverse généralisée de MOORE-PENROSE

L’inverse généralisée de MOORE-PENROSE® d’une matrice réelle A, de di-
mensions n X p et de rang k est la matrice réelle AT, de dimensions p x n et de
rang k, qui satisfait les quatre conditions suivantes:

a) AATA=A,

b) AT AAT = AT,
) AAT = (A AT,
d) ATA=(AT A).

Par rapport aux inverses généralisées des moindres carrés, on a donc ajouté
deux contraintes.

On peut démontrer qu’d chaque matrice réelle A, correspond une et une
seule matrice inverse de MOORE-PENROSE, qui peut étre obtenue & partir des
matrices B et C résultant de la factorisation présentée au paragraphe 2, par la
relation:

At=c'(cc’)y""(B'B)"'B'.

En pratique cependant, le calcul de A1 4 I’aide de cette relation souléve des
difficultés, du fait des problémes liés a la précision des résultats.

A titre d’illustration, reprenons la matrice de I’exemple donné au paragraphe
précédent, en considérant le couple de matrices B et C|, calculées en premier lieu.
On obtient :

o [2/3 0 h1 (1724 0

(B'B) —[ 0 1/2]’ (cc) —[ 0 1/2
T2 o1
ot At= |1 5
811 -4 5

On pourrait vérifier aussi qu’en prenant le second couple de matrices B et C
calculées au paragraphe 2, on obtiendrait les mémes résultats.

Pour la matrice X, présentée également au paragraphe 2, on a:

Les inverses généralisées de MOORE-PENROSE jouissent de plusieurs proprié-
tés, dont quelques-unes sont énoncées ci-dessous.

1. Si A est une matrice non singuliére, l'inverse généraliste de MOORE-
PENROSE se confond avec I'inverse classique: AT est alors égale & A~ 1.

5. En anglais: MoORE-PENROSE generalized inverse matrix.



2. Si A est une matrice symétrique, l'inverse généralisée de MOORE-
PENROSE est également une matrice symétrique.

3. Lors de la définition de linverse généralisée de MOORE-PENROSE, nous
avons vu que les deux matrices AT A et A AT sont symétriques. On peut dé-
montrer qu’elles sont, de plus, idempotentes :

(AAT)(AAT) = AAT et (AT A)(ATA)=ATA,

et de rang k égal au rang de A et de A™.

4. Si le rang de la matrice A est égal au nombre n de lignes de A, c’est-a-dire
si A est de rang-ligne complet, on a:

AT =A(AA)' ot AAT =T,

et si le rang de A est égal au nombre p de colonnes de A, c’est-a-dire si A est
de rang-colonne complet :

AT =(A"A)TA et AtA=T,

I étant la matrice identité de dimensions n x n dans le premier cas et de dimen-
sions p X p dans le second cas.

5. Le rang de la matrice T — A AT est égal A n — k.
6. Si:
A=USV',

est la décomposition par valeurs singuliéres de A, alors:

At =vS'U'.

Dans ces relations, S est la matrice diagonale, de dimensions k x k, dont les
éléments diagonaux sont les valeurs singuliéres de A, c’est-a-dire les racines
carrées des valeurs propres non nulles de A’ A et de A A', tandis que U et V
sont, les matrices orthonormées de dimensions n X r et p x r, dont les colonnes
sont les vecteurs propres normés, respectivement, de A A’ et de A’ A.

7. Enfin, si la matrice A est carrée et symétrique et si:
A=P AP,
est la décomposition spectrale de A, A étant la matrice carrée diagonale dont les

éléments diagonaux sont les valeurs propres de A, et P la matrice des vecteurs
propres normés & 'unité, alors:

AT =P A'P.



Certaines des propriétés énoncées ci-dessus peuvent se vérifier sur les deux
exemples examinés précédemment. Ainsi, pour la matrice X, on a:

1/2 1/2 0 0

2 1 1

1/2 1/2 0 0 1
n +x - = -
XXT= 000 e 1 et XTX =g i ? ;

0 0 1/2 1/2

Ces matrices, qui sont bien de rang 2, comme X et X, sont symétriques et
ne changent pas si on les multiplie par elless-mémes. En particulier, on constate
aussi que X X T est égal au produit de X par les différentes inverses généralisées
calculées au paragraphe 3.2. On a donc la relation suivante :

XX'X)"X'=xXxX'=XxXX".

Ce résultat était attendu, car Xt est aussi une inverse généralisée des moindres
carrés.

On peut vérifier aussi que:
1/2 -1/2 0 0
—1/2  1/2 0 0
0 0 1/2 =172 |’
0 0 -1/2 1/2

I- XXt =

est bien symétrique et idempotente. Le rang de cette matrice vaut 2. Il est donc
bien égal au nombre de lignes de X, c’est-a-dire 4, dont on soustrait le rang
de X, c’est-a-dire 2. Par ailleurs, la décomposition spectrale de X conduit aux
matrices U, S et V' suivantes:

11
1|1 1 V6 0
U=311 -1 ’S:[o \/i}
1 -1
o[ 2/v6 16 1/VE
“ v e ]

et on peut vérifier que:

1 2/v/6 0 1/v/6 0 1 1 1 1
Xt=g| WG 1V2 [/0 1/\/§H1 1 -1 -1

1/vV6 -1/v2

4. INVERSES GENERALISEES ET MODELE LINEAIRE

4.1. Présentation d’un exemple numérique

Afin de concrétiser différentes utilisations possibles des inverses généralisées,
nous allons considérer, par la suite, le cas d’une expérience complétement aléa-

10



toire, comprenant deux traitements et deux répétitions. Supposons que les résul-
tats de cette expérience correspondent aux données reprises dans le tableau 1.

Tableau 1. Résultats (artificiels) d’une expérience complétement aléatoire com-
prenant deux traitements (i = 1 ou 2) et deux répétitions (j = 1 ou 2).

i 1 2 Sommes | Moyennes

1lyin=2 y2=3| y1..=5 | 1. =5/2
2| y21=5 yoo=4| y2.=9 | 2. =9/2

Pour ce dispositif, on peut considérer le modéle linéaire suivant :

Yij = p+t;+ ey

Dans cette relation, p est une constante identique pour toutes les observations
et qui, sous certaines conditions particuliéres, peut étre la moyenne générale des
observations; ¢; est I'effet du traitement i, et e;; est I'erreur aléatoire associée a
I'observation y;;. Nous supposerons, en outre, que les e;; sont distribués selon
une méme loi normale, de moyenne nulle et d’écart-type o et que les e;; sont
indépendants.

En appliquant ce modéle & chacune des observations, on obtient le systéme
d’équations suivant :

Yy =2=pu+t +er1
y12:3:/l,+t1 + e19
Y21 =5=p +i2 + e
Yy =4=u +1ty + ea2,

ou encore, sous forme matricielle :

y=X0+e,
avec :
2 1 1 0 u €11
| 3 |1 10 _ G
y=1 51" X = 10 1| 0= il et e= .
4 1 01 2 €2

On notera que la matrice X de cet exemple est précisément la matrice consi-
dérée dans les paragraphes précédents. Cette matrice est dénommée matrice du
plan expérimental.

11



4.2. Solution des équations normales

Le premier probléme auquel on peut s’intéresser est la recherche d’informa-
tions relatives aux paramétres p, t; et to du modéle présenté au paragraphe
précédent, a partir du systéme d’équations:

y=X0+e.

Ce systéme, de quatre équations, comporte en fait sept inconnues (u, t1, t2,
e1, €2, ez et eq). Il est donc indéterminé et posséde une infinité de solutions. Il en
résulte qu’il n’est pas possible de connaitre les vraies valeurs de ces paramétres.
On peut toutefois s’efforcer de trouver un vecteur 8° tel que la somme des carrés
des résidus estimés, c’est-a-dire aussi le carré de la norme de é:

é=y—X0°,

soit minimum.

On peut montrer que tout vecteur 6°, solution des équations normales :

X'X0=X'y,

peut convenir, et on dit que toute solution exacte des équations normales est
solution approchée des moindres carrés du systéme inconsistant :

y=X8@0.

La relation matricielle qui donne le systéme d’équations normales est géné-
rale et peut s’appliquer & des situations ou la matrice X et les vecteurs y et 6
sont, différents de ceux de I’exemple que nous prenons en considération. D’une
facon générale, si le rang de X est égal au nombre de colonnes de X, c’est-a-dire
si X est de rang-colonne complet, alors X' X est définie positive, et donc non
singuliére, et le systéme d’équations normales a une solution unique donnée par :

0= (X'"X)"'X"y,

qui coincide avec la valeur fournie par l'estimateur des moindres carrés. Cette
situation se rencontre notamment en régression, pour autant qu’il n’y ait pas de
phénomeéne de colinéarité.

Si, par contre, le rang de X est inférieur au nombre de colonnes de X, c’est-a-
dire si X n’est pas de rang-colonne complet, alors la matrice X' X est singuliére
et le systéme d’équations normales est indéterminé. Dans ce cas, des solutions
de ce systéme peuvent étre obtenues a ’aide des inverses généralisées :

0°=(X'X)“X'y,
(X' X)Y étant une inverse généralisée quelconque. N’importe quelle solution du
systéme des équations normales est alors solution approchée des moindres carrés

du systéme, inconsistant :
y=X60,

12



mais elle ne coincide pas avec l'estimation des moindres carrés de 6, car cet
estimateur n’existe pas si X n’est pas de rang-colonne complet.

Compte tenu du mode de calcul des inverses des moindres carrés (paragraphe
3.2):
Al=(A"A)" A,
des solutions des équations normales sont aussi données par la relation :
6° =Xy,
ce qui justifie le nom d’inverse généralisée des moindres carrés donné & X L

Pour 'exemple du paragraphe 4.1, le systéme d’équations normales s’écrit :

4 2 2 M 14
2 2 0 | =1 5
2 0 2 ts 9

La matrice X étant singuliére, le systéme est indéterminé et des solutions peuvent
étre obtenues par 'intermédiaire des diverses matrices inverses généralisées de
X' X, cest-a-dire aussi de A, qui ont été déterminées au paragraphe 3. On
trouve alors les différents vecteurs 0° suivants:

0 9/2
P=ATX'y=Xly=|5/2|, 65=A;X'y=XLy=| -2
9/2 0
5/2 7/3

05 =A;X'y=Xby=1| 0 et 0, =ATX'y=XTy=| 1/6 |,
2 13/6

mais il existe encore d’autres solutions. La solution 84, calculée a partir de I'in-
verse de MOORE-PENROSE de X ou de X' X, est la solution de norme minimum;
on dit qu’il s’agit de la meilleure solution pour @ [GRAYBILL, 1967].

On notera cependant que l'utilisation des inverses généralisées pour la dé-
termination des solutions des équations normales n’est pas la seule approche
relative & I’étude du vecteur 8. Parmi les solutions alternatives, on peut men-
tionner ’emploi de restrictions sur les paramétres du modéle, en imposant par
exemple ¢; + to = 0 [DAGNELIE, 1980-1981], ’emploi de restrictions sur les solu-
tions des équations normales, 'utilisation des reparamétrisations et 1'utilisation
des modeles de moyennes [HOCKING, 1985; IEMMA, 1987; SEARLE, 1971].

4.3. Moindres carrés et projections orthogonales

Du fait de I'indétermination des équations normales, lorsque la matrice du
plan expérimental X n’est pas de rang égal au nombre de colonnes, les différentes
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solutions n’ont pas d’intérét par elles-mémes. Par contre, lorsqu’on les prémul-
tiplie par la matrice du plan expérimental X, toutes les solutions donnent lieu
4 un méme vecteur 4, qui est défini comme "approximation des moindres carrés
du vecteur y des observations. Pour I’exemple considéré on a:

5/2
5/2
9/2
9/2

J=X0]=X6,=X65=X86; =

Les deux premiers éléments du vecteur ¢ concernent le premier traitement et
sont égaux & la moyenne arithmétique des observations relatives a ce traitement.
De méme les deux derniers éléments concernent le second traitement et sont
égaux & la moyenne arithmétique des observations relatives & ce traitement.

En se rappelant qu’une solution quelconque 0° est obtenue par la relation
suivante:

6° = (X' X)°X'y,

on peut écrire:
§=X(X'X)“X'y =Py,

P étant une matrice carrée de dimensions n X n, symétrique et idempotente.
Cette matrice P est le projecteur orthogonal du vecteur y des observations sur
I’espace engendré par les colonnes de X, appelé aussi espace des paramétres
ou espace d’estimation et not¢ C(X). Elle transforme le vecteur des valeurs
observées y en un vecteur de valeurs estimées 4.

Compte tenu des propriétés des inverses généralisées, on a aussi :

P=XX'=XX"=X(X'X)"X',

soit, pour 'exemple numérique considéré :

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
0 0 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2

P =

Pour le modéle en question et pour des données équilibrées, c’est-a-dire pour
des nombres de répétitions identiques par traitement, la matrice P peut s’ob-
tenir, trés simplement, en utilisant des sous-matrices. On peut considérer, en
effet, que P est constituée de a lignes et colonnes de sous-matrices carrées de
dimensions b X b, a étant le nombre de traitements et b le nombre de répétitions
d’un méme traitement. Les sous-matrices situées hors de la diagonale sont des
matrices nulles 0. Les sous-matrices de la diagonale sont identiques et leurs élé-
ments sont tous égaux a 1/b. De facon plus mathématique, P est le produit de
KRONECKER de la matrice I et de la matrice E :

P=I®E,
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I étant la matrice unité de dimensions a X a et FE étant une matrice carrée de
dimensions b x b, dont les éléments sont égaux a 1/b. Pour 'exemple considéré,
on a:

[00) e [im ] os [0 0] wee[E 8]

Si les effectifs des traitements ne sont pas égaux, la matrice P est toujours
constituée de a lignes et colonnes de sous-matrices, les sous-matrices F; de la
diagonale étant carrées, de dimensions égales au nombre de répétitions b; du
traitement ¢ et constituées d’éléments égaux a 1/b;. Ainsi, pour une expérience
A trois traitements et pour des nombres de répétitions respectivement égaux a
3, 2 et 1 on aurait :

1/3 1/3 1/3 0 0
1/3 1/3 1/3 0 0
1/3 1/3 1/3 0 0
0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 1/2
O 0 0 0 0

P =

_ o OO oo

A partir de la matrice P, donc aussi grace aux inverses généralisées, on peut
obtenir le vecteur des résidus estimés, é, qui est la projection orthogonale de y
sur l'espace des résidus, celui-ci étant le complément orthogonal de I’espace des
colonnes de P, C+(X). On a:

é=y-9g=y—-Py=(I-Py,

soit, pour 'exemple :

-1/2
1/2
1/2

-1/2

Géomeétriquement, le vecteur y de I'exemple considéré est situé dans un es-
pace & quatre dimensions, les coordonnées de l'extrémité du vecteur étant ses
composantes. Du fait de sa dimension, cet espace ne peut cependant pas étre
visualisé de facon correcte. Dans ce méme espace, les trois vecteurs-colonnes de
X peuvent également étre représentés. Ces vecteurs engendrent un sous-espace,
appelé sous-espace des colonnes, qui est en réalité un plan, & cause de la singu-
larité de la matrice X. La projection orthogonale de y dans ce plan détermine
le vecteur 9, et le vecteur qui joint I'extrémité du vecteur ¢ a l'extrémité du
vecteur y est le vecteur des résidus estimés é. Ce vecteur, qui donne une idée
de la distance entre le vecteur des observations et le vecteur de 'approximation
des moindres carrés, est orthogonal & ’espace des colonnes et, par le théoréme
de PYTHAGORE, on a:

Iy P=Ig 1 +1el?,
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Figure 1. Représentation schématique de la projection d’un vecteur d’observa-
tions, y, sur ’espace des colonnes de X.

lyll, |l g1 et| €] représentant les normes des vecteurs correspondants. La
figure 1 donne une représentation schématique de la projection orthogonale de
y sur ’espace des colonnes, valable quelles que soient les dimensions de I’espace
considéré.

Afin de préciser davantage cette notion de projection orthogonale, considé-
rons un exemple plus simple encore, qui ne fait intervenir que trois données,
& savoir deux observations pour le premier traitement et une seule observation
pour le second traitement. Supposons, en outre, que les trois observations soient
égales & 4, 3 et 1. Dans ces conditions, on a:

4 1 1 0 7 el
Yy = 3 y X = 1 1 0 y 0= t1 et e = €12
1 1 0 1 to €21
La matrice de projection, P, est égale a:
1/2 1/2 0
P=|1/2 1/2 0 |,
0 0 1
et, par conséquent :
1/2 1/2 0 4 7/2
g=1|1/2 1/2 0 3|1 =1 7/2
0 0 1 1 1
4 7/2 1/2
et eE=|3|-172|=| -1/2
1 1 0



obsy

e

Figure 2. Représentation de la projection d’un vecteur de trois observations, y,
sur le plan des colonnes de X.

La figure 2 donne la représentation du vecteur y dans ’espace a trois dimen-
sions. L’espace engendré par les colonnes de X est un plan, car le rang de X
est égal & 2. Pour représenter ce plan, il suffit de représenter deux vecteurs de
X linéairement indépendants, par exemple :

1 0
xo=| 1 et x3=1|0
0 1

On vérifie bien que le vecteur § est dans le plan défini par x» et x3 (espace des
colonnes), et que le vecteur des résidus est perpendiculaire au vecteur g, car le
produit scalaire de g et é est égal a zéro:

1/2
ge=[7/2 7/2 1]| -1/2 | =0.
0

L’orthogonalité de la projection se déduit aussi du théoréme de PYTHAGORE,
appliqué au triangle formé par les vecteurs y, §j' et é. On vérifie, en effet que:

Iy P=lgI*+1el,
ou encore que :

(42432 +1%) = (3,5 + 3,52 + 1%) + (0,5 + 0,57) .
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4.4. Calcul des sommes de carrés et de leurs distributions d’échantillonnage

La décomposition du vecteur y en deux composantes orthogonales, ¢ et €,
permet de diviser la somme des carrés totale en une somme des carrés liée au
modeéle et une somme des carrés résiduelle :

SCy = 8Cy + SC,,

c’est-a-dire :
Ny IP=1g1*+lel?,

ou encore:
!

yy=9'g+ée.

On peut aussi exprimer les sommes des carrés en fonction de y et de P
uniquement et on a:

99=(Py)(Py)=y' P Py=y' Py
et  Ee=(I-Py/(I-Py) =yI-P/I-Py=y(I-Py,

les matrices P et (I — P) étant idempotentes.

La somme des carrés peut a son tour étre divisée en deux parties: la somme
des carrés liée au parametre pu, SC,, et la somme des carrés liée aux traitements,
quand p est déja dans le modele, SCy,. 1l suffit, pour cela, de considérer la

partition suivante de X :
X=X X,],

X, étant la colonne de X dont tous les éléments sont égaux a l'unité et X,
étant 'ensemble des autres colonnes de X. On a alors:

, , 1
P =X(X, X)X, =X, X{ =X, X!| = ~X, X

et PQ =P - P] .
Par conséquent :
SC,=vy' Py
et SCy, =y Psy.

Pour 'exemple présenté au paragraphe 4.1, on a:

SCy =54, SCp=53 et SC,=1.

La matrice Py étant égale a:

1
Pl:Z

—
— e
—
—
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on trouve aussi:
SC,=49 et SCy,=4.

Les nombres de degrés de liberté associés & ces sommes de carrés sont en fait
égaux aux dimensions des espaces vectoriels correspondants et sont donnés par
les rangs des matrices de projection. Ainsi, en vertu des propriétés des inverses
généralisées de MOORE-PENROSE, le nombre de degrés de liberté de SCy est
égal au rang de P, qui est égal lui-méme au rang de X; le nombre de degrés de
liberté de SC, est égal au rang de (I — P), c’est-a-dire au nombre d’observations
moins le rang de P; le nombre de degrés de liberté de SC), est égal au rang de
Py, c’est-a-dire aussi de X1; et enfin, le nombre de degrés de liberté de SCy,
est égal au rang de P-, qui est égal au rang de P dont on soustrait le rang de
P, ou au rang de X dont on soustrait le rang de P;.

Le tableau 2 reprend notamment, pour ’exemple considéré, les différentes
sources de variations, les nombres de degrés de liberté et les sommes des carrés
correspondantes.

Tableau 2. Tableau d’analyse de la variance relatif & I’exemple du paragraphe
4.1.

Sources de | Nombres | Sommes Espérances Paramétres de
variation | de degrés | des carrés | mathématiques des non-centralité
de liberté sommes des carrés des variables y?
2 12
N 2 N2 | \2
Paramétres 2 53 20742 ZZ_;(,u +t;) = ;(,u +t;)
B 2 1_ 2
1 49 24 (2 t)? | —=(2 ti
u 0+(u+; ) 202(u+; )
2 12 B
tilu 1 4 P42 (-1 | ) (ti—1)?
o
i=1 i=1
Var. résid. 2 1 2 g2 0
2
Totaux 4 54 40% 42 Z(u + t;)? -
i=1

Les différentes sommes des carrés envisagées ci-dessus sont des formes qua-
dratiques. On peut en trouver les espérances mathématiques en faisant, par
exemple, 'hypothése que y est un vecteur d’observations provenant d’une distri-
bution multinormale & n dimensions, de moyenne X 6 et de matrice de variances
et covariances I 2. En effet, dans ces conditions, I’espérance mathématique de
y' M y est égale a:

E(y My)=tr[M]o>+0' X' M X80,
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en vertu d’un théoréme classique relatif aux formes quadratiques. Dans cette
relation, tr[M] représente la trace de la matrice M.

Pour le dispositif expérimental décrit au paragraphe 4.1, on peut, sur base de
ce théoréme, calculer les espérances mathématiques des différentes sommes de
carrés. Pour la somme des carrés relative au modéle complet, on a, par exemple :

2
E(y Py)=tr[Plo*+60' X' PX0=20"+2) (n+1t;)".

i=1

Les différentes espérances mathématiques qui ont ainsi été calculées sont
données dans le tableau 2.

Quant aux distributions d’échantillonnage des sommes de carrés, elles peuvent
également étre déterminées grace & une propriété des formes quadratiques. En
effet, sous les conditions de normalité évoquées ci-dessus, et si M est une matrice
de rang k, la condition nécessaire et suffisante pour que y' M y/o? soit distri-
buée selon une loi x? & k degrés de liberté et dont le paramétre de non-centralité
est égal &: .

0= 202

X' MX6,
est que M soit idempotente. Ainsi, pour la somme des carrés des résidus divisée
par o2 :

Scr yl(I B P)y

— 5 ,

o2 o

le caractére idempotent de la matrice (I — P) peut se démontrer facilement grace
aux propriétés de I'inverse généralisée de MOORE-PENROSE. La matrice P étant
symeétrique, on vérifie tout d’abord que (I — P) est également symétrique, et il
faut donc démontrer que:

(I-P)I-P)=I-P.

En remplacant P par X X (paragraphe 4.3) et en effectuant le produit on
trouve:

IT-XX"H(I-XXH)=I-XX"T-XX"T+XX"XX".

La matrice X X1 étant idempotente (paragraphe 3.3), on peut supprimer les
deux derniers termes du second membre de 1’égalité et on vérifie ainsi que
(I — X X) est bien idempotente. La somme des carrés des résidus, divisée
par o2 est donc bien une valeur observée d’une variable x2, dont le nombre de
degrés de liberté est égal au rang de (I — P), c’est-a-~dire 2, et dont le paramétre
de non-centralité est égal a:

L (T — _L !yl v/ +
2(7249X(I P)X 0= UQ(OXXO 0 X'XX"TX80),
c’est-a-dire égal & zéro, car:
XXtX=X,
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en vertu de la définition des inverses de MOORE-PENROSE (paragraphe 3.3).

Des calculs analogues peuvent étre effectués pour les autres sommes des car-
rés. On peut vérifier que 'on retrouve les nombres de degrés de liberté et les
paramétres de non-centralité donnés dans le tableau 2. En particulier, sous ’hy-
pothése nulle d’égalité des traitements, le paramétre de non-centralité relatif
a SCy, est égal a zéro, et le rapport du carré moyen correspondant au carré
moyen résiduel est bien le rapport de deux variables x? indépendantes, divisées
par leurs nombres de degrés de liberté respectifs, c’est-a-dire aussi une variable
de SNEDECOR.

4.5. Estimation des fonctions paramétriques et sommes de carrés associées aux
tests d’hypotheses

Les inverses généralisées interviennent également pour vérifier si une fonction
linéaire des paramétres, X’ 0, est estimable, c’est-a-dire aussi si elle peut faire en
pratique 'objet d’un test d’hypothése. En effet, une fonction paramétrique est
estimable dans le modéle y = X0 + e si:

H' A=),
avec :
H=(X'X)X'X.

Pour I'exemple du paragraphe 4.1, considérons, a titre d’illustration, les cing
fonctions paramétriques suivantes :

A0 =p avec Ay =1
A0 =t avec A, =[0
A0 =t +1t avec Az=[0
AMO=p+t; avec AN =1

[0

— = = = O

A0 =t —t2 avec AL =

et vérifions quelles sont, parmi celles-ci, les fonctions estimables. En prenant,
par exemple, comme inverse généralisée de (X' X)) I'inverse conditionnelle A7,
calculée au paragraphe 3.1, on obtient :

0 0 0 4 2 2 00 0
(X'X)"X'X=A7A=|0 1/2 0 2 2 0(=|110],
0 0 1/2 2 0 2 10 1

mais un autre résultat aurait été obtenu en prenant une autre matrice inverse.
Pour cette matrice H, on a:

0 1 2
H’Al = 0 5 H,A‘Z = 1 B H’A3 = 1 5
0 0 1
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1 0
HIA4 = 1 et HI)\5 = 1
0 -1

Il en résulte donc que A}0 et AL sont les seules fonctions estimables parmi les
cinqg fonctions proposées. En ’absence de restriction sur les paramétres, on peut
noter, en particulier, qu’il n’est pas possible d’estimer les ¢;, mais qu’on peut
estimer la différence des deux traitements.

Les inverses généralisées permettent également de calculer les sommes des
carrés associées aux hypothéses nulles. En effet, pour I’hypothése nulle :

H()ZLIHZC,

ot L' est une matrice dont le rang est égal au nombre de lignes et telle que L'0
correspond & une série de fonctions estimables, on peut montrer que la somme
des carrés associée est égale a:

SCy, = (L'6° — ¢)'[L' (X' X)L Y(L'6° — ¢),

cette expression étant constante, quelle que soit la matrice inverse prise en consi-
dération, et quelle que soit la solution @° prise en considération.

A titre d’illustration, si on veut tester 'hypothése d’égalité des deux traite-
ments de I’exemple considéré, on a:

H02t1:t2 ou HO)\'50:0
On a vu que A;0 est estimable et que A5 est de rang 1. Par conséquent, en

reprenant comme inverse généralisée de X' X la matrice A} et comme vecteur
0 le vecteur 07 (paragraphe 4.2), on a:

0
XO;=[0 1 -1]|5/9|=2
9/2
0 0 0 0
MA'Ns=[0 1 —-1]]|0 1/2 0 1| =1
0 0 1/2 -1
et SCh, = (2)(1)(2) = 4.

Comme il n’y a que deux traitements dans ’expérience envisagée, cette somme
de carrés, liée a I’hypothése d’égalité des deux traitements, est évidemment égale
a la somme des carrés liée aux traitements SCy,, calculée au paragraphe 4.4.
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5. QUELQUES INFORMATIONS COMPLEMENTAIRES

L’objectif de cette note était de présenter briévement les inverses généralisées
les plus couramment utilisées dans la littérature statistique actuelle et d’exami-
ner quelques-unes de leurs utilisations, en relation avec le modéle linéaire.

Il faut cependant savoir qu’il existe d’autres types de matrices inverses géné-
ralisées. Ainsi, on peut définir les inverses généralisées réflexives® et les inverses
généralisées normalisées”, qui satisfont respectivement les deux et les trois pre-
miéres conditions de 'inverse généralisée de MOORE-PENROSE (paragraphe 3.3).
Des informations sont données a leur sujet par SEARLE [1971]. Par ailleurs, MA-
ZUNDAR et al. [1980] donnent les régles qui permettent d’obtenir des inverses
généralisées spécifiques pour chaque restriction paramétrique adoptée. Quant a
GOODNIGHT [1979], il définit les inverses du type g». Et d’autres types d’inverses
généralisées peuvent encore étre définis.

Du point de vue des propriétés des inverses généralisées, nous nous sommes
limités a ’énoncé de quelques-unes d’entre elles. A ce sujet aussi, des informa-
tions complémentaires peuvent étre obtenues, entre autres, dans BEN-ISRAEL et
GREVILLE [1974], GRAYBILL [1967], LANCASTER [1969], MAGNUS et NEUDE-
CKER [1988], NOBLE [1969], PRINGLE et RAYNER [1971], RAO [1966], RAO
et MITRA [1971], et SEARLE [1966, 1982].

Enfin, en ce qui concerne plus spécifiquement les applications des inverses
généralisées dans le modéle linéaire, le lecteur pourra trouver plus de détails
dans ALVES et IEMMA [1990], GRAYBILL [1976], HOCKING [1985], IEMMA
[1982, 1983, 1987, 1989, 1990], KocH [1987], et SEARLE [1971, 1982, 1984].
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