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RESUME

Dans cette note, on décrit d’abord les cartes de contrdle sur les moyennes
mobiles, sur les résultats d’un lissage exponentiel et sur les sommes cumulées.
Ensuite, on examine les cartes de contréle pour des données non indépendantes
et pour des données multivariées.

Ces cartes sont illustrées par des exemples numériques traités par le logiciel
Minitab.

SUMMARY

This note first describes moving average, exponentially weighted moving
average and cumnulative sum control charts. Then, control charts for autocorre-
lated and for multivariate data are examined.

Minitab outputs are given for these control charts.

1. INTRODUCTION

Dans une premiere note [PALM, 1996], nous avons décrit quelques cartes de
contrble classiques, valables pour les contréles par mesures et pour les controles
par comptages. Ces cartes, qui correspondent aux cartes de SHEWHART propre-
ment dites, sont basées sur I’examen des caractéristiques de chacun des échantil-
lons pris isolément. De plus, pour I’établissement de ces cartes, nous avons sup-
posé que les observations successives étaient indépendantes. Enfin, nous n’avons
considéré que des cartes basées sur ’observation d’une seule caractéristique.

(1) Chargé de cours associé & la Faculté universitaire des Sciences agronomiques de
Gembloux.



Nous examinons, dans la présente note, un ensemble de cartes de contréle
moins classiques. Nous consacrons d’abord un paragraphe aux cartes de contrdle

combinant les observations réalisées sur des échantillons successifs (paragraphe
2). Ensuite, nous considérons le cas de données non indépendantes (paragraphe

3) et des données multivariées (paragraphe 4). Nous terminons par quelques
informations complémentaires (paragraphe 5).

Les principes généraux relatifs & ces cartes sont décrits, notamment, par
MONTGOMERY [1991] et des références spécifiques seront données au fur et &
mesure de |’étude des différentes cartes.

Les exemples numériques, présentés & titre d’illustration, sont traités par

le logiciel Minitab en utilisant principalement les commandes MACHART et
EWMACHART et la macroprocédure %CUSUM. Les cartes de contrdle ont été

réalisées a partir de l'interface & menu déroulant et nous avons gardé les options
proposées par défaut pour les titres et les dénominations des axes qui apparais-
sent, par conséquent, en anglais dans les figures. Des informations concernant ces
commandes sont données dans le manuel d’utilisation [X, 1994]. Des résultats

pratiquement identiques auraient pu étre obtenus par d’autres logiciels et no-
tamment par SAS, par les procédures MACONTROL et CUSUM [SAS, 1995].

2. COMBINAISON DES RESULTATS
DE PLUSIEURS ECHANTILLONS

2.1. Principe

Lors de I’étude des cartes de contréle de la moyenne [PALM, 1996], nous
avons insisté sur la difficulté de mettre en évidence des déreglements du procédé
de fabrication, du moins lorsque la modification de la moyenne n’est pas trés
importante. Les courbes d’efficacité ont montré, par exemple, que, pour une
taille de ’échantillon égale & 5 et un risque de premiére espéce égal a 0,002, la
probabilité de ne pas détecter une modification de la moyenne égale a la moitié de
’écart-type est égale & 0,98 et qu’il faudra, en moyenne, prélever 41 échantillons

successifs avant de se rendre compte qu’il y a effectivement eu modification de
cette moyenne.

Nous avons vu également que, pour diminuer le risque de ne pas mettre en
evidence une modification de la moyenne sans augmenter la taille des échantillons

et sans augmenter exagérément le risque d’une fausse alerte, une solution consiste
a introduire dans les cartes de controle une série de régles complémentaires. Ces

regles tiennent compte de la position des points successifs sur la carte. Il s’agit en
fait d’une forme de combinaison des résultats de plusieurs échantillons successifs.

D’autres formes de combinaison peuvent étre envisagées et nous allons exa-
miner successivement les cartes de contréle basées sur les moyennes mobiles, sur
les lissages exponentiels et sur les sommes cumnulées. Ces cartes de controle peu-
vent étre utilisées a la fois pour des échantillons d’effectifs supérieurs & 1'unité
ou pour des données individuelles et constituent des alternatives intéressantes



aux cartes de SHEWHART, surtout pour la mise en évidence de faibles modifi-
cations de la moyenne. Elles sont particuli¢rement appropriées pour le controle
de la matiere premitre ou du produit fini résultant de procédés chimiques con-
tinus. L'effet de lissage caractérisant ces cartes traduit alors, dans une certaine
mesure, l'effet lié au mélange et & I’homogénéisation qui a lieu au cours des
‘procedes industriels ultérieurs [GRANT et LEAVENWORTH, 1980,

L’utilisation de ces cartes suppose, comme pour les cartes de SHEWHART,
que les observations successives sont indépendantes et distribuées selon une loi
normale d’écart-type oy.

2.2. Cartes de controle sur les moyennes mobiles

Plutét que de faire le contrdle sur les valeurs individuelles z; ou sur les
valeurs moyennes Z;, on peut effectuer le contréle sur des moyennes mobiles(?),

Z;, calculées sur les résultats des g échantillons les plus récents.

Dans le cas de données individuelles, la valeur Z est la moyenne arithmé-
tique de 'observation z; et des ¢ — 1 observations précédentes :

I; = (Ticg+1+ ...+ zic1 +24)/9,

tandis que dans le cas d’échantillons d’effectifs n;, on remplace les valeurs indi-
viduelles par les valeurs moyennes correspondantes :

Ti = (Zi—q+1+...+ Ti_y +Zi)/q.

On notera que pour i < g, c’est-3-dire pour les premiers échantillons, les
moyennes mobiles sont calculées & partir de moins de ¢ valeurs. Ainsi, par exem-
ple, si q est égal & 3, la valeur Z| sera égale & x; ou & %, et la valeur Zr, sera
cgale & la moyenne de x; et z, ou de Z{ et Zy.

Si Peffectif de I’échantillon j est égal & n; et en considérant que n; vaut 1
s'll s’agit d’une valeur individuelle, la variance de z; ou de z; est égale & o3/ n;
et, pour 1 > g, la variance de Z;, est égale & :

2
o 1 1 1
v(:fi)=—g-( +...+———+-—-—),
q° \Mi—g+1 Ni-1 74

car Z; est, & la constante q pres, la somme de g variables considérées comme
indépendantes. Lorsque ¢ < g, le nombre de termes intervenant dans ’expression
de la variance est égal & ¢ et non & ¢ et le dénominateur, ¢2, est remplacé par 12.

Si les effectifs n; sont égaux 4 n, la formule se simplifie et on a:
v(Z;) = 0g/qn  sii>g
et v(Z!) =0f/in sii<yq.

Les limites de contréle des moyennes mobiles sont alors égales A :

mg * Ut _a/2 V v(f:) ou mpx k\/ v(:'f:) ,

(2) En anglais : moving average control chart.



selon qu’elles sont exprimées en probabilité ou en fonction d’un multiple de
Perreur-standard.

Si mg et g sont inconnus, on les estime, par exemple & partir des h premiers

échantillons, comme nous ’avons signalé & propos des cartes de contrdle de
SHEWHART.

D’autre part, le choix de la constante g conditionne 'importance du lissage :
plus cette constante est élevée, plus ’effet du lissage est important et plus la carte

de contrdle permet d’apprécier la tendance générale au détriment des fluctuations
de point & point. L’option par défaut proposée par Minitab est ¢ = 3.

Ce choix de q peut également étre réalisé sur la base de la longueur moyenne
de la suite homogeéne'®), appelée aussi période opérationnelle moyenne, qui repré-
sente le nombre moyen d’échantillons qu’il faut prélever avant qu’un point ne
sorte des limites de contrdle. Cette longueur moyenne dépend du risque de
premiére espece, de l'importance de la modification de la moyenne, exprimée en
proportion de lerreur-standard de Z; et de la constante gq. NIANG et
SAPORTA [1995] ont établi la formule de calcul et présentent une table don-
nant les longueurs moyennes pour diverses conditions. L’examen de ces tables
montre que des faibles modifications de la moyenne du procédé sont plus rapi-
dement mises en évidence avec des valeurs élevées de ¢. Par contre, les modifica-

tions importantes de la moyenne sont plus rapidement détectées avec des valeurs
relativement faibles de q.

Il faut noter aussi que les moyennes mobiles ne sont pas indépendantes
méme si les observations individuelles ou les échantillons le sont. Par conséquent,
I’interprétation de la succession des points n’est pas la méme que pour des

moyennes successives indépendantes. En particulier, on n’effectue généralement
pas les différents tests de détection de situations particulieres décrits antérieure-
ment [PALM, 1996].

A titre d’illustration, nous avons repris les données traitées précédemment
et relatives aux poids égouttés de boites de purée de tomates, qui ont servi a il-

lustrer la détection de situations particuliéres a ’aide des regles complémentaires
[PALM, 1996]. Nous considérons que la moyenne et ’écart-type du procede va-
lent :

mo = 612,17 et oo =40,185,

ces estimations ayant été déduites des observations réalisées au cours d'une phase
préliminaire. Les données utilisées pour la phase de contrdle proprement dite ont
été simulées, en considérant une augmentation de la moyenne de 10 unités.

Les moyennes des premiers échantillons sont les suivantes:

615.4. 609.0, 6522 6084, 6408, 611,0, 624,0 ...

En prenant arbitrairement ¢ = 5, on obtient les moyennes mobiles sui-
vantes :

6154, 6122, 6255, 621,3, 625,2, 624,3, 6273 ...
(3) En anglais : average run length, ARL.



Tableau 1. Erreurs-standards et limites de contréle des moyennes mo-
biles d’ordre 5.

Limites Limites
Erreurs-standards inférieures supérieures

Moving Average Chart for Poids
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Figure 1. Carte de contréle sur les moyennes mobiles (¢ = 5 et
m = mg + 10).

Le tableau 1 reprend, en fonction du numéro d’ordre, i, de I’échantillon,

I'erreur-standard de la moyenne mobile et les limites de confiance, calculées pour
k = 3.

La figure 1, obtenue par la commande MACHART du logiciel Minitab,
donne la carte de contréle des moyennes mobiles d’ordre §. On retrouve bien
pour les premieres valeurs, les résultats calculés ci-dessus. On constate que trois

points sont hors des limites de contréle, indiquant que le procédé n’est pas sous
contrdle, du fait de I’augmentation de 10 unités de la moyenne du procédé. Une

intervention aurait pu avoir lieu sur le procédé dés le 17¢¢™¢ &chantillon.



2.3. Cartes de controle aprés lissage exponentiel

Le lissage exponentiel simple est une technique développée dans le cadre de
I’étude des séries chronologiques. La méthode s’apparente au calcul des moyennes
mobiles dont il a été question au paragraphe précédent.

Rappelons que, dans le cas de l1a moyenne mobile et sauf pour les premiéres
valeurs, la valeur z; est la moyenne d’un nombre constant, ¢, de valeurs indivi-
duelles ou moyennes, chacune de ces valeurs ayant un poids identique.

Dans le cas de la carte de contrdle apres lissage exponentiel), par contre,
on calcule une moyenne pondérée des observations passées, Z;, en accordant a
celles-ci des poids de plus en plus petits, au fur et & mesure que l'information
vieillit. De facon plus précise, on a:

f: = AZ{ + A(l — )\) Ti-1+ A(l ~— A)z Ti-2 + A(l — A)s -3+ ...,

A étant une constante, comprise entre 0 et 1. Dans cette relation, ainsi que
dans les relations qui vont suivre, Z; désigne la moyenne arithmétique du j**™°

échantillon d’effectif n; ou la 7**™¢ observation individuelle, n; étant alors égal
a 1’unité.

L.a méthode porte le nom de lissage exponentiel car les poids:
W, = /\(1 — A)J s
qui constituent une progression géométrique et qui sont fonction de la constante

de lissage A, se situent sur une courbe exponentielle.

De fagon stricte, pour que Z; soit réellement une moyenne pondérée des
observations du passé, il faut que la somme des w; soit égale a I'unité, ce qui

n’est vrai que si le nombre d'observations du passé est égal & l’'infini. Aussi,
’équation est-elle généralement présentée par la formule de récurrence:

2 =AZi+ (1= A [AZici + M1 =N T2+ A1 = N2 Zi3+.. ],

c’est-a-dire également :
Z; =AZ;+ (1 -A)z]_,.

Pour débuter le processus de lissage par cette formule de récurrence, il faut
disposer d’une valeur initiale Z3, qu’on posera par exemple égale & la moyenne
mg. On aura alors:

et ainsi de suite.

Le choix du parametre A se pose de fagon analogue au choix de ¢ dans le
cas de la moyenne mobile. En effet, il permet de donner un poids plus ou moins

4) En anglais : exponentially weighted moving average control chart, EWMA control
chart.



grand aux données récentes. A la limite, si A est égal & 1, la valeur lissée Z* se
confond avec la valeur z;.

[l existe d’ailleurs une relation entre )\ et g par l'intermédiaire de la no-
tion d’age moyen de l'information. Ainsi, si les effectifs sont constants, pour la
- moyenne mobile d’ordre g, on peut considérer que 1’dge moyen des observations
Intervenant dans le calcul de Z; est égal & :

1—(g—-1)/2 (i29q).

Ainsi, par exemple, la moyenne mobile d’ordre cinq correspondant au 251%™
échantillon fait intervenir, en nombre égal, les observations des échantillons de
rangs 21, 22, 23, 24 et 25 et ’age moyen correspond donc & 23.

Pour le lissage exponentiel, on peut montrer que I’4ge moyen est égal & :
1 —(1=A)/A,

et on peut constater que I'age moyen de la moyenne mobile correspond & ’age
moyen du lissage si :

(g—-1)/2=(1-X)/A,

c’est-a-dire si :
A=2/(qg+1).

Par exemple, & ¢ = 5 correspond une valeur de X de 0,33 et & ¢ = 3
correspond une valeur de A\ de 0,5.

La notion d’age moyen de l'information permet, dans une certaine mesure,
d’orienter le choix de A, mais d’autres approches peuvent étre utilisées.

La premiere de ces approches repose sur I’hypotheése que les moyennes ob-
servées successives, Zi,Zs,...,Z;, ne sont pas indépendantes mais sont générées
par un processus stochastique particulier, le processus ARIMA(0,1,1), dont il
sera question au paragraphe 3, lors de 1’étude des données corrélées.

L’autre approche repose sur I’hypothése d’indépendance des données suc-
cessives et fait appel a la notion de longueur moyenne de la suite homogene.
Le logiciel SAS propose la fonction EWMAARL permettant le calcul de cette

longueur moyenne et un tableau de valeurs est donné dans la documentation
relative a ce logiciel [SAS, 1995].

A titre d’exemple, reprenons le cas du contrdle du poids des boites de purée
de tomates traité au paragraphe 2.2.

Lors du contréle des moyennes successives et pour des limites calculées sur
la base de k = 3, le risque a est égal 4 0,0027 et la longueur moyenne de la suite
homogene est égale a:

1/a =1/0,0027 = 3704,

comme nous l’avons vu précédemment [PALM, 1996]. Si le procédé reste sous
controle, il faudra donc observer 370 échantillons, en moyenne, avant qu’une
fausse alerte ne soit déclenchée.



Pour la carte de contréle basée sur le lissage exponentiel avec A = 1, on
obtient évidemment le méme résultat, mais si A diminue, la longueur moyenne

augmente. Pour A = 0,25 on a, par exemple, une longueur moyenne de 503 [SAS,
1995].

Si par contre la moyenne du procédé se modifie de 9 unités, soit environ
de la moitié de P’erreur-standard d’une moyenne individuelle qui, pour I’exemple
traité, vaut 17,9, la table des longueurs moyennes nous donne les résultats sui-
vants: 155 si A = 1 et 48,45 si A = 0,25. Cela signifie donc que la modification
de la moyenne du procédé sera détectée trois fois plus rapidement dans le cas du
lissage avec A = 0,25 que dans le cas de la carte de contrdle de la moyenne.

De facon générale, 1’examen de la table donnée par SAS montre que les
longueurs moyennes les plus faibles s’observent pour des valeurs faibles de A si
la modification de la moyenne du procédé est faible et pour des valeurs élevées

de ) si la modification est importante. Un compromis acceptable correspond &
A = 0,2, qui est la valeur par défaut prise par le logiciel Minitab.

En considérant que les échantillons successifs sont indépendants, la variance
de la valeur lissée est donnée par la relation suivante:

1 1-X)2 (1-X)4 (1-=))8 1 — A\)26-1)
v(:‘f}'):agAQ{-—-+( ) +( ) +( ) +...+-(—--————)—-——-],
Ly ni—1 Thi—2 -3 ]

et les limites de controle s’écrivent alors:
mo £ uj_q/2 \/V(E}) ou moLky/vu(Z).

Si les parameétres mg et o sont inconnus, ils sont estimés par les méthodes
décrites dans le cadre des cartes de contréle de SHEWHART.

La relation donnant la variance de la valeur lissée provient du fait que
celle-ci est la somme de ¢ termes considérés comme indépendants:

)\(I—A)jii_j (j=0,...,‘i-1)

dont la variance vaut:
(1 =N a5/ni;.

Dans les cas ou les effectifs sont constants, l’expression de la variance se
simplifie et on a:

v(Z}) = of A 11-(1- )\)Qi] /n(2 - ).

Cette relation montre que la variance tend vers la constante :
os A/n(2 - A)

lorsque 1 augmente, car (1 — A)? tend vers zéro.



Si on compare cette constante a la variance de la moyenne mobile d’ordre
g, on constate qu’il y a égalité des deux variances:

o3 A 03
n(2-2) ng

lorsque :
A=2/(qg+1),

c'est-a-dire lorsque 1’dge moyen de la valeur lissée est identique & 1’dge moyen
de la moyenne mobile, comme nous venons de le voir ci-dessus ; dans ce cas, les
deux cartes de contréle ont des propriétés fort proches.

La figure 2, obtenue par la commande EWMACHART de Minitab, donne
la carte de contréle pour les données considérées au paragraphe précédent, en
adoptant pour le parametre de lissage la valeur proposée par défaut (A = 0,2).

Les valeurs lissées successives sont les suivantes:
z} = (0,2)(615,4) + (0,8)(612,17) = 612,82,
x5 = (0,2)(609,0) + (0,8)(612,82) = 612,06,
z3 = (0,2)(652,2) + (0,8)(612,06) = 620,09,
etc.

Quant aux variances de ces valeurs, elles sont égales & :
v(2}) = (40,185)2(0,2)2/5 = 12,92,
v(Z%) = (40,185)%(0,2)%(1 +0,8%)/5 = 21,19,

v(z3) = (40,185)%(0,2)%(1 + 0,8% + 0,84)/5 = 26,49,
etcC.

ou, plus simplement encore:

v(Z}) = (40,185)2(0,2)(1 - 0,82)/(5)(1,8) = 12,92,
v(23) = (40,185)2(0,2)(1 - 0,84)/(5)(1,8) = 21,19,
v(Z3) = (40,185)%(0,2)(1 - 0,8%)/(5)(1,8) = 26,49,
etc.

Les limites de contrdle sont donc, respectivement :

612,17 + 3./12,92, soit 601,4 et 623,0,
612,17 4+ 3,/21,19, soit 598,4 et 626,0,

612,17 £ 31/26,49, soit 596,7 et 627,6,
etc.

Illes tendent vers:

612,17 + 3 /3589 soit 594 2 et 6301,

puisque la variance de la valeur lissée tend vers:

v(Z*) = (40,185)% (0,2)/(5)(1,8) = 35,89.

La figure 2 montre, plus clairement encore que le graphique des moyennes

mobiles, que le procédé n’est pas sous contrdle, puisque plusieurs points sont
_hors des limites.



EWMA Chart for Poids
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Figure 2. Carte de contrdle aprés lissage exponentiel (A = 0,2 et
m = mg + 10).

2.4. Cartes de contrile basées sur les sommes cumulées

Une autre forme de combinaison des résultats d’échantillons successifs con-
siste & utiliser des procédures de contréle basées sur les sommes cumulées‘®)

Pour chaque échantillon, on calcule 1’écart réduit :
zi = (T; - mo)/(ao/\/‘ﬁ:) :

Ces écarts réduits sont alors cumulés de proche en proche :

Sl=‘-21,
Sp = 21 + 22,

Si=2z14+ 204 ...+ 2,
et portés sur un graphique.

Si le procédé est sous contrdle, les points de ce graphique ne présentent
pas de tendance particuliere, car les écarts positifs et négatifs se compensent.
Par contre, si la moyenne m du procédé est supérieure & mg alors, le graphique

présente une tendance croissante. De méme si la moyenne est inférieure a my, la
tendance est décroissante.

(5) En anglais : cumulative sum chart, CUSUM chart.
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Figure 3. Représentation schématique du masque utilisé dans la carte
de contrdle des sommes cumulées.

Pour suivre ’évolution du procédé et vérifier s’il est sous contréle, on peut
utiliser un masque en forme de V, découpé dans une feuille de carton (figure
3), que 'on place sur le graphique, de maniére & faire coincider le point O du
masque avec le dernier point du graphique et en maintenant la bissectrice de
’angle du V en position horizontale. Tant que le graphique des sommes cumulées
est entierement visible, on considere que le procédé est sous controle. Par contre,
dés que le masque cache un ou plusieurs points, on déclare que le procédé n’est
plus sous contrdle.

Le contrdle basé sur les sommes cumulées revient a réaliser un test séquen-

tiel de conformité de la moyenne, ce test étant appliqué & la série des moyennes
prises dans ’ordre inverse des observations [JONHSON, 1961].

La figure 4 donne la carte de controle des sommes cumulées pour 1’exemple

déja traité dans les paragraphes précédents et le masque a été positionné sur la
somme cumulée obtenue a la suite des 50 échantillons. Cette figure a été réalisée

par la commande %CUSUM du logiciel Minitab. Ce logiciel ne standardise pas

les écarts par rapport & mg qui sont cumulés, ce qui aura une incidence sur la
définition du masque, comme nous le verrons ci-dessous.

On constate que le bras inférieur du masque coupe la ligne des sommes
cumulées, indiquant clairement qu'’il y a augmentation de la moyenne par rapport
& mo.

11



CUSUM Chart for - Poids
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Figure 4. Carte de controle des sommes cumulées bilatérales
(h =4,k =0,5 et m =mp + 10).

La procédure de controle des sommes cumulées est évidemment fonction de

la forme du masque utilisé. Cette forme peut étre décrite de diflérentes manieres.
Une solution consiste & définir les parametres h et k.

Le premier parametre, h, mesure la distance verticale entre l'origine et la
branche inférieure ou supérieure du V. Sur la figure 3, cette distance est égale a
Ol ou OS. Le deuxiéme parameétre, k, est la pente de la branche inférieure du V.
Il s’agit de la distance AB sur la figure 3. La figure 3 a été construite en utilisant

des unités arbitraires, mais en pratique, il faut évidemment respecter les unités
utilisées dans le graphique des sommes cumulées.

Les valeurs de h et de k qui viennent d’étre définies supposent que les
sommes cumulées ont été standardisées. Si, comme dans la figure 4, les écarts

par rapport a la moyenne ne sont pas divisés par l’erreur-standard de la moyenne
et pour autant que les effectifs soient constants, alors la demi-largeur du masque

3 ’origine et la pente de la branche inférieure du V valent respectivement :

H"—"—hO’o/\/?TL et K=k0'0/\/7_1.‘.

Ainsi pour la figure 4, on a retenu les valeurs suivantes:
h=4 e k=205,

qui sont les valeurs utilisées par défaut par la commande %CUSUM de Minitab.
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On a donc:
H = (4)(40,185)/v/5 = 71,89

et K = (0,5)(40,185)/v/5 = 8,99.

Le choix de h et de k peut étre réalisé de maniere relativement empirique
~ ou de facon plus raisonnée en fonction des risques a et 8. Rappelons que « est le
risque de premiére espece, c’est-a-dire la probabilité de détecter un changement
de la moyenne alors qu’en réalité le procédé est sous contrdle, et que S est le
risque de deuxieme espeéce, c’est-a-dire la probabilité de ne pas détecter une
modification donnée de 1a moyenne.

Les valeurs h et k sont, en effet, liées aux valeurs a et B par les relations
sulvantes :

h = log,[(1 - B)/(a/2))/16]
et k=16|/2.
Dans ces relations, § est I’écart par rapport a la moyenne théorique qu’on

souhaite mettre en évidence avec la probabilité 1 — 3. Cet écart est exprimé sous
la forme d’un multiple de ’erreur-standard des moyennes Z; :

m—
5 = 0

oo/

Si [ est suffisamment petit, la formule donnant A peut étre simplifiée de la.
maniére suivante :

h = —log,(a/2)/]6].

On remarque que 'effectif de I’échantillon n’intervient pas directement dans
le calcul de h et k. Son incidence est indirecte, car les valeurs de h et k se
mesurent sur ’axe des ordonnées et |’effectif intervient dans la standardisation
de la somme cumulée.

Pour ’exemple considéré, au lieu d’utiliser les valeurs par défaut, on aurait
pu déterminer les valeurs de A et k de maniere & mettre en évidence une différence

de 20 unités, par exemple, avec une probabilité égale a4 0,9, en considérant que
a vaut 0,002. On trouverait alors:

6 = 20/(40,185/v/5) = 1,112,
h = log(0,9/0,001)/1,112 = 6,11,
k=1,112/2=0,56.

Par rapport a la solution par défaut, il y aurait un déplacement vers le
‘bas de la branche inférieure du V, presque parallélement & elle-méme puisqu’on
aurait :

H = (6,1)(40,185)/v/5 = 109,6,
K = (0,56)(40,185)/v/5 = 10,06 .

On mettrait donc moins vite en évidence la modification de moyenne que
dans le cas précédent.
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Les parameétres h et k peuvent également étre déterminés en fonction de
la longueur moyenne de la suite homogene, qui représente le nombre moyen
d’échantillons prélevés avant de déclarer que le procédé n’est pas sous contrdle.
Idéalement cette longueur devrait étre grande si m = mg et petite s1 m est

différent de mg. Les valeurs de cette longueur moyenne sont données dans des
“tables ou abaques. Des références bibliographiques sont données dans SAS [1995].

Ces longueurs moyennes peuvent également étre obtenues a partir de la fonction
CUSUMARL du logiciel SAS.

Pour h = 4 et k = 0,5, les tables en question montrent, par exemple, que la
longueur moyenne de la suite homogeéne est de 168 si § = 0 et de 8,38 si 6 = 1.

Par contre pour h = 6 et k = 0,5 les deux valeurs sont respectivement égales &
1.277 et 12,37.

La carte de contrdle que nous venons de présenter suppose qu’on sou-
haite détecter aussi bien une augmentation qu’une diminution de la moyenne
du procédé et la technique de contrdle correspond en fait a des tests bilatéraux.
La carte de contrdle sur les sommes cumulées a cependant initialement été mise

au point pour détecter des modifications dans une seule direction, par des tests
unilatéraux.

Si on désire détecter une éventuelle augmentation de la moyenne, on calcule
les écarts suivants :

2t = [Z; — (mo + koo//ma)] [(00/ /1),

k étant une constante positive fixée, appelée valeur de référence'®).

~ Les 2} sont alors cumulés pour conduire aux quantités S;", appelées sommes
cumulées supérieures'”), qui sont portées sur le graphique. Lorsque le cumul des
écarts conduit & une valeur négative, on pose S;” = 0. En posant S; = 0 on a

donc, pour les différents échantillons:

On considere enfin qu'’il y a augmentation de la moyenne du procédé lorsque
S;" dépasse une constante positive h, appelée intervalle de décision‘®). Lorsqu'un

réglage du procédé a lieu suite & la mise en évidence d’une modification de la
moyenne, la somme cumulée est remise a ze€ro.

Pour détecter une éventuelle diminution de la moyenne, on calcule les

écarts:
2y = [Z — (mo — kao/ /)] [(o0/y/ni),

qu’on cumule pour obtenir les quantités S;, appelées sommes cumulées inférieu-
res(® :
S =max(0,S,_, — z; ),

i 1

(6) En anglais : reference value.

(") En anglais : upper cumulative sums.
(8) En anglais : decision interval.
(%) En anglais : lower cumulative sums.
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et si .S;" dépasse la valeur positive h, on considére qu'il y a eu diminution de la
moyenne.

Certains auteurs utilisent une formulation différente pour les sommes cu-
mulées inférieures, qui revient simplement & prendre ’opposé des sommes définies
“c1-dessus :

S; =min(0,S;_; +2;).

1

Ces sommes, qui sont alors négatives ou nulles, sont comparées & la valeur —h.

Enfin, comme dans le cas des tests bilatéraux, les écarts peuvent ne pas
etre divisés par ’erreur-standard de la moyenne, du moins si les effectifs des
échantillons sont constants.

Comme pour les cartes des sommes bilatérales, le choix de h et k peut
étre realisé de fagon empirique ou en fonction de la longueur moyenne des suites
homogenes. Des tables donnant cette longueur en fonction de h, k et 6 sont
données dans la documentation SAS et la fonction CUSUMARL de ce logiciel
permet le calcul de ces valeurs [SAS, 1995]. Ainsi, pour h = 4 et k = 0,5, qul
sont les valeurs prises par défaut par le logiciel Minitab, cette longueur moyenne
vaut 335 si 6 = 0 et 8,38 si 6 = 1. Par rapport au cas bilatéral, la longueur est
doublée pour § = 0 alors qu’elle est identique pour 6§ = 1.

Pour I’exemple considéré, la figure 5 donne la carte de contréle des sommes
cumnulées, & la fois pour la mise en évidence d’une augmentation ou d’une
réduction de la moyenne. Ce graphique a été obtenu par le.logiciel Minitab
en utilisant les valeurs proposées par défaut et il n’y a pas eu remise & zéro de la
somme cumulée lors de la mise en évidence d’une modification de la moyenne.

Les écarts sommés n’ayant pas été divisés par ’6cart-type de la moyenne les
valeurs utilisées sont, comme pour les tests bilatéraux :

H=7189 e K=8099.

Le tableau 2 donne les détails relatifs au calcul de sommes cumulées Ss,
S{" et S; pour les premiers échantillons. La premisre colonne correspond aux
numeros des échantillons ; la deuxiéme colonne reprend les moyennes des échan-
tillons, Z; ; la troisitme colonne donne les écarts par rapport & mg :

Zy = i’{ — 612,17

et la quatrieme colonne donne les S;. On retrouve bien les valeurs représentées
sur la carte de controle des sommes cumulées bilatérales (figure 4).

La cinquiéme colonne reprend les écarts :

2] = Z; — (612,17 + 8,99),

et les Sf sont repris en sixiéme colonne. Ces sommes ont été représentées dans la
figure 5 par des cercles. On constate que S| et S5 sont nuls, car les deux premiers
écarts, donc aussi les deux premiers cumuls, sont négatifs. On constate aussi,
qu’au 9'*™¢ échantillon, la somme cumulée dépasse la valeur H, qui, rappelons-

le, est égale & 71,89, La carte de contrdle met donc en évidence une augmentation
de la moyenne.
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Figure 5. Carte de contrdle des sommes cumulées unilatérales (h = 4,
k =0,5et m =mp+ 10). -

Tableau 2. Calcul des sommes cumulées bilatérales et unilatérales
(m = mp + 10).

0
0
0
0
0
0
0
0
0

Ay

La septieme colonne du tableau 2 donne les écarts:

2T = 7; — (612,17 — 8,99)

1

et, enfin, la huitidme colonne reprend les valeurs de S;”. La plupart des 5, sont
nuls car les z; sont pratiquement tous positifs. Les S;” sont représentes, dans
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la figure 5, par des triangles. Aucune valeur n’est inférieure & -71,89, et donc
aucune diminution de la moyenne n’est mise en évidence.

Pour des valeurs fixées de Het de K (ou de h et de k), il existe une relation
entre la carte de contrdle sur les sommes cumulées dans le cas bilatéral et dans
les deux cas unilatéraux.

En effet, les écarts entre les sommes cumulées, S;, et la branche inférieure

du masque dans le cas du contréle bilatéral sont tout & fait comparables aux
écarts entre les sommes cumulées S;" et H.

Pour s’en rendre compte, il suffit de se rappeler que la branche inférieure

du masque a une pente égale & K. Pour une abscisse donnée, i, 'ordonnée du
point situé sur la droite vaut :

S(i) =a+1K,
et I’écart entre S; et S(;) est égal &:
Si—Syy=(z1+2+...4+2)—-a—-1iK.

Pour les écarts entre les sommes cumulées supérieures et H on a:

ST —H = (2 +2f +...4+2)-H
(21 +22+...4+2)—1K-—H,

pour autant que le cumul des 2;” n’ait pas conduit & une valeur négative.

De méme, a une constante pres, il y a une analogie entre les écarts des S;

par rapport a la branche supérieure du masque et les écarts des S, par rapport
a H.

Ainsi donc, la carte de contréle sur les sommes bilatérales est, en prati-
que, équivalente a ’examen simultané des sommes cumulées supérieures et des
sommes cumulées inférieures.

Par rapport aux cartes classiques des moyennes, les cartes de controle sur
les sommes cumulées ont P’avantage de mettre plus rapidement en évidence des
modifications relativement faibles de la moyenne, de ’ordre de I’écart-type de
la moyenne (6§ = 1), par exemple. Ainsi pour h =4 et k = 0,5 on a vu que la
longueur moyenne de la suite homogeéne est 8,4 si § = 1. Une carte de contréle de
la moyenne a, dans les mémes conditions, une longueur moyenne de ’ordre de 55.
Par contre, pour § = 2, la longueur moyenne est de 2,2 pour les sommes cumulées
et de 1,0 pour la carte de SHEWHART, ce qui montre que la carte des sommes

cumulées est moins efficace pour la détection de modifications importantes de la
Imoyenne.

Des solutions ont été proposées pour améliorer la rapidité de détection dans
une telle situation. Une premiere solution est d’utiliser conjointement la carte de
controle de SHEWHART et la carte de contréle des sommes cumulées. Une autre
solution, proposée par LUCAS et CROSIER 1982], consiste & doter la carte de
controle des sommes cumulées d'une procédure de réponse initiale rapide(10) en

(10) Bn anglais : fast initial response, FIR.
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Figure 6. Carte de contréle des sommes cumulées unilatérales (h = 4,
k = 0.5, valeur de départ = 36,0 et m = mg — 20).

donnant & la somme cumulée une valeur fixée dés le départ{!!), Cela revient &
donner & Si et S; une valeur différente de zéro, par exemple h/2. De méme,
lors de la détection d’une modification de la moyenne, la somme cumulée n’est
pas remise & zéro mais & la valeur initiale. Si le procédé est sous contréle cette
valeur initiale a trés peu d’effet, par contre si le procédé est hors de contrdle, le

signal est donné plus rapidement avec une valeur non nulle de Sp qu’avec une
valeur nulle.

Pour illustrer effet de cette valeur initiale, nous avons repris les données
traitées précédemment en considérant toutefois une modification de la moyenne
plus importante. Pour cela nous avons soustrait 30 unités a toutes les obser-
vations. Cela revient & dire qu’on considére un procédé dont la moyenne est
inférieure de 20 unités a la valeur théorique. Le fait de considérer une sous-
estimation permet d’illustrer la notion de somme cumulée inférieure plus claire-

ment que ne le permettait la figure 5. En outre, on a considéré que la valeur de
départ est égale & H/2, soit 36,0.

Les résultats donnés par Minitab sont repris dans la figure 6. On peut
constater que la modification de 1a moyenne est mise en évidence des le deuxieme

échantillon, alors qu’en donnant & Sy une valeur nulle, il aurait fallu attendre le
dixieme échantillon.

(1) Eqn anglais : headstart.
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3. CARTES DE CONTROLE POUR DONNEES
NON INDEPENDANTES

3.1. Données avec tendance générale

Les cartes de contréle de SHEWHART et les cartes présentées au para-
graphe précédent ont été développées en supposant que les observations succes-
sives sont indépendantes. Cette hypothése n’est cependant pas toujours vérifiée
en pratique et la présence d’une corrélation entre données successives provoque
une augmentation de la fréquence des fausses alarmes.

La non-indépendance des observations peut étre due & diverses causes parmi
lesquelles on peut citer I'usure de 'outil de production, les variations lentes et
continues dans la matiére premiére, les modifications liées aux conditions en-
vironnementales, comme la température par exemple. Le phénomeéne d’auto-
correlation est encore accentué lorsqu’on réduit P'intervalle de temps entre les
echantillons successifs, ce qui est notamment le cas lorsqu’on réalise des obser-
vations individuelles de fagon relativement continue ou & intervalles de temps
assez courts, grice 4 des senseurs, par exemple.

En présence d’autocorrélation, deux attitudes différentes peuvent étre en-
visagées. La premiere réaction consiste & considérer que cette autocorrélation
indique la présence d’une source de variation identifiable, qu’on peut donc es-
sayer de mettre en évidence afin de la supprimer et de réduire ainsi la variabilité
du procédé. On peut aussi, d’autre part, considérer que cette autocorrélation est
due a |’ensemble des causes communes et, par conséquent, en tenir compte pour
définir les limites de contréle du procédé. La distinction entre ces deux situations
dépend du contexte. Ce probléeme est discuté par FALTIN et WOODALL 11991].

Lorsqu’on se trouve dans la seconde situation, on s’efforce de modéliser les
données, de maniére & éliminer la partie déterministe, responsable de 1’auto-
corrélation. On construit alors la carte de contréle sur les résidus de cette
modélisation. Négliger la présence de 'autocorrélation et traiter les données

comme si elles étaient indépendantes conduirait en effet & une augmentation de
la fréquence des fausses alarmes.

Nous allons d’abord examiner le cas particulier de procédés de production
présentant une tendance générale en moyenne, par exemple a cause de ’usure
de 'outil de production. Dans une telle situation, les observations successives
présentent un phénomene de corrélation et la variabilité des résultats relatifs &
une courte periode de production est nettement plus faible que la variabilité des
resultats pour I’ensemble de la production. L’origine de ’autocorrélation et de la
variabilité supplémentaire est connue et ne peut en pratique étre supprimée. On

va donc s’efforcer de tenir compte de cette source de variation lors du controle
du procédé.

La figure 7, relative & des données simulées, schématise une telle situa-
tion. Les moyennes des 24 échantillons de 5 observations présentent une ten-

dance lin€aire. La pente de la droite est égale & 4,933 et 1’écart-type résiduel
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Diagramme de dispersion et droite de régression
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Figure 7. Diagramme de dispersion et droite de régression: données
simulées présentant une tendance générale.

estimé est égal & 39,27, alors que I’écart-type de ’ensemble des observations
vaut 52,0. On pourrait vérifier que durant la phase préliminaire correspondant
aux 24 échantillons, le procédé est bien sous contrdle, tant en ce qui concerne la
moyenne que 1’écart-type. Il suffit pour cela d’établir les cartes de contrdle sur
les écarts par rapport a la tendance générale :

I;j = Z45 — (302,80+4,931) (1"—"1,,24, ] = 1,...,5),

pour autant que ceux-ci soient indépendants.

Les informations recueillies au cours de la phase de précontrole peuvent
étre utilisées, d'une part, pour le réglage initial de 1’outil et, d’autre part, pour
la détermination du délai entre deux interventions successives sur ’outil.

Ainsi, considérons par exemple que les limites de tolérance sont égales a 200
et & 600 et qu’on souhaite que la moyenne se situe au moins a trois €carts-types
de ces limites, c’est-a-dire entre les deux valeurs extrémes sulvantes:

mins = 200 + (3)(39,27) = 317,81

et Meup = 600 — (3)(39,27) = 482,19,

En début de cycle, la moyenne sera donc réglée sur 317,81 et un rempla-
cement, éventuellement partiel, ou un nouveau réglage de ’outil de production
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devra avoir lieu avant que la moyenne n’atteigne 482,19. Etant donné qu’entre
deux échantillons successifs I’augmentation de la moyenne est de 4,933, il faudra
intervenir apreés le 33'*™¢ échantillon, puisque, aprés 33 intervalles de temps, la
moyenne sera de:

317,81 + (33)(4,933) = 480,60.

L’usure de l'outil étant fonction du nombre d’articles produits, le délai
avant |'intervention qui vient d'étre calculé n’est valable que si la production
entre deux prélévements successifs reste constante et identique & la produc-
- tion réalisée durant la phase de précontréle. Si les volumes de production entre
prélévements devaient ne pas étre constants, il y aurait lieu d’établir un modele
de régression en considérant comme variable explicative, non pas le numéro d’or-

dre de |’échantillon, mais bien le volume de la production depuis la derniére
intervention sur ’outil.

La procédure qui vient d’étre illustrée peut évidemment étre étendue au
cas ou l'évolution de la moyenne n’est pas linéaire, en faisant appel, soit & des
transformations de variables en vue de linéariser ]a relation, soit en utilisant des
modeles de régression non linéaires.

Il est bien entendu aussi qu'il faudra intervenir plus tét si, indépendamment
de 'augmentation de la moyenne liée & l'usure de l'outil, d’autres causes de
variation Interviennent. Il sera donc utile de suivre 'évolution du procédé par
une carte de contréle des moyennes et des écarts-types par exemple.

Pour les moyennes, la ligne centrale se situera en:
mq = 317,81 + 4,933+
et les limites de contréle correspondront & deux droites paralleles d’équation ;

317,81 + 4,9334 £ uy_, /5 (39,27/V5).

Dans ces relations, ¢ représente le numéro d’ordre de 'échantillon depuis le
dernier réglage de l'outil. | '

Une solution tout a fait équivalente consisterait & effectuer le contrdle, non

pas sur les moyennes observées, Z;, mais sur une transformation linéaire de ces
moyennes . '

T, =; — (317,81 4+ 4,9331).

La ligne centrale serait alors une horizontale située en 0 et les limites de contréle
seraient situées en

iul—a/2(39:27/\/5);
soit en £54,27, si a = 0,002.

Pour les écarts-types, la carte de contrdle serait une carte classique, 1'écart-
type de référence, og, étant égal & 1’écart-type résiduel, soit 39,27,
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3.2. Modélisation de autocorrélation

Au paragraphe 3.1. nous avons implicitement considéré que les valeurs suc-
cessives, IT;, répondent au modele suivant :

Zi=a+bi+ e,

e; étant le résidu de la régression. On a supposé également que les e; sont
indépendants.

L’idée de soustraire des données initiales la partie modélisable et d’effectuer
le contrdle sur les résidus de cette modélisation peut étre étendue a d’autres
situations que la régression.

- En particulier, on peut faire appel aux techniques de modélisation déve-

loppées dans le cadre de 1’étude des séries chronologiques et notamment aux
modeles ARIMA de BOX et JENKINS.

Notre objectif n’est pas de donner ici une description détaillée de ces tech-
niques. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages spécialisés. La référence de base
dans ce domaine est certainement le livre de BoX et JENKINS {1976], mais on

peut mentionner aussi ’ouvrage de NAZEM [1988], qui s’adresse spécialement a
des lecteurs ayant une formation limitée en mathématique et en statistique. Un

résumé est également donné par PALM {1987]. Nous ne présenterons que quelques
notions de base.

Les premiers outils & définir dans ce contexte sont |’autocorrélogramme
et ’autocorrélogramme partiel. Ces outils permettent en effet de vérifier s'il

y a indépendance entre données successives et, dans la négative, d’orienter la
modélisation de ces dépendances.

Afin de rendre les notations plus conformes a celles généralement utilisées
dans l’étude des séries chronologiques, nous allons considérer, dans ce para-
graphe, que la suite des données s’écrit :

L13 L2 ¢e0s3Ltyeseyln,

z; représentant la valeur de la caractéristique au temps ¢, qu’il s’agisse d’une
observation individuelle ou de la moyenne de plusieurs observations.

[’autocorrélation de rang k se définit alors par la relation suivante :

n—k
Z(-’Bt — ) (Te4k — T)
= (k=1,...,K),

T étant la moyenne de la série.

Ce coeflicient mesure l'intensité de la liaison qui existe entre des observa-
tions séparées par k intervalles de temps. En pratique, on se limite le plus souvent,
a ’examen des trois ou quatre premiers coefficients, du moins en ’absence de
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phénomenes périodiques. A partir de ces autocorrélations, on peut définir les
autocorrélations partielles de rang k, qui s’interpretent de la méme fagon que les

coefficients de corrélation partielle en régression multiple : I’autocorrélation par-
tielle de rang k est la corrélation entre des observations séparées par k intervalles

de temps, lorsqu’on élimine de ces observations, I'influence des k —1 observations

intermédiaires. Les autocorrélogrammes sont des représentations graphiques des
autocorrélations en fonction de k.

Si la variable & controler suit une distribution normale, on peut tester la si-
gnification des coefficients d’autocorrélation. En effet, s’il y a indépendance entre
les observations successives, les distributions d’échantillonnage de ces coefficients
sont approximativement normales, de moyenne nulle et d’écart-type égal 4 1//n.
On rejette par conséquent ’hypotheése d’indépendance entre les observations si :

7| > “1—-0/2/\/"_1;
pour une ou plusieurs valeurs de k.

Lorsqu’il y a autocorrélation et qu’on souhaite en tenir compte pour définir

les limites de contrdle, on peut utiliser les modeles ARIMA, car ils sont suscep-
tibles de modéliser des données caractérisées par des autocorrélogrammes de
nature tres diverses.

Considérons d’abord les données pouvant étre décrites par des processus
stochastiques gaussiens stationnaires. Dans ce cas, on considére que les obser-
vations successives, 1,Z2,...,Tn, ont été générées par une distribution de pro-
babilité multinormale dont les moyennes, les variances et les covariances sont
constantes dans le temps. Pour de telles séries, il n’y a donc pas de tendance en
moyenne ni en variance et les autocorrélations et autocorréiations partielles ne
sont fonction que du nombre d’intervalles de temps, k, qui séparent les obser-

vations. De telles données peuvent étre modélisées par les modeles ARMA (p,q)
dont ’expression générale est la suivante:

Tt = P1T¢—1+ P2T¢—2+ ...+ @pTi—p + € — 01841 —O2€i20 — ... —Og€t_q.

Cette expression contient en fait trois parties. La premiere partie est la
partie dite autorégressive d’ordre p et correspond aux p termes du type:

¢ixt-—i (‘l=l,,p)
Pour cette partie autorégressive, on considere que l’observation au temps ¢,

x,, est une fonction des p observations antérieures, les ¢; étant des parametres.

La seconde partie du modele est le résidu au temps ¢, qui est noté e;.
Les résidus relatifs aux observations successives sont considérés comme étant
indépendants et de moyennes nulles. Ils sont comparables aux résidus définis
dans les modeles de régression. Si ces résidus ne sont pas de moyennes nulles, il
suflit d’ajouter une constante au modeéle donné ci-dessus.

La troisieme partie du modele est la partie moyenne mobile d’ordre ¢ et
correspond aux g termes du type:

gjet-—j (.7 = 11:‘?)
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Dans les modeles ARMA, les valeurs de p et g sont fonction de la na-
ture des dépendances entre les observations successives, mais en pratique, elles

dépassent rarement 2. Le choix de ces valeurs se fait sur la base de ’examen
des autocorrélations et des autocorrélations partielles. Il fait partie de la phase

d’identification du modele et peut éventuellement étre remis en cause lors de la
‘phase de validation, dont nous parlerons ci-dessous.

A cette phase d’identification succtde la phase d’estimation, au cours de
laquelle on détermine les valeurs numériques & donner aux parametres ¢; et 6.

Cette estimation se fait par la mise en oeuvre d’algorithmes des moindres carrés
non linéaires.

Enfin, lorsqu’on dispose des estimations de ces paramatres, il reste & vérifier
s1 le modele est adéquat. Cette phase de validation est essentiellement basée sur
I’analyse des erreurs de prévision a ’horizon 1 :

€t = Ty — -‘ft—l(l):

Z;-1(1) représentant la prévision faite au temps ¢t —1 pour ’horizon 1, c’est-a-dire
pour le temps ¢, cette prévision étant réalisée & partir du modele.

Si on trouve que ces erreurs de prévision présentent encore des corrélations
importantes, on revient & la phase d’identification, on modifie les valeurs de p
et/ou de ¢ et on recommence la séquence.

Les modeles ARMA que nous venons de présenter trés brievement concer-
nent, nous ’avons signalé plus haut, des séries stationnaires. La méthodologie
peut €tre étendue sans difficulté aux séries avec une tendance en moyenne et
conduit aux modeles ARIMA. Ces modeles sont en fait des modeles ARMA ap-

pliqués, non pas aux séries brutes, mais aux séries différenciées. Si la tendance
est linéaire, on peut montrer que la différenciation premiere :

W = Tt — Tg—1 ,

¢limine la tendance et la série w; peut étre décrite par les modeles ARMA.
Si la tendance est non linéaire, deux ou plusieurs différenciations successives
permettent d’obtenir une série sans tendance. Lorsqu’on effectue des prévisions
dans le cas de séries avec tendance, on fait d’abord une prévision de la série
différenciée ; ensuite on repasse i la série initiale par le calcul d’une somme,
c’est-a-dire aussi par une intégration, ce qui justifie la dénomination de modéles
Intégres qu’on leur donne. On les représente par le sigle ARIMA (p,d, q), d étant
PPordre de la différenciation (d = 1 pour une différenciation premitre, d = 2 pour

une différenciation seconde, etc.). En pratique, la valeur d dépasse rarement 2
et la détermination de d fait partie de la phase d’identification.

Disposant de la série des erreurs de prévision & 1’horizon 1, é,;, considérées
comme des estimations des résidus, on peut construire les cartes de contréle
classiques pour données individuelles qui ont été décrites précédemment PALM,
1996}. En particulier, pour le contréle de la moyenne du procédé, 1a ligne centrale
correspond a la moyenne des résidus :

n
1 .
EZ—E €t ,
TL

t=1
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qui est généralement proche de zéro et les limites de contréle sont situées en:
€+ Ul—-a/2 Oc ,

la valeur u, _,/; pouvant étre remplacée par k, si on souhaite exprimer les limites
de contrdle en fonction d’un multiple de ’erreur-standard.

Dans cette relation, 6. est une estimation de I’écart-type résiduel du modéele,

cette caractéristique étant obtenue lors de la phase d’estimation des parametres
du modele ARIMA.

Une telle carte de contrdle peut utilement étre accompagnée de la carte de
contrble construite sur les données originales, cette derniere étant plus parlante
pour la visualisation de la dynamique du procédé contrdlé, mais ne servant pas
a déclencher une intervention sur le procédé lorsqu’un point se situe hors des
limites de controle.

MONTGOMERY et MASTRANGELO {1991] ont d’ailleurs suggéré de combiner
en une seule carte de contrdle 'information fournie par la carte de contrdle sur

les résidus et par la carte de contréle sur les données initiales. lls proposent, en
effet, de prendre comme ligne centrale les valeurs successives de Z;_1(1), c’est-a-

dire les prédictions faites par le modeéle au temps t -1 pour le temps ¢, et cornme
limites de contréle les valeurs:

it—l(l) T Ul—q &e :

La construction des cartes de controle aprés modélisation de la série par
les modeles ARIMA est une technique relativement lourde & mettre en oeuvre
a cause des difficultés liées a l'identification des modeles. Il faut remarquer ce-
pendant qu’il existe des logiciels d’analyse des séries chronologiques opérant le

choix d’un modele ARIMA de facon entierement automatique, ce qui simplifie
évidemment |’étape de modélisation.

D’autre part, diverses études relatives aux séries chronologiques ont montré
que, pour de nombreuses séries présentant des autocorrélations positives et une
moyenne n’évoluant pas de fagon trop rapide, de bonnes prévisions a ’horizon
1 sont obtenues par le lissage exponentiel. Dans le cas particulier du modeéle

ARIMA (0,1,1):

Ty =Ti.1+e€ —0es_1,

les prévisions a l’horizon 1 sont d’ailleurs égales aux prévisions a I’horizon 1

obtenues & partir du lissage exponentiel défini au paragraphe 2.3, en prenant
comme parametre de lissage la valeur:

A=1-40.

Sous les conditions qui viennent d’étre énoncées, le lissage exponentiel sim-
ple peut deés lors remplacer la modélisation par les modeles ARIMA et la carte

de contréle est réalisée sur les erreurs de prévision & ’horizon 1 [MONTGOMERY
et MASTRANGELO, 1991].
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Figure 8. Cartes de contréle des moyennes et des amplitudes mobiles :
données brutes simulées a partir du modele autorégressif d’ordre 1.

Une telle carte s’apparente donc aux cartes de contrdle décrites au para-
graphe 2.3 pour des données non corrélées. Il ne faut cependant pas perdre de
vue que, dans le cas des données non corrélées, on porte sur le graphique les va-

leurs lissées, Z;, alors que, dans le cas des données corrélées, on porte les résidus
de prévision c’est-a-dire aussi, en reprenant les notations du paragraphe 2.3, les
valeurs :

Pour illustrer le contréle dans le cas de données autocorrélées, nous avons
simulé 50 observations provenant d’un modele autorégressif d’ordre 1 :

zy = 13,04 + 0,847 x4_1 + €;,

les e; successifs étant des valeurs observées d’une variable normale de moyenne
nulle et d’écart-type égal & 3,9. Ce modele a été proposé par MONTGOMERY

et MASTRANGELO [1991] pour ’analyse d’observations relatives & un procédé
chimique particulier.

La figure 8 donne les cartes de controle pour données individuelles obte-

nues par Minitab, & 'aide de la commande %IMRCHART. Des informations
concernant la construction de ces cartes sont données dans PALM [1996).

L.a moyenne du procédé a été estimée & partir de la moyenne des 50 observa-
tions et ’écart-type a été obtenu en calculant la moyenne des amplitudes mobiles
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déterminées sur deux observations successives et en divisant cette moyenne par
1,12838, qui est ’espérance mathématique de la distribution d’échantillonnage
de ’amplitude d’un échantillon aléatoire et simple de deux observations prélevé
dans une population normale réduite. Les estimations suivantes ont été obte-
nues :

mo=87,06 et d&9=3,3712.

La carte des valeurs individuelles montre qu’une observation est en dehors
des limites de contréle et ’utilisation des regles complémentaires fait apparaitre a
plusieurs reprises 1’absence de stabilité du procédé. En réalité, le procédé semble
ne pas étre sous controle car on n’a pas tenu compte des corrélations entre
observations successives, qui sont importantes, puisque les autocorrélations de
rang 1, 2 et 3 sont, respectivement, égales a 0,62, 0,42 et 0,26.

[’ajustement du modeéle AR(1) a conduit aux résultats suivants:
z, = 29,46 + 0,660z, + &,

’écart-type des résidus étant égal & 4,28. Le modele ajusté est quelque peu
différent du modéle théorique utilisé pour la simulation. Une telle discordance
peut s’expliquer par le nombre relativement faible de données simulées.

La figure 9 donne les cartes de contréle des résidus, établies comme dans
le cas de la figure 8, et on constate qu’aucun point ne se trouve hors des limites
de controle et donc que le procédé est bien sous controle.

La série d’observations a également été soumise au lissage exponentiel, en
donnant au parametre de lissage, A, la valeur 0,707, Cette valeur a été obtenue
en ajustant le modele ARIMA(0,1,1) et en utilisant la relation existant entre
A et 6 qui a été présentée ci-dessus. Les cartes de contrdle sont données a la
figure 10. On peut constater que les résidus du lissage et les résidus du modéle
AR(1) ont un comportement fort semblable. La corrélation entre les deux séries
de résidus est d’ailleurs égale a 0,93 ; il en résulte que les cartes de controle des
figures 9 et 10 sont tout & fait comparables.

4. CARTES DE CONTROLE POUR DONNEES MULTIVARIEES

4.1. Intérét du contrdle multivarié

Jusqu’a présent, nous avons considéré que le contréle du procédé se base
sur une seule caractéristique quantitative. Il peut arriver cependant que plusieurs
caractéristiques soient observées de manieére a en suivre I’évolution simultanée.

A ce sujet, on notera tout d’abord que ’examen de cartes de contrdle
séparées pour les diverses caractéristiques n’est pas une solution adéquate.

En effet, considérons d’abord le cas d’un procédé caractérisé par deux varia-
bles non corrélées. Supposons, en outre, que les distributions d’échantillonnage
des moyennes d’échantillons successifs correspondent a deux variables normales
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Figure 9. Cartes de contrdle des moyennes et des amplitudes mobiles :
résidus obtenus apres ajustement du modeéle AR(1).
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réduites, U; et U;. Si on examine indépendamment chacune des variables et pour

un risque a égal a 0,002, les limites de controle se situent en —3,09 et en 3,09.
Dans ces conditions:

P(-3,09 < U, <«3,09) = P(-3,09 < U; <3,09) = (1 — a) = 0,998,

et la probabilité qu’aucune des deux variables ne soit hors des limites de contréle
s’écrit :

P(-3,09<U; <309 et —3,09<U;<3,09) =(1-a)*=0,996,

puisque les deux caractéristiques sont indépendantes. La probabilité que le procédé

soit déclaré hors de contréle alors qu’il est sous contréle est donc 4 peu pres égale
a 0,004.

On pourrait bien slr ramener cette probabilité a une valeur proche de la va-
leur nominale «a. Il suffirait de considérer, pour les limites de contréole de chacune
des variables, un risque égal a /2. Cela reviendrait donc a remplacer u;_, /2 par
u1-q/4. Pour a = 0,002, les limites de contréle par variable se situeraient alors en
+ 3,29. Les intervalles de contrdle ainsi modifiés s’appellent intervalles de BON-
FERRONIU?) [ALT, 1982]. La généralisation au cas de p variables indépendantes
est immédiate ; il suffit, en effet, de remplacer u;_,/o par u;_, /9.

La solution n’est cependant pas encore satisfaisante, car des couples d’ob-

servations correspondant & des valeurs identiques de la densité de probabilité a
deux dimensions peuvent conduire tantét a accepter, tantt a rejeter ’hypothese
que le procédé est sous contrdle. Ainsi, considérons, par exemple, un échantillon
dont les deux moyennes seraient uy; = 3,0 et uz; = 3,0 et un second échantillon
dont les moyennes seraient uio = 4,24 et ugy = 0. Le premier couple de moyennes
est dans les limites modifiées de contréle pour chacune des variables alors que le
deuxiéme couple est hors des limites de contréle pour la variable uy. Et pourtant,
la densité de probabilité 4 deux dimensions, ¢(ui,uz), qui est égale au produit

des densités de probabilité marginales lorsque les variables sont indépendantes,
est 1dentique pour les deux couples:

$(3) 3(3) = ¢(4,24) $(0) = 0,00002 .

La solution correcte pour définir les limites de contréle est de déterminer,
dans l’espace & deux dimensions, le cercle de rayon R tel que:

PU?+U}<R)=1-aqa.

Ce cercle, appelé cercle de concentration, est le lieu géométrique des points
de méme densité de probabilité a deux dimensions.

On sait que la somme des carrés de deux variables normales réduites indé-
pendantes est une variable x? & 2 degrés de liberté ; on trouve donc que:

R* = X%——a 1
et, pour une valeur de a égale a 0,002, K vaut 3,53.

(12) En anglais : BONFERRONI intervals.
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Figure 11. Intervalles de BONFERRONI et cercle de concentration, dans
le cas de deux variables normales réduites indépendantes (a = 0,002).

La figure 11 donne une représentation graphique de la zone exacte d’accep-
tation de I’hypothése que le procédé est sous contrdle, représentée par le cercle,
ainsi que la zone carrée définie par les limites modifiées de contréle des deux
variables considérées séparément. La figure 11 matérialise également la position
des deux échantillons considérés ci-dessus (points A et B). On constate que pour
chacun des échantillons, le procédé doit étre considéré comme n’étant pas sous
controle.

L’exemple ci-dessus correspond & une situation particuli¢re, du fait de la
non corré¢lation des variables U; et U;. De facon plus générale, les limites de
contrdle exactes sont données, dans ’espace (u1,u3), par des ellipses de concen-
tration dont les axes ne sont pas paralleles aux axes des coordonnées. La dis-
cordance entre la probabilité qu’un couple d’observations se trouve dans cette
ellipse et la probabilité que le couple se trouve dans le rectangle construit & par-
tir des limites modifiées de contréle, calculées variable par variable, est encore

accentuée du fait de cette corrélation, ce qui justifie I'intérét de P’utilisation de
méthodes multivariées exactes.

4.2. Controle du vecteur des moyennes

L’approche multivariée du contrdle repose sur I’hypothése d’une distribu-
tion normale & p variables, de vecteur de moyennes myg et de matrice de variances

et covariances, appelée aussi matrice de dispersion, égale & X.

30



Si les parametres de cette distribution sont connus, I’hypotheése de la con-
formité du vecteur de moyenne d’un échantillon de n observations:

Ho : m; =mg,

peut étre testée en calculant la quantité:

Xove = 1 (Ti —mo) g (& — myo) ,

qui possede, si le procédé est sous contrdle, une distribution x? & p degrés de
liberté [DAGNELIE, 1975].

Par conséquent, une carte de contréle du vecteur des moyennes peut étre
obtenue en portant sur un graphique les valeurs x?, relatives aux échantillons
successifs. La ligne centrale se trouve en p, la limite de contrdle inférieure se
situe en zéro et la limite de contréle supérieure se situe en y%_,_.

Si les parametres de la distribution multinormale ne sont pas connus, ils
peuvent étre estimés & partir des données du passé, comme dans le cas des
cartes de contrdle univariées [PALM, 1996]. Différentes solutions peuvent étre
envisagées. Ainsi par exemple, si on dispose de h échantillons de n observa-
tions prélevés a intervalles réguliers, des estimations non biaisées du vecteur
des moyennes et de la matrice des variances et covariances sont données par

la moyenne des vecteurs des moyennes, I;, et par la moyenne des matrices de
variances et covariances estimées, S;:

h h
7;10:257"/}1 et ﬁ():ZS,;/h.
=1

i=1
Dans ces conditions, et si le procédé est sous contréle, I’expression :
T2 = n(i" —mo)’za_l (53‘ —ﬁlo)

est liée aux distributions de HOTELLING, qui sont, elles-mémes, lies aux dis-

tributions F de FISHER-SNEDECOR [DAGNELIE, 1975]. De fagon plus précise, la
quantité :

hin—-1)—-p+1
plh+1)(n-1)"

posseéde une distribution F & k; = p et ko = h(n — 1) — p + 1 degrés de liberté
[ALT, 1985).

Fope = n (& — 1) 5! (£ — 1i0)

La limite inférieure de contrdle de la carte des valeurs F est, par conséquent,
égale a zéro et la limite supérieure de contréle est égale & Fy_,, la ligne centrale
se situant en kg /(ky — 2), c’est-3-dire pratiquement en 1.

Si le nombre de degrés de liberté du dénominateur, kg, est suffisamment
grand, la distribution de la variable T de HOTELLING peut d’ailleurs étre assi-
milée directement & une distribution 2 & p degrés de liberté.

31



4.3. Controle de la dispersion

En désignant par A; les matrices des sommes de carrés et de produits des
écarts du 1*¢™¢ échantillon :

A;i=(n-1)8;,
le test de conformité de la matrice de dispersion:
Hy : 2; = 3o,
peut étre réalisé, de facon approximative, en calculant l’expression :
Xzbe = =P+ pnIn(n) —nln (JAi| / |Zo]) + tr(Eg ' As),

qui, si ’hypothése nulle est vraie, posséde une distribution x? & p(p+1)/2 degrés
de liberté [ALT, 1985]. Comme pour la carte de contréle de la moyenne, on
porte sur un graphique les valeurs successives de xgw la ligne centrale étant en
p(p+1)/2, la limite de controle inférieure en O et la limite de contréle supérieure
en xi-q-

Une autre solution se base sur la distribution d’échantillonnage de la va-

riance généralisée, c’est-a-dire du déterminant de la matrice de variances et co-
variances.

L’espérance mathématique et |’erreur-standard de la distribution d’échan-
tillonnage de la variance généralisée, |S;|, d’'un échantillon de n observations
sont données par les relations suivantes [ALT, 1985] :

E(ISi]) = b1]Z0| et V(|Si]) = ba|Zo|*,

avecC . .
by=(n-1)7" | [(n i)
et by=(n—1)"*[[(n=4) |[[(r-i+2) - [T(n-3)
* i=1 j=1 j=1

La ligne centrale se trouve alors en b; |2/ et les limites de contréle se situent
en :
by|Xo| £ k /b2 | o],

en remplacant la limite inférieure par zéro si la formule ci-dessus conduit & une

valeur négative. Cette solution ne permet cependant pas de chiffrer exactement
le risque a, car la distribution d’échantillonnage de la variance généralisée n’est
pas exactement normale.

S1 la matrice ¥y est inconnue, on remplace, dans les formules ci-dessus,

les valeurs théoriques par les estimations correspondantes. Ainsi, la matrice de
variances et covariances, X3, est remplacée par la valeur définie au paragraphe
précédent :

h
=) Si/h

t=1
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et la variance généralisée |X;| est remplacée par I’estimation non biaisée sui-
vante:

-,

h
1 ....
52| = FLZ: (1S:1/b1) = |Zol/b; .

La ligne centrale de la carte de contrdle sera donc située en 130, c’est-a-dire
aussi en by |234], et les limites de contréle se placeront en:

b |25 £ k /b2 |3

4.4. Exemple

Pour illustrer les principes décrits ci-dessus, nous avons repris ’exemple
propos¢ par MONTGOMERY [1991] concernant la force de tension (en livres par
pouce carré) et le diametre de fibres textiles (en centitmes de pouce). Au cours

d’'une phase préliminaire, 20 échantillons de 10 fibres ont été prélevés et les
estimations suivantes ont été calculées :

. ([ 115,59 Cog (123 0,79
o = 1,06 e 0=\ 079 083 /)

Le vecteur des moyennes contient les moyennes pour les deux caractéristi-

ques des 200 fibres, et la matrice de variances et covariances est la moyenne des
matrices de variances et covariances des 20 échantillons.

Supposons que, en phase de contréle, le 1*¢™¢ échantillon de 10 observations
soit caractérisé par les valeurs suivantes:

5 114,98 et S — 1,25 0,75
v 1,05 A 0,75 0,78 ]
et qu’on désire vérifier si les caractéristiques des fibres sont bien sous contréle.

Si on considere que mg et ¥y sont suffisamment proches des paramétres
théoriques du procédé, le contréle du vecteur des moyennes et de la matrice de
dispersion peut se faire par I'intermédiaire des distributions y?.

Pour le vecteur des moyennes, il suffit de comparer la valeur:

2 _ 1o 11498-11559 1" [ 1,23 0,79 17" [ 114,98 - 115,59 ]
Xobs = 1,05 - 1,06 0,79 0,83 1,05 — 1,06

o

3 la valeur x§ gog, avec 2 degrés de liberté.

On a, pour a égal & 0,002 :

On accepte donc ’hypothése que le procédé est sous contrdle du point de
vue de la moyenne.
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La procédure utilisée n’est qu’approximative dans la mesure ou le vecteur
des moyennes et la matrice des variances et covariances théoriques ne sont pas

connus mais estimés. De facon plus rigoureuse, il conviendrait de calculer la

aleur 2010 —1) = 24+1 179
—1) -2+
Fopg =74 ————— = — 7,04 = 3,57,
> 2(20 +1)(10—1) ~ 378
et de la comparer & Fpggg avec 2 et 179 degrés de liberté, soit 6,44, ce qui
permettrait également de conclure que le procédé est bien sous contrdle du point

de vue de la moyenne.

On peut constater aussi que le contrdle sur la base de la valeur F est
pratiquement identique au controéle sur la base de la valeur x2. En effet :

Fobs/Fo00s & 0,56 et X2p,/X0 908 = 0,61.

Dans le premier cas, le point est, sur la carte de contrdle, & 56 % de la
limite de contréle, alors qu'il est & 61 % de la limite de contrdle dans le second
cas. Cette faible différence est liée au nombre élevé d’observations réalisées en

vue de l’estimation des parameétres théoriques. Supposons, par exemple, que
les parametres myg et 3o aient été calculés A partir de 10 échantillons de 5
observations et que, en phase de contrdle, ’échantillon ayant donné Z; et S;
soit également de 5 observations, on aurait obtenu des rapports de 0,23 et 0,30,
respectivement pour F et pour x?, ce qui correspond & une différence relative
plus grande que dans le cas ci-dessus.

En ce qui concerne le test de conformité de la matrice de dispersion, on
peut calculer la valeur x2, , définie au paragraphe 4.3, en remplagant cependant
la variance généralisée |Xy| par son estimation non biaisée :

28] = [(1,23)(0,83) — (0,79)(0,79)] / [(9)(8)/(9%)}]
= 0,3968/0,8889 = 0,4464,

On a, en outre,

o _o| 125 075] _[11,25 675
=% 075 078 | = | 675 7,02 |°
| Aq] = 33,4125,
1, _ [ 10,0932 0,1429
Yo Ai= ( ~1,4743 8,3219 ) '

et tr (%5 A;) = 184151

On obtient alors:

2, = —(2)(10) + (2)(10) In(10) — 10 In(33,4125/0,4464) + 18,4151

—20 + 46,0517 — 43,1547 + 18,4151 = 1,3121.
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Cette valeur doit étre comparée a la valeur xg‘ggg a 3 degrés de liberté,
Solt :
X.008 = 14,80,

et on conclut que le procédé est sous controle du point de vue de la dispersion.

Pour la variance généralisée, la ligne centrale se situe en 0,3968 et les limites
de contrdle, pour k = 3, sont en:

0,3968 =+ (3)(0,4464)1/0,4170,

puisque :

by = (10 —1)"4[(10 = 1)(10 — 2)] [(10 = 1 + 2)(10 — 2+ 2) — (10 — 1)(10 — 2)]
— 0,4170.

La limite de contrdole inférieure est remplacée par zéro car la formule ci-
dessus donne une valeur négative et la limite de contrdle supérieure vaut 1,26.
On conclut donc que le procédé est sous contréle du point de vue de la dispersion,
puisque la variance généralisée de ’échantillon |S;|, qui est égale & 0,4125, est
bien située entre les limites de controéle.

Si on disposait d’une succession d’échantillons prélevés a intervalles regu-
liers pendant la phase de contréle, on pourrait, bien entendu, établir les cartes
de controle : il suffirait de répéter, pour chacun des échantillons, les calculs qui

viennent d’étre réalisés et de porter les résultats sur un graphique.

5. QUELQUES INFORMATIONS COMPLEMENTAIRES

Pour des données indépendantes, nous avons décrit, dans la présente note,
trois procédures basées sur la combinaison des résultats de plusieurs échantillons :
le contréle des moyennes mobiles, le contréle apres lissage exponentiel et le
controle sur les sommes cumulées. Nous avons également signalé que, par rapport
aux cartes de contréle de SHEWHART, ces cartes avaient ’avantage de permettre
une détection plus rapide des modifications de moyennes inférieures a 1,5 ou 2
fois ’erreur-standard, du moins si elles sont congues de facon adéquates.

MONTGOMERY [1991] signale que le contrdle sur les moyennes mobiles est en

général moins performant que le contréle apres lissage exponentiel ou le controdle
sur les sommes cumulées, dans le cas de faibles modifications de moyennes. Cet
auteur a également constaté que le contréle apres lissage est souvent supérieur

au contrble sur les sommes cumulées pour détecter des modifications plus im-
portantes de la moyenne, surtout si A est plus grand que 0,1.

Afin d’assurer une bonne sensibilité du contréle, a la fois pour des modifica-

tions faibles et pour des modifications importantes des moyennes, MONTGOMERY
[1991] suggere de combiner les cartes des moyennes proposées par SHEWHART

avec le controle apres lissage exponentiel. Dans ces cas, ’auteur propose d’écarter
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légérement les limites de contréle, en donnant & la constante k, qui intervient
dans la méthode de ’erreur-standard, une valeur de 3,25 ou méme 3,50, au lieu
de la valeur 3, traditionnellement retenue.

Au paragraphe 2, les cartes de contrdle ont été présentées dans le cas
du contréle par mesures. Des adaptations peuvent cependant étre envisagées
pour les contrdles par comptages. Considérons, par exemple, la situation ou on
dénombre les défauts sur des lots comportant un nombre constant d’articles.
Pour une telle situation, nous avons vu que, en utilisant ’approximation nor-
male, les limites de contréle s’écrivent :

Yo == Ul —a/2 \/y—oi

yo €tant le nombre moyen de défauts par lot. Si on soumet les valeurs observées
successives, y;, au lissage exponentiel :

y; = Ay + (1 - A)¥i_1,

les limites de controle tendront vers les valeurs:

[ Ayo
Yo X uUj_q/2 5 )"

Des références bibliographiques pour l'utilisation des cartes de sommes cu-

mulées pour des distributions autres que la normale sont données par GOEL
1982].

D’autre part, pour le contréle de données multivariées, nous nous sommes
limités & la présentation d’une ou deux méthodes (paragraphe 4) mais d’au-

tres solutions peuvent étre envisagées. Il s’agit notamment de ’établissement de
cartes basées sur la généralisation & p dimensions du lissage exponentiel (}3) et des

sommes cumulées(14), Une revue bibliographique de ces méthodes multivariées
de contréle a été réalisée par WIERDA [1994].

De fagon générale, lorsqu’un procédé est considéré comme n’étant pas
sous contrdle, se pose le probléme de rechercher les raisons de cette situation
et, plus particulierement, la ou les variables responsables du signal. Une solu-
tion est évidemment d’analyser les cartes de contrdle univariées. Mais, comme
nous l’avons vu au paragraphe 4.1, il peut arriver que ce soit la combinaison
de deux ou plusieurs variables qui provoque le signal, chacune des variables
prise indépendamment étant sous contrdle. Diverses techniques d’analyse mul-

tivariée peuvent étre envisagées et notamment |’analyse en composantes princi-
pales [JACKSON, 1991].

Enfin, on notera que, ni le logiciel SAS, ni le logiciel Minitab n’offrent
la possibilité de construire, de fagon automatique, les cartes de controle multi-

variées. Pour les données bivariées, un programme SAS est cependant proposé
dans la documentation SAS [SAS, 1995).

(13)Bn anglais : multivariate exponentially weighted moving average chart, MEWMA
chart.

(14) B anglais : multivariate sum chart, MCUSUM chart.
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