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Introduction

Les signaux et les images sont couramment représentés et compressés à partir de leurs
coefficients d’ondelettes ; l’efficacité de ces méthodes repose entre autres sur les algorithmes
de décomposition rapide [30]. Par ailleurs, si l’on veut étudier des propriétés d’un signal
par l’intermédiaire de ses coefficients d’ondelettes, il est indispensable, d’un point de vue
mathématique, que la traduction de ces propriétés en termes de coefficients soit invariante
par rapport à la base d’ondelettes choisie. Dans ce cadre, ces propriétés peuvent donc être
étudiées intrinsèquement du point de vue de l’analyse fonctionnelle en utilisant les espaces
de suites.

Une des propriétés les plus étudiées en analyse du signal est certainement la régularité
Höldérienne, pour laquelle de nombreux résultats ont été obtenus ([1, 43]). Dans un contexte
général, cette régularité peut se définir par l’exposant de Hölder du signal, introduit comme
suit. Soient α un réel positif et x0 un point de Rd. Une fonction f définie sur Rd et à valeurs
dans R appartient à Cα(x0) s’il existe un polynôme P de degré strictement inférieur à α
et des constantes C > 0 et R > 0 tels que

|f(x)− P (x)| ≤ C|x− x0|α

si |x− x0| ≤ R. L’exposant de Hölder de f en x0 est le supremum de toutes les valeurs de
α pour lesquelles f appartient à Cα(x0). Le spectre des singularités d’un signal f est alors
défini par la fonction qui associe à toute valeur h la "taille" de l’ensemble des points pour
lesquels l’exposant de Hölder de f est h. Dans ce contexte, la "taille" d’un ensemble est
déterminée par sa dimension de Hausdorff ([9, 21, 25]).

Dans de nombreux domaines de l’analyse, l’utilisation des espaces de Besov est naturelle
et suffisante. Cependant, il est apparu dans [24] que la structure de ceux-ci n’était pas assez
riche pour rendre compte de toute l’information spécifique contenue dans la distribution
des coefficients. C’est dans ce contexte que S. Jaffard a introduit dans [24] les espaces de
type Sν , afin d’obtenir de nouveaux résultats sur la régularité Höldérienne d’un signal.

Dans le but d’obtenir un nouveau contexte pour étudier ces informations sur des si-
gnaux, S. Jaffard propose dans [24] la définition suivante : étant donné une fonction crois-
sante et continue à droite ν : R → {−∞} ∪ [0, 1], une fonction f appartient à l’espace Sν

si ses coefficients d’ondelettes satisfont

∀α ∈ R,∀ε > 0,∀C > 0,∃J ≥ 0 : #Ej(C, α)(f) ≤ 2(ν(α)+ε)j, ∀j ≥ J,
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où
Ej(C, α)(f) =

{
k : |cj,k| ≥ C2−αj

}
, j ≥ 0, α ∈ R, C ≥ 0.

Il montre que ces espaces ne dépendent pas de la base d’ondelettes choisie, ce qui permet
d’étudier ceux-ci comme des espaces de suites (c’est-à-dire en considérant uniquement
les coefficients d’ondelettes). C’est de ce point de vue d’analyse fonctionnelle que nous
étudierons ces espaces.

Du point de vue de l’analyse fonctionnelle, les espaces Sν sont des espaces vectoriels
de suites pouvant être munis d’une topologie tout à fait naturelle qui en fait des espaces
vectoriels topologiques métrisables, séparables et complets [6].

La p-convexité locale des espaces Sν a été également étudiée. Il s’est avéré que ces
espaces n’étaient jamais p-normables. Cependant, une condition nécessaire et suffisante
pour la p-convexité locale de ces espaces a été démontrée dans [2]. Ainsi, lorsque p = 1,
les espaces Sν sont des espaces de Fréchet et les propriétés relatives à ces espaces ont été
étudiées. Les résultats montrent que ces espaces sont de Schwartz mais non nucléaires. Dans
le cas où p < 1, ces propriétés doivent être généralisées au cas non localement convexe.
Certaines questions restent encore ouvertes.

Algébriquement, le dual topologique des espaces de type Sν est une union d’espaces du
même type. Cependant, dans [2], la topologie forte sur le dual a été étudiée uniquement
dans le cas localement convexe et la caractérisation du dual fort était donc incomplète.
Mais récemment, J. Wengenroth et L. Frerick ont apporté dans [16] une réponse dans le
cas général des espaces vectoriels topologiques métrisables et de Schwartz en montrant que
leur dual fort est une limite inductive d’espaces de Banach. Cela apporte un complément
au résultat qui avait été trouvé dans [2].

En utilisant cette approche, des applications dans le contexte de l’analyse multifractale
de signaux ont été obtenues, notamment dans [5]. En particulier, l’introduction des espaces
Sν fournit un outil intéressant pour l’étude des spectres de singularités non concaves. Par
ailleurs, dernièrement, M. Clausel et S. Nicolay se sont penchés sur un autre aspect de
l’analyse multifractale, basée sur une notion d’irrégularité et non plus de régularité höl-
dérienne. En utilisant les espaces Sν , ils ont obtenu des résultats encourageants ([12]) qui
ouvrent la porte à de nouvelles questions.

Le contenu de ce mémoire est le suivant.

Dans le premier chapitre, nous introduisons les espaces Sν : d’où viennent-ils et quelles
sont leurs premières propriétés naturelles du point de vue topologique ? Cette partie consiste
en un résumé de l’information déjà obtenue dans des articles de J.-M. Aubry, F. Bastin, S.
Dispa et S. Jaffard [2, 6, 7], avec plusieurs ajouts et exemples. Ce chapitre est également
complété par l’étude des bases topologiques dans ces espaces.

Dans le deuxième chapitre, nous nous penchons sur la caractérisation du dual des
espaces de type Sν . Pour cette caractérisation, nous nous basons sur la note récente de J.
Wengenroth et L. Frerick [16] que nous développons pour l’appliquer aux espaces qui nous
intéressent. Le but est alors de l’améliorer en diminuant les hypothèses proposées.
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Dans le dernier chapitre de ce mémoire, la notion de prévalence est étudiée. Le concept
de prévalence permet de définir une notion de "presque partout" dans des espaces de
dimension infinie. Quelques applications classiques sont également présentées. Enfin, nous
montrerons comment cette notion appliquée dans le cas des espaces Sν nous permet d’avoir
des informations sur la régularité Höldérienne d’un signal.
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Chapitre 1

Introduction aux espaces Sν

1.1 Première approche des espaces de type Sν

Le développement de l’analyse multifractale a montré la nécessité d’organiser l’infor-
mation de manière hiérarchique. Au lieu d’un ensemble séquentiel de données, une carac-
téristique clé des ondelettes est que les coefficients d’ondelettes héritent d’une indexation
hiérarchique multi-indicée par un arbre binaire. Pour étudier l’information contenue dans
ces coefficients, il faut donc que l’espace de suites considéré reflète cette organisation.

Dans la longue tradition d’étude des espaces de suites, aucun intérêt particulier n’avait
été donné à une structure hiérarchique de l’ensemble des indices. Mais les applications,
telles que l’analyse multifractale, comptent beaucoup sur cette structure : des coefficients
à des échelles différentes n’ont pas la même importance, mais à une même échelle, ils sont
souvent interchangeables. Des espaces de suites mettant l’accent sur cette caractéristique
spécifique ont été introduits : les espaces de suites de Besov en sont un exemple. Cependant,
ces espaces et leurs topologies ne fournissent qu’un contrôle indirect sur la répartition
asymptotique de la taille des coefficients. Le contrôle direct, comme demander le nombre
de coefficients ayant une certaine taille à une échelle donnée, fut la motivation qui a conduit
à la classe plus générale des espaces vectoriels topologiques appelés Sν .

Donnons quelques précisions et profitons-en pour introduire quelques notations. Sup-
posons que l’espace sur lequel les ondelettes sont définies est de dimension 1 (tout ce qui
suit peut se généraliser dans le cas d’une dimension quelconque). Nous nous intéressons
aux fonctions périodiques et nous considérons une mère d’ondelette ψ dans la classe de
Schwartz. Si l’on pose

ψj,k(x) :=
∑
l∈Z

ψ(2j(x− l)− k) , j ∈ N, k ∈
{

0, ..., 2j − 1
}
,

les fonctions périodiques 2
j
2ψj,k avec la fonction constante égale à 1 forment une base

orthonormée des fonctions de période 1 dans L2([0, 1]). Si f est une fonction de période 1,

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX ESPACES Sν 2

alors nous notons

cj,k = 2j
∫

[0,1]

f(x)ψj,k(x)dx , j ∈ N, k ∈
{

0, ..., 2j − 1
}

les coefficients d’ondelettes de la fonction f .

Soit ~c la suite de coefficients d’ondelettes de la fonction f . Afin d’étudier la taille des
coefficients à une échelle j ∈ N donnée, posons

Fj(x) = #{k : |cj,k| < x}

pour tout x ≥ 0. En supposant que l’information disponible sur f est précisément la
collection des fonctions Fj, nous aimerions savoir quelle information indépendante de la
base d’ondelettes choisie peut être déduite des Fj. Pour cela, S. Jaffard considère dans [24]
deux candidats νf et ρf , qui expriment le comportement asymptotique du nombre de
coefficients ayant un ordre de grandeur donné.

Définition 1.1.1. Le profil d’ondelette νf de f est défini par

νf (α) = lim
ε→0+

(
lim sup
j→+∞

(
log#Ej(1, α + ε)(f)

log 2j

))
pour tout α ∈ R, où

Ej(C, α)(f) =
{
k : |cj,k| ≥ C2−αj

}
et donc

#Ej(C, α)(f) = 2j − Fj(C2−αj).

De plus, si

ρf (α, ε) = lim sup
j→+∞

(
log(#Ej(1, α + ε)− (#Ej(1, α− ε))

log(2j)

)
,

la densité d’ondelette ρf de f est définie par

ρf (α) = inf
ε>0

ρf (α, ε).

Comme souhaité, ces définitions formalisent le fait qu’il y a approximativement 2νf (α)j

coefficients de module plus grand que 2−αj, et approximativement 2ρf (α)j coefficients de
module environ égal à 2−αj.

Proposition 1.1.2. Si f est une fonction de période 1 qui définit une distribution et si ~c
est la suite de coefficients d’ondelettes de la fonction f , alors il existe α0 ∈ R tel que

sup
j∈N,k∈{0,...,2j−1}

2α0j|cj,k| < +∞,

d’où νf (α) = −∞ pour tout α < α0.
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Démonstration. En effet, soit f une fonction périodique de période 1 qui définit une dis-
tribution. Cette distribution est donc tempérée et il existe J ∈ N, N ∈ N et C > 0 tels
que ∣∣∣∣∫

R
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C sup
x∈R

sup
α≤J

∣∣(1 + |x|)NDαg(x)
∣∣

pour tout g ∈ S(R). De plus, comme la mère d’ondelettes ψ a été choisie dans la classe de
Schwartz, il existe une constante C ′J,N > 0 telle que

sup
x∈R

sup
α≤J

(1 + |x|)N |Dαψ(x)| = C ′J,N <∞.

Soient j ∈ N et k ∈ {0, ..., 2j − 1}. Nous avons

cj,k = 2j
∫ 1

0

f(x)ψj,k(x)dx

= 2j
∫ 1

0

f(x)
∑
l∈Z

ψ(2j(x− l)− k)dx

= 2j
∑
l∈Z

∫ 1

0

f(x)ψ(2j(x− l)− k)dx

= 2j
∑
l∈Z

∫ 1−l

−l
f(x)ψ(2jx− k)dx

= 2j
∫

R
f(x)ψ(2jx− k)dx

d’où

|cj,k| = 2j
∣∣∣∣∫

R
f(x)ψ(2jx− k)dx

∣∣∣∣
≤ 2jC sup

x∈R
sup
α≤J

∣∣(1 + |x|)NDα(ψ(2jx− k))
∣∣

≤ 2jC sup
x∈R

sup
α≤J

∣∣(1 + |x|)N2αj(Dαψ)(2jx− k))
∣∣

≤ 2jC sup
x∈R

sup
α≤J

∣∣∣∣(1 + |x|)N2αj
C ′J,N

(1 + |2jx− k|)N

∣∣∣∣
≤ CC ′J,N2j(1+J) sup

x∈R

(1 + |x|)N

(1 + |2jx− k|)N

pour tous j ∈ N, k ∈ {0, ..., 2j − 1}. En utilisant la relation

1 + |t| ≤ (1 + |t− s|)(1 + |s|)

vérifiée pour tous s, t ∈ R, on obtient

1 + |x| ≤ (1 + |x− 2−jk|)(1 + 2−jk)
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d’où

1 + |x| ≤ (1 + 2−j|2jx− k|)(1 + 2−jk)

≤ (1 + 2−j|2jx− k|)(1 + 2−j2j)

≤ 2(1 + 2−j|2jx− k|)
≤ 2(1 + |2jx− k|).

Par conséquent,
(1 + |x|)N

(1 + |2jx− k|)N
≤ 2N

et nous obtenons ainsi l’existence du α0.

Nous supposerons donc dans la suite que les coefficients cj,k satisfont cette condition.
De plus, il est clair que la fonction νf est croissante, continue à droite et à valeurs dans
{−∞} ∪ [0, 1]. De même, la fonction ρf est à valeurs dans {−∞} ∪ [0, 1] et ρf (α) = −∞
si α < α0.

Dans [24], S. Jaffard montre que νf ne dépend pas de la base d’ondelettes choisie
mais que cela n’est pas toujours vérifié pour la fonction ρf . Afin de considérer un signal
f uniquement au travers de ses coefficients d’ondelettes, il est alors naturel d’utiliser la
fonction νf . Ces observations justifient l’approche suivante.

Considérons une fonction croissante ν : R → {−∞} ∪ [0, 1] continue à droite qui
n’est pas identiquement égale à −∞. Une telle fonction est appelée un profil admissible.
Définissons

αmin := inf {α : ν(α) ≥ 0}

et
αmax := inf {α : ν(α) = 1}

avec la convention que inf ∅ = +∞. Nous avons donc
ν(α) = −∞ si α < αmin
ν(α) ∈ [0, 1[ si αmin ≤ α < αmax
ν(α) = 1 si α ≥ αmax

Remarque 1.1.3. Si αmax = +∞, alors la fonction ν est telle que ν(α) < 1 pour tout
α ∈ R. Si αmin = −∞, alors ν est une fonction à valeurs dans [0, 1]. Il s’agit d’un cas
dégénéré que nous ne considérerons pas vu la proposition 1.1.2.

Au vu des considérations précédentes, nous allons considérer les signaux uniquement
au travers de leurs coefficients d’ondelettes. Pour cela, notons Ω l’ensemble des suites de
complexes ~c = (cj,k)j∈N,k∈{0,...,2j−1}.
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Définition 1.1.4.

Etant donné un profil admissible ν, l’espace Sν est l’ensemble des suites ~c ∈ Ω telles que

∀α ∈ R,∀ε > 0,∀C > 0,∃J ≥ 0 : #Ej(C, α)(~c) ≤ 2(ν(α)+ε)j,∀j ≥ J

où
Ej(C, α)(~c) =

{
k : |cj,k| ≥ C2−αj

}
et où #A désigne le cardinal de l’ensemble A.

Définition 1.1.5. Si ~c ∈ Ω, nous définissons

ν~c(α) = lim
ε→0+

(
lim sup
j→+∞

(
log#Ej(1, α + ε)(~c)

log 2j

))
pour tout α ∈ R.

Proposition 1.1.6. L’espace Sν est un espace vectoriel et satisfait

Sν = {~c ∈ Ω : ν~c(α) ≤ ν(α) , ∀α ∈ R} .

Démonstration. La preuve de ce résultat se trouve dans [6].

1.2 Exemples et connexion avec les espaces de Besov
Dans cette section, nous proposons quelques exemples concrets d’espaces Sν , ainsi que

le lien existant entre ces espaces et les espaces de Besov.

Exemple 1.2.1. Pour le premier exemple, considérons l’application ν définie pour tout
α ∈ R par

ν(α) = 1.

Dans ce cas, pour tous α ∈ R, ε > 0 et C > 0,

#Ej(C, α)(~c) ≤ 2j < 2(ν(α)+ε)j

pour tout j ∈ R et tout ~c ∈ Ω. Par conséquent

Sν = Ω.

Remarque 1.2.2. Remarquons que la réciproque est également vraie : si ν est un profil
admissible tel que Sν = Ω, alors ν = 1. En effet, procédons par l’absurde et supposons qu’il
existe α ∈ R tel que ν(α) < 1. Considérons la suite ~c définie par

cj,k = C2−αj ∀j ∈ N , k ∈ {0, ..., 2j − 1}
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où C > 0 est une constante fixée. Puisque ~c ∈ Sν , pour tout ε > 0, il existe J ∈ N tel que

#{k : |cj,k| ≥ C2−αj} ≤ 2(ν(α)+ε)j ∀j ≥ J.

Soit ε > 0 tel que ν(α) + ε < 1. Alors

#{k : |cj,k| ≥ C2−αj} = 2j > 2(ν(α)+ε)j ∀j ∈ N,

d’où une contradiction.

Afin de considérer des exemples moins triviaux, nous allons considérer les espaces de
suites de Besov bsp,q. Rappelons auparavant les définitions suivantes.

Définition 1.2.3. Soient 0 < p <∞ et X un ensemble dénombrable d’indices. On appelle
lp(X) l’espace des suites de complexes (cn)n∈X telles que la série

∑
n∈X |cn|p converge.

Définition 1.2.4. Soit X un ensemble dénombrable d’indices. L’ensemble des suites de
complexes (cn)n∈X bornées est appelé l’espace l∞(X).

Nous pouvons à présent introduire les espaces de suites de Besov bsp,q. Ces espaces sont
les équivalents discrets des espaces de Besov périodisés Bs

p,q de fonctions ou de distributions
([24, 34]). Plus précisément, si ψ est une mère d’ondelette choisie dans la classe de Schwartz
et si (cj,k)j∈N,k∈{0,...,2j−1} sont les coefficients d’ondelette d’une fonction f de période 1 dans
la base formée de la fonction constante égale à 1 et des fonctions 2

j
2ψj,k, alors f ∈ Bs

p,q si
et seulement si ses coefficients d’ondelettes (cj,k)j∈N,k∈{0,...,2j−1} satisfont2(s− 1

p)j

2j−1∑
k=0

|cj,k|p
 1

p


j∈N

∈ lq(N).

Cela nous amène à la définition suivante des espaces de suites de Besov.

Définition 1.2.5. Pour tous s ∈ R, 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞, une suite ~x de Ω appartient
à l’espace de Besov bsp,q si2(s− 1

p)j

2j−1∑
k=0

|xj,k|p
 1

p


j∈N

∈ lq(N).

Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement aux espaces de Besov bsp,∞. Nous
allons à présent munir ces espaces d’une min(1, p) norme. Rappelons tout d’abord la défi-
nition suivante.
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Définition 1.2.6. Soit E un espace vectoriel et soit 0 < p ≤ 1. Une application

q : E → [0,+∞[

est une p semi-norme si{
q(λe) = |λ|q(e) ∀λ ∈ C, e ∈ E
(q(e+ f))p ≤ (q(e))p + (q(f))p ∀e, f ∈ E

Si de plus
q(e) = 0⇔ e = 0,

alors q est une p norme.

Remarque 1.2.7. La notion de p semi-norme n’a été définie que dans le cas où 0 < p ≤ 1.
Il serait naturel d’étendre cette définition au cas où p > 1. Cependant, si p > 1 et si
q : E → [0,∞[ est une application telle que{

q(λe) = |λ|q(e) ∀λ ∈ C, e ∈ E
(q(e+ f))p ≤ (q(e))p + (q(f))p ∀e, f ∈ E,

alors q est identiquement nulle. En effet, supposons qu’il existe e ∈ E tel que q(e) 6= 0.
Alors

(q(e))p =
(
q
(e

2
+
e

2

))p
≤ 21−p(q(e))p,

d’où 1 ≤ 21−p, ce qui est impossible puisque p > 1.

Définition 1.2.8. Pour tous s ∈ R et 0 < p < ∞, la min(1, p) norme de Besov ‖~x‖bsp,∞
d’une suite ~x est définie par

‖~x‖bsp,∞ = sup
j∈N

2(s− 1
p)j

2j−1∑
k=0

|xj,k|p
 1

p

.

Pour vérifier que l’espace bsp,∞ est min(1, p) normé, penchons-nous d’abord sur les es-
paces de suites lp et caractérisons les inclusions existant entre ces espaces.

Définition 1.2.9. Soient 0 < p <∞ et X un ensemble dénombrable d’indices. Pour tout
~c ∈ lp(X), posons

‖~c‖p =

(∑
n∈X

|cn|p
) 1

p

,

et pour tout ~c ∈ l∞(X),
‖~c‖∞ = sup

n∈X
|cn|.

Définition 1.2.10. Soit 1 < p <∞. Puisqu’on a 0 < 1
p
< 1, il existe un nombre réel q > 1

tel que 1
p

+ 1
q

= 1. Les nombres p et q sont appelés des exposants conjugués.
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Remarque 1.2.11. Si p = 1, l’exposant conjugué de p est q = ∞. Bien sûr, si p = ∞,
l’exposant conjugué de p est q = 1.

Proposition 1.2.12 (Inégalité de Hölder). Soient X un ensemble dénombrable d’indices,
1 ≤ p ≤ ∞ et q l’exposant conjugué de p. Si ~c ∈ lp(X) et ~d ∈ lq(X), alors (cndn)n∈X ∈ l1(X)
et ∑

n∈X

|cndn| ≤ ‖~c‖p‖~d‖q.

Démonstration. La preuve est classique et peut être trouvée dans [26, 27, 33] par exemple.

Proposition 1.2.13. Soient 0 < p ≤ ∞ et X un ensemble dénombrable d’indices. Alors
‖.‖p est une min(1, p) norme sur l’espace lp(X).

Démonstration. Dans le cas où p ≥ 1, le résultat est classique et peut être trouvé notam-
ment dans [26, 27, 33]. Si 0 < p < 1, il est clair qu’il suffit de montrer que

‖~c+ ~d‖pp ≤ ‖~c‖pp + ‖~d‖pp.

Remarquons que la fonction

t ≥ 0 7→ (1 + t)p

1 + tp

est décroissante sur [0, 1], croissante sur [1,+∞[, et son minimum réalisé en t = 1 vaut
2p−1. De plus, sa limite en +∞ vaut 1 et sa valeur en 0 vaut 1. Puisque 0 < p < 1, nous
avons donc pour tout t ≥ 0

(1 + t)p

1 + tp
≤ 1.

En considérant t = |y|
|x| , il s’ensuit que

(|x|+ |y|)p ≤ |x|p + |y|p

pour tous x, y ∈ C, x 6= 0. De plus, cette relation est trivialement vérifiée si x = 0. Par
conséquent, nous obtenons que

‖~c+ ~d‖pp =
∑
n∈X

|cn + dn|p

≤
∑
n∈X

(|cn|+ |dn|)p

≤
∑
n∈X

(|cn|p + |dn|p)

≤ ‖~c‖pp + ‖~d‖pp,

d’où la conclusion.
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Le lemme suivant nous donne des informations concernant les inclusions existant entre
les espaces de suites lp. Cela nous sera utile pour l’étude des espaces de suites de Besov.

Lemme 1.2.14. Si 0 < p ≤ q ≤ ∞ et si X est un ensemble dénombrable d’indices, alors
lp(X) ⊂ lq(X) et

‖~x‖q ≤ ‖~x‖p
pour tout ~x ∈ lp(X).

Démonstration. Le cas où ~x = ~0 étant trivial, nous pouvons supposer que ~x 6= ~0. Si q <∞,
posons

~y =
~x

‖~x‖p
.

Il suffit à présent de montrer que ‖~y‖q ≤ 1. Nous savons que∑
n∈X

|yn|p = 1

d’où |yn| ≤ 1 pour tout n ∈ X. Par conséquent, il est clair que∑
n∈X

|yn|q ≤
∑
n∈X

|yn|p.

puisque p ≤ q. Ainsi,
‖~y‖qq ≤ ‖~y‖pp = 1

d’où la conclusion.

Considérons à présent le cas où q =∞. Si ~x ∈ lp(X), alors

‖~x‖p =

(∑
n∈X

|xn|p
) 1

p

<∞.

Par conséquent, ∑
n∈X

|xn|p = ‖~x‖pp

et |xn|p ≤ ‖~x‖pp pour tout n ∈ X. Ainsi, nous obtenons que

sup
n∈X
|xn| ≤ ‖~x‖p

d’où la conclusion.
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Remarque 1.2.15. En utilisant le lemme 1.2.14, il est clair que si q est une p semi-norme,
c’est également une p′ semi-norme pour tous p, p′ tels que 0 < p′ < p ≤ 1. En effet, si q est
une p semi-norme et si 0 < p′ < p ≤ 1, alors

q(e+ f) ≤ ((q(e))p + (q(f))p)
1

p

≤ ((q(e))p
′
+ (q(f))p

′
)

1
p′

pour tous e, f ∈ E, d’où
(q(e+ f))p

′ ≤ (q(e))p
′
+ (q(f))p

′

pour tous e, f ∈ E.

Proposition 1.2.16. L’application ‖.‖bsp,∞ est une min(1, p) norme sur l’espace bsp,∞.

Démonstration. En effet, il est clair que ‖λ~x‖bsp,∞ = |λ|‖~x‖bsp,∞ pour tous λ ∈ C et ~x ∈ bsp,∞,
et que ‖~x‖bsp,∞ = 0 implique ~x = ~0.

De plus, supposons d’une part que p ≥ 1. Alors pour ~x, ~y ∈ bsp,∞,

‖~x+ ~y‖bsp,∞ = sup
j∈N

2(s− 1
p)j

2j−1∑
k=0

|xj,k + yj,k|p
 1

p

≤ sup
j∈N

2(s− 1
p)j


2j−1∑

k=0

|xj,k|p
 1

p

+

2j−1∑
k=0

|yj,k|p
 1

p


≤ ‖~x‖bsp,∞ + ‖~y‖bsp,∞

où la première inégalité provient du fait que ‖.‖p est une semi-norme.
D’autre part, si p < 1 et si ~x, ~y ∈ bsp,∞,

‖~x+ ~y‖pbsp,∞ = sup
j∈N

2(s− 1
p)jp

2j−1∑
k=0

|xj,k + yj,k|p


≤ sup
j∈N

2(s− 1
p)jp

2j−1∑
k=0

|xj,k|p +
2j−1∑
k=0

|yj,k|p


≤ ‖~x‖pbsp,∞ + ‖~y‖pbsp,∞
puisque ‖.‖p est une p semi-norme.

Remarque 1.2.17. Nous pouvons étendre de manière naturelle la définition des espaces
de Besov au cas où p =∞ par l’ensemble des suites ~x ∈ Ω telles que

‖~x‖bs∞,∞ := sup
j∈N

sup
k∈{0,...,2j−1}

2sj|xj,k| <∞.

C’est l’espace de suites de Hölder Cs. Il est immédiat de vérifier que l’application ‖.‖bs∞,∞
est une norme sur Cs. On la note également ‖.‖Cs .
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Exemple 1.2.18. Considérons à présent l’application ν définie par

ν(α) =

{
−∞ si α < a

1 si α ≥ a

où a ∈ R et montrons que dans ce cas,

Sν =
⋂
ε>0

Ca−ε.

Soit ~c ∈ Sν et soit ε > 0. Si l’on fixe C > 0, il existe J ∈ N tel que

#{k : |cj,k| ≥ C2−(a−ε)j} = 0 ∀ j ≥ J

d’où
2(a−ε)j|cj,k| < C ∀ j ≥ J.

Comme le nombre d’indices (j, k) tels que j < J est fini, on en tire que

sup
j∈N

sup
k∈{0,...,2j−1}

2(a−ε)j|cj,k| <∞

c’est-à-dire ~c ∈ Ca−ε.

Réciproquement, supposons que ~c ∈
⋂
ε>0C

a−ε et montrons que ~c ∈ Sν . Soient α ∈ R,
ε > 0 et C > 0. Si α ≥ a, alors

#{k : |cj,k| ≥ C2−αj} ≤ 2j < 2(ν(α)+ε)j

pour tout j ∈ N. D’autre part, si α < a, soit ε > 0 tel que α + ε < a. Puisque ~c ∈ Ca−ε, il
existe une constante D > 0 telle que

sup
j∈N

sup
k∈{0,...,2j−1}

2(a−ε)j|cj,k| < D.

De plus, il existe J ∈ N tel que
C2(a−ε−α)j ≥ D

si j ≥ J . Par conséquent,

#{k : |cj,k| ≥ C2−αj} = #{k : 2(a−ε)j|cj,k| ≥ C2(a−ε−α)j}
= 0

pour tout j ≥ J , d’où ~c ∈ Sν .

La proposition suivante donne des informations sur les inclusions existant entre les
espaces de suites de Besov et de Hölder.
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Proposition 1.2.19.
(1) Pour tous s, s′ ∈ R et tous p, p′ > 0 tels que

p′ ≥ p et s− 1

p
≥ s′ − 1

p′
,

nous avons
bsp,∞ ⊂ bs

′

p′,∞

continûment.
(2) Si s ∈ R et p > 0, alors

b
s+ 1

p
p,∞ ⊂ Cs

continûment.
(3) Si 0 < p ≤ p′ et s ∈ R, alors

bsp′,∞ ⊂ bsp,∞

continûment.

Démonstration. Démontrons tout d’abord le point (1). Soient s, s′ ∈ R, p, p′ > 0 tels que

p′ ≥ p et s− 1

p
≥ s′ − 1

p′

et ~x ∈ bsp,∞. Pour tout j ∈ N, nous avons

2

(
s′− 1

p′

)
j

2j−1∑
k=0

|xj,k|p
′

 1
p′

≤ 2(s− 1
p)j

2j−1∑
k=0

|xj,k|p
′

 1
p′

puisque s− 1
p
≥ s′ − 1

p′
. De plus, vu le lemme 1.2.14 et puisque p′ ≥ p, nous obtenons

2j−1∑
k=0

|xj,k|p
′

 1
p′

≤

2j−1∑
k=0

|xj,k|p
 1

p

pour tout j ∈ N, d’où
‖~x‖bs′

p′,∞
≤ ‖~x‖bsp,∞ <∞

et ~x ∈ bs′p′,∞.

Passons à présent à la preuve du point (2). Soient s ∈ R, p > 0 et ~x ∈ b
s+ 1

p
p,∞ . Montrons

que
sup
j∈N

sup
k∈{0,...,2j−1}

2sj|xj,k| <∞.
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Nous savons que

sup
j∈N

2sj

2j−1∑
k=0

|xj,k|p
 1

p

<∞

et la conclusion découle directement du lemme 1.2.14 avec le cas q =∞.

Pour le point (3), soient 0 < p ≤ p′ et s ∈ R. Considérons ~x ∈ bsp′,∞. Remarquons qu’au
vu des inégalités de Hölder 1.2.12, nous avons pour tout j ∈ N

2j−1∑
k=0

|xj,k|p ≤

2j−1∑
k=0

1

 1
q′
2j−1∑

k=0

|xj,k|p
′

 1
q

où q = p′

p
et q′ est son exposant conjugué. Puisque 1

q
+ 1

q′
= 1, nous obtenons que

1

q′
= 1− p

p′

d’où 2j−1∑
k=0

|xj,k|p
 1

p

≤ 2
j
(

1
p
− 1
p′

)2j−1∑
k=0

|xj,k|p
′

 1
p′

.

Par conséquent,

2(s− 1
p)j

2j−1∑
k=0

|xj,k|p
 1

p

≤ 2(s− 1
p)j2

j
(

1
p
− 1
p′

)2j−1∑
k=0

|xj,k|p
′

 1
p′

pour tout j ∈ N, ce qui entraîne

‖~x‖bsp,∞ ≤ ‖~x‖bsp′,∞ ,

d’où la conclusion.

Introduisons à présent une nouvelle fonction définie à partir de ν. Cette fonction est liée
à l’analyse multifractale, dans le contexte du formalisme thermodynamique (que nous déve-
lopperons dans le chapitre 3). La fonction d’échelle η~c d’une suite ~c, introduite initialement
en physique de la turbulence ([17]), est définie par

η~c(p) = sup{s ∈ R : ~c ∈ b
s
p
p,∞}

pour tout p > 0. En fait, cette fonction est liée à ν~c (au travers d’une transformée de
Legendre) comme le prouve le lemme suivant, démontré dans [8].



CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX ESPACES Sν 14

Lemme 1.2.20. Si ~c est une suite pour laquelle il existe α0 tel que ν~c(α) = −∞ pour tout
α < α0, alors

η~c(p) = inf
α≥α0

(αp− ν~c(α) + 1)

pour tout p > 0.

Ce lemme nous amène donc naturellement à la définition suivante.

Définition 1.2.21. Si ν est un profil admissible, le conjugué concave de ν est la fonction
η définie par

η(p) = inf
α≥αmin

(αp− ν(α) + 1)

pour tout p > 0.

La proposition suivante montre que si ν n’est pas concave, alors Sν contient strictement
plus d’information que celle donnée par la connaissance des espaces de Besov et du conjugué
concave de ν.

Proposition 1.2.22. Si η est le conjugué concave de ν, alors

Sν ⊂
⋂
p>0

⋂
ε>0

b
η(p)
p
−ε

p,∞

et l’égalité a lieu si et seulement si ν est concave.

Démonstration. La preuve de ce résultat peut être trouvée dans [6].

Cette proposition nous permet de considérer de nouveaux exemples non-triviaux d’es-
paces Sν .

Exemple 1.2.23. Soit la fonction ν définie par

ν(α) =


−∞ si α < 0
α si 0 ≤ α ≤ 1
1 si α ≥ 1.

Soit p > 0. Alors

η(p) = inf
α≥0

(αp− ν(α) + 1)

= inf

{
inf

0≤α≤1
(αp− α + 1), inf

α≥1
(αp− 1 + 1)

}
= inf

{
inf

0≤α≤1
(αp− α + 1), p

}
et puisque

inf
0≤α≤1

(αp− α + 1) =

{
1 si p ≥ 1
p si 0 < p < 1,
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on obtient que

η(p) =

{
1 si p ≥ 1
p si 0 < p < 1.

Par conséquent, la fonction ν étant concave, nous obtenons que

Sν =
⋂

0<p<1

⋂
ε>0

b1−ε
p,∞ ∩

⋂
p≥1

⋂
ε>0

b
1
p
−ε

p,∞ .

Soit ε > 0. Par la proposition 1.2.19 (1), nous avons

b1−ε
1,∞ ⊂ b

1
p
−ε

p,∞

pour tout p ≥ 1. Ainsi
b1−ε

1,∞ ⊂
⋂
p≥1

b
1
p
−ε

p,∞ ⊂ b1−ε
1,∞

d’où ⋂
p≥1

b
1
p
−ε

p,∞ = b1−ε
1,∞.

De plus, si 0 < p < 1, alors par la proposition 1.2.19 (3), nous avons

b1−ε
1,∞ ⊂ b1−ε

p,∞

d’où
b1−ε

1,∞ ⊂
⋂

0<p<1

b1−ε
p,∞.

Au total, nous obtenons donc que

Sν =
⋂
ε>0

b1−ε
1,∞.

Exemple 1.2.24. L’exemple précédent se généralise facilement au cas où

ν(α) =


−∞ si α < 0

aα si 0 ≤ α ≤ 1

a

1 si α ≥ 1

a

avec a > 0. Dans ce cas, nous trouvons que

Sν =
⋂
ε>0

b
1
a
−ε

a,∞ .
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Exemple 1.2.25. Soient αmax, αmin ∈ R tels que αmax − αmin = 1. Pour la fonction ν
définie par

ν(α) =


−∞ si α < αmin

α− αmin si αmin ≤ α ≤ αmax
1 si α > αmax

nous avons
η(p) =

{
αmaxp si 0 < p < 1

αminp+ 1 si p ≥ 1.

En effet, pour tout p > 0,

η(p) = inf
α≥αmin

(αp− ν(α) + 1)

= inf

(
inf

αmin≤α≤αmax
(αp− α + αmin + 1), inf

α>αmax
(αp− 1 + 1)

)
= inf

(
inf

αmin≤α≤αmax
(α(p− 1) + αmin + 1), inf

α>αmax
(αp)

)
= inf

(
inf

αmin≤α≤αmax
(α(p− 1) + αmin + 1), αmaxp

)
.

De plus, si p ≥ 1,

inf
αmax≥α≥αmin

(α(p− 1) + αmin + 1) = αmin(p− 1) + αmin + 1

= αminp+ 1

d’où

η(p) = inf(αminp+ 1, αmaxp)

= inf(αminp+ 1, αminp+ p)

= αminp+ 1.

De même, si 0 < p < 1,

η(p) = inf (αmax(p− 1) + αmin + 1, αmaxp)

= inf (αmax(p− 1) + αmax, αmaxp)

= αmaxp

d’où le résultat annoncé.
Par conséquent, par la proposistion 1.2.22, nous avons

Sν =
⋂
ε>0

⋂
p≥1

b
αmin+ 1

p
−ε

p,∞ ∩
⋂
ε>0

⋂
0<p<1

bαmax−εp,∞

Fixons ε > 0 et remarquons que pour tout p ≥ 1,

bαmax−ε1,∞ ⊂ b
αmin+ 1

p
−ε

p,∞
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par la proposition 1.2.19 (1) et donc

bαmax−ε1,∞ ⊂
⋂
p≥1

b
αmin+ 1

p
−ε

p,∞ ⊂ bαmin+1−ε
1,∞ = bαmax−ε1,∞ .

De plus, si 0 < p < 1, alors la proposition 1.2.19 (3) implique que

bαmax−ε1,∞ ⊂ bαmax−εp,∞ .

Ainsi
Sν =

⋂
ε>0

bαmax−ε1,∞ .

Enfin, si 0 < ε < 1, nous avons par la même proposition 1.2.19 (1) que

bαmax−ε1,∞ ⊂ bαmax−ε
′

1,∞

pour tout ε′ > 1, d’où
bαmax−ε1,∞ ⊂

⋂
ε′>1

bαmax−ε
′

1,∞ .

Par conséquent,
Sν =

⋂
ε>0

bαmax−ε1,∞ =
⋂

0<ε<1

bαmax−ε1,∞ .

1.3 Topologie naturelle sur les espaces Sν

Dans ce paragraphe, nous introduisons une topologie naturelle sur les espaces Sν . Pour
cela, nous allons tout d’abord introduire une famille d’espaces auxiliaires qui seront utiles
pour obtenir et étudier une structure d’espace métrique sur Sν . Les preuves des résultats
énoncés et non démontrés se trouvent dans [6].

Définition 1.3.1.

Soient α ∈ R et β ∈ {−∞} ∪ [0,+∞[. Une suite appartient à l’espace E(α, β) s’il existe
C,C ′ ≥ 0 tels que

#Ej(C, α)(~c) ≤ C ′2βj , ∀j ≥ 0.

Remarques 1.3.2.
1. Si β = −∞, alors E(α, β) est l’ensemble de toutes les suites telles que

sup
j∈N

sup
k∈{0,...,2j−1}

2jα|cj,k| < + ∞.

C’est donc l’espace de suites de Hölder Cα.
2. Si β ∈ [1,+∞[, alors E(α, β) = Ω.
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La proposition suivante donne le lien naturel qui existe entre les espaces E(α, β) et
l’espace Sν .

Proposition 1.3.3. Pour toute suite (αn)n∈N dense dans R et toute suite (εm)m∈N de
]0,+∞[ qui converge vers 0,

Sν =
⋂
ε>0

⋂
α∈R

E(α, ν(α) + ε) =
⋂
m∈N

⋂
n∈N

E(αn, ν(αn) + εm).

Remarque 1.3.4. Il est clair que l’intersection ci-dessus peut être réduite à l’intersection
sur les α < αmax. En effet, si α ≥ αmax, alors ν(α) = 1 et pour tout ε > 0, nous avons
E(α, ν(α) + ε) = Ω.

Remarque 1.3.5. Dès qu’une topologie est donnée sur chacun des espaces auxiliaires
E(α, ν(α) + ε), l’espace Sν peut être muni naturellement de la topologie la plus faible
rendant les injections

Sν → E(α, ν(α) + ε)

continues. Une base de voisinages de 0 de cette topologie est donnée par les intersections
finies dans Sν de voisinages de 0 dans les espaces E(α, ν(α) + ε).

Nous allons à présent définir une distance sur chaque espace E(α, β) et étudier les
propriétés de ces espaces. Vu la remarque précédente, cela nous permettra d’arriver à la
définition d’une topologie naturelle sur Sν .

Définition 1.3.6. Soient ~c, ~d ∈ E(α, β). La distance entre ~c et ~d est définie par

dα,β(~c, ~d) := inf
{
C + C ′ : C,C ′ ≥ 0 et #

{
k : |cj,k − dj,k| ≥ C2−αj

}
≤ C ′2βj , ∀j ≥ 0

}
.

Proposition 1.3.7. Soient α ∈ R et β ∈ {−∞} ∪ [0,+∞[. L’ensemble E(α, β) est un
espace vectoriel. De plus, la fonction dα,β est une distance sur cet espace qui est invariante
par translation et qui satisfait

dα,β(λ~c,~0) ≤ sup {1, |λ|} dα,β(~c,~0)

Remarque 1.3.8. Dans certains articles, les auteurs donnent une autre définition de la
distance. Notons-la d′, donnée par

d′α,β(~c, ~d) := inf
{
C : C ≥ 0 et #

{
k : |cj,k − dj,k| ≥ C2−αj

}
≤ C2βj , ∀j ≥ 0

}
.

Ces deux distances définissent la même topologie. En effet, d’une part soient ~c ∈ E(α, β)
et C > 0 tel que

#
{
k : |cj,k| ≥ C2βj

}
≤ C2βj

pour tout j ≥ 0. Alors dα,β(~c,~0) ≤ 2C et par conséquent, dα,β(~c,~0) ≤ 2d′α,β(~c,~0).
D’autre part, si C,C ′ > 0 sont tels que

#
{
k : |cj,k| ≥ C2βj

}
≤ C ′2βj.
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et si nous posons D = max(C,C ′), alors

#
{
k : |cj,k| ≥ D2βj

}
≤ D2βj.

et d′α,β(~c,~0) ≤ D ≤ C + C ′. Donc d′α,β(~c,~0) ≤ dα,β(~c,~0) ce qui suffit vu la propriété
d’invariance de ces distances par translation.

Définition 1.3.9. Pour tout α ∈ R, la partie entière de α, notée bαc, est définie comme
étant le plus grand entier plus petit ou égal à α.

Proposition 1.3.10. Soient α ∈ R et β ∈ {−∞} ∪ [0,+∞[.
1. Si β = −∞, alors E(α, β) est l’espace topologique normé de Hölder Cα.
2. Si β ≥ 1, alors dα,β ≤ 1 et E(α, β) est l’ensemble de toutes les suites. De plus,

– si β > 1, la topologie définie par la distance dα,β est équivalente à la topologie
ponctuelle.

– si β = 1 et α > 0, alors pour tout λ 6= 0, dα,β(λ~1,~0) = 1. Cela donne des exemples
de (λm)m∈N et de ~c tels que λm → 0 et λm~c 9 0 pour la distance dα,β.

3. Si β < 1, alors E(α, β) n’est pas borné pour la distance dα,β.

Démonstration. La preuve des points 1 et 2 peut être trouvée dans [6].

Pour démontrer le point 3, définissons une suite ~c(m) de Ω comme suit :

c
(m)
j,k =

{
0 ∀k si m > b2j(d−β)c

jmj|α| pour mb2βjc valeurs de k si m ≤ b2j(1−β)c

et montrons que pour toutm, dα,β(~c(m),~0) = m. Tout d’abord, pourm ∈ N fixé, ~c(m) ∈ E(α, β)
car

#
{
k : |c(m)

j,k | ≥ ε2−αj
}
≤ m2βj , ∀j ≥ 0

pour tout ε > 0, et en particulier

dα,β(~c(m),~0) ≤ m+ ε.

Puisque ε > 0 est arbitraire, il s’ensuit que

dα,β(~c(m),~0) ≤ m.

Soient à présent C,C ′ ≥ 0 tels que

#
{
k : |c(m)

j,k | ≥ C2−αj
}
≤ C ′2βj , ∀j ≥ 0.

Pour j suffisamment grand et m ≥ 2, nous avons

jmj|α| ≥ C2−αj.
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Par conséquent

mb2βjc ≤ #
{
k : |c(m)

j,k | ≥ C2−αj
}

≤ C ′2βj

< C ′(b2βjc+ 1)

pour j suffisamment grand et m ≥ 2, d’où

m < C ′
b2βjc+ 1

b2βjc
.

Puisque le deuxième membre tend vers C ′ si j → +∞, on en tire que m ≤ C ′ et donc que
m ≤ C ′ + C. Par conséquent

dα,β(~c(m),~0) ≥ m.

La conclusion en découle directement.

Proposition 1.3.11. Soient α ∈ R et β ∈ {−∞} ∪ [0,+∞[.
1. L’addition est continue sur (E(α, β), dα,β). Cependant, si β ∈ [0, 1], alors le produit

C× (E(α, β), dα,β)→ (E(α, β), dα,β) : (λ,~c) 7→ λ~c

n’est pas continu. Il s’ensuit que l’espace (E(α, β), dα,β) avec β ∈ [0, 1] n’est pas un
espace vectoriel topologique.

2. L’espace (E(α, β), dα,β) a une topologie plus forte que la topologie ponctuelle et toute
suite de Cauchy de (E(α, β), dα,β) est aussi une suite de Cauchy ponctuelle. Ce-
pendant, les bornés sont différents : un borné pour la topologie ponctuelle n’est pas
nécessairement borné dans (E(α, β), dα,β) et inversement.

3. L’espace (E(α, β), dα,β) est un espace métrique complet.

Proposition 1.3.12. Si α ≤ α′, β ≥ β′, alors E(α, β) ⊆ E(α′, β′) et dα′,β′ ≥ dα,β. De
plus, si α < α′, β > β′ et B est un ensemble borné de E(α, β), dα,β), alors toute suite de
B qui converge ponctuellement converge aussi dans (E(α′, β′), dα′,β′).

Proposition 1.3.13. Soient (αn)n∈N une suite dense dans R et (εm)m∈N une suite de
]0,+∞[ qui converge vers 0. Pour chaque m,n ∈ N, posons

dm,n := dαn,ν(αn)+εm

et
E(m,n) := (E(αn, ν(αn) + εm), dm,n).

Alors

d =
+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

2−(m+n) dm,n
1 + dm,n

est une distance sur Sν qui possède les propriétés suivantes :
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1. La topologie définie par d sur Sν est la plus faible qui rend pour tous m,n ∈ N,
l’application identité Sν → E(m,n) continue. Elle est en particulier plus forte que la
topologie ponctuelle.

2. Une suite de Sν est de Cauchy dans (Sν , d) si et seulement si c’est une suite de
Cauchy dans (E(m,n), dm,n) pour tous m,n ∈ N.

3. Une suite de Sν converge dans (Sν , d) si et seulement si elle converge dans (E(m,n), dm,n)
pour tous m,n ∈ N.

4. L’espace (Sν , d) est un espace vectoriel topologique complet et séparable.

De plus, il est démontré dans [6] que la topologie définie par d est indépendante des
suites (αn)n∈N et (εm)m∈N choisies. Plus généralement, le théorème du graphe fermé pour
les espaces vectoriels topologiques métrisables complets ([26]) implique le résultat suivant.

Proposition 1.3.14. Toutes les distances définies sur Sν qui définissent une topologie
complète plus forte que la topologie ponctuelle sont équivalentes.

Démonstration. Supposons que d1 et d2 sont deux distances sur Sν qui définissent une
topologie complète plus forte que la topologie ponctuelle et considérons l’application

id1,2 : (Sν , d1)→ (Sν , d2).

Si ~c(M) est une suite de Sν qui converge vers ~c1 pour d1 et vers ~c2 pour d2, alors on a
aussi que ~c(M) → ~c1 et ~c(M) → ~c2 pour la topologie ponctuelle, d’où ~c1 = ~c2 puisque la
topologie ponctuelle est séparée. Par conséquent, l’application id1,2 entre espaces vectoriels
topologiques métrisables complets est à graphe fermé et est donc continue. En procédant
de même pour l’application

id2,1 : (Sν , d2)→ (Sν , d1),

on obtient l’équivalence des topologies.

Terminons cette partie consacrée à la topologie naturelle de Sν par la caractérisation
des compacts de Sν .

Proposition 1.3.15. Une partie K de Sν est compacte dans (Sν , d) si et seulement si elle
est fermée dans (Sν , d) et si il existe pour tousm,n ∈ N des constantes C(m,n), C ′(m,n) ≥ 0
telles que

K ⊆
⋂
m∈N

⋂
n∈N

{
~c : #

{
k : |ck,j| > C(m,n)2−αnj

}
≤ C ′(m,n)2j(ν(αn)+εm) , ∀j ≥ 0

}
.

De plus, toute suite de K qui converge ponctuellement converge aussi dans Sν.

1.4 Cas p-localement convexe
Dans cette section, nous allons voir que la convexité locale de l’espace Sν dépend de ν, et

plus précisément de son indice de convexité locale introduit ci-dessous. Par contre, l’espace
Sν n’est jamais p-normable. Commençons par rappeler quelques définitions et propriétés
des espaces p-localement convexes.
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1.4.1 Espaces p-localement convexes

Définition 1.4.1. Soit 0 < p ≤ 1. Un ensemble K d’un espace vectoriel E est p-convexe si
pour tous x1, ..., xN ∈ K et pour tous θ1, ..., θN ≥ 0 tels que

∑N
n=1 θ

p
n = 1, la combinaison

p-convexe
∑N

n=1 θnxn appartient à K. L’ensemble K est dit absolument p-convexe s’il est
de plus équilibré, c’est-à-dire

∀x ∈ K, ∀λ ∈ C tel que |λ| ≤ 1, λx ∈ K.

Remarque 1.4.2. Lorsque p = 1, on parle habituellement de parties convexes et de parties
absolument convexes.

Proposition 1.4.3. Soit 0 < p ≤ 1. Une partie K d’un espace vectoriel X est absolument
p-convexe si et seulement si

n∑
i=1

µiK ⊂ K

pour tous µ1, ..., µn ∈ C tels que
∑n

i=1 |µi|p ≤ 1.

Démonstration. La condition est clairement suffisante. Réciproquement, si µ1, ..., µn sont
tels que

∑n
i=1 |µi|p ≤ 1 et si x1, ..., xn ∈ K, alors

n∑
i=1

µixi =

(
n∑
i=1

|µi|p
) 1

p

 n∑
i=1

µi(∑n
j=1 |µj|p

) 1
p

xi



=

(
n∑
i=1

|µi|p
) 1

p

︸ ︷︷ ︸
≤1


n∑
i=1

|µi|(∑n
j=1 |µj|p

) 1
p

µi
|µi|

xi︸ ︷︷ ︸
∈K car K est équilibré


︸ ︷︷ ︸

∈K car K est p-convexe

qui appartient à K car K est équilibré, d’où la conclusion.

Proposition 1.4.4. Soient 0 < s < r ≤ 1. Si A est un ensemble absolument r-convexe,
alors A est absolument s-convexe.

Démonstration. C’est immédiat car si µ1, ..., µn sont tels que
∑n

i=1 |µi|s ≤ 1, alors nous
avons que

∑n
i=1 |µi|r ≤ 1.

Remarque 1.4.5. Par contre, un ensemble r-convexe n’est pas nécessairement s-convexe
si 0 < s < r ≤ 1. En effet, {e} ⊂ E est convexe mais n’est pas s-convexe si 0 < s < 1.

Proposition 1.4.6. Soient un espace vectoriel topologique E et A une partie absolument p-
convexe de E, avec 0 < p ≤ 1. Alors l’adhérence de A est également absolument p-convexe.
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Démonstration. Par continuité de l’addition et de la multiplication par un scalaire dans
E, nous avons

λĀ+ µĀ ⊂ λA+ µA

pour tous λ, µ ∈ C. Ainsi, λĀ+ µĀ ⊂ Ā si |λ|p + |µ|p ≤ 1.

Définition 1.4.7. Un espace vectoriel topologique est p-localement convexe s’il possède
une base de voisinages de 0 absolument p-convexes.

Définition 1.4.8. Une partie A d’un espace vectoriel E est absorbante si pour tout e ∈ E,
il existe une constante C > 0 telle que e ∈ cA pour tout c ∈ C, |c| ≥ C.

Proposition 1.4.9. Soit A une partie absolument p-convexe et absorbante d’un espace
vectoriel topologique E. Pour tout e ∈ E, on pose

PA(e) = inf{λ > 0 : e ∈ λA}.

Alors PA est une p semi-norme sur E, appelée la Jauge de Minkowski de A.

Démonstration. Remarquons tout d’abord puisque A est une partie absorbante de E, pour
tout e ∈ E, l’ensemble

{λ > 0 : e ∈ λA}

est non vide. Par conséquent, la définition de PA(e) a du sens.

Soient e ∈ E et λ > 0 tel que e ∈ λA. Si λ0 ∈ C0, nous avons

λ0e ∈ λ0λA = |λ0|λ
λ0

|λ0|
A ⊂ |λ0|λA

puisque A est équilibré. Par conséquent,

PA(λ0e) ≤ |λ0|λ

pour tout λ > 0 tel que e ∈ λA, d’où

PA(λ0e) ≤ |λ0|PA(e).

De plus, nous avons également

|λ0|PA(e) = |λ0|PA
(

1

λ0

λ0e

)
≤ |λ0|

1

|λ0|
PA(λ0e)

= PA(λ0e).

Au total, nous avons montré que

PA(λ0e) = |λ0|PA(e)
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et cette relation est trivialement vérifiée si λ0 = 0.

Soient à présent e1, e2 ∈ E et λ1, λ2 positifs tels que e1 ∈ λ1A et e2 ∈ λ2A. Alors,

e1 + e2 ∈ λ1A+ λ2A = (λp1 + λp2)
1
p

(
λ1

(λp1 + λp2)
1
p

A+
λ2

(λp1 + λp2)
1
p

A

)
⊂ (λp1 + λp2)

1
pA

puisque A est absolument p-convexe. Par conséquent,

PA(e1 + e2)p ≤ λp1 + λp2

pour tous λ1, λ2 > 0 tels que e1 ∈ λ1A et e2 ∈ λ2A. On en tire donc que

PA(e1 + e2)p ≤ PA(e1)p + PA(e2)p.

Proposition 1.4.10. Soient E un espace vectoriel topologique et A une partie absolument
p-convexe et absorbante de E. Alors

bPA(1) ⊂ A ⊂ BPA(1)

où
bPA(1) = {x ∈ E : PA(x) < 1} et BPA(1) = {x ∈ E : PA(x) ≤ 1}.

Démonstration. Soit e ∈ bPA(1). Alors PA(e) < 1 et il existe 0 < λ < 1 tel que e ∈ λA.
Puisque A est équilibré, on en tire que e ∈ A.

De plus, si e ∈ A = 1A, alors PA(e) ≤ 1 c’est-à-dire e ∈ BPA(1).

Remarque 1.4.11. Il est clair que les ensembles bPA(1) et BPA(1) sont absolument p-
convexes.

Définition 1.4.12. Un système de p semi-normes P sur E est filtrant si pour tous q, q′ ∈ P ,
il existe r ∈ P et C > 0 tels que

sup{q, q′} ≤ Cr.

Théorème 1.4.13. Un espace vectoriel topologique (E, T ) est p-localement convexe si et
seulement si il existe une famille filtrante de p semi-normes sur E définissant une topologie
équivalente à la topologie T .

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire et supposons donc que (E, T ) est
p-localement convexe. Alors il existe une base U de voisinages de 0 absolument p-convexes.
Tout voisinage de 0 étant absorbant dans un espace vectoriel topologique, nous pouvons
définir pour tout U ∈ U la p semi-norme

PU : E → [0,∞[: e 7→ inf{λ > 0 : e ∈ λA}.
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Considérons l’ensemble des p semi-normes

P = {PU : U ∈ U}

et montrons que cet ensemble est filtrant et définit une topologie équivalente à T .
Si V,W ∈ U , nous avons par définition

PV ≤ PV ∩W et PW ≤ PV ∩W .

Comme U est une base de voisinages de 0, il existe U ∈ U avec U ⊂ V ∩W et dans ce cas

PV ∩W ≤ PU

d’où sup{PV , PW} ≤ PU . Ainsi, P est un système filtrant de semi-normes.

Démontrons à présent l’équivalence des topologies. Soient d’une part U ∈ T et e ∈ U .
Alors il existe V ∈ U tel que e+ V ⊂ U . Nous savons également que bPV (1) ⊂ V et donc

bPV (e, 1) = e+ bPV (1) ⊂ e+ V ⊂ U.

Par conséquent, U est un voisinage de e pour la topologie engendrée par le système P et
comme e est arbitraire dans U , on en tire que U est ouvert pour cette topologie.

D’autre part, soit U un ouvert pour la topologie engendrée par le système P et soit
e ∈ U . Il existe alors V ∈ U et ε > 0 tels que

e+ εbPV (1) = bPV (e, ε) ⊂ U.

Nous avons également
V ⊂ BPV (1) ⊂ bPV (2)

d’où
e+

ε

2
V ⊂ e+

ε

2
bPV (2) = e+ εbPV (1) ⊂ U.

Comme la multiplication par un scalaire est continue, il existe V ∈ U tel que W ⊂ ε
2
V .

Alors
e+W ⊂ U

ce qui montre que U est un voisinage de 0 pour la topologie T . Comme e ∈ U est arbitraire,
nous obtenons que U ∈ T .

La condition est clairement suffisante. En effet, si P est un système filtrant de p semi-
normes sur E et si e ∈ E, posons

B = {bp(e, ε) : p ∈ P et ε > 0}

où
bp(e, ε) = {f ∈ E : p(e− f) < ε}.
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Pour tous p, q ∈ P , nous savons qu’il existe r ∈ P et C > 0 tels que

sup{p, q} ≤ Cr

et il s’ensuit que l’intersection de deux éléments de B contient un élément de B. Il existe
donc une unique topologie pour laquelle les p semi-boules bp(e, ε) avec p ∈ P et ε > 0
forment un système fondamental de voisinages de e. Comme les p semi-boules bp(ε) =
bp(0, ε) sont des parties absolument p-convexes de E, nous obtenons la conclusion.

1.4.2 Convexité locale des espaces de type Sν

Lorsque ν est concave, nous savons par la proposition 1.2.22 que Sν est une intersection

d’espaces de suites de Besov b
η(p)
p
−ε

p,∞ pour ε > 0 et p > 0. De plus, lorsque l’on considère Sν

muni de la topologie introduite dans la section précédente, chaque application identité

Sν → b
η(p)
p
−ε

p,∞

est continue. En effet, on vérifie facilement que la topologie de l’espace métrisable b
η(p)
p
−ε

p,∞
est complète et plus forte que la topologie de la convergence ponctuelle. La continuité
découle alors directement du théorème du graphe fermé.

Définition 1.4.14. Si ν est un profil admissible, sa "right-inf derivative" est définie par

∂+ν(α) := lim inf
h→0+

ν(α + h)− ν(α)

h
.

pour tout α ∈ R tel que α ≥ αmin. Son indice de convexité locale est défini par

p0 := min

(
1, inf

αmin≤α<αmax
∂+ν(α)

)
.

Dans [2], il est montré que si 0 < p ≤ p0,

b
η(p0)
p0
−ε

p0,∞ ⊂ b
η(p)
p
−ε

p,∞ .

En conséquence, nous pouvons en fait nous restreindre à l’intersection sur les p ≥ p0,
c’est-à-dire

Sν =
⋂
ε>0

⋂
p≥p0

b
η(p)
p
−ε

p,∞

si ν est concave. Dans ce cas, l’espace Sν est donc une intersection d’espaces au moins p0-
localement convexes. Cette idée mène au cas général, présenté dans la proposition suivante.
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Proposition 1.4.15. L’espace vectoriel topologique Sν n’est p-normable pour aucun p > 0.
De plus

– Si p0 < 1, alors Sν n’est p-localement convexe pour aucun p > p0.
– Si p0 > 0, alors Sν est p0-localement convexe.

Démonstration. La démonstration de cette proposition se trouve dans l’article [2].

Par conséquent, il est clair que l’espace Sν est de Fréchet si et seulement si p0 = 1,
c’est-à-dire ∂+ν(α) ≥ 1 pour tout αmin ≤ α < αmax.

La topologie d’un espace de Fréchet peut toujours être définie à partie d’une suite de
semi-normes. Dans le cas où l’espace est seulement p0-localement convexe, les semi-normes
sont naturellement remplacées par des p0 semi-normes. Dans le cas des espaces Sν , cette
suite de p0 semi-normes peut être décrite explicitement comme le montre la proposition
suivante.

Proposition 1.4.16. Si p0 > 0, la topologie de Sν est induite par la famille de normes
‖.‖

b
αmin−ε∞,∞

et des p0-normes ‖.‖α,ε définies par

‖x‖α,ε := inf
{
‖x′‖bsp0,∞ + ‖x′′‖bα∞,∞ : x = x′ + x′′

}
où α ∈ [αmin, αmax[, ε > 0 et s := α + 1−ν(α)

p0
− ε. Cette famille de p0-normes peut être

rendue dénombrable en prenant une suite (αn)n∈N dense dans [αmin, αmax[ et une suite
(εm)m∈N de réels positifs qui converge vers 0.

Démonstration. La démonstration de cette proposition se trouve dans [2].

Dans le cas où p0 = 0, la topologie de l’espace Sν ne peut plus être décrite par une
famille de p semi-normes pour une valeur de p fixée. Cependant, nous allons voir que sous
une condition supplémentaire, cette topologie peut néanmoins être définie à partir de p
semi-normes, p étant non fixé.

Définition 1.4.17. Un espace vectoriel topologique est localement pseudoconvexe s’il
existe une famille de r semi-normes, 0 < r ≤ 1, définissant la topologie de cet espace.

Proposition 1.4.18. Supposons que αmin > −∞. Pour toute suite (pm)m∈N de ]0, 1]
convergeant vers 0, la topologie de l’espace Sν peut être définie par une suite de pm semi-
normes. Ainsi, l’espace Sν est localement pseudoconvexe.

Démonstration. La preuve de ce résultat se trouve dans [4].

Remarque 1.4.19. Dans l’article [4], il est également montré que si Sν 6= Ω, c’est-à-dire
si ν n’est pas identiquement égal à 1, et si αmin = −∞, alors Sν n’est pas localement
pseudoconvexe. Cependant, il s’agit d’un cas dégénéré que nous ne considérons pas vu la
proposition 1.1.2.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX ESPACES Sν 28

1.5 Bases de l’espace Sν

Commençons par rappeler quelques notions sur les bases dans un espace vectoriel to-
pologique séparé (E, T ), avant de présenter la base canonique de l’espace Sν .

Définition 1.5.1. Une suite (finie ou infinie) (en)n∈N de E est une base topologique de E
si tout e ∈ E détermine une unique suite (ξn)n∈N de C telle que(

N∑
n=0

ξnen

)
N∈N

converge vers e au sens de la topologie de E.

Remarque 1.5.2. Si aucune confusion n’est possible, on parlera simplement de base.

En définissant e∗n par < e, e∗n >:= ξn, on obtient une forme linéaire sur E, appelée la
nième fonctionnelle linéaire associée à la base (en)n∈N.

Définition 1.5.3. Une base topologique (en)n∈N de E est appelée une base inconditionnelle
si pour tout e ∈ E et toute permutation π de N, la suite(

N∑
n=0

< e, e∗π(n) > eπ(n)

)
N∈N

converge au sens de la topologie de E.

Définition 1.5.4. Une base topologique (en)n∈N de E est une base de Schauder si les
fonctionnelles linéaires associées sont continues, c’est-à-dire si e∗n ∈ E ′ pour tout n ∈ N.

Pour tout k ∈ N, l’application

Pk : E → E : e 7→
k∑

n=1

〈x, e∗n〉en

est le kième projecteur en somme partielle associé à la base (en)n∈N.

Définition 1.5.5. Une base de E est équicontinue si les projecteurs en sommes partielles
Pk forment une suite équicontinue de L(E,E), c’est-à-dire si pour tout voisinage V de 0,
il existe un voisinage U de 0 tel que Pk(U) ⊆ V pour tout k ∈ N.

Définition 1.5.6. Une suite (en)n∈N de E est une base faible (de Schauder) si c’est une
base (de Schauder) pour la topologie faible σ(E,E ′) sur E, c’est-à-dire la topologie définie
par les semi-normes

pA′ = sup {|〈., e′〉| : e′ ∈ A′}

où A′ est une partie finie de E ′.
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Remarque 1.5.7. Comme la topologie faible sur E est plus faible que la topologie τ de
départ de E, il est clair que toute base de (E, T ) est une base de (E, σ(E,E ′)), c’est-à-dire
une base faible de E. Le même résultat a également lieu pour les bases de Schauder vu la
définition de la topologie faible.

Présentons à présent la base canonique de l’espace Sν . Nous définissons la suite ~e(j,k)

par

e
(j,k)
j′,k′ =

{
0 si j′ 6= j ou k′ 6= k
1 si j′ = j et k′ = k

Nous ordonnons les éléments de la suite comme suit : pour tout M ∈ N, il existe des
uniques J ∈ N et 0 ≤ h < 2J tels que M = 2J + h. Le M ième élément de la suite est le
vecteur ~eJ,h.

Proposition 1.5.8. Ordonnée comme ci-dessus, la suite (~e(j,k))j∈N,k∈{0,...,2j−1} forme une
base topologique de Sν.

Démonstration. Il est clair que la suite ~e(j,k) appartient à l’espace Sν car si α ∈ R, ε > 0
et C > 0, on a

#
{
k′ : |e(j,k)

j′,k′ | ≥ C2−αj
′
}
≤ 2(ν(α)+ε)j′

pour tout j′ ≥ j + 1. Montrons qu’il s’agit d’une base topologique de Sν .

Soit ~c ∈ Sν . Pour tout M ∈ N, il existe des uniques J ∈ N et 0 ≤ h < 2J tels que
M = 2J + h. Posons

~c(M) =
J∑
j=0

h∑
k=0

cj,k~e
(j,k)

c’est-à-dire
c

(M)
j,k =

{
cj,k si j ≤ J et k ≤ h
0 sinon

et montrons que ~c(M) → ~c dans Sν . Comme ~c ∈ Sν , on peut trouver pour tous m,n ∈ N,
des constantes positives C(m,n) et C ′(m,n) telles que

~c ∈ K =
⋂
m∈N

⋂
n∈N

{
~d : #

{
k : |dj,k| > C(m,n)2−αnj

}
≤ 2(ν(αn)+εm)j , ∀j ≥ 0

}
,

où (αn)n∈N est une suite dense dans R et (εm)m∈N est une suite positive qui converge vers
0. Puisque

#
{
k : |c(M)

j,k | > C(m,n)2−αnj
}
≤ #

{
k : |cj,k| > C(m,n)2−αnj

}
pour tout j ≥ 0, ~c(M) appartient à K pour tout M ∈ N. On a donc une suite de K qui
converge ponctuellement vers ~c et par la proposition 1.3.15, elle converge également vers
~c dans Sν . Ainsi, tout vecteur de Sν se décompose selon les ~e(j,k) et il est clair que cette
décomposition est unique. La suite (~e(j,k))j∈N,k∈{0,...,2j−1} est donc une base topologique de
Sν .
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Proposition 1.5.9. La base topologique (~e(j,k))j∈N,k∈{0,...,2j−1} de Sν est une base incondi-
tionnelle de Sν.

Démonstration. Le raisonnement de la preuve précédente s’adapte aisément.

Proposition 1.5.10. La base topologique (~e(j,k))j∈N,k∈{0,...,2j−1} est une base de Schauder
de Sν.

Démonstration. Définissons les fonctionnelles linéaires εj,k : Sν → C par

< ~c, εj,k >= cj,k.

Puisque la topologie de Sν est plus forte que la topologie ponctuelle et que ces fonctions
sont continues ponctuellement, la conclusion est immédiate.

Proposition 1.5.11. La base (~e(j,k))j∈N,k∈{0,...,2j−1} est une base équicontinue.

Démonstration. Considérons les opérateurs de projection

PM : Sν → Sν : ~c 7→
J∑
j=0

h∑
k=0

cj,k~e
(j,k)

pour tout M ∈ N, M = 2J +h. Soit V un voisinage de 0 dans Sν et cherchons un voisinage
U de 0 dans Sν tel que PM(U) ⊆ V pour tout M ∈ N.

Comme V est un voisinage de 0 dans Sν , il existe des sous-ensembles finis {m1, ...,mR}
et {n1, ..., nS} de N et des constantes εmr,ns tels que

U =
⋂

1≤r≤R

⋂
1≤s≤S

{
~c ∈ Sν : dmr,ns(~c,~0) < εmr,ns

}
⊂ V.

Montrons que
PM(U) ⊂ V

pour tout M ∈ N.

Soit ~c ∈ U et M ∈ N, M = 2J + h. Alors

PM(~c)j,k =

{
cj,k si j ≤ J, k ≤ h
0 sinon

et donc pour tous m,n ∈ N,

#
{
k : |(PM(~c))j,k| ≥ C2−αnj

}
≤ #

{
k : |~cj,k| ≥ C2−αnj

}
.

En particulier,
dmr,ns(PM(~c),~0) ≤ dmr,ns(~c,~0) < εmr,ns

pour tous 1 ≤ r ≤ R et 1 ≤ s ≤ S. On en tire donc que

PM(~c) ∈
⋂

1≤r≤R

⋂
1≤s≤S

{
~d : dmr,ns(~d,~0) < εmr,ns

}
⊂ V,

d’où la conclusion.
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1.6 Propriétés supplémentaires des espaces de type Sν

1.6.1 Cas p0 = 1

Dans le cas où p0 = 1, au vu des résultats précédents, l’espace Sν est un espace de
Fréchet. Ce cas est particulièrement intéressant car les relations existantes entre les pro-
priétés typiques que peuvent vérifier ces espaces sont déjà bien connues ([10, 26, 27, 33]).
La question est donc de savoir parmi ces propriétés, quelles sont celles que l’espace Sν

vérifie. Commençons pour cela par rappeler quelques définitions.

Soit E un espace localement convexe séparé. Pour tout voisinage absolument convexe
U de 0, l’espace E(U) est défini par

E(U) := E/ {x : ∀ρ > 0, x ∈ ρU}

et est muni de la norme
‖x‖U := inf {ρ > 0 : x ∈ ρU} .

Définition 1.6.1. Une application S : E → F entre espaces normés est nucléaire si il
existe une suite (um)m∈N équicontinue de E ′, une suite (ym)m∈N bornée dans F et une suite
de complexes (λm)m∈N de l1(N) tels que pour tout x ∈ E,

S(x) =
∑
m∈N

λmum(x)ym

où la série est convergente dans F .

Définition 1.6.2. Un espace localement convexe séparé E est nucléaire si pour tout voisi-
nage absolument convexe U de 0, il existe un voisinage absolument convexe V de 0 absorbé
par U tel que l’application canonique

πU,V : E(V ) → E(U)

est nucléaire.

Définition 1.6.3. Un espace localement convexe séparé E est de Schwartz si tout voisinage
absolument convexe U de 0 contient un voisinage absolument convexe V de 0 tel que pour
tout λ > 0, il existe un ensemble fini M ⊂ E tel que

V ⊂M + λU.

Proposition 1.6.4. Tout espace localement convexe nucléaire est de Schwartz.

Démonstration. Soit E un espace localement convexe nucléaire et U une base de voisinages
absolument convexes de 0. Soit U ∈ U , U = bp(r) où r > 0 et p est une semi-norme de E.
Par nucléarité, nous savons qu’il existe un voisinage absolument convexe V = bq(R) de 0
absorbé par U tel que l’application

πU,V : E(V ) → E(U)
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est nucléaire. Soit λ > 0. Nous cherchons un sous-ensemble fini M de E tel que

bq(R) ⊂M + λbp(r)

c’est-à-dire qui soit tel que pour tout e ∈ E satisfaisant q(e) ≤ R, il existe a ∈ M tel
que p(e − a) ≤ λr. Par nucléarité de l’application πU,V , il existe une suite équicontinue
(um)m∈N de (E(V ))

′, une suite bornée (ym)m∈N de E(U) et une suite de complexes (λm)m∈N
de l1(N) tels que pour tout e ∈ E(V ),

e =
∑
m∈N

λmum(e)ym

dans E(U). Puisque (um)m∈N est une suite équicontinue, il existe C > 0 tel que

|um(e)| ≤ C‖e‖V =
C

R
q(e)

pour tout e ∈ E(V ) et pour tout m ∈ N. Etant donné que la suite (ym)m∈N est bornée dans
E(U), il existe C ′ > 0 tel que

‖ym‖U ≤ C ′

pour tout m ∈ N, c’est-à-dire tel que

p(ym) ≤ rC ′

pour tout m ∈ N. Enfin, comme (λm)m∈N ∈ l1(N), il existe N ∈ N tel que

+∞∑
m=N+1

|λm| ≤
λ

2CC ′
.

Supposons que e ∈ E vérifie q(e) ≤ R. On a alors∥∥∥∥∥e−
N∑
m=1

λmum(e)ym

∥∥∥∥∥
U

=

∥∥∥∥∥
+∞∑

m=M+1

λmum(e)ym

∥∥∥∥∥
U

≤
+∞∑

m=N+1

|λm|
C

R
q(e)C ′

≤
+∞∑

m=N+1

|λm|CC ′

≤ λ

2
.

Puisque ∥∥∥∥∥e−
N∑
m=1

λmum(e)ym

∥∥∥∥∥
U

=
1

r
p

(
e−

N∑
m=1

λmum(e)um

)
,
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on en tire que

p

(
e−

N∑
m=1

λmum(e)ym

)
≤ λr

2
.

Posons L => y1, ..., yN < et

K =

{
N∑
m=1

λmum(e)ym : e ∈ E, q(e) ≤ R

}
.

Comme L est un espace de dimension finie, K est précompact dans L. En effet, K est
borné car ∥∥∥∥∥

N∑
m=1

λmum(e)ym

∥∥∥∥∥
U

≤
N∑
m=1

|λm|
C

R
q(e)C ′

≤ CC ′
N∑
m=1

|λm|.

et dans un espace de dimension finie, les bornés coïncident avec les précompacts. Par
conséquent, il existe a1, ..., aJ ∈ E tels que

K ⊂
J⋃
j=1

bp

(
aj,

λr

2

)
.

Si e ∈ E est tel que q(e) ≤ R et si j ∈ {1, ..., J} satisfait

p

(
N∑
m=1

λmum(e)ym − aj

)
≤ λr

2
,

on obient finalement

p(e− aj) ≤ p

(
e−

N∑
m=1

λmum(e)ym

)
+ p

(
N∑
m=1

λmum(e)ym − aj

)
≤ λr

2
+
λr

2
= λr

ce qui prouve que M = {a1, ..., aJ} convient.

D’autres propriétés des espaces de Fréchet seront présentées plus tard. Nous pouvons
néanmoins déjà signaler que la nucléarité sera la notion la plus forte. Il est donc naturel de
commencer par se demander si l’espace Sν est nucléaire. Malheureusement, cela n’est pas
le cas. Pour le montrer, nous allons utiliser le lemme suivant.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX ESPACES Sν 34

Lemme 1.6.5. Si s′ < s et si l’application identité

id : bsp0,∞ → bs
′

p0,∞ (resp. Cs → Cs′ )

est nucléaire, alors s− s′ ≥ 1.

Démonstration. Si l’application
id : bsp0,∞ → bs

′

p0,∞

est nucléaire, il existe une suite (um)m∈N équicontinue de (bsp0,∞)′, une suite (~y(m))m∈N

bornée de bs′p0,∞ et une suite de complexes (λm)m∈N de l1(N) tels que pour tout ~x ∈ bsp0,∞,

~x =
∑
m∈N

λmum(~x)~y(m)

où la série est convergente dans bs′p0,∞.

La suite (um)m∈N étant une suite équicontinue de (bsp0,∞)′, il existe une constante C > 0
telle que

|um(~x)| ≤ C‖~x‖bsp0,∞
pour tout ~x ∈ bsp0,∞ et tout m ∈ N. De plus, étant donné que la suite (~y(m))m∈N est bornée
dans bs′p0,∞, il existe une constante D > 0 telle que

‖~y(m)‖bs′p0,∞ ≤ D

pour tout m ∈ N.

En considérant le vecteur ~ej,k, on obtient que

1 =
∑
m∈N

λmum(~ej,k)y
(m)
j,k

d’où, pour tout j ∈ N,

1 =
∑
m∈N

λm2−j
2j−1∑
k=0

um(~ej,k)y
(m)
j,k

=
∑
m∈N

λmum

2−j
2j−1∑
k=0

y
(m)
j,k ~e

j,k


≤

∑
m∈N

|λm|

∣∣∣∣∣∣um
2−j

2j−1∑
k=0

y
(m)
j,k ~e

j,k

∣∣∣∣∣∣
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≤ C
∑
m∈N

|λm|

∥∥∥∥∥∥2−j
2j−1∑
k=0

y
(m)
j,k ~e

j,k

∥∥∥∥∥∥
bsp0,∞

≤ C
∑
m∈N

|λm|2−j2(s− 1
p0

)j

2j−1∑
k=0

|y(m)
j,k |

p0

 1
p0

≤ CD
∑
m∈N

|λm|2−j2(s−s′)j.

Cette relation étant vérifiée pour tout j ∈ N, on en tire que s− s′ − 1 ≥ 0.

On procède de même pour les espaces de Hölder Cs, Cs′ et en utilisant les normes
correspondantes. Si l’application

id : Cs → Cs′

est nucléaire, il existe une suite (um)m∈N équicontinue de (Cs)′, une suite (~y(m))m∈N bornée
de Cs′ et une suite de complexes (λm)m∈N de l1(N) tels que pour tout ~x ∈ Cs,

~x =
∑
m∈N

λmum(~x)~y(m)

où la série est convergente dans Cs′ . Comme dans le premier cas, nous obtenons des
constantes C > 0 et D > 0

|um(~x)| ≤ C‖~x‖Cs et ‖~y(m)‖Cs′ ≤ D

pour tout ~x ∈ Cs et tout m ∈ N.

En considérant le vecteur ~ej,k, on obtient que

1 =
∑
m∈N

λmum(~ej,k)y
(m)
j,k

d’où, pour tout j ∈ N,

1 =
∑
m∈N

λm2−j
2j−1∑
k=0

um(~ej,k)y
(m)
j,k

=
∑
m∈N

λmum

2−j
2j−1∑
k=0

y
(m)
j,k ~e

j,k


≤

∑
m∈N

|λm|

∣∣∣∣∣∣um
2−j

2j−1∑
k=0

y
(m)
j,k ~e

j,k

∣∣∣∣∣∣
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≤ C
∑
m∈N

|λm|

∥∥∥∥∥∥2−j
2j−1∑
k=0

y
(m)
j,k ~e

j,k

∥∥∥∥∥∥
Cs

≤ C
∑
m∈N

|λm| sup
k∈{0,...,2j−1}

2sj2−j|y(m)
j,k |

≤ CD
∑
m∈N

|λm|2−j2sj2−s
′j,

ce qui implique que −1 + s− s′ ≥ 0.

Lemme 1.6.6. Soient E,F et G des espaces vectoriels normés, S : E → F une application
linéaire continue et T : F → G une application nucléaire. Alors l’application T ◦S : E → G
est nucléaire.

Démonstration. Puisque l’application T : F → G est nucléaire, il existe une suite (um)m∈N
équicontinue de F ′, une suite (ym)m∈N bornée dans G et une suite de complexes (λm)m∈N
de l1(N) tels que pour tout f ∈ F ,

T (f) =
∑
m∈N

λmum(f)ym

où la série est convergente dans G. Alors la suite (um ◦ S)m∈N appartient à E ′. De plus,
puisque la suite (um)m∈N est une suite équicontinue de F ′, pour tout ε > 0, il existe un
voisinage ouvert V de 0 dans F tel que

|um(f)| ≤ ε

pour tout f ∈ V . Par conséquent,

|um ◦ S(e)| ≤ ε

pour tout e ∈ S−1(V ). Puisque S est un application continue, S−1(V ) est un voisinage
ouvert de 0 dans E et la suite (um ◦ S)m∈N est équicontinue. Enfin, pour tout e ∈ E, nous
avons

(T ◦ S)(e) =
∑
m∈N

λm(um ◦ S)(e)ym

où la série est convergente dans G, d’où la conclusion.

Remarque 1.6.7. Dans le cas où Sν est p0-localement convexe, vu la définition de p0, il
est clair que

p0(α− α′) ≤ ν(α)− ν(α′)

pour tous α, α′ tels que αmin ≤ α′ ≤ α < αmax, d’où également vu la croissance de ν,

p0(α− αmin) ≤ ν(α)− ν(αmin) ≤ ν(αmax)− ν(αmin)

pour tout α tel que αmin ≤ α < αmax. En faisant tendre α vers αmax, on en tire que

p0(αmax − αmin) ≤ ν(αmax)− ν(αmin) ≤ 1.
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Proposition 1.6.8. Si p0 = 1, l’espace Sν n’est pas nucléaire.

Démonstration. Vu la remarque, puisque p0 = 1, nous avons αmax−αmin ≤ 1. Considérons
tout d’abord le cas où αmax− αmin < 1. Il est clair que Cαmax est inclus continûment dans
chaque espace E(α, ν(α) + ε), α < αmax, ε > 0. En effet, si ~c ∈ Cαmax , alors pour tout
α < αmax et tout δ > 0, nous avons

#
{
k : |cj,k| ≥ (‖~c‖Cαmax + δ) 2−αj

}
= 0

pour tout j ∈ N. En effet,

‖~c‖Cαmax = sup
j∈N

sup
k∈{0,...,2j−1}

2αmaxj|cj,k|

et par conséquent,

#
{
k : |cj,k| ≥ (‖~c‖Cαmax + δ) 2−αj

}
≤ #

{
k : |cj,k| ≥ (‖~c‖Cαmax + δ) 2−αmaxj

}
≤ #

{
k : |cj,k| ≥ sup

k∈{0,...,2j−1}
|cj,k|+ δ2−αmaxj

}
= 0.

Ainsi, ~c ∈ E(α, ν(α) + ε) pour tous α < αmax et ε > 0, et

dα,ν(α)+ε(~c,~0) ≤ ‖~c‖Cαmax + δ.

où δ > 0 est arbitraire. Nous en tirons que

dα,ν(α)+ε(~c,~0) ≤ ‖~c‖Cαmax .

Supposons que l’espace Sν est nucléaire. Alors, si nous fixons s < αmin, il existe un
voisinage V de 0 dans Sν tel que l’inclusion

E(V ) → Cs

est nucléaire. Par le lemme 1.6.6, il s’ensuit que l’inclusion

Cαmax → Cs

est également nucléaire, d’où une contradiction au vu du lemme 1.6.5. Par conséquent,
l’espace Sν ne peut être nucléaire.

Considérons à présent le cas où αmax−αmin = 1 et montrons que ν(α) = α−αmin pour
tout α ∈ [αmin, αmax]. En effet, vu la remarque précédente, nous savons que

ν(α)− ν(α′) ≥ α− α′ (1.1)
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pour tous α ≥ α′ dans [αmin, αmax[. On en tire que

1 ≥ ν(αmax) ≥ ν(αmax)− ν(αmin) ≥ 1

d’où ν(αmin) = 0 et ν(αmax) = 1. Ainsi,

ν(α) ≥ α− αmin

pour tout α ∈ [αmin, αmax].
Supposons qu’il existe s ∈]αmin, αmax[ tel que

ν(s) > s− αmin.

Alors,
ν(αmax)− ν(s) < 1− s+ αmin = αmax − s,

ce qui contredit la relation (1.1).

Nous avons donc obtenu que ν(α) = α − αmin pour tout α ∈ [αmin, αmax]. Au vu de
l’exemple 1.2.25, il vient

Sν =
⋂

0<ε<1

bαmax−ε1,∞

Si Sν est nucléaire, alors il existe ε, ε′ avec 0 < ε < ε′ < 1, tels que l’application

id : bαmax−ε1,∞ → bαmax−ε
′

1,∞

est nucléaire, d’où une contradiction par le lemme 1.6.5.

L’espace Sν n’étant pas nucléaire, il est alors naturel de se demander s’il est de Schwartz.
La proposition suivante répond par l’affirmative à cette question.

Proposition 1.6.9. Si p0 = 1, l’espace Sν est de Schwartz.

Démonstration. Puisque p0 = 1, par la proposition 1.4.16, nous connaissons une famille
dénombrable de normes qui engendrent la topologie de Sν . Considérons tout d’abord les
normes ‖.‖α,ε avec α ∈ [αmin, αmax[ et ε > 0. Fixons α ∈ [αmin, αmax[, ε > 0 et posons
s = α + 1− ν(α)− ε. Soit U la boule unité correspondante. Puisque l’application

α 7→ α− ν(α)

est continue à droite, il existe α∗ > α tel que

α− ν(α) < α∗ − ν(α∗) +
ε

2
.

Si l’on pose s∗ = α∗ + 1 − ν(α∗) − ε
2
, nous avons dons s < s∗. Considérons la boule unité

V correspondant à la norme ‖.‖α∗, ε
2
. Puisque α∗ > α et s∗ > s, nous avons V ⊂ U .
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Soit λ > 0. Comme α∗ > α et s∗ > s, il existe J ∈ N0 tel que

2

λ
≤ inf

{
2(s∗−s)J , 2(α∗−α)J

}
.

Alors, si ~x ∈ V , nous pouvons trouver ~x′ et ~x′′ tels que ~x = ~x′ + ~x′′ et

sup
j≥J

2(s−1)j

2j−1∑
k=0

|x′j,k|+ sup
j≥J

sup
k∈{0,...,2j−1}

2αj|x′′j,k| ≤
λ

2
.

En effet, puisque ‖~x‖α∗, ε
2
< 1, il existe ~x′, ~x′′ tels que ~x = ~x′ + ~x′′ et

‖~x′‖bs∗1,∞ + ‖~x′′‖bα∗∞,∞ ≤ 1,

c’est-à-dire

sup
j∈N

2(s∗−1)j

2j−1∑
k=0

|x′j,k|+ sup
j∈N

sup
k∈{0,...,2j−1}

2α
∗j|x′′j,k| ≤ 1.

De là, nous obtenons

sup
j≥J

2(s−1)j2(s∗−s)j
2j−1∑
k=0

|x′j,k|+ sup
j≥J

sup
k∈{0,...,2j−1}

2αj2(α∗−α)j|x′′j,k| ≤ 1,

et vu le choix de J , nous trouvons que

sup
j≥J

2(s−1)j

2j−1∑
k=0

|x′j,k|+ sup
j≥J

sup
k∈{0,...,2j−1}

2αj|x′′j,k| ≤
λ

2
.

Considérons à présent l’espace de dimension finie des suites à indices j < J et k ∈
{0, ..., 2j − 1}, muni de la semi-norme ‖.‖α,ε. Si nous considérons uniquement ces indices
pour les éléments de V , nous obtenons un ensemble V J borné. En effet, si ~xJ ∈ V J ⊂ V ,
vu ce qui précède, nous savons qu’il existe ~x′, ~x′′ tels que ~xJ = ~x′ + ~x′′,

‖~x′‖bs∗1,∞ + ‖~x′′‖bα∗∞,∞ ≤ 1

et

sup
j≥J

2(s−1)j

2j−1∑
k=0

|x′j,k|+ sup
j≥J

sup
k∈{0,...,2j−1}

2αj|x′′j,k| ≤
λ

2
.

De plus, puisque s < s∗ et α < α∗,

sup
j<J

2(s−1)j

2j−1∑
k=0

|x′j,k|+ sup
j<J

sup
k∈{0,...,2j−1}

2αj|x′′j,k| ≤ sup
j<J

2(s∗−1)j

2j−1∑
k=0

|x′j,k|+ sup
j<J

sup
k∈{0,...,2j−1}

2α
∗j|x′′j,k|

≤ ‖~x′‖bs∗1,∞ + ‖~x′′‖bα∗∞,∞
≤ 1.
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La dimension de l’espace étant finie, l’ensemble V J y est par conséquent précompact.
Soit M un ensemble fini de cet espace tel que

V J ⊂M +
λ

2
U.

Il s’ensuit que
V ⊂M + λU.

En effet, soit ~x ∈ V . Nous savons que nous pouvons trouver ~x′ et ~x′′ tels que ~x = ~x′+~x′′ et

sup
j≥J

2(s−1)j

2j−1∑
k=0

|x′j,k|+ sup
j≥J

sup
k∈{0,...,2j−1}

2αj|x′′j,k| ≤
λ

2
.

En séparant les indices j < J des indices j ≥ J , nous obtenons que

~x = ~x′ + ~x′′ ∈ V J +
λ

2
U ⊂ M + λ

(
1

2
U +

1

2
U

)
⊂ M + λU

puisque U est absolument convexe.

Considérons à présent la norme ‖.‖
b
αmin−ε∞,∞

pour ε > 0 et notons U la boule unité
correspondante. Soit ε∗ > 0 tel que ε∗ < ε et notons V la boule unité définie par la norme
‖.‖

b
αmin−ε∗∞,∞

. Vu le choix de ε∗, nous avons V ⊂ U .

Soit λ > 0. Il existe J ∈ N0 tel que

2

λ
≤ 2(ε−ε∗)J .

Par conséquent, si ~x ∈ V ,

sup
j∈N

sup
k∈{0,...,2j−1}

2(αmin−ε∗)j|xj,k| ≤ 1

et puisque 2(αmin−ε∗)j = 2(αmin−ε)j2(ε−ε∗)j, il vient

sup
j∈N

sup
k∈{0,...,2j−1}

2(αmin−ε)j2(ε−ε∗)j|xj,k| ≤ 1,

d’où
sup
j≥J

sup
k∈{0,...,2j−1}

2(αmin−ε)j|xj,k| ≤
λ

2
.

En considérant l’ensemble V J défini comme précédemment et en procédant de la même

manière, nous trouvons un ensemble fini M de cet espace pour lequel

V J ⊂M +
λ

2
U.
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Cela implique que
V ⊂M + λU.

En effet, si ~x ∈ V , alors en séparant les indices j < J des indices j ≥ J , nous pouvons
écrire ~x = ~xJ +~y avec ~xJ ∈ V J et yj,k = 0 si j < J . Il existe alors ~m ∈M et ~u ∈ U tels que

~xJ = ~m+
λ

2
~u.

De plus, nous avons montré que

sup
j≥J

sup
k∈{0,...,2j−1}

2(αmin−ε)j|xj,k| ≤
λ

2
,

d’où ~y ∈ λ
2
U . Ainsi ~y = λ

2
~v avec ~v ∈ U . Par conséquent,

~x = ~m+
λ

2
~u+

λ

2
~v

= ~m+ λ

(
1

2
~u+

1

2
~v

)
∈ M + λU

puisque l’ensemble U est absolument convexe.

Nous avons donc montré que dans le cas où p0 = 1, l’espace Sν est un espace de
Schwartz mais non nucléaire. Nous obtenons alors "gratuitement" une série de propriétés
que Sν vérifie. Rappelons d’abord quelques définitions.

Définition 1.6.10. Soit (E, T ) un espace localement convexe séparé et U une base de
voisinages absolument convexes de 0. L’espace (E, T )
• est distingué si son dual fort (E ′, β(E ′, E)) est tonnelé.
• est semi-réflexif si son bidual, défini comme étant le dual de l’espace (E ′, β(E ′, E)),

est algébriquement égal à E lui-même.
• est réflexif si son bidual fort, défini comme étant le dual fort de l’espace (E ′, β(E ′, E)),

est topologiquement égal à E lui-même.
• satisfait la condition de densité si pour tout λ : U(E) → R+\{0} et tout V ∈ U(E),

il existe une partie finie U de U(E) et B ∈ B(E) tels que⋂
U∈U

λ(U)U ⊂ B + V,

où U(E) désigne le système de tous les voisinages absolument convexes fermés de 0
de E et B(E) le système de toutes les parties absolument convexes et bornées de E.
• quasi-normable si tout U ∈ U contient un V ∈ U tel que pour tout λ > 0, on peut

trouver un ensemble borné B ⊂ E tel que

V ⊂ B + λU.
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• est semi-Montel si tout borné de E est relativement compact.
• est de Montel si E est semi-Montel et tonnelé.

Dans le cas des espaces de Fréchet, les différentes relations existant entre ces propriétés
peuvent être résumées par le schéma suivant :

Montel

%%KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK
// Réflexif

))SSSSSSSSSSSSSSS

Nucléaire // Schwartz

66mmmmmmmmmmmmmm

((QQQQQQQQQQQQQ Distingué

Quasi-normable // Condition de Densité

55kkkkkkkkkkkkkkk

où → signifie "implique" (([10, 26, 27, 33]).

Nous obtenons donc immédiatement que lorsque p0 = 1, l’espace Sν est également de
Montel, réflexif, distingué, quasi-normable et satisfait la condition de densité.

1.6.2 Cas p0 < 1

Dans le cas où p0 < 1, l’espace Sν n’est pas localement convexe. Si nous voulons étudier
les propriétés des espaces de Fréchet dans ce cadre, il nous faut auparavant généraliser ces
notions aux cas des espaces vectoriels p-localement convexes ou localement pseudoconvexes
seulement.

Définition 1.6.11. Un espace p-localement convexe séparé E est de Schwartz si tout
voisinage absolument p-convexe U de 0 contient un voisinage absolument p-convexe V de
0 tel que pour tout λ > 0, il existe un ensemble fini M ⊂ E tel que

V ⊂M + λU.

Au vu des résultats obtenus dans le cas p0 = 1, il semble naturel de se demander si
l’espace Sν est de Schwartz lorsque son indice de convexité locale est inférieur à 1. La
preuve 1.6.9 présentée dans la section 1.6.1 s’adapte facilement en utilisant les p0 semi-
normes données dans 1.4.16 lorsque p0 > 0. Dans le cas où p0 = 0, il faut cependant
adopter une approche différente.

Définition 1.6.12. Un espace vectoriel topologique séparé E est de Schwartz si tout
voisinage U de 0 contient un voisinage V de 0 tel que pour tout λ > 0, il existe un
ensemble fini M ⊂ E tel que

V ⊂M + λU.

Proposition 1.6.13. Pour tout profil admissible ν, l’espace Sν est de Schwartz.
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Démonstration. Soit U un voisinage de 0 dans Sν . Alors il existe α ∈ R, β ∈ {−∞}∪[0,+∞[
et ε > 0 tels que {

~c ∈ Sν : dα,β(~c,~0) < ε
}
⊂ U.

Supposons tout d’abord que β 6= −∞. Soient α′ > α, β′ < β et s < αmin. Considérons le
voisinage de 0 dans Sν défini par

V =
{
~c ∈ Sν : dα′,β′(~c,~0) < ε

}
∩ {~c ∈ Sν : ‖~c‖Cs < ε} .

Puisque α′ > α et β′ < β, nous savons par la proposition 1.3.12 que dα,β ≤ dα′,β′ et donc
que V ⊂ U . Pour conclure, il suffit de montrer que V est précompact dans E(α, β). Comme
cet espace est un espace métrique, il suffit de montrer que de toute suite de V , on peut
extraire une sous-suite convergente dans E(α, β).

Soit (~c(m))m∈N une suite de V . Vu le choix de V , cette suite est ponctuellement bornée et
on peut donc en extraire une sous-suite ponctuellement convergente. Notons-la également
(~c(m))m∈N et notons ~c sa limite. Comme la suite (~c(m) − ~c)m∈N est bornée dans E(α′, β′), il
existe R,R′ > 0 tels que pour tout m ∈ N et tout j ∈ N,

#{k : |c(m)
j,k − cj,k| > R2−α

′j} ≥ R′2β
′j.

Soit η > 0. Puisque α′ > α et β′ > β, il existe J ∈ N tel que

R2−jα
′
= 2−jαη

2−j(α
′−α)R

η
≤ η2−jα

et
R′2jβ

′
= R′2−j(β−β

′)2jβ ≤ η2jβ

pour tout j ≥ J . Ainsi, nous avons

#{k : |c(m)
j,k − cj,k| ≥ η2−αj} ≤ #{k : |c(m)

j,k − cj,k| ≥ R2−α
′j}

≤ R′2jβ
′

≤ η2jβ

pour tous m ∈ N et j ≥ J . La convergence ponctuelle donne ensuite M ∈ N tel que

|c(m)
j,k − cj,k| < η2−jα

pour tous m ≥M , j < J et k ∈ {0, ..., 2j − 1}. Au total, on obtient donc

#{k : |c(m)
j,k − cj,k| ≥ η2−αj} ≤ η2βj

pour tous j ∈ N et m ≥M , ce qui suffit.

Si β = −∞, on raisonne de la même façon en utilisant cette fois les espaces de Hölder
Cα et Cα′ où α′ < α.
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Considérons maintenant une approche naïve similaire pour généraliser la notion de
nucléarité au cas des espaces p-localement convexes.

Définition 1.6.14. Une application S : E → F entre espaces p-normés est p-nucléaire si
il existe une suite (um)m∈N équicontinue de E ′, une suite (ym)m∈N bornée dans F et une
suite de complexes (λm)m∈N de lp(N) tels que pour tout x ∈ E,

S(x) =
∑
m∈N

λmum(x)ym

où la série est convergente dans F .

Définition 1.6.15. Un espace p-localement convexe séparé E est p-nucléaire si pour tout
voisinage absolument p-convexe U de 0, il existe un voisinage absolument p-convexe V de
0 absorbé par U tel que l’application canonique

πU,V : E(V ) → E(U)

est p-nucléaire.

Néanmoins, comme le montre la proposition suivante, cette définition ne convient pas
car si un espace est p-nucléaire, il est localement convexe.

Proposition 1.6.16. Soit 0 < p ≤ 1. Si E est un espace p-localement convexe et p-
nucléaire, alors E est localement convexe et nucléaire.

Démonstration. Montrons que la topologie de E est engendrée par le système filtrant de
semi-normes

P = {sup
m∈N
|um| : (um)m∈N est une suite équicontinue de E ′}.

Les suites formant les semi-normes étant équicontinues, la topologie engendrée par P est
plus faible que la topologie de E.

Réciproquement, pour tout voisinage absolument p-convexe U de 0, il existe un voisinage
absolument p-convexe V de 0 absorbé par U tel que l’application canonique

πU,V : E(V ) → E(U)

est p-nucléaire. Ainsi, il existe une suite (um)m∈N équicontinue de E ′(V ), une suite (ym)m∈N
bornée E(U) et une suite de complexes (λm)m∈N de lp(N) tels que pour tout x ∈ E(V ),

x =
∑
m∈N

λmum(x)ym
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où la série est convergente dans E(U). Pour tout x ∈ E(V ), nous avons

‖x‖pU = ‖
∑
m∈N

λmum(x)um‖pU

≤
∑
m∈N

|λm|p|um(x)|p‖ym‖pU

≤ C1 sup
m∈N
|um(x)|p

∑
m∈N

|λm|p

≤ C1C2 sup
m∈N
|um(x)|p

où les constantes C1 et C2 proviennent du fait que la suite (ym)m∈N est bornée dans E(U) et
que la série

∑
m∈N |λm|p est convergente. Ceci prouve que l’espace est localement convexe.

Puisque lp(N) est inclus dans l1(N) si 0 < p ≤ 1, nous obtenons également la nucléarité de
l’espace E.

Une autre généralisation de la notion de nucléarité au cas des espaces vectoriels topo-
logiques, basée sur la notion de dimension diamétrale, est présentée dans [35]. Néanmoins,
ce domaine reste jusqu’à présent peu connu et il serait intéressant d’étudier d’autres pro-
priétés des espaces vectoriels topologiques (métrisables ou non) dans le cadre p-localement
convexe ou localement pseudoconvexe.

Remarque 1.6.17. La dimension diamétrale d’un espace fournit une information concer-
nant la "position" de cet espace entre "être de Schwartz" et "être nucléaire" ([26]). Dans [4],
la dimension diamétrale des espaces Sν a été calculée et les résultats montrent que cette
dimension diamétrale est la même pour tous les espaces Sν . Une étude des résultats exis-
tants dans le contexte de l’isomorphisme entre espaces ayant même dimension diamétrale
afin de tenter de repérer les éléments pouvant être exploités dans le cadre des espaces Sν

serait donc intéressante. La question est toujours ouverte pour l’instant.



Chapitre 2

Dual des espaces de type Sν

Dans ce chapitre, nous nous penchons sur la caractérisation du dual des espaces Sν . Nous
allons voir qu’il s’agit en fait d’une union d’espaces de suites du même type dépendant du
profil admissible ν.

Etant donné la caractérisation du dual, il semble alors naturel de munir celui-ci de la
topologie de la limite inductive. Dans le cas p0 = 1, nous montrons que cette topologie
coïncide avec la topologie forte sur le dual. La généralisation de ce résultat au cas p0 < 1
est ensuite traitée sur base d’une note récente de J. Wengenroth et L. Frerick ([16]).

2.1 Caractérisation du dual
Définition 2.1.1. Soit E un espace vectoriel topologique. Le dual (topologique) E ′ de E
est défini par

E ′ = {T : E → C : T est linéaire et continu}.

Dans le cas d’espaces localement convexes de dimension supérieure ou égale à 1, le théo-
rème de Hahn-Banach assure l’existence de fonctionnelles linéaires continues non-nulles.
Ainsi, le dual d’un espace localement convexe de dimension supérieure ou égale à 1 n’est
jamais réduit à {0}. Par contre, cela n’est pas toujours le cas pour les espaces vectoriels
topologiques (par exemple, les espaces Lp([0, 1]) avec 0 < p < 1 [33]). Néanmoins, dans le
chapitre 1, nous avons présenté une base de Schauder de l’espace Sν . Le dual de cet espace
n’est donc pas réduit à {0} étant donné qu’il contient au moins les fonctionnelles linéaires
continues εj,k pour j ∈ N et k ∈ {0, ..., 2j − 1}.

Pour caractériser le dual des espaces Sν en tant qu’espaces de suites, nous procédons
de la manière suivante. Notons < ., . > le produit scalaire dans Ω, c’est-à-dire

< ~x, ~y >=
∑
j∈N

2j−1∑
k=0

xj,kyj,k

46
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pour tous ~x, ~y ∈ Ω pour lesquels cette série converge dans C. Si u ∈ (Sν)′, alors u peut être
identifié à une suite ~y = (yj,k)j∈N,k∈{0,...,2j−1} telle que

u(~x) =< ~x, ~y >

pour tout ~x ∈ Sν . En effet, si l’on pose

~y =
∑
j∈N

2j−1∑
k=0

u(~ej,k)~ej,k,

nous avons u(~x) =< ~x, ~y > puisque la suite (~ej,k)j∈N,k∈{0,...,2j−1} forme une base topologique
de l’espace Sν (voir 1.5.8).

Fixons une nouvelle notation :

TβU =


−∞ si β < 0
β si 0 ≤ β ≤ 1
1 si β ≥ 1

Définition 2.1.2. Le profil dual de ν est la fonction ν ′ définie sur R par

ν ′ : α′ 7→ Tα′ + inf {α : ν(α)− α > α′}U.

Remarque 2.1.3. Le profil dual ν ′ de ν est également un profil admissible ([2]).

Proposition 2.1.4. Si ν ′ est le profil dual de ν, alors

α′min = −αmin

et
1− αmax ≤ α′max ≤ 1− αmin.

Démonstration. Montrons tout d’abord que α′min = −αmin. Supposons que α′ < −αmin.
Alors α′ + αmin < 0 et il existe α0 > αmin tel que α′ + α0 < 0. Comme α0 > αmin, nous
avons α′ + α0 < 0 ≤ ν(α0). Par conséquent

α′ + inf {α : ν(α)− α > α′} ≤ α′ + α0 < 0

et ν ′(α′) = −∞. Ainsi
ν ′(α′) ≥ 0⇒ α′ ≥ −αmin

et on conclut que α′min ≥ −αmin.
Soient à présent α′ ≥ −αmin et α tel que ν(α)− α > α′. Alors ν(α) 6= −∞ c’est-à-dire

α ≥ αmin. On en tire que
α′ + α ≥ α′ + αmin ≥ 0

d’où
α′ + inf {α : ν(α)− α > α′} ≥ 0
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et ν ′(α′) est réel. Ainsi,
α′ ≥ −αmin ⇒ ν ′(α′) ≥ 0

et α′min ≤ −αmin.

Passons maintenant à la deuxième partie. Supposons que α′ ≥ 1 − αmin et soit α tel
que ν(α)− α > α′. En particulier, on a α ≥ αmin et

α′ + α ≥ α′ + αmin ≥ 1

et par conséquent
Tα′ + inf {α : ν(α)− α > α′}U = 1.

Ainsi ν ′(α′) = 1 et donc α′max ≤ 1− αmin.

D’autre part, si α′ < 1− αmax, il existe α0 > αmax tel que α′ + α0 < 1. Dans ce cas,

ν(α0)− α0 = 1− α0 > α′

et par conséquent, il s’ensuit que

α′ + inf {α : ν(α)− α > α′} ≤ α′ + α0 < 1

c’est-à-dire ν ′(α′) < 1 et donc 1− αmax ≤ α′max.

Graphiquement, excepté pour les discontinuités et les points où la valeur 1 est atteinte,
le graphique de ν ′ est obtenu par une symétrie horizontale du graphique de ν par rapport
à l’axe β = 2α. En effet, en ces points, nous avons que

ν ′(α′) = ν(α) si α′ + α = ν(α).

Si (α, ν(α)) appartient au graphe de ν, son symétrique horizontal par rapport à l’axe
β = 2α est donné par (ν(α)− α, ν(α)). Ce point appartient bien au graphe de ν ′ puisque

(ν(α)− α, ν(α)) = (α′, ν ′(α′))

si α′ + α = ν(α).

Pour ε > 0, on pose
ν ′ε(α

′) := ν ′(α′ − ε) ∀α′ ∈ R

Avec ces notations, nous obtenons le théorème suivant, démontré dans [2]. Le dual de
Sν est ainsi identifié comme annoncé à un espace de suites.

Théorème 2.1.5. Le dual topologique de Sν est

(Sν)′ =
⋃
ε>0

Sν
′
ε .
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Remarque 2.1.6. Pour tout ε > 0, l’indice de convexité locale de Sν′ε est égal à 1. En
effet, si α′ ∈ [α′min + ε, α′max + ε[, nous avons

∂+ν ′ε(α
′) = lim inf

h→0+

ν ′ε(α
′ + h)− ν ′ε(α′)

h

= lim inf
h→0+

ν ′(α′ − ε+ h)− ν ′(α′ − ε)
h

= lim inf
h→0+

h+ inf{α : ν(α)− α > α′ − ε+ h} − inf{α : ν(α)− α > α′ − ε}
h

= 1.

Les espaces Sν′ε sont donc des espaces de Fréchet-Schwartz.

Remarque 2.1.7. Si (εm)m∈N est une suite décroissante de ]0,+∞[ qui tend vers 0, alors

(Sν)′ =
⋃
m∈N

Sν
′
εm .

En effet, si ~x ∈ (Sν)′, il existe ε > 0 tel que ~x ∈ Sν′ε . Comme la suite (εm)m∈N décroît vers
0, il existe m ∈ N tel que εm ≤ ε. Alors ~c ∈ Sν

′
εm . En effet, pour tout α ∈ R, δ > 0 et

C > 0, il existe J ∈ N tel que

#{k : |cj,k| ≥ C2−αj|} ≤ 2(ν′ε(α)+δ)j

pour tout j ≥ J . Puisque ν ′ est croissant, nous avons

ν ′ε(α) = ν ′(α− ε) ≤ ν ′(α− εm) = ν ′εm(α).

Ainsi
#{k : |cj,k| ≥ C2−αj|} ≤ 2(ν′εm (α)+δ)j

pour tout j ≥ J et nous en tirons que ~c ∈ Sν′εm . L’autre inclusion est immédiate. Remar-
quons également que la suite (Sν

′
εm )m∈N est croissante puisque ν ′m ≤ ν ′m si n ≥ m.

2.2 Le dual fort des espaces de type Sν

Dans la section précédente, le dual de l’espace Sν a été algébriquement identifié à une
union croissante d’espaces de Fréchet-Schwartz Sν′εm pour toute suite (εm)m∈N qui décroît
vers 0. Il est alors naturel de munir le dual de Sν de la topologie de la limite inductive sur
cette union. Rappelons-en la définition.

Définition 2.2.1. Soit (Em)m∈N une suite d’espaces vectoriels topologiques tels que Em ⊂
Em+1 pour tout m ∈ N et tels que chacune des inclusions im : Em → Em+1 soit continue.
La limite inductive de la suite (Em)m∈N est l’espace vectoriel E =

⋃
m∈NEm muni de la

topologie la plus forte rendant les inclusions

Im : Em → E

continues. Cet espace est noté indm−−→Em.
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Une autre topologie naturelle dont on peut munir le dual E ′ d’un espace vectoriel
topologique E est la topologie forte. Rappelons qu’il s’agit de la topologie de la convergence
uniforme sur les bornés de E. Elle est notée β(E ′, E) et l’espace E ′ muni de cette topologie
est noté E ′b ou (E ′, β(E ′, E)).

Dans le cas des espaces de type Sν , il est montré dans [2] que les injections canoniques

Sν
′
εm → (Sν)′b

sont continues pour tout m ∈ N. Par conséquent, la limite inductive indm−−→S
ν′εm est toujours

plus forte que la topologie forte sur le dual de Sν . Nous aimerions savoir si ces deux
topologies coïncident. Le résultat suivant répond à cette question dans le cas localement
convexe.

Proposition 2.2.2. Si p0 = 1, alors (Sν)′b = indm−−→S
ν′εm topologiquement.

Démonstration. L’application identité

(Sν)′b → indm−−→S
ν′εm

est une application linéaire à graphe fermé d’un espace ultrabornologique dans un espace
à réseau. En effet, le dual fort d’un espace de Fréchet-Schwartz est ultrabornologique et
toute limite inductive séparée est un espace à réseau. Puisque la topologie de la limite
inductive indm−−→S

ν′εm est toujours plus forte que la topologie forte sur le dual de Sν qui est
une topologie séparée, il suffit alors d’appliquer le théorème du graphe fermé de De Wilde
([41]) pour conclure.

Afin de traiter le cas p0 < 1, nous allons à présent développer un résultat récent de J.
Wengenroth et L. Frerick ([16]).

Définition 2.2.3. Un espace localement convexe E est appelé un espace (LB) s’il peut
être représenté comme limite inductive d’un suite croissante d’espaces de Banach.

Dans la suite, pour toute partie non-vide A d’un espace vectoriel E, nous notons Γ(A)
l’enveloppe absolument convexe de A ; c’est l’intersection de toutes les parties absolument
convexes de E qui contiennent A, donnée par

Γ(A) =

{
J∑
j=1

αjaj : J ∈ N0, aj ∈ A,αj ∈ C,
J∑
j=1

|αj| ≤ 1

}
.

Lemme 2.2.4. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique et U une base de voisinages de
0. Notons S la topologie définie sur X par la base de voisinages de 0

{Γ(U) : U ∈ U} .

1. Alors S est la plus fine topologie localement convexe sur X qui est plus faible que T .
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2. Les espaces (X, T ) et (X,S) ont le même espace dual.

Démonstration. Démontrons tout d’abord le premier point. Puisque la topologie S est
définie à partir d’une base de voisinages absolument convexes de 0, l’espace (X,S) est un
espace localement convexe. De plus, la topologie est plus faible que T puisque U ⊂ Γ(U)
pour tout U ∈ U . Enfin, si S ′ est une topologie localement convexe sur X plus faible que
T , alors pour tout voisinage absolument convexe V de 0 dans (X,S ′), il existe U ∈ U tel
que

U ⊂ V

puisque S ′ est plus faible que T . Du caractère absolument convexe de V , on obtient que

Γ(U) ⊂ V

et par conséquent, S est une topologie localement convexe plus fine que S ′.
Montrons à présent que (X, T ) et (X,S) ont le même dual. En effet, d’une part, puisque

S est plus faible que T , le dual de X par rapport à S est inclus dans le dual de X par
rapport à T . De plus, si x′ : X → C est une application continue pour la topologie T , alors
pour tout ε > 0, il existe U ∈ U tel que

|x′(u)| ≤ ε pour tout u ∈ U.

Alors, si u ∈ Γ(U), il existe u1, ...uN ∈ U et α1, ..., αN ∈ C tels que

u =
N∑
i=1

αiui et
N∑
i=1

|αi| ≤ 1.

Par conséquent,

|x′(u)| ≤
N∑
i=1

|αi||x′(ui)| ≤ ε
N∑
i=1

|αi| ≤ ε

et on en tire que x′ est également continue pour la topologie S sur X.

Rappelons que si E est un espace vectoriel topologique séparé, il existe un espace
vectoriel topologique séparé complet Ê dans lequel E forme un sous-espace dense. Cet
espace est unique à isomorphisme topologique près et on l’appelle le complété de E. Une
base de voisinages de 0 du complété de E est donnée par l’ensemble des adhérences dans
Ê des éléments d’une base de voisinages de 0 dans E. De plus, si F est un espace vectoriel
complet et séparé, alors pour toute application linéaire continue T : E → F , il existe une
unique extension linéaire et continue T̂ : Ê → F ([40, 27, 26, 45]).

Dans le cas localement convexe, le complété de E est également localement convexe et
peut être construit de la manière suivante ([42]). Soit P un ensemble filtrant de semi-normes
définissant la topologie de E. On dit que deux suites généralisées de Cauchy (xα)α∈A et
(yα)α∈A sont équivalentes si pour tout p ∈ P et tout ε > 0, il existe α0 ∈ A tel que

p(xα − yα) ≤ ε ∀α ≥ α0.
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Alors Ê est le quotient de

{(xα)α∈A : (xα)α∈A est de Cauchy}

par cette relation d’équivalence, muni du système filtrant de semi-normes P̂ = {p̂ : p ∈ P},
où p̂ est l’extension de p à Ê. De plus, l’extension d’une application linéaire continue
T : E → F est donnée par

T̂ : Ê → F : [(xα)α∈A] 7→ lim
α∈A

T (xα).

Lemme 2.2.5. Un espace vectoriel topologique séparé et son complété ont le même espace
dual.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel topologique séparé et Ê son complété. Si u est
une application linéaire continue définie sur E, on sait que u s’étend de manière unique en
une application linéaire continue û sur Ê. Définissons l’application j par

j : E ′ → Ê ′ : u 7→ û.

Cette application est clairement injective. De plus, la restriction à E d’une fonctionnelle
linéaire continue sur Ê est continue sur E, d’où la surjectivité.

La proposition suivante est immédiate.

Proposition 2.2.6. Soient E et F deux espaces localement convexes. Si Q désigne un
système filtrant de semi-normes sur F , alors pour tout q ∈ Q et tout borné B de E,

qB : L(E,F )→ R : T 7→ sup
b∈B

q(T (b))

est une semi-norme sur L(E,F ). Pour toute famille filtrante S de bornés de E,

QS = {qB : q ∈ Q, B ∈ S}

est un système filtrant de semi-normes sur L(E,F ).

Lemme 2.2.7. Soit E un espace localement convexe séparé et soit S un ensemble filtrant
de parties bornées de E. La S-topologie sur E ′ coïncide avec la Ŝ-topologie sur E ′, où Ŝ

représente l’ensemble des adhérences dans Ê des ensembles de S.

Démonstration. Si B ∈ S, alors B ⊂ B̄ où l’adhérence est prise dans Ê et par conséquent

sup
b∈B
| < b, e′ > | ≤ sup

b∈B̄
| < b, e′ > |

pour tout e′ ∈ L(E,F ).
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Réciproquement, si B̄ ∈ Ŝ et si C > 0 est tel que

sup
b∈B
| < b, e′ > | ≤ C,

alors
| < b, e′ > | ≤ C ∀b ∈ B

et par continuité,
| < b, e′ > | ≤ C ∀b ∈ B̄.

Ainsi,
sup
b∈B̄
| < b, e′ > | ≤ sup

b∈B
| < b, e′ > |

et le lemme est démontré.

Lemme 2.2.8. Le complété d’un espace localement convexe séparé de Schwartz est un
espace de Schwartz.

Démonstration. La démonstration de ce lemme se trouve dans [26].

Lemme 2.2.9. Soit F un sous-espace dense d’un espace vectoriel topologique métrisable
E. Toute partie précompacte de E est incluse dans l’enveloppe absolument convexe fermée
d’une suite de F qui converge vers 0.

Démonstration. Soient E un espace vectoriel topologique métrisable et A un sous-ensemble
précompact de E. Considérons une base de voisinages équilibrés (Un)n∈N de 0 dans E telle
que U1 = E et

Un+1 + Un+1 ⊂ Un ∀n ∈ N .

Posons A0 = A et supposons que pour n ≥ 1 fixé, un ensemble An−1 précompact dans E
a été construit. Il existe alors un sous-ensemble fini Nn ⊂ An−1 tel que

An−1 ⊂ Nn + 2−n−1Un+2.

Pour tout y ∈ Nn, soit x ∈ F tel que

y − x ∈ 2−n−1Un+2

et soit Mn le sous-ensemble fini de F contenant les éléments x obtenus de la sorte. Alors

An−1 ⊂ Nn + 2−n−1Un+2

⊂ Mn + 2−n−1Un+2 + 2−n−1Un+2

⊂ Mn + 2−n−1Un+1

et l’ensemble
An := (An−1 −Mn) ∩ 2−n−1Un+1
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est précompact.

Soit (kn)n∈N une suite strictement croissante d’entiers tels que k0 = 0 et kn − kn−1 est
le nombre d’élements dans Mn pour tout n ≥ 1. Pour tout n ∈ N, notons

2nMn =
{
xkn−1+1, ..., xkn

}
.

Puisque Un+2 est équilibré et puisque Un + Un ⊂ Un−1 pour tout n ≥ 1, nous avons

Mn ⊂ Nn + 2−n−1Un+2

⊂ An−1 + 2−n−1Un+2

⊂ 2−nUn + 2−n−1Un+2

⊂ 2−nUn + 2−nUn+2

⊂ 2−nUn + 2−nUn

⊂ 2−nUn−1,

et par conséquent, nous avons 2nMn ⊂ Un−1. En particulier, la suite (xn)n∈N de F définie
ci-dessus converge vers 0 dans E.

Soit a ∈ A. Alors, il existe m1 ∈M1 et u2 ∈ U2 tels que

a = m1 +
1

4
u2.

Puisque a −m1 appartient à (A0 −M1) ∩ 1
4
U2 = A1, nous trouvons m2 ∈ M2 et u3 ∈ U3

tels que

a = m1 +m2 +
1

8
u3.

En continuant de la sorte, on obtient une suite (mi)i≥1 et une suite (un)n≥2 telles que pour
tout n ≥ 1,

a =
n∑
i=1

mi + 2−n−1un+1.

Puisque la suite (un)n≥2 converge vers 0 dans E, la série
∑

i≥1mi converge vers a dans E.
Pour tout i ≥ 1, il existe ki−1 < k(i) ≤ ki tel que mi = 2−ixk(i). Posons ρi = 2−i pour tout
i ≥ 1. Alors

a ∈ Γ ({xn : n ∈ N})

puisque la série
∑

i≥1 ρixk(i) converge vers a dans E, d’où la conclusion.

Lemme 2.2.10. Si (E, T ) est un espace localement convexe métrisable de Schwartz et si
(Ê, T̂ ) est son complété, alors les topologies fortes β(E ′, (E, T )) et β(E ′, (Ê, T̂ )) sur le
dual coïncident.
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Démonstration. Si B est un borné de E, alors B est également un borné de Ê et la topologie
forte sur le dual par rapport à E est plus faible que celle par rapport à Ê. Réciproquement,
considérons B̂ un borné de Ê et montrons que B̂ est inclus dans l’adhérence dans Ê d’un
borné de E. L’espace E étant de Schwartz, le lemme 2.2.8 implique que Ê est un espace
de Fréchet-Schwartz et par conséquent, de Montel. Puisque B̂ y est borné, il est donc
précompact dans Ê. Etant donné que E est un sous-espace dense de Ê, le lemme 2.2.9
implique qu’il est inclus dans l’enveloppe absolument convexe fermée d’une suite de E qui
converge vers 0, ce qui suffit.

Nous pouvons à présent démontrer le résultat de L. Frerick et J. Wengenroth. Rappelons
pour cela que nous notons AM le polaire d’une partie non vide A d’un espace vectoriel
topologique E, c’est-à-dire

AM = {e′ ∈ E ′ : sup
e∈A
| < e, e′ > | ≤ 1}.

Proposition 2.2.11 (Frerick, Wengenroth). Le dual fort d’un espace vectoriel topologique
de Schwartz métrisable est un espace (LB).

Démonstration. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique métrisable. Notons (Un)n∈N
une suite décroissante formant une base de voisinages de 0. Supposons que (X, T ) est de
Schwartz, c’est-à-dire

∀n ∈ N ∃m ≥ n ∀ε > 0 ∃E ⊂ X fini tel que Um ⊂ E + εUn.

On définit sur X la topologie S ayant comme base de voisinages de 0

{Γ(Un) : n ∈ N} .

Alors par le lemme 2.2.4, c’est la plus fine topologie localement convexe sur X qui est
plus faible que T et les espaces (X, T ) et (X,S) ont le même dual.

Nous allons à présent montrer que les topologies fortes sur le dual coïncident. Pour cela,
montrons tout d’abord que toute suite (xn)n∈N de X qui converge vers 0 dans (X,S) est
contenue dans l’enveloppe absolument convexe d’une suite de X qui converge vers 0 dans
(X, T ). Soit (xn)n∈N une telle suite. Alors

∀n ∈ N ∃N ∈ N tel que xm ∈ Γ(Un) ∀m ≥ N

et quitte à répéter chaque Un un nombre fini de fois, on peut supposer que xn ∈ Γ(Un)
pour tout n ∈ N. On en tire qu’il existe mn ∈ N, λn,k ∈ C et un,k ∈ Un tels que

xn =
mn∑
k=1

λn,kun,k et
mn∑
k=1

|λn,k| ≤ 1.
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Si nous numérotons les éléments de la matrice (un,k)n∈N,k∈{1,...,mn} en une suite (ym)m∈N,
celle-ci converge vers 0 dans T puisque ∀n ∈ N

um,k ∈ Un ∀m ≥ n,

la suite (Un)n∈N étant décroissante. De plus, il est évident que

xn ∈ Γ ({ym : m ∈ N}) .

Remarquons ensuite que (X,S) est encore un espace de Schwartz. En effet, si n ∈ N,
alors comme (X, T ) est de Schwartz, il existe m ≥ n tel que pour tout ε > 0, il existe une
partie finie E de X avec

Um ⊂
ε

2
Un + E.

Alors, on a
Γ(Um) ⊂ Γ

(ε
2
Un + E

)
⊂ ε

2
Γ(Un) + Γ(E).

Considérons L => e : e ∈ E < muni de la semi-norme de Jauge associée à Γ(Un). Puisque
L est un espace de dimension finie et puisque Γ(E) ⊂ L y est borné, on en tire que Γ(E)
est précompact dans L. Par conséquent, il existe un sous-ensemble fini F de L tel que

Γ(E) ⊂ F +
ε

2
Γ(Un).

Ainsi,
Γ(Um) ⊂ ε

2
Γ(Un) + F +

ε

2
Γ(Un) = εΓ(Un) + F

ce qui prouve que (X,S) est de Schwartz. Par conséquent, il est semi-Montel et tout en-
semble borné de (X,S) est relativement compact. Ainsi, par le lemme 2.2.9, tout ensemble
borné de (X,S) est inclus dans l’enveloppe absolument convexe fermée d’une suite de X
convergeant vers 0 dans (X,S) et donc aussi dans l’enveloppe absolument convexe fermée
d’une suite de X convergeant vers 0 dans (X, T ) vu ce qui a été montré auparavant. En
particulier, tout ensemble borné de (X,S) est inclus dans l’enveloppe absolument convexe
d’un ensemble borné de (X, T ).

Nous pouvons à présent montrer que les topologies β(X ′, (X, T )) et β(X ′, (X,S)) coïn-
cident. Soit BM un voisinage de 0 pour la topologie β(X ′, (X,S)), où B est un borné de
(X,S). Vu ce qui précède, il existe un borné A de (X, T ) tel que B ⊂ Γ(A). Ainsi

AM = (Γ(A))M ⊂ BM

et BM un voisinage de 0 pour la topologie β(X ′, (X, T )). Réciproquement, si B est un borné
de (X, T ), alors

BM = (Γ(B))M.

Puisque B est un borné de (X, T ), il est clair que Γ(B) est un borné de (X,S) et BM est
un voisinage de 0 pour la topologie β(X ′, (X,S)).
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Pour conclure, il suffit maintenant de se rappeler que le dual fort d’un espace localement
convexe métrisable de Schwartz est un espace (LB). En effet, si (X,S) est un espace
localement convexe métrisable de Schwartz, alors par les lemmes 2.2.8, 2.2.5 et 2.2.10,
son complété est un espace de Fréchet-Schwartz avec le même dual fort. Or, tout espace de
Fréchet-Schwartz est distingué, et par conséquent, la topologie forte sur son dual coïncide
avec la topologie de la limite inductive de ses espaces de Banach locaux.

Nous pouvons à présent revenir aux espaces de type Sν . Nous avons déjà montré que le
dual fort (Sν)′b et la limite inductive indm−−→S

ν′εm coïncidaient dans le cas localement convexe.
Il restait à traiter le cas p0 < 1, ce qui est fait dans le résultat suivant.

Proposition 2.2.12. Pour tout profil admissible ν, nous avons (Sν)′b = indm−−→S
ν′εm topolo-

giquement.

Démonstration. Nous savons déjà que la topologie de la limite inductive sur le dual est
plus forte que la topologie forte sur ce même dual. Pour montrer l’équivalence, considérons
l’application identité

(Sν)′b → indm−−→S
ν′εm

qui est trivialement à graphe fermé. Par les propositions 1.6.13 et 2.2.11, nous savons que le
dual fort de l’espace Sν est un espace (LB). Or toute limite inductive d’espaces de Banach
est ultrabornologique. De plus, toute limite inductive séparée est un espace à réseau. Le
résultat découle alors du théorème du graphe fermé de De Wilde.

2.3 Amélioration du résultat concernant le dual fort
La question que nous nous posons dans cette section est de savoir s’il est possible de

diminuer les hypothèses présentées dans la proposition 2.2.11. En effet, afin d’identifier le
dual fort de Sν avec la topologie de la limite inductive, il suffit de montrer que le dual fort
(Sν)′b est ultrabornologique. Le théorème du graphe fermé de De Wilde permet alors de
conclure.

Dans le cas d’un espace localement convexe métrisable, il est connu que le dual fort
est ultrabornologique si et seulement si il est tonnelé ([26]). Le but est de généraliser cette
caractérisation au cas des espaces vectoriels topologiques. Comme tout espace ultraborno-
logique est tonnelé, la question est de savoir si le dual fort d’un espace vectoriel topologique
métrisable et distingué est ultrabornologique.

Lemme 2.3.1. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique métrisable et distingué. Notons
U une base de voisinages de 0 et définissons sur X la topologie S ayant comme base de
voisinages de 0

{Γ(U) : U ∈ U} .

Alors les duaux forts de (X, T ) et (X,S) coïncident.
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Démonstration. Par le lemme 2.2.4, nous savons que les espaces (X, T ) et (X,S) ont
le même dual. Il reste à montrer que les topologies fortes sur le dual β(X ′, (X, T )) et
β(X ′, (X,S)) coïncident.

Soit B un borné de (X, T ). Alors, il est clair que Γ(B) est un borné de (X,S) et
BM = (Γ(B))M est un voisinage de 0 pour la topologie β(X ′, (X,S)).

Réciproquement, soit B un borné de (X,S). Comme l’espace (X, T ) est distingué, pour
prouver que BM est un voisinage de 0 dans (X ′, β(X ′, (X, T )), il suffit de montrer que c’est
un tonneau. Il est clairement absolument convexe. De plus, BM est absorbant car B est
borné. Enfin, montrons que BM est un fermé de (X ′, β(X ′, (X, T )). Puisque

BM =
⋂
b∈B

{b}M,

on en tire que BM est un fermé de X ′ muni de la topologie simple σ(X ′, X). C’est donc
un fermé de X ′ pour toute topologie plus forte que la topologie simple. En particulier, BM

est fermé dans (X ′, β(X ′, (X, T )). Il s’ensuit que BM est un tonneau de (X ′, β(X ′, (X, T )),
d’où l’équivalence des topologies sur X ′.

Dans le cas d’un espace localement convexe métrisable, nous savons que le dual fort est
complet. Le corollaire suivant montre que dans le cas non localement convexe, ce résultat
reste valide si l’on suppose que l’espace est de plus distingué.

Corollaire 2.3.2. Si (X, T ) est un espace vectoriel topologique métrisable et distingué,
son dual fort est complet.

Démonstration. Notons U une base de voisinages de 0 dans (X, T ) et définissons sur X la
topologie S ayant comme base de voisinages de 0

{Γ(U) : U ∈ U} .

Par le lemme 2.3.1, l’espace (X,S) est un espace localement convexe métrisable qui a le
même dual fort que (X, T ). Comme le dual fort d’un espace localement convexe métrisable
est complet, (X ′, β(X ′, (X,S)) est complet. Puisque (X ′, β(X ′, (X, T )) est tonnelé, l’égalité
des duaux forts permet de conclure.

Proposition 2.3.3. Le dual fort d’un espace vectoriel topologique métrisable et distingué
est un espace (LB).

Démonstration. Soit (X, T ) un espace vectoriel topologique métrisable et distingué. Par
le lemme 2.3.1, son dual fort coïncide avec le dual fort d’un espace localement convexe
métrisable. Il s’ensuit que (X ′, β(X ′, (X, T )) est ultrabornologique. C’est donc un espace
(LB).
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Remarque 2.3.4. Remarquons que si un espace vectoriel topologique métrisable est de
Schwartz, la proposition 2.2.11 montre que son dual fort est un espace (LB). Cet espace est
donc en particulier distingué. Par conséquent, la proposition que nous venons de démontrer
est plus forte que le résultat 2.2.11.



Chapitre 3

Prévalence

3.1 Introduction
Dans Rn, il est généralement accepté qu’une propriété est vérifiée presque partout si

l’ensemble des points où cette propriété n’est pas vérifiée a une mesure de Lebesgue nulle.
Nous aimerions généraliser cette notion de "presque partout" au cas des espaces de dimen-
sion infinie, tels que les espaces Ck ou Lp. Lors de cette généralisation, nous voulons garder
certaines propriétés des ensembles ayant une mesure de Lebesgue nulle :

1. Un ensemble de mesure nulle est d’intérieur vide.
2. Tout sous-ensemble d’un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.
3. Toute union dénombrable d’ensembles de mesures nulles est de mesure nulle.
4. Tout translaté d’un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

Nous pourrions essayer de définir la notion de "presque partout" sur un espace de
dimension infinie en termes d’une mesure spécifique. La mesure de Lebesgue étant inva-
riante par translation et localement finie, il semble naturel d’essayer de trouver une mesure
jouissant également de ces propriétés.

Proposition 3.1.1. Soit µ une mesure non-nulle définie sur les boréliens d’un espace
séparable de Banach E de dimension infinie. Si la mesure µ est invariante par translation,
alors pour tout ouvert U de E, µ(U) =∞.

Démonstration. En effet, supposons que la boule ouverte B de rayon ε > 0 a une mesure
finie. Comme l’espace est de dimension infinie, on peut construire une infinité de boules
ouvertes disjointes de rayon ε

4
contenues dans la boule de départ. Toutes ces boules ont

la même mesure puisque la mesure considérée est invariante par translation. Soit (Bn)n∈N
une suite de telles boules. Alors ⋃

n∈N

Bn ⊂ B

et la somme des mesures des boules Bn est finie. Par conséquent, elles doivent être de mesure
nulle. Comme l’espace est séparable, il peut être recouvert par une union dénombrable de
boules de rayon ε

4
et l’espace est donc de mesure nulle, d’où une contradiction.

60
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Ainsi, la seule mesure borélienne localement finie et invariante par translation d’un
espace de Banach séparable de dimension infinie est la mesure triviale µ(B) = 0 pour tout
borélien B.

Remarque 3.1.2. Si l’espace E n’est pas séparable et si µ est une mesure borélienne sur E
localement finie et invariante par translation, nous avons quand même obtenu des ouverts
de mesure nulle, ce qui contredit la propriété 1 que nous voulions conserver.

En l’absence d’une mesure raisonnable qui est invariante par translation sur un espace de
dimension infinie, nous pouvons au moins espérer avoir une mesure qui satisfait la propriété
4. Une telle mesure est dite quasi-invariante. Malheureusement, nous nous heurtons encore
à un problème comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.1.3. Considérons une mesure définie sur les boréliens d’un espace locale-
ment convexe E de dimension infinie. Si cette mesure est σ-finie et quasi-invariante, alors
elle est identiquement nulle.

Démonstration. La preuve de cette proposition peut être trouvée dans [44].

Plutôt que de chercher un analogue partiel à la mesure de Lebesgue pour les espaces
de dimension infinie, Hunt, Sauer et Yorke cherchèrent une autre caractérisation de la
propriété "avoir une mesure de Lebesgue nulle" qui admet une extension naturelle aux
espaces de dimension infinie ([20]).

Dans Rn, notons Bn la classe de Borel de Rn, L la mesure de Lebesgue et considérons
la classe des mesures de probabilité sur les boréliens à support compact, c’est-à-dire les
mesures µ pour lesquelles il existe un compact K de Rn tel que

µ(K) = µ(Rn) = 1.

Proposition 3.1.4. Soit S un ensemble borélien de Rn. Alors L(S) = 0 si et seulement si
il existe une mesure de probabilité µ à support compact définie sur Bn telle que

µ(S + x) = 0 ∀x ∈ Rn .

Cette caractéristique des ensembles boréliens de Rn sera démontrée plus tard (proposi-
tion 3.3.16).

Etant donné une mesure de probabilité µ à support compact, on peut définir une mesure
µ̃ invariante par translation en posant

µ̃(S) =

{
0 si tout translaté de S est de mesure nulle pour µ
∞ sinon.

Ce que la proposition ci-dessus montre est que toute mesure de la sorte est plus grande
ou égale à L sur Bn. Ainsi, une manière de montrer qu’un borélien est petit, dans un
sens d’invariance par translation, est de montrer qu’il existe une mesure de probabilité µ
à support compact telle que µ̃(S) = 0. Une telle stratégie est possible dans les espaces de
dimension infinie car il est facile de trouver des mesures de probabilité à support compact.
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3.2 Produit de mesures
Dans cette section, nous présentons quelques résultats importants sur les produits infinis

de mesures qui nous seront utiles par la suite.

Soient ((Xα,Aα))α∈A une famille d’espaces mesurables et X =
∏

α∈AXα. Considérons
l’espace mesurable (

X,
⊗
α∈A

Aα

)
,

où
⊗

α∈AAα est la σ-algèbre produit engendrée par les σ-algèbres Aα, c’est-à-dire la plus
petite σ-algèbre sur X pour laquelle les projections

πα0 : X → Xα0 : (xα)α∈A 7→ xα0

sont mesurables.

Dans la suite, nous appelerons partie élémentaire de X tout sous-ensemble de X de la
forme ∏

α∈A

Aα

où Aα ∈ Aα pour tout α ∈ A et Aα = Xα sauf pour un nombre fini d’indices. Notons E
l’ensemble des parties élémentaires de X.

Définition 3.2.1. Soient X un ensemble quelconque et F une famille de sous-ensembles
de X. La plus petite σ-algèbre sur X contenant F est appelée la σ-algèbre engendrée par
F et est notée σ(F).

Proposition 3.2.2. Soit ((Xα,Aα))α∈A une famille d’espaces mesurables. Alors⊗
α∈A

Aα = σ(E).

Démonstration. Si E ∈ E , il existe une partie finie A1 de A et des éléments Aα ∈ Aα pour
tout α ∈ A1 tels que

E =
∏
α∈A

Eα

où Eα = Aα si α ∈ A1 et Eα = Xα sinon. Alors

E =
∏
α∈A

Eα =
⋂
α∈A

π−1
α (Eα) =

⋂
α∈A0

π−1
α (Aα) ∈

⊗
α∈A

Aα

puisque l’intersection est finie. Ainsi

σ(E) ⊂
⊗
α∈A

Aα.
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Réciproquement, il suffit de montrer que toute projection est mesurable pour σ(E).
Soient α0 ∈ A et Aα0 ∈ Aα0 . Nous avons

π−1
α0

(Aα0) =
∏
α∈A

Bα

où Bα0 = Aα0 et Bα = Xα si α 6= α0. Par conséquent, π−1
α0

(Aα0) ∈ E , d’où la conclusion.

Pour toute partie finie A0 de A, notons BA0 l’ensemble des éléments de la forme ∏
α∈A\A0

Xα

× E
où E appartient à l’algèbre engendrée sur

∏
α∈A0

Xα par{∏
α∈A0

Aα : Aα ∈ Aα ∀α ∈ A0

}
.

Vu la proposition précédente, nous avons

σ (BA0) =


 ∏
α∈A\A0

Xα

× E : E ∈
⊗
α∈A0

Aα

 .

Lemme 3.2.3. Si A désigne l’algèbre engendrée par E, alors

A =
⋃

A0⊂A,A0 fini

BA0 .

Démonstration. Il est clair que si A0 est une partie finie de A, alors BA0 est une algèbre
sur X. De plus, si A0 ⊂ A1 sont deux parties finies de A, on a

BA0 ⊂ BA1 .

Par conséquent,
⋃
A0⊂A,A0 fini BA0 est une algèbre sur X. De plus, elle contient E , d’où

A ⊂
⋃

A0⊂A,A0 fini

BA0 .

D’autre part, pour toute partie finie A0 de A, BA0 ⊂ A, ce qui conclut la preuve.
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Si ((Xα,Aα, µα))α∈A est une famille d’espaces mesurés, nous aimerions définir une me-
sure µ sur (X,

⊗
α∈AAα) telle que

µ

(∏
α∈A

Aα

)
=
∏
α∈A

µα(Aα)

pour tout ensemble élémentaire
∏

α∈AAα de X. Afin que le produit ci-dessus soit bien
défini, nous allons supposer que pour tout α ∈ A, µα est une mesure de probabilité sur Xα.

Remarque 3.2.4. Soit X un ensemble arbitraire. Rappelons qu’une collection de sous-
ensembles de X est un π-système sur X si elle est stable pour l’intersection finie. Il est
connu que si deux mesures finies définies sur un espace mesurable (X,A) sont égales sur
X et sur les éléments d’un π-système engendrant A, elles sont égales partout ([36]).

Lemme 3.2.5. Soient ((Xα,Aα, µα))α∈A une famille d’espaces probabilisés et X =
∏

α∈AXα.
Il existe une mesure finiment additive µ définie sur l’algèbre A engendrée par E telle que

µ

(∏
α∈A

Aα

)
=
∏
α∈A

µα(Aα)

pour tout ensemble élémentaire
∏

α∈AAα de X.

Démonstration. Pour toute partie A0 finie de A, la théorie des produits finis de mesures
assure l’existence d’une mesure µA0 définie sur

(∏
α∈A0

Xα,
⊗

α∈A0
Aα
)
telle que

µA0

(∏
α∈A0

Aα

)
=
∏
α∈A0

µα(Aα)

pour tous Aα ∈ Aα, α ∈ A0. Définissons l’application µA0 sur σ (BA0) par

µA0

 ∏
α∈A\A0

Xα

× E
 = µA0(E).

Il est clair que µA0 est une mesure finie sur σ (BA0).

Remarquons que si A1 ⊂ A0 et si Aα ∈ Aα pour tout α ∈ A1, alors

µA0

 ∏
α∈A\A1

Xα

×(∏
α∈A1

Aα

) = µA0

 ∏
α∈A0\A1

Xα

×(∏
α∈A1

Aα

)
=

∏
α∈A0\A1

µα(Xα) .
∏
α∈A1

µα(Aα)
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=
∏
α∈A1

µα(Aα)

= µA1

(∏
α∈A1

Aα

)

= µA1

 ∏
α∈A\A1

Xα

×(∏
α∈A1

Aα

) .

Vu la remarque 3.2.4, on en tire que

µA0(B) = µA1(B)

pour toutB ∈ σ (BA1). Ainsi, siA1, A2 sont deux parties finies deA et siB ∈ σ (BA1) ∩ σ (BA2),
alors

µA1(B) = µA1∪A2(B) = µA2(B).

En particulier, si A1, A2 sont deux parties finies de A et si B ∈ BA1 ∩ BA2 , alors

µA1(B) = µA1∪A2(B) = µA2(B).

Il s’ensuit par le lemme 3.2.3 que l’application µ définie par

µ(B) = µA0(B) si B ∈ BA0 où A0 ⊂ A est fini.

est bien définie sur A.
Montrons que µ est finiment additif. Soient B1 et B2 deux éléments disjoints de A.

Alors, par le lemme 3.2.3, il existe deux parties finies A1, A2 de A telles que B1 ∈ BA1 et
B2 ∈ BA2 . Si A0 = A1∪A2, alors B1 et B2 appartiennent à BA0 . Il existe donc des ensembles
C1 et C2 dans l’algèbre engendrée sur

∏
α∈A0

Xα par
{∏

α∈A0
Aα : Aα ∈ Aα ∀α ∈ A0

}
tels

que

B1 =

 ∏
α∈A\A0

Xα

× C1 , B2 =

 ∏
α∈A\A0

Xα

× C2.

Par conséquent,

µ(B1 ∪B2) = µA0

 ∏
α∈A\A0

Xα

× (C1 ∪ C2)


= µA0(C1 ∪ C2)

= µA0(C1) + µA0(C2)

= µ(B1) + µ(B2).

Le lemme est ainsi démontré.



CHAPITRE 3. PRÉVALENCE 66

Remarque 3.2.6. Soient ((Xα,Aα, µα))α∈A une famille d’espaces probabilisés,X =
∏

α∈AXα

et µ la mesure finiment additive définie comme dans la démonstration du lemme ci-dessus.
Si A0 est une partie finie de A, on pose

µA0(E) = µ

 ∏
α∈A\A0

Xα

× E


pour tout E ∈
⊗

α∈A0
Aα. Vu la construction de µ, µA0 est une mesure sur l’espace mesu-

rable
(∏

α∈A0
Xα,

⊗
α∈A0

Aα
)
telle que

µA0

(∏
α∈A0

Aα

)
=
∏
α∈A0

µα(Aα)

pour tous Aα ∈ Aα, α ∈ A0. C’est la mesure produit∏
α∈A0

µα.

Jusqu’à présent, nous avons construit une mesure finiment additive sur l’algèbre engen-
drée par E qui satisfait la propriété souhaitée. Afin d’étendre cette mesure à la σ-algèbre
engendrée par E , nous aurons besoin de la proposition suivante.

On désigne par mesure dénombrablement additive sur une algèbre A toute mesure µ
finiment additive sur A telle que pour toute suite (An)n∈N d’éléments deux à deux disjoints
de A dont l’union appartient à A, nous avons

µ

(⋃
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An).

Proposition 3.2.7. Soient X un ensemble quelconque, A une algèbre sur X et une mesure
dénombrablement additive µ : A → [0,+∞]. Pour tout A ⊂ X, posons

µ∗(A) = inf

{∑
n∈N

µ(An) : An ∈ A ∀n ∈ N, A ⊂
⋃
n∈N

An

}
.

Alors µ∗ est une mesure extérieure sur X, tout ensemble de A est µ∗-mesurable et

µ∗(A) = µ(A)

pour tout A ∈ A.

Démonstration. Montrons tout d’abord que µ∗ est une mesure extérieure sur X. Il est clair
que µ∗(∅) = 0 et que si A ⊂ B, µ∗(A) ≤ µ∗(B). Soient (An)n∈N une suite d’ensembles de
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X, A =
⋃
n∈NAn et ε > 0. Pour tout n ∈ N, considérons une suite (An,m)m∈N d’éléments

de A tels que An ⊂
⋃
m∈NAn,m et∑

m∈N

µ(An,m) ≤ µ∗(An) +
ε

2n+1
.

Alors A ⊂
⋃
m,n∈NAn,m et donc

µ∗(A) ≤
∑
m,n∈N

µ(An,m) ≤
∑
n∈N

µ∗(An) + ε.

Puisque ε > 0 est arbitraire, on obtient que

µ∗(A) ≤
∑
n∈N

µ∗(An)

et µ∗ est une mesure extérieure sur X.

Montrons à présent que tout ensemble de A est µ∗-mesurable. Soient donc A ∈ A et
M ⊂ X. Montrons que

µ∗(M ∩ A) + µ∗(M ∩ Ac) ≤ µ∗(M)

où Ac désigne le complémentaire de A dans X. Soit ε > 0. Alors il existe une suite (An)n∈N
d’éléments de A telle que M ⊂

⋃
n∈NAn et∑
n∈N

µ(An) ≤ µ∗(M) + ε

Puisque (M ∩A) ⊂
⋃
n∈N(A∩An), (M ∩Ac) ⊂

⋃
n∈N(Ac∩An) et que (A∩An) et (Ac∩An)

appartiennent à A pour tout n ∈ N, on en tire que

ε+ µ∗(M) ≥
∑
n∈N

µ(An)

=
∑
n∈N

(µ(A ∩ An) + µ(Ac ∩ An))

≥ µ∗(A ∩M) + µ∗(Ac ∩M)

d’où la mesurabilité de A puisque ε > 0 est arbitraire.

Enfin, siA ∈ A, montrons que µ(A) = µ∗(A). PuisqueA ⊂ A, nous avons µ∗(A) ≤ µ(A).
Soit (An)n∈N une suite de A telle que A ⊂

⋃
n∈NAn. Posons

B0 = A0 et Bn = An\
⋃
j<n

Aj ∀n > 0.
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Alors Bn ∈ A pour tout n ∈ N et
⋃
n∈NAn =

⋃
n∈NBn. Puisque la suite (Bn)n∈N est formée

d’ensembles deux à deux disjoints, nous obtenons alors

µ(A) = µ

(
A ∩

⋃
n∈N

Bn

)

= µ

(⋃
n∈N

(A ∩Bn)

)
=

∑
n∈N

µ(A ∩Bn)

≤
∑
n∈N

µ(Bn)

≤
∑
n∈N

µ(An)

et il s’ensuit que µ(A) ≤ µ∗(A).

Corollaire 3.2.8 (Théorème d’extension de Hahn). Soient X un ensemble quelconque et
A une algèbre sur X. Toute mesure dénombrablement additive µ sur A s’étend en une
mesure sur σ(A). Si µ est fini, cette extension est unique.

Démonstration. La restriction de toute mesure extérieure à la σ-algèbre formée de ses
parties mesurables est une mesure. Puisque l’ensemble des parties µ∗-mesurables de X
contient A, elle contient σ(A) et la restriction de µ∗ à σ(A) convient.

L’unicité est immédiate vu la remarque 3.2.4 et puisque A est en particulier un π-
système contenant X.

Lemme 3.2.9. Soient X un ensemble quelconque, A une algèbre sur X et µ une mesure
finiment additive sur A. Si

lim
n→+∞

µ(An) = 0

pour toute suite décroissante (An)n∈N d’éléments de A tels que
⋂
n∈NAn = ∅, alors µ est

dénombrablement additif.

Démonstration. Soit (Bn)n∈N une suite d’éléments de A deux à deux disjoints tels que⋃
n∈NBn ∈ A. Montrons que

µ

(⋃
n∈N

Bn

)
=
∑
n∈N

µ(Bn).

Posons pour tout k ∈ N
Ak =

⋃
j≥k

Bj.
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Puisque
⋃
n∈NBn ∈ A et que A est une algèbre, il est clair que Ak ∈ A pour tout k ∈ N.

De plus, la suite (Ak)k∈N est une suite décroissante telle que
⋂
n∈NAn = ∅. Nous avons

donc

µ

(⋃
n∈N

Bn

)
=

k∑
n=1

µ(Bn) + µ(Ak+1)

d’où la conclusion puisque µ(Ak+1) converge vers 0 par hypothèse si k tend vers l’infini.

Théorème 3.2.10. Soient ((Xα,Aα, µα))α∈A une famille d’espaces probabilisés et X =
∏

α∈A Xα.
Il existe une unique mesure µ sur

(
X,
⊗

α∈AAα
)
telle que

µ

(∏
α∈A

Aα

)
=
∏
α∈A

µα(Aα)

pour tout ensemble élémentaire
∏

α∈AAα de X.

Démonstration. Soit µ la mesure finiment additive sur l’algèbre A engendrée par E donnée
dans la démonstration du lemme 3.2.5. Cette mesure est finie puisque

µ

(∏
α∈A

Xα

)
=
∏
α∈A

µα(Xα) = 1.

Si nous montrons que µ est dénombrablement additif, alors par le théorème de Hahn 3.2.8,
µ s’étend de manière unique en une mesure sur σ(A). De plus, σ(A) = σ(E). En effet, on
a bien sûr A ⊂ σ(E) d’où σ(A) ⊂ σ(E). De plus, si E ∈ E , alors E ∈ A ⊂ σ(A) et on en
tire l’égalité des σ-algèbres.

Il reste donc à montrer que µ est dénombrablement additif. Soit (Bn)n∈N une suite
décroissante de A telle que

⋂
n∈NBn = ∅. Si nous montrons que

lim
n→+∞

µ(Bn) = 0,

alors nous obtiendrons la conclusion par le lemme 3.2.9. Puisque la suite (Bn)n∈N est dé-
croissante, il en est de même pour la suite (µ(Bn))n∈N. Procédons par l’absurde et supposons
que limn→+∞ µ(Bn) > 0.

Par le lemme 3.2.3, il existe une suite (An)n∈N de parties finies de A telle que Bn ∈ BAn
pour tout n ∈ N. Puisque BC ⊂ BD si C ⊂ D sont deux parties finies de A, on peut
supposer que la suite (An)n∈N est croissante. Par conséquent, il existe une suite (αj)j∈N de
A et une suite strictement croissante (kn)n∈N de naturels telles que

An = {α1, ..., αkn}

pour tout n ∈ N. Pour chaque toute partie finie C de A, posons

SC =
∏

α∈A\C

Xα
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et définissons la mesure (vu 3.2.6)

µC(E) = µ (E × SC)

pour tout E ∈
⊗

α∈C Aα.
PuisqueBn ∈ BAn , il existe En dans l’algèbre engendrée par

{∏
α∈An Aα : Aα ∈ Aα ∀α ∈ An

}
sur

∏
α∈An Xα tel que

Bn = En × SAn .
Par le théorème de Fubini,

µ(Bn) = µAn(En) =

∫
Xα1

...

∫
Xαkn

χEn(sα1 , ..., sαkn )dµαkn (sαkn )...dµα1(sα1).

et la fonction

fn(sα1) =

∫
Xα2

...

∫
Xαkn

χEn(sα1 , sα2 , ..., sαkn )dµαkn (sαkn )...dµα2(sα2)

est définie pour µα1-presque tout sα1 dans Xα1 . Puisque

µ(Bn) =

∫
Xα1

fndµα1

ne converge pas vers 0 et puisque 0 ≤ fn ≤ 1, le théorème de la convergence dominée
fournit s0

α1
∈ Xα1 tel que fn(s0

α1
) est défini pour tout n ∈ N et ne converge pas vers 0.

Alors
fn(s0

α1
) =

∫
Xα2

...

∫
Xαkn

χEn(s0
α1
, sα2 , ..., sαkn )dµαkn (sαkn )...dµα2(sα2)

est défini pour tout n ∈ N tel que kn > 2 et ne converge pas vers 0. En appliquant le même
raisonnement, nous trouvons s0

α2
∈ Xα2 tel que∫

Xα3

...

∫
Xαkn

χEn(s0
α1
, s0
α2
, sα3 ..., sαkn )dµαkn (sαkn )...dµα3(sα3)

est défini pour tout n ∈ N et ne converge pas vers 0. Par induction, nous obtenons une
suite (s0

αi
)i∈N telle que s0

αi
∈ Xαi et telle que pour tous m ∈ N et n ∈ N tels que m < kn,

l’intégrale ∫
Xαm

...

∫
Xαkn

χEn(s0
α1
, ..., s0

αm−1
, sαm ..., sαkn )dµαkn (sαkn )...dµαm(sαm)

existe. De plus, pour tout m ∈ N, si N désigne le premier naturel tel que kN > m, la suite(∫
Xαm

...

∫
Xαkn

χEn(s0
α1
, ..., s0

αm−1
, sαm ..., sαkn )dµαkn (sαkn )...dµαm(sαm)

)
n≥N
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ne converge pas vers 0. Fixons j ∈ N. Si l’on prend m = kj + 1, il existe n > j et
s

(n)
αkj+1

, ..., s
(n)
αkn tels que

χEn(s0
α1
, ..., s0

αkj
, s(n)
αkj+1

, ..., s(n)
αkn

) 6= 0.

Or, nous savons que Bn ⊂ Bj et par conséquent,

En ⊂ Ej ×
∏

α∈An\Aj

Xα.

Nous en tirons que

(s0
α1
, ..., s0

αkj
, s(n)
αkj+1

, ..., s(n)
αkn

) ∈ Ej ×
∏

α∈An\Aj

Xα

et donc
(s0
α1
, ..., s0

αkj
) ∈ Ej.

Par conséquent,
(s0
α1
, ..., s0

αkj
, tj) ∈ Bj = Ej × SAj

pour tout tj ∈ SAj . Posons
A∞ =

⋃
n∈N

An.

Alors
(s0
α)α∈A ∈ Bj

pour tout j où, si A∞ ( A, s0
α est un élément quelconque de Xα pour tout α ∈ A\A∞.

Nous obtenons donc une contradiction puisque
⋂
j∈NBj = ∅.

L’unicité est immédiate car si µ et ν sont deux mesures qui satisfont l’énoncé, elles sont
finies et égales sur l’ensemble des parties élémentaires de X. Comme ces parties forment
un π-système qui engendre

⊗
α∈AAα, nous obtenons donc que µ = ν.

Définition 3.2.11. L’espace mesuré du théorème précédent est appelé le produit des
espaces mesurés (Xα,Aα, µα), α ∈ A, et est noté

(X,
⊗
α∈A

Aα, µ) =
∏
α∈A

(Xα,Aα, µα).

La mesure µ est appelée la mesure produit.

Remarque 3.2.12. L’opération qui consiste à former des produits infinis de mesures est
associative. En d’autres mots, si A est partitionné en une famille (Aβ)β∈B d’ensembles,
alors ∏

α∈A

(Xα,Aα, µα) =
∏
β∈B

∏
α∈Aβ

(Xα,Aα, µα).
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3.3 Prévalence
Soit E un espace vectoriel topologique métrisable complet. Rappelons que l’on peut

supposer que la base de voisinages d’un point e de l’espace E est de la forme

{e+ b(0, ε) : ε > 0} .

Lorsque l’on parlera de mesure sur E, cela signifiera une mesure définie sur la classe B(E)
des boréliens de E et non-identiquement nulle.

Définition 3.3.1. Une mesure µ est transversale pour un ensemble borélien B si
(i) il existe un compact K de E tel que 0 < µ(K) < +∞,
(ii) µ(B + e) = 0 pour tout e ∈ E.

Si E est de plus séparable, alors le point (i) est automatiquement vérifié pour toute
mesure finie comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.3.2. Soit E un espace métrique complet séparable et µ une mesure de
probabilité sur E. Pour tout ε > 0, il existe un ensemble compact Kε de X tel que

µ(Kε) > 1− ε.

Démonstration. Soient ε > 0 et D = {em : m ∈ N} une partie dense de E. Alors, pour
tout n > 0, nous avons

E =
⋃
m∈N

b(em,
1

n
).

Par continuité à gauche de la mesure, nous avons

µ(E) = lim
k→+∞

µ

(
k⋃

m=0

b(em,
1

n
)

)

d’où pour tout n > 0, il existe kn ∈ N tel que

µ

(
kn⋃
m=1

b(em,
1

n
)

)
> 1− ε

2n
.

Posons An =
⋃kn
m=1 b(em,

1
n
) pour tout n > 0 et

Kε =
⋂
n>0

An.

Puisque An est fermé pour tout n > 0, nous en tirons que Kε est également fermé. De plus,

µ(E\Kε) ≤
∑
n>0

µ(E\An) <
∑
n>0

ε

2n
= ε



CHAPITRE 3. PRÉVALENCE 73

d’où µ(Kε) > 1− ε.
Il reste à montrer que Kε est compact. Soit (xm)m∈N une suite de Kε. Puisque Kε ⊂ A1,

il existe j1 ≤ k1 tel queK1 := Kε∩b(ej1 , 1) contienne une sous-suite
(
x
j
(1)
m

)
m∈N

de (xm)m∈N.

Puisque K1 ⊂ A2, il existe j2 ≤ k2 et une sous-suite
(
x
j
(2)
m

)
m∈N

de
(
x
j
(1)
m

)
m∈N

incluse dans

K2 := K1∩b(ej2 , 1
2
). En procédant de proche en proche, nous obtenons pour tout n > 0 une

sous-suite
(
x
j
(n+1)
m

)
m∈N

incluse dans Kn+1 de la suite
(
x
j
(n)
m

)
m∈N

, où Kn+1 est un ensemble

de diamètre inférieur à 2
n+1

.

Considérons la sous-suite
(
x
j
(m)
m

)
m∈N

. Pour tout n > 0,
(
x
j
(m)
m

)
m≥n

est une sous-suite

de
(
x
j
(n)
m

)
m∈N

et appartient donc à Kn. Puisque le diamètre de Kn est inférieur à 2
n
, la suite(

x
j
(m)
m

)
m∈N

est de Cauchy. L’espace E étant complet, elle converge vers un point x ∈ E.
Enfin, puisque Kε est fermé, x ∈ K et K est compact.

Définition 3.3.3. Un borélien B ⊂ E est timide s’il existe une mesure transversale pour
B. Plus généralement, un sous-ensemble de E est timide s’il est inclus dans un borélien
timide.

Définition 3.3.4. Un sous-ensemble de E est prévalent si son complémentaire est timide.

Nous allons à présent montrer que la prévalence est une généralisation de la notion
de "presque partout" qui vérifie les propriétés que nous voulions préserver. Au vu de la
proposition suivante, les propriétés 2 et 4 sont trivialement vérifiées.

Proposition 3.3.5. Si S est timide dans E, alors il en est de même pour tout sous-
ensemble et tout translaté de B.

Démonstration. C’est immédiat vu les définitions.

Pour montrer que la notion de prévalence respecte la propriété 1, nous aurons besoin
du lemme ci-dessous. Rappelons auparavant la définition du support d’une mesure.

Définition 3.3.6. Soient (X, T ) un espace topologique et µ une mesure sur l’espace me-
surable (X,B(X)). Le support de µ est défini par

supp(µ) = {x ∈ X : ∀V ∈ Vx ∩ T , µ(V ) > 0}

où Vx désigne le système de voisinages de x.

Remarquons que le support de µ est un fermé de X. Par conséquent, si µ est une mesure
finie sur les boréliens d’un espace topologique séparé X et s’il existe un compact K tel que
µ(K) = µ(X), alors µ(X\K) = 0. Puisque l’espace est séparé, X\K est ouvert et nous
en tirons que supp(µ) ⊂ K. Le support supp(µ) étant fermé, nous obtenons que µ est à
support compact.



CHAPITRE 3. PRÉVALENCE 74

Lemme 3.3.7. Pour tout borélien timide B de E, il existe une mesure transversale pour B
finie et à support compact. De plus, le support de cette mesure peut être choisi pour avoir
un diamètre arbitrairement petit.

Démonstration. Soit µ une mesure transversale pour B. Alors par définition, il existe un
compact K de E tel que 0 < µ(K) < +∞. La restriction de µ à K, définie par

µK(A) = µ(A ∩K)

pour tout ensemble borélien A, est une mesure à support compact et elle est également
transversale pour B.

Pour la deuxième partie, soit ε > 0. Puisque K est compact, il peut être recouvert par
un nombre fini de boules de rayon ε et comme µ(K) > 0, au moins une de ces boules est
de mesure positive. Notons-la bε. Par conséquent, K ∩ b̄ε est compact et la restriction de µ
à ce compact est une mesure transversale pour B.

Proposition 3.3.8. Tout sous-ensemble timide de E est d’intérieur vide.

Démonstration. Soit S un sous-ensemble timide de E. Alors il existe B ∈ B(E) timide tel
que

S ⊂ B.

Montrons que B est d’intérieur vide. Sinon, il existe x0 ∈ B et ε > 0 tel que

b(x0, ε) ⊂ B.

Par le lemme 3.3.7, il existe une mesure transversale µ pour B dont le support K est
compact et de diamètre inférieur à ε. Puisque

µ(b(x0, ε) + e) ≤ µ(B + e) = 0

pour tout e ∈ E, on en tire que la mesure est également transversale pour b(x0, ε). Or, il
existe un e ∈ E tel que

K ⊂ b(x0, ε) + e

puisque le diamètre de K est inférieur à ε et il s’ensuit que µ(b(x0, ε) + e) ≥ µ(K) > 0,
d’où une contradiction.

Ainsi B est d’intérieur vide et par conséquent, S l’est également.

Le corollaire suivant est alors immédiat.

Corollaire 3.3.9. Tout ensemble prévalent de E est dense dans E.

Démonstration. Soit A un sous-ensemble prévalent de E. Alors E\A est timide et par la
proposition 3.3.8, E\A est d’intérieur vide. Comme E\Ā est un ouvert inclus dans E\A,
cet ensemble est vide et on en tire que A est dense dans E.
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Afin de montrer que la propriété de prévalence est stable par union dénombrable, il
nous faut introduire la notion de convolution de mesures.

Définition 3.3.10. Soient µ et ν deux mesures σ-finies sur E. Pour tout borélien B de E,
on pose

BΣ = {(x, y) ∈ E × E : x+ y ∈ B}.
Puisque l’addition est une application continue de E × E dans E, BΣ est un borélien de
E × E. La convolution µ ∗ ν des mesures µ et ν est définie par

(µ ∗ ν) (B) = (µ× ν) (BΣ)

pour tout B ∈ B(E).

Proposition 3.3.11. Soient µ et ν deux mesures σ-finies sur E. La convolution de µ et
ν est une mesure sur E.

Démonstration. Il est clair que (µ∗ν)(∅) = 0. De plus, si (Bn)n∈N est une suite de boréliens
de E deux à deux disjoints, alors

(µ ∗ ν)

(⋃
n∈N

Bn

)
= (µ× ν)

(⋃
n∈N

Bn

)Σ


= (µ× ν)

(⋃
n∈N

BΣ
n

)
=

∑
n∈N

(µ× ν) (BΣ
n )

=
∑
n∈N

(µ ∗ ν) (Bn)

puisque les (BΣ
n )n∈N sont deux à deux disjoints.

Remarque 3.3.12. Par le théorème de Tonelli-Fubini, on a

(µ ∗ ν) (B) =

∫
E

µ(B − y)dν(y) =

∫
E

ν(B − x)dµ(x) = (ν ∗ µ) (B).

Lemme 3.3.13. Soient µ et ν deux mesures finies. S’il existe un compact K tel que
ν(K) > 0 et si µ est transversale pour B ∈ B(E), alors µ ∗ ν est également transversale
pour B.

Démonstration. Puisque µ est une mesure transversale, il existe un compact L tel que
µ(L) > 0. Alors L+K est compact et

(µ ∗ ν) (L+K) = (µ× ν) ((L+K)Σ)

≥ (µ× ν) (L×K)

= µ(L)ν(K)

> 0



CHAPITRE 3. PRÉVALENCE 76

puisque L×K ⊂ (L+K)Σ. De plus, µ ∗ ν est fini. En effet, les mesures µ et ν étant finies,
on a

(µ ∗ ν) (E) = (µ× ν) (EΣ) = (µ× ν) (E × E) = µ(E)ν(E) <∞.

Enfin, pour tout e ∈ E, nous avons

(µ ∗ ν) (B + e) =

∫
E

µ(B + e− y)︸ ︷︷ ︸
=0

dν(y) = 0,

et µ ∗ ν est donc transversale pour B.

Proposition 3.3.14. Toute union finie d’ensembles timides est timide.

Démonstration. Soient deux ensembles timides de E et A et B deux boréliens timides les
contenant. Alors par le lemme 3.3.7, il existe deux mesures finies à support compact µ et
ν transversales pour A et B respectivement. Le lemme 3.3.13 implique alors que la mesure
µ ∗ ν est transversale pour A et B, et donc pour A ∪B puisque

(µ ∗ ν) ((A ∪B) + e) ≤ (µ ∗ ν) (A+ e) + (µ ∗ ν) (B + e) = 0

pour tout e ∈ E.

Nous allons à présent généraliser cette proposition au cas des unions dénombrables
d’ensembles timides de E.

Proposition 3.3.15. Toute union dénombrable d’ensembles timides est timide.

Démonstration. Etant donnée une suite de sous-ensembles timides de E, soit (Bn)n∈N une
suite de boréliens timides de E contenant ces ensembles. Pour tout n ∈ N, notons µn une
mesure transversale pour Bn. Par le lemme 3.3.7, on peut supposer que µn est finie et
supportée par un compact Kn de diamètre inférieur à 2−n. En normalisant les mesures, on
peut supposer que µn(E) = 1 et quitte à les translater, que Kn contient l’origine.

Considérons le produit infini
KΠ =

∏
n∈N

Kn.

Par le théorème de Tychonoff, KΠ est un compact de
∏

n∈NE. De plus, si µΠ est la mesure
produit des µn définie sur les boréliens de KΠ,

µΠ(KΠ) = 1.

Notons d la distance sur E. L’espace E étant complet, et puisque d(kn, 0) < 2−n pour
tout kn ∈ Kn, l’application

(kn)n∈N ∈ KΠ 7→
∑
n∈N

kn ∈ E
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est bien définie et continue. L’image K de KΠ par cette application est donc compacte. La
mesure produit µΠ induit une mesure µ à support dans K, donnée par

µ(B) = µΠ(BΣ)

où

BΣ =

{
(en)n∈N ∈ KΠ :

∑
n∈N

en ∈ B

}
.

Montrons que µ est une mesure transversale pour chaque Bn. C’est clairement une mesure.
De plus, comme le produit de mesures est commutatif et associatif,

µΠ = µn × νΠ
n ,

où
νΠ
n =

∏
j 6=n

µj.

Soit νn la mesure sur E induite par νΠ
n , c’est-à-dire

νn(B) = νΠ
n (BΣn)

où pour tout borélien B de E,

BΣn =

{
(ej)j 6=n ∈

∏
j 6=n

Kj :
∑
j 6=n

ej ∈ B

}
.

Alors
µ = µn ∗ νn.

En effet, pour tout borélien B, nous avons

µn ∗ νn(B) =

∫
E

νn(B − x)dµn(x)

=

∫
E

νΠ
n

(
(B − x)Σn

)
dµn(x)

=

∫
E

νΠ
n (BΣ

x )dµn(x)

= µn × νΠ
n (BΣ)

= µΠ(BΣ)

= µ(B)

où

BΣ
x =

{
(ej)j 6=n ∈

∏
j 6=n

Kj : (yj)j∈N ∈ BΣ où yj = ej ∀j 6= n, yn = x

}
.
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Par le lemme 3.3.13, µ est une mesure transversale pour Bn. Alors pour tout e ∈ E

µ

(⋃
n∈N

Bn + e

)
≤
∑
n∈N

µ(Bn + e) = 0,

d’où la conclusion.

Proposition 3.3.16. Un ensemble S ⊂ Rn est timide si et seulement si il est inclus dans
un borélien qui a une mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. Supposons que S est inclus dans un borélien de mesure de Lebesgue nulle.
Notons B ce borélien. Alors la mesure de Lebesgue L est transversale pour B et S est
timide.

Réciproquement, si B est un borélien timide contenant S, par le lemme 3.3.7 il existe
une mesure µ non-nulle et finie transversale pour B. Comme L est σ-fini, le théorème de
Tonelli-Fubini donne

0 =

∫
Rn
µ(B − y)dL(y)

=

∫
Rn
L(B − x)dµ(x)

=

∫
Rn
L(B)dµ

= µ(Rn)L(B)

puisque L est invariant par translation. On en tire que L(B) = 0.

Remarque 3.3.17. Par conséquent, dans Rn, la mesure de Lebesgue est le meilleur can-
didat pour être transversale pour un borélien.

Au vu des résultats obtenus, la notion d’ensemble timide généralise bien la notion
d’ensemble de mesure de Lebesgue nulle au cas des espaces de dimension infinie.

Définition 3.3.18. Soit P un espace vectoriel topologique réel séparé de dimension finie n.
Une mesure de Lebesgue portée par P est une mesure image Lf de la mesure de Lebesgue
L sur Rn par un isomorphisme topologique f : Rn → P , c’est-à-dire

Lf (B) = L(f−1(B))

pour tout borélien B de P .

Vu le théorème de changement de variables dans Rn, cette mesure est unique à une
constante près.
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Lemme 3.3.19. Soient X et Y deux ensembles, f : X → Y une application et C une
collection de sous-ensembles de Y . Alors{

f−1(A) : A ∈ σ(C)
}

= σ
({
f−1(A) : A ∈ C

})
.

Démonstration. Procédons par double inclusion. Il est facile de vérifier que {f−1(A) : A ∈ σ(C)}
est une σ-algèbre sur X. De plus, C ⊂ σ(C) et par conséquent{

f−1(A) : A ∈ C
}
⊂
{
f−1(A) : A ∈ σ(C)

}
,

d’où
σ
({
f−1(A) : A ∈ C

})
⊂
{
f−1(A) : A ∈ σ(C)

}
.

D’autre part, soit

S =
{
B ⊂ Y : f−1(B) ∈ σ

({
f−1(A) : A ∈ C

})}
.

Il est clair que S est une σ-algèbre sur Y . De plus, si C ∈ C, alors

f−1(C) ∈ σ
({
f−1(A) : A ∈ C

})
et on en tire que C ⊂ S, d’où σ(C) ⊂ S. Par conséquent,{

f−1(A) : A ∈ σ(C)
}
⊂
{
f−1(A) : A ∈ S

}
.

Or, par définition de S,{
f−1(A) : A ∈ S

}
⊂ σ

({
f−1(A) : A ∈ C

})
,

d’où la conclusion.

Proposition 3.3.20. Soient (E, T ) un espace topologique et P ⊂ E. La σ-algèbre de Borel
B(P ) de P pour la topologie induite est donnée par

B(P ) = {B ∩ P : B ∈ B(E)}.

Démonstration. Considérons l’inclusion i : P → E. Par le lemme précédent,

{B ∩ P : B ∈ B(E)} = σ ({B ∩ P : B ∈ T }) .

Or, par définition de la topologie induite sur P ,

σ ({B ∩ P : B ∈ T }) = B(P ),

et la proposition est démontrée.

Ce résultat nous permet de définir une mesure de Lebesgue sur un espace vectoriel
topologique réel séparé de dimension infinie E portée par un sous-espace de dimension
finie P .
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Définition 3.3.21. Si f : Rn → P est un isomorphisme topologique, la mesure LP définie
par

LP (B) = Lf (B ∩ P )

pour tout borélien B de E, est appelée une mesure de Lebesgue sur E portée par P .

Définition 3.3.22. Un sous-espace de dimension finie P ⊂ E est une sonde pour un sous-
ensemble T de E si une mesure de Lebesgue portée par P est transversale pour un borélien
contenant le complémentaire T c de T dans E.

Ainsi, une condition suffisante pour que T soit prévalent est d’avoir une sonde.

3.4 Applications
Nous allons à présent présenter quelques applications de la notion de prévalence. On

dira qu’une propriété est vérifiée presque partout si l’ensemble des points qui satisfont cette
propriété est prévalent.

Pour la première application, nous considérons l’espace de Banach
(
L1([0, 1]), ‖.‖L1([0,1])

)
,

où

‖f‖L1([0,1]) =

∫ 1

0

|f(x)|dx

pour tout f ∈ L1([0, 1]).

Proposition 3.4.1. Presque toute fonction f de L1([0, 1]) satisfait
∫ 1

0
f(x)dx 6= 0.

Démonstration. Soit T l’ensemble des fonctions f de L1([0, 1]) telles que
∫ 1

0
f(x)dx 6= 0.

Cet ensemble est un borélien de L1([0, 1]) puisque l’application

f ∈ L1([0, 1]) 7→
∫ 1

0

f(x)dx

est continue. Considérons le sous-espace de dimension 1 de L1([0, 1]) formé des fonctions
constantes. Montrons qu’il s’agit d’une sonde pour T . Si f ∈ L1([0, 1]), nous avons

L ({α ∈ R : α + f ∈ T c}) = L
({

α ∈ R :
∫ 1

0

(α + f(x))dx = 0

})
= L

({
α ∈ R : α = −

∫ 1

0

f(x)dx

})
= L

({
−
∫ 1

0

f(x)dx

})
= 0,

d’où la conclusion.
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Proposition 3.4.2. Si 1 < p ≤ +∞, presque toute suite (an)n∈N0 de lp(N0) n’appartient
pas à l1(N0).

Démonstration. Soit T l’ensemble des suites (an)n∈N0 de lp(N0) telles que
∑

n∈N0
|an| di-

verge. Cet ensemble est un borélien de lp(N0). En effet, pour tout k ∈ N, posons

Ek = {(an)n∈N0 ∈ lp(N0) :
∑
n∈N0

|an| ≤ k}.

L’ensemble Ek est l’intersection sur les naturels M des suites de lp(N0) dont la somme des
modules des M premiers termes est majorée par k. Chacun de ces ensembles est fermé
pour la convergence ponctuelle, donc également dans l’espace lp(N0). Nous en tirons que
l’ensemble Ek est fermé dans lp(N0). Par conséquent, l’ensemble

T =
⋂
k∈N

(Ek)
c

est un borélien de lp(N0).

Considérons le sous-espace de dimension 1 de lp(N0) engendré par la suite ( 1
n
)n∈N0 .

Montrons qu’il s’agit d’une sonde pour T . Si (an)n∈N0 ∈ lp(N0), nous avons

L
({

α ∈ R :
(α
n

)
n∈N0

+ (an)n∈N0 ∈ T c
})

= L

({
α ∈ R :

∑
n∈N0

∣∣∣α
n

+ an

∣∣∣ converge

})
.

Supposons qu’il existe α 6= β tels que∑
n∈N0

∣∣∣α
n

+ an

∣∣∣ et
∑
n∈N0

∣∣∣∣βn + an

∣∣∣∣
convergent. Alors la série

|α− β|
∑
n∈N0

1

n

converge puisque
|α− β|
n

≤
∣∣∣α
n

+ an

∣∣∣+

∣∣∣∣βn + an

∣∣∣∣
pour tout n ∈ N0, d’où une contradiction. Nous obtenons donc que

L
({

α ∈ R :
(α
n

)
n∈N0

+ (an)n∈N0 ∈ T c
})

= 0.
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Pour l’application suivante, nous considérons l’ensemble des fonctions continues sur
[0, 1] muni de la norme uniforme

‖f‖[0,1] = sup
x∈[0,1]

|f(x)|.

Nous allons montrer que presque toute fonction de l’espace de Banach C([0, 1]) est diffé-
rentiable nulle part, c’est-à-dire en aucun point. L’ensemble des fonctions nulle part dif-
férentiables n’est pas un borélien de C([0, 1]) ([31, 32]). Cependant, cet ensemble contient
l’ensemble des fonctions nulle part Lipschitz. Nous montrerons que cet ensemble est un
borélien de C([0, 1]) et qu’il est prévalent car il possède une sonde de dimension 2. On
obtiendra donc la prévalence dans C([0, 1]) de l’ensemble des fonctions nulle part différen-
tiables. Rappelons qu’une fonction f : [0, 1]→ R est M -Lipschitz en x ∈ [0, 1] si pour tout
y ∈ [0, 1], |f(x) − f(y)| ≤ M |x − y|. On dit que f est Lipschitz en x ∈ [0, 1] s’il existe
M > 0 tel que f est M - Lipschitz en x.

Nous utiliserons une sonde de dimension 2. Les fonctions g et h qui engendrent cette
sonde sont basées sur la célèbre fonction de Weierstrass, continue et nulle part différentiable,
donnée par

∞∑
k=0

ak cos(bkπx).

où 1 ≤ ab < b ([18]). Les fonctions g et h sont définies sur R par

g(x) =
∞∑
k=1

1

k2
cos(2kπx) , h(x) =

∞∑
k=1

1

k2
sin(2kπx).

Il est connu que ces fonctions sont continues et nulle part Lispschitz ([18]).

Lemme 3.4.3. Il existe une constante C > 0 telle que pour tous α, β ∈ R et tout intervalle
fermé I de [0, 1] de longueur ε ≤ 1

2
,

max
I

(αg + βh)−min
I

(αg + βh) ≥ C
√
α2 + β2

(log ε)2
.

Démonstration. La preuve de ce lemme repose uniquement sur des calculs. Le lecteur peut
la trouver dans l’article [19].

Proposition 3.4.4. Presque toute fonction de C([0, 1]) est différentiable nulle part.

Démonstration. Montrons tout d’abord que l’ensemble des fonctions nulle part Lipschitz
est un borélien de C([0, 1]). Pour tout M ∈ N0, posons

FM = {f ∈ C([0, 1]) : f est M -Lipschitz en un x ∈ [0, 1]} .

et montrons que cet ensemble est fermé dans C([0, 1]). On en déduira que l’ensemble

F = {f ∈ C([0, 1]) : f est Lipschitz en un x ∈ [0, 1]}
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est un borélien de C([0, 1]).

Soit donc M ∈ N0 et considérons une suite (fn)n∈N de FM qui converge vers f dans
C([0, 1]). Pour tout m ∈ N, il existe xm ∈ [0, 1] tel que fm est M -Lipschitz en xm. Comme
(xm)m∈N est une suite de [0, 1], quitte à en extraire une sous-suite, on peut supposer que
(xm)m∈N converge dans [0, 1] vers x. Montrons que f est M -Lipschitz en x. Soit y ∈ [0, 1].
Pour tout n ∈ N, nous avons

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(xn)|+ |fn(xn)− fn(y)|+ |fn(y)− f(y)|
≤ |f(x)− fn(x)|+M |x− xn|+M |xn − y|+ |fn(y)− f(y)|.

En prenant la limite pour n qui tend vers l’infini, nous obtenons

|f(x)− f(y)| ≤M |x− y|

et f ∈ FM .

Considérons à présent les fonctions g et h définies comme précédemment et soit f une
fonction de C([0, 1]). Montrons que l’ensemble

SM =
{

(α, β) ∈ R2 : f + αg + βh ∈ FM
}

a une mesure de Lebesgue nulle pour tout M ∈ N0. On en déduira que l’ensemble

S =
{

(α, β) ∈ R2 : f + αg + βh ∈ F
}

a également une mesure de Lebesgue nulle puisqu’il s’agit de l’union des ensembles SM sur
tous les entiers positifs M .

Fisons M ∈ N0 et soit N ≥ 2. Recouvrons [0, 1] avec N intervalles fermés de longueur
ε = 1

N
. Soit I un de ces intervalles et posons

J =
{

(α, β) ∈ R2 : f + αg + βh est M -Lipschitz en un x ∈ I
}
.

Montrons que J est inclus dans une boule de rayon Cε(log ε)2 où C est une constante
indépendante de I et ε. Alors, SM pourra être recouvert de N = 1

ε
boules dont la mesure

de Lebesgue totale est NπC2ε2(log ε)4 = πC2ε(log ε)4. En prenant ε → 0, cette mesure
tend vers 0, d’où L(SM) = 0.

Considérons deux points (α1, β1) et (α2, β2) dans J . Pour i = 1, 2, soit fi = f+αig+βih
et soit xi un point de I en lequel fi est M -Lipschitz. Alors pour tout x ∈ I,

|fi(x)− fi(xi)| ≤M |x− xi| ≤Mε.

Il s’ensuit que
|f1(x)− f2(x)− (f1(x1)− f2(x2))| ≤ 2Mε
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pour tout x ∈ I. On obtient donc

max
I

(f1 − f2) ≤ max
I

(f1 − f2 − (f1(x1)− f2(x2)) + (f1(x1)− f2(x2))

≤ 2Mε+ (f1(x1)− f2(x2))

≤ 2Mε+ (f1(x1)− f1(x)) + (f1(x)− f2(x)) + (f2(x)− f2(x2))

≤ 4Mε+ (f1(x)− f2(x))

pour tout x ∈ I, d’où
max
I

(f1 − f2)−min
I

(f1 − f2) ≤ 4Mε.

Or, nous savons que
f1 − f2 = (α1 − α2)g − (β1 − β2)h

et par le lemme 3.4.3, √
(α1 − α2)2 + (β1 − β2)2 ≤ 4M

C
ε(log ε)2.

Par conséquent, J est inclus dans une boule de rayon 4M
C
ε(log ε)2 comme annoncé.

Remarque 3.4.5. Dans la preuve ci-dessus, nous avons utilisé une sonde de dimension
2. Remarquons qu’une sonde de dimension 1 ne conviendrait pas. En effet, considérons
l’espace engendré par une fonction g ∈ C([0, 1]). Soit f(x) = −xg(x) et remarquons que
f + λg est différentiable en x = λ pour tout λ ∈ [0, 1]. Ainsi,

L ({λ ∈ R : f + λg est différentiable en un x ∈ [0, 1]}) ≥ L([0, 1]) > 0.

Pour la dernière application, rappelons qu’une fonction continue est de type monotone
sur un intervalle [a, b] s’il existe γ ∈ R tel que la fonction f − γx soit monotone sur un
sous-intervalle de [a, b].

Proposition 3.4.6. Presque toute fonction de C([0, 1]) est de type monotone nulle part.

Démonstration. Soit I un sous-intervalle de [0, 1]. Posons

G(I) = {f ∈ C([0, 1]) : f est de type monotone sur I}

et pour tout n ∈ N0,

Gn(I) = {f ∈ C([0, 1]) : ∃γ ∈ [−n, n] tel que f − γx est monotone sur I } .

Bien sûr, nous avons
G(I) =

⋃
n∈N0

Gn(I).

Soit n ∈ N0. L’ensemble Gn est fermé dans C([0, 1]). En effet, soit (fm)m∈N une suite de
Gn(I) qui converge uniformément vers f sur [0, 1]. Pour tout m ∈ N, il existe γm ∈ [−n, n]
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tel que fm − γmx est monotone sur I. Quitte à considérer une sous-suite, puisque γm ∈
[−n, n] pour tout m ∈ N, on peut supposer que la suite (γm)m∈N converge vers γ ∈ [−n, n].
Il est alors clair que la suite (fm − γmx)m∈N converge uniformément vers f − γx sur [0, 1].
Puisque les fm − γmx sont monotones sur I, quitte à reconsidérer une sous-suite, on peut
supposer qu’ils sont tous croissants ou décroissants sur I. On en tire alors que f − γx l’est
également. Par conséquent, Gn(I) est fermé. C’est en particulier un borélien et il en est de
même pour G(I). Montrons à présent que G(I) est timide.

Soit g ∈ C([0, 1]) une application nulle part différentiable sur I. Pour tout f ∈ C([0, 1]),
posons

Gf (I) = {α ∈ R : f + αg ∈ G(I)} .
Alors Gf (I) contient au plus un élément. En effet, si α 6= β sont tels que f +αg ∈ G(I) et
f + βg ∈ G(I), il existe des réels γ1 et γ2 tels que

f + αg − γ1x et f − βg − γ2x

sont monotones sur I. Elles sont alors dérivables presque partout sur I ([39]) et il en est
de même pour

(f + αg − γ1x)− (f − βg − γ2x) = (α− β)g + (γ1 − γ2)x,

d’où une contradiction. On en tire que le sous-espace de C([0, 1]) engendré par g est une
sonde pour (G(I))c. Ainsi, G(I) est timide. En considérant l’union dénombrable des G(I)
sur tous les intervalles I rationnels et en utilisant la proposition 3.3.15, nous obtenons la
conclusion.

3.5 Construction d’une mesure sur Sν

Le but de cette section est de montrer que l’ensemble

{~c ∈ Sν : ν~c(α) = ν(α) ∀α ∈ R}

est prévalent dans l’espace métrisable complet Sν . Pour cela, nous allons construire une
mesure sur Sν . Commençons par la construction d’une mesure sur (Ω,F), où F est la
σ-algèbre produit F =

⊗
j∈N,k∈{0,...,2j−1} B(C). Nous montrerons ensuite que cette mesure

est à support dans Sν et est une mesure borélienne par rapport à la topologie de Sν .

La première étape consiste en la construction d’une mesure de probabilité convenable
définie sur l’ensemble de toutes les suites Ω. Pour tout j ∈ N \{3}, on pose

Fj(α) :=

{
2−j sup

{
j2, 2jν(α)

}
si α ≥ αmin

0 si α < αmin.

et
F3(α) :=

{
2−323ν(α) si α ≥ αmin
0 si α < αmin.
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Alors, Fj est une application bornée par 1, croissante et continue à droite puisque ν satisfait
également ces propriétés. De plus, limx→−∞ Fj(x) = 0. Ainsi, il existe une unique mesure
finie ρj sur (R,B(R)) telle que

Fj(x) = ρj(]−∞, x])

pour tout x ∈ R. Posons ρj(+∞) = 1 − limα→+∞ Fj(α). Alors ρj est une mesure de
probabilité sur R∪{+∞} puisque

ρj(R∪{+∞}) = 1.

Soit U[0,2π] la mesure uniforme sur [0, 2π]. Considérons la fonction

gj : R∪{+∞}× [0, 2π]→ C : (α, u) 7→
{

2−jαeiu si α ∈ R
0 si α = +∞.

Cette application est continue et donc mesurable par rapport à B(R∪{+∞})× B([0, 2π])
et B(C). Nous pouvons donc définir pour chaque couple (j, k) avec j ∈ N, k ∈ {0, ..., 2j−1}
la mesure image

Pj,k(B) := (ρj × U[0,2π])(g
−1
j (B)).

pour tout borélien B de C. Il s’agit d’une probabilité sur C puisque

Pj,k(C) = (ρj × U[0,2π])(g
−1
j (C))

= (ρj × U[0,2π])(R∪{+∞}× [0, 2π])

= ρj(R∪{+∞})U[0,2π]([0, 2π])

= 1.

Elle est telle que

Pj,k({c ∈ C : |c| ≥ 2−αj}) = ρj(]−∞, α]) = Fj(α).

En effet,

Pj,k({c ∈ C : |c| ≥ 2−αj}) = (ρj × U[0,2π])(g
−1
j ({c ∈ C : |c| ≥ 2−αj}))

et

g−1
j ({c ∈ C : |c| ≥ 2−αj}) = {(α′, u) ∈ R×[0, 2π] : |2−jα′eiu| ≥ 2−αj}

= {(α′, u) ∈ R×[0, 2π] : α′ ≤ α}
= ]−∞, α]× [0, 2π].

Considérons la mesure de probabilité produit

P =
⊗

j∈N,k∈{0,...,2j−1}

Pj,k

sur l’espace mesurable (Ω,F).
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Proposition 3.5.1. Les ensembles

{~c ∈ Ω : ν~c(α) ≤ ν(α) , ∀α ∈ R},

{~c ∈ Ω : ν~c(α) ≥ ν(α) , ∀α ∈ R},
{~c ∈ Ω : ν~c(α) = ν(α) , ∀α ∈ R}

appartiennent à F . En particulier, Sν ∈ F puisque

Sν = {~c ∈ Ω : ν~c(α) ≤ ν(α) , ∀α ∈ R} .

De plus, P(Sν) = 1.

Démonstration. La démonstration de cette proposition se trouve dans l’article [7].

Par conséquent, le support de P est inclus dans Sν et comme Sν ∈ F , on peut restreindre
P à Sν .

Proposition 3.5.2. Si ~d ∈ Sν, alors

P(
{
~c ∈ Sν : ν~c−~d(α) = ν(α) , ∀α ∈ R

}
= 1.

Démonstration. La démonstration de ce résultat se trouve dans [5].

Corollaire 3.5.3. Si A est l’ensemble des suites ~c de Sν pour lesquelles ν~c ne coïncide pas
avec ν, alors

P(~d+ A) = 0

pour tout ~d ∈ Sν.
Démonstration. En effet, pour tout ~d ∈ Sν , nous avons

P(~d+ A) = P
({
~c ∈ Sν : ~c− ~d ∈ A

})
= 1− P

({
~c ∈ Sν : ν~c−~d(α) = ν(α) , ∀α ∈ R

})
= 0.

A ce niveau, puisque Sν n’est pas un espace métrique complet sous la topologie de la
convergence ponctuelle, nous ne pouvons pas conclure immédiatement. Cependant, nous
allons voir que P définit une mesure de probabilité borélienne sur l’espace métrique Sν .
Dans ce cas, les résultats précédents prouvent que l’ensemble de toutes les suites ~c de Sν
telles que ν~c = ν est prévalent.

Proposition 3.5.4. Tous les ouverts de l’espace métrique Sν appartiennent à F .
Démonstration. La preuve de cette proposition peut être trouvée dans l’article [5].

Puisque P(Sν) = 1, cela implique que P est une mesure borélienne de probabilité sur
l’espace métrique Sν .

Corollaire 3.5.5. L’ensemble de toutes les suites ~c de Sν telles que ν~c = ν est prévalent.
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3.6 Les espaces Sν et l’analyse multifractale
L’analyse multifractale s’intéresse à l’étude des signaux irréguliers. Pour de telles fonc-

tions, cela n’a pas beaucoup d’intérêt de caractériser la régularité ponctuelle puisque celle-
ci peut changer brutalement d’un point à l’autre. Il est plus intéressant de déterminer le
spectre des singularités du signal, qui donne la "taille" de l’ensemble des points qui par-
tagent une même régularité ponctuelle. Nous allons commencer par préciser ce que nous
entendons par "régularité ponctuelle" et "taille d’un ensemble".

Définition 3.6.1. Soient x0 ∈ R et α ≥ 0. Une fonction f : R → C localement bornée
appartient à l’espace Cα(x0) s’il existe R > 0, C > 0 et P un polynôme de degré strictement
inférieur à α tel que

|f(x)− P (x)| ≤ C|x− x0|α

si |x− x0| ≤ R. L’exposant de Hölder de f en x0 est alors défini par

hf (x0) = sup{α : f ∈ Cα(x0)}.

L’analyse multifractale fournit une description de l’ensemble des exposants de Hölder
d’une fonction localement bornée f au travers de son spectre des singularités. Celui-ci
associe à toute valeur h la "taille" de l’ensemble des points pour lesquels l’exposant de
Hölder de f est h. Dans ce contexte, la "taille" d’un ensemble est déterminée par sa
dimension de Hausdorff, introduite ci-dessous.

Définition 3.6.2. Soient B ⊂ R et Λε(B) la collection de tous les recouvements dénom-
brables de B par des ensembles de diamètre inférieur à ε. Pour δ > 0 et ε > 0, nous
posons

Hδ
ε(B) =

(
inf

(Bj)j∈N∈Λε(B)

∑
j∈N

diam(Bj)
δ

)
.

La δ-diamétrale mesure de Hausdorff de B est définie par

Hδ(B) = lim
ε→0+

Hδ
ε(B).

Remarque 3.6.3. Puisque Hδ
ε est une fonction décroissante de ε, on a en fait

Hδ(B) = sup
ε>0
Hδ
ε(B)

pour toute partie B de R.

Proposition 3.6.4. Pour tout δ > 0, la fonction Hδ est une mesure extérieure sur R et
définit une mesure sur B.

Démonstration. Il est clair que Hδ
ε(∅) = 0 et que si A ⊂ B, alors Hδ(A) ≤ Hδ(B). Soient

ε > 0, (Bn)n∈N une suite de sous-ensembles de R et B =
⋃
n∈NBn. Soit η > 0 et pour
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tout n ∈ N, considérons un recouvrement dénombrable (Bn,j)j∈N de Bn tel que Bn,j est de
diamètre inférieur à ε pour tout j ∈ N et tel que∑

j∈N

diam(Bn,j)
δ < Hδ

ε(Bn) +
η

2n+1
.

Alors B ⊂
⋃
j,n∈NBn,j et donc

Hδ
ε(B) ≤

∑
j,n∈N

diam(Bn,j)
δ ≤

∑
n∈N

Hδ
ε(Bn) + η,

d’où la sous-additivité dénombrable de Hδ
ε puisque η > 0 est arbitraire. Au vu de la

remarque, nous avons donc
Hδ
ε(B) ≤

∑
n∈N

Hδ(Bn).

En passant à la limite pour ε→ 0+, nous obtenons

Hδ(B) ≤
∑
n∈N

Hδ(Bn).

Par conséquent, Hδ est une mesure extérieure sur R.

Montrons à présent que la restriction de cette mesure extérieure à B est une mesure.
Pour cela, il suffit de montrer qu’il s’agit d’une mesure extérieure métrique. Soient donc A
et B deux parties de R telles que d(A,B) > 0. On a bien sûr

Hδ(A ∪B) ≤ Hδ(A) +Hδ(B).

Il reste donc à montrer l’inégalité inverse. Soient ε < d(A,B)
2

, η > 0 et (Ck)k∈N un recouvre-
ment de A ∪B par des ensembles de diamètre inférieur à ε et tel que∑

k∈N

diam(Ck)
δ ≤ Hδ

ε(A ∪B) + η.

Pour tout k ∈ N, Ck ne peut intercepter A et B. On peut donc extraire de la suite
(Ck)k∈N deux recouvrements disjoints de A et B en considérant d’une part, les éléments
qui interceptent A, et d’autre part les autres. On en déduit que

Hδ
ε(A) +Hδ

ε(B) ≤
∑
k∈N

diam(Ck)
δ ≤ Hδ

ε(A ∪B) + η,

d’où
Hδ
ε(A) +Hδ

ε(B) ≤ Hδ
ε(A ∪B)

puisque η > 0 est arbitraire. En passant à la limite pour ε → 0+, nous obtenons la
conclusion.
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Remarquons que pour toute partie B de R, tout ε > 0 et tous 0 < δ < γ, nous avons

Hδ
ε(B) ≥ H

γ
ε (B)

εγ−δ
.

Par conséquent, Hδ(B) < +∞ entraîne Hγ(B) = 0 et Hγ(B) > 0 entraîne Hδ(B) = +∞.
Il est donc naturel d’introduire la définition suivante.

Définition 3.6.5. La dimension de Hausdorff dimH(B) d’une partie B de R est définie
par

dimH(B) = inf{δ > 0 : Hδ(B) = 0}.

Remarque 3.6.6. Pour les ensembles non vides, la définition 3.6.5 de la dimension de
Hausdorff est équivalente à

dimH(B) = sup{δ > 0 : Hδ(B) = +∞}.

Nous pouvons à présent introduire le spectre des singularités d’une fonction.

Définition 3.6.7. Le spectre des singularités d’une fonction localement bornée f : R→ C
est défini par

df (h) = dimH{x ∈ R : hf (x) = h}
pour tout h > 0.

Un formalisme multifractal est une formule qui permet de calculer numériquement le
spectre des singularités d’une fonction f . La formule la plus répandue est le formalisme
multifractal thermodynamique, qui permet d’obtenir une borne supérieure pour df .

Rappelons que si ~c est la suite des coefficients d’ondelettes de f , alors

η~c(p) = inf
α≥α0

(αp− ν~c(α) + 1) = sup{s ∈ R : ~c ∈ b
s
p
p,∞}

pour tout p > 0. Il est montré dans [23] qu’il existe une unique valeur p~c > 0 telle que
η~c(p~c) = 1. Posons

d1(h) = min

(
inf
p≥p~c

(hp− η~c(p) + 1), 1

)
pour tout h > 0.

Ainsi, étant donné une fonction concave η, la connaissance de η~c(p) ≥ η(p) pour tout
p ≥ p~c amène à

~c ∈ bη :=
⋂
p≥p~c

b
η(p)
p

p,∞ ,

vu la proposition 1.2.19, c’est-à-dire

f ∈ Bη :=
⋂
p≥p~c

B
η(p)
p

p,∞ .

Il est connu ([22]) que si f est une fonction de Hölder uniforme, c’est-à-dire si ~c ∈ Cα

pour tout α > 0, alors df ≤ d1.
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Proposition 3.6.8. Il existe un ensemble prévalent de Bη tel que pour tout f appartenant
à cet ensemble

df (h) =

{
infp≥pc(hp− η(p) + 1) si cette borne est inférieure ou égale à 1
−∞ sinon.

Démonstration. Cette proposition est contenue dans l’article [15].

Ce résultat justifie la validité du formalisme thermodynamique, qui consiste à estimer
le spectre des singularités d’une fonction f par d1. Cependant, nous pouvons constater
les limites de ce formalisme : au vu de sa définition, d1 doit être concave et croissant.
Or un spectre de singularités n’a pas de raison d’être concave ou croissant. Néanmoins,
cette deuxième caractéristique peut être levée en utilisant un formalisme basé sur des
"coefficients dominants" à la place des coefficients d’ondelettes ([29, 37]).

Nous allons à présent présenter un nouveau formalisme basé sur les espaces Sν et
permettant de détecter des spectres non-concaves. Nous justifierons ensuite sa validité
au sens de la prévalence. Dans ce qui suit, l’espace Sν sera considéré comme l’espace
fonctionnel introduit initialement et non comme l’espace de suites de Ω associé. Nous
supposerons également que αmin > 0.

Proposition 3.6.9. Soit hmax := infh≥αmin
h

ν(h)
. Pour tous f ∈ Sν et h ∈ R, nous avons

df (h) ≤

 h suph′∈]0,h]

ν(h′)

h′
si h ≤ hmax

1 sinon.

Démonstration. Ce résultat est prouvé dans l’article [8].

Comme il est possible de calculer νf à partir des coefficients d’ondelettes de f et vu la
définition de Sν , nous proposons le nouveau formalisme multifractal suivant :

d2(h) :=

 h suph′∈]0,h]

νf (h
′)

h′
si h ≤ hmax

1 sinon,

où hmax := infh≥αmin
h

νf (h)
. Au vu de la proposition, ce formalisme mène bien à une borne

supérieure pour df . Comme dans le cas du formalisme multifractal thermodynamique,
nous pouvons nous demander quand l’égalité a lieu. La proposition suivante montre que
cela arrive pour un sous-ensemble prévalent de Sν et justifie le formalisme présenté ici. La
preuve de cette proposition se trouve dans [5].

Proposition 3.6.10. Le sous-ensemble de Sν formé des fonctions f telles que

df (h) =

 h suph′∈]0,h]

ν(h′)

h′
si h ≤ hmax

−∞ sinon.

où hmax := infh≥αmin
h

ν(h)
est prévalent dans Sν.
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