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Introduction

Les signaux et les images sont couramment représentés et compressés a partir de leurs
coefficients d’ondelettes ; I'efficacité de ces méthodes repose entre autres sur les algorithmes
de décomposition rapide [30]. Par ailleurs, si 'on veut étudier des propriétés d’un signal
par I'intermédiaire de ses coefficients d’ondelettes, il est indispensable, d'un point de vue
mathématique, que la traduction de ces propriétés en termes de coefficients soit invariante
par rapport a la base d’ondelettes choisie. Dans ce cadre, ces propriétés peuvent donc étre
étudiées intrinséquement du point de vue de ’analyse fonctionnelle en utilisant les espaces
de suites.

Une des propriétés les plus étudiées en analyse du signal est certainement la régularité
Holdérienne, pour laquelle de nombreux résultats ont été obtenus (|1, 43] ). Dans un contexte
général, cette régularité peut se définir par ’exposant de Holder du signal, introduit comme
suit. Soient av un réel positif et o un point de R%. Une fonction f définie sur R? et & valeurs
dans R appartient & C'%(xg) s’il existe un polynéme P de degré strictement inférieur a a
et des constantes C' > 0 et R > 0 tels que

[f(x) = P(z)] < Clw — x|

si |x — x| < R. L’exposant de Holder de f en zg est le supremum de toutes les valeurs de
« pour lesquelles f appartient & C*(xg). Le spectre des singularités d’un signal f est alors
défini par la fonction qui associe a toute valeur h la "taille" de ’ensemble des points pour
lesquels 'exposant de Holder de f est h. Dans ce contexte, la "taille" d'un ensemble est
déterminée par sa dimension de Hausdorff (|9] 21, 25]).

Dans de nombreux domaines de ’analyse, I'utilisation des espaces de Besov est naturelle
et suffisante. Cependant, il est apparu dans [24] que la structure de ceux-ci n’était pas assez
riche pour rendre compte de toute 'information spécifique contenue dans la distribution
des coefficients. C’est dans ce contexte que S. Jaffard a introduit dans [24] les espaces de
type S”, afin d’obtenir de nouveaux résultats sur la régularité Holdérienne d’un signal.

Dans le but d’obtenir un nouveau contexte pour étudier ces informations sur des si-
gnaux, S. Jaffard propose dans [24] la définition suivante : étant donné une fonction crois-
sante et continue a droite v : R — {—o0} U [0, 1], une fonction f appartient a I’espace S”
si ses coefficients d’ondelettes satisfont

Vo € R, Ve > 0,YC > 0,3J > 0: #E;(C,a)(f) < 2@+ vj > ]
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ou
Ej(C,a)(f) ={k:|cju| = C279} |, j>0,a €R,C > 0.

Il montre que ces espaces ne dépendent pas de la base d’ondelettes choisie, ce qui permet
d’étudier ceux-ci comme des espaces de suites (c’est-a-dire en considérant uniquement
les coefficients d’ondelettes). C’est de ce point de vue d’analyse fonctionnelle que nous
étudierons ces espaces.

Du point de vue de 'analyse fonctionnelle, les espaces S” sont des espaces vectoriels
de suites pouvant étre munis d’une topologie tout a fait naturelle qui en fait des espaces
vectoriels topologiques métrisables, séparables et complets [6].

La p-convexité locale des espaces S” a été également étudiée. Il s’est avéré que ces
espaces n’étaient jamais p-normables. Cependant, une condition nécessaire et suffisante
pour la p-convexité locale de ces espaces a été démontrée dans [2]. Ainsi, lorsque p = 1,
les espaces S” sont des espaces de Fréchet et les propriétés relatives a ces espaces ont été
étudiées. Les résultats montrent que ces espaces sont de Schwartz mais non nucléaires. Dans
le cas ot p < 1, ces propriétés doivent étre généralisées au cas non localement convexe.
Certaines questions restent encore ouvertes.

Algébriquement, le dual topologique des espaces de type S” est une union d’espaces du
méme type. Cependant, dans [2], la topologie forte sur le dual a été étudiée uniquement
dans le cas localement convexe et la caractérisation du dual fort était donc incompléte.
Mais récemment, J. Wengenroth et L. Frerick ont apporté dans [I6] une réponse dans le
cas général des espaces vectoriels topologiques métrisables et de Schwartz en montrant que
leur dual fort est une limite inductive d’espaces de Banach. Cela apporte un complément
au résultat qui avait été trouvé dans [2].

En utilisant cette approche, des applications dans le contexte de 'analyse multifractale
de signaux ont été obtenues, notamment dans [5]. En particulier, I'introduction des espaces
S” fournit un outil intéressant pour 1’étude des spectres de singularités non concaves. Par
ailleurs, derniérement, M. Clausel et S. Nicolay se sont penchés sur un autre aspect de
I’analyse multifractale, basée sur une notion d’irrégularité et non plus de régularité hol-
dérienne. En utilisant les espaces S”, ils ont obtenu des résultats encourageants ([12]) qui
ouvrent la porte a de nouvelles questions.

Le contenu de ce mémoire est le suivant.

Dans le premier chapitre, nous introduisons les espaces S” : d’ou viennent-ils et quelles
sont leurs premiéres propriétés naturelles du point de vue topologique ? Cette partie consiste
en un résumé de I'information déja obtenue dans des articles de J.-M. Aubry, F. Bastin, S.
Dispa et S. Jaffard [2] [6, [7], avec plusieurs ajouts et exemples. Ce chapitre est également
complété par I'étude des bases topologiques dans ces espaces.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous penchons sur la caractérisation du dual des
espaces de type S”. Pour cette caractérisation, nous nous basons sur la note récente de J.
Wengenroth et L. Frerick [I6] que nous développons pour appliquer aux espaces qui nous
intéressent. Le but est alors de ’améliorer en diminuant les hypothéses proposées.
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Dans le dernier chapitre de ce mémoire, la notion de prévalence est étudiée. Le concept
de prévalence permet de définir une notion de "presque partout" dans des espaces de
dimension infinie. Quelques applications classiques sont également présentées. Enfin, nous
montrerons comment cette notion appliquée dans le cas des espaces S” nous permet d’avoir
des informations sur la régularité Holdérienne d’un signal.
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Chapitre 1

Introduction aux espaces S”

1.1 Premiére approche des espaces de type S”

Le développement de 'analyse multifractale a montré la nécessité d’organiser l'infor-
mation de maniére hiérarchique. Au lieu d’'un ensemble séquentiel de données, une carac-
téristique clé des ondelettes est que les coefficients d’ondelettes héritent d’une indexation
hiérarchique multi-indicée par un arbre binaire. Pour étudier 'information contenue dans
ces coefficients, il faut donc que l'espace de suites considéré refléte cette organisation.

Dans la longue tradition d’étude des espaces de suites, aucun intérét particulier n’avait
été donné a une structure hiérarchique de ’ensemble des indices. Mais les applications,
telles que I'analyse multifractale, comptent beaucoup sur cette structure : des coefficients
a des échelles différentes n’ont pas la méme importance, mais & une méme échelle, ils sont
souvent interchangeables. Des espaces de suites mettant ['accent sur cette caractéristique
spécifique ont été introduits : les espaces de suites de Besov en sont un exemple. Cependant,
ces espaces et leurs topologies ne fournissent qu’'un contrdle indirect sur la répartition
asymptotique de la taille des coefficients. Le controle direct, comme demander le nombre
de coeflicients ayant une certaine taille & une échelle donnée, fut la motivation qui a conduit
a la classe plus générale des espaces vectoriels topologiques appelés S”.

Donnons quelques précisions et profitons-en pour introduire quelques notations. Sup-
posons que 'espace sur lequel les ondelettes sont définies est de dimension 1 (tout ce qui
suit peut se généraliser dans le cas d’une dimension quelconque). Nous nous intéressons
aux fonctions périodiques et nous considérons une meére d’ondelette 1 dans la classe de
Schwartz. Si 'on pose

Yin(r) =Y W@ (e —1)—k),jeNke{0,..,2 -1},

leZ

les fonctions périodiques Q%wj,k avec la fonction constante égale & 1 forment une base
orthonormeée des fonctions de période 1 dans L?([0, 1]). Si f est une fonction de période 1,
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alors nous notons
cix =2 (x)jp(x)dr , j € Nk e {0, - 1}
(0,1]
les coefficients d’ondelettes de la fonction f.

Soit ¢ la suite de coefficients d’ondelettes de la fonction f. Afin d’étudier la taille des
coefficients a une échelle 7 € N donnée, posons

Fi(z) = #{k : |cjx| < x}

pour tout z > 0. En supposant que l'information disponible sur f est précisément la
collection des fonctions F}, nous aimerions savoir quelle information indépendante de la
base d’ondelettes choisie peut étre déduite des F;. Pour cela, S. Jaffard considére dans [24]
deux candidats v; et py, qui expriment le comportement asymptotique du nombre de
coefficients ayant un ordre de grandeur donné.

Définition 1.1.1. Le profil d’'ondelette vy de f est défini par

<10g #Ejlgg, ;j+ e)(f)))

vi(a) = lim (limsup

e—0" \ joto0

pour tout a € R, ou A
Ej(C.a)(f) = {k: |eju| = C27}

et donc ‘ ‘
#E;(C,a)(f) =2/ — F;(C27Y).

De plus, si

ps(a, ) = limsup
jrtoo

)

log(#E;(L, a+¢) — (#E;(1,a —¢))
log(27)
la densité d’ondelette p; de f est définie par

pi(a) = inf pr(a,e).

Comme souhaité, ces définitions formalisent le fait qu'il y a approximativement 2vf(®)J
coefficients de module plus grand que 27%, et approximativement 2°/(®7 coefficients de
module environ égal & 27,

Proposition 1.1.2. Si f est une fonction de période 1 qui définit une distribution et si ¢
est la suite de coefficients d’ondelettes de la fonction f, alors il existe ag € R tel que

o
sup  2°%]ej] < +oo,
jEN,k€{0,...,20 1}

d’ot v¢(a) = —o0 pour tout a < ay.
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Démonstration. En effet, soit f une fonction périodique de période 1 qui définit une dis-
tribution. Cette distribution est donc tempérée et il existe J € N, N € N et C' > 0 tels
que

z)dz| < Csupsup |(1+ |z[)¥ Dg(x)|

zeR a<lJ

pour tout g € S(R). De plus, comme la mére d’ondelettes ¢ a été choisie dans la classe de
Schwartz, il existe une constante C’"L ~ > 0 telle que

supsup(1 + |z[)V|DY(z)| = ) < oc.

zeR a<J

Soient j € Net k € {0,...,27 — 1}. Nous avons

1
Cir = 2j/ f(@)Y;p(x)dx

:2J/f ) (2 (x—1) - k)d

lez.
= 2]2/ F@)(2(x —1) — k)da
lez
= QJZ/ f(@)(2x — k)dx
lez
= /f V(2x — k)dx
d’ou
lejul = V(2x — k)dx
< ZJC’supsup‘ 1+ |z)YD*((2z — k)|
zeR a<lJ
< 2Csupsup |(1+ |z|)V2%(D*)(2x — k))|
zeR a<lJ
Chn
< 2C 1 Noas =
< PO |0+ )2 s,

1+ |z])V
< CC/ 2] (1+J) ( ‘
= YN ek (1 + 2z — kDN

pour tous j € N, k € {0,...,27 — 1}. En utilisant la relation
T+t <A+ t—s))(1+]s|)
vérifiée pour tous s,t € R, on obtient

L+ |z) < (1+ |z —277k])(1 +277k)
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d’ou
L+ 2] < (1427272 — k)1 +277k)
< (14277272 — k|)(1 4 27727)
< 2014277272 — k)
< 21+ |22 — k).
Par conséquent,
G+lDY o
(14 [27x — k[)N —
et nous obtenons ainsi I'existence du «y. O

Nous supposerons donc dans la suite que les coefficients c¢;, satisfont cette condition.
De plus, il est clair que la fonction v est croissante, continue a droite et a valeurs dans
{—00} U0, 1]. De méme, la fonction p; est & valeurs dans {—oo} U [0,1] et ps(a) = —o0
si a < ag.

Dans [24], S. Jaffard montre que vy ne dépend pas de la base d’ondelettes choisie
mais que cela n’est pas toujours vérifié pour la fonction ps. Afin de considérer un signal
f uniquement au travers de ses coefficients d’ondelettes, il est alors naturel d’utiliser la
fonction v¢. Ces observations justifient I’approche suivante.

Considérons une fonction croissante v : R — {—oo} U [0,1] continue & droite qui
n’est pas identiquement égale a —oo. Une telle fonction est appelée un profil admissible.
Définissons

Qin = inf {a : v(a) > 0}

et
Omaz = Inf{a : v(a) =1}

avec la convention que inf ) = +o00. Nous avons donc

via) =—o00 sia< qmn
via) €10,1] st min < @ < Qpas
I/(Oé) =1 si > Qmag

Remarque 1.1.3. Si a4, = 400, alors la fonction v est telle que v(a) < 1 pour tout
a € R. Si aypin = —00, alors v est une fonction a valeurs dans [0, 1]. Il s’agit d'un cas
dégénéré que nous ne considérerons pas vu la proposition [1.1.2]

Au vu des considérations précédentes, nous allons considérer les signaux uniquement
au travers de leurs coefficients d’ondelettes. Pour cela, notons €2 'ensemble des suites de

complexes ¢ = (¢;k)jen ke(o,..21-1}-
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Définition 1.1.4.

Etant donné un profil admissible v, ’espace S” est I’ensemble des suites ¢ € 2 telles que
Va € R,Ve > 0,VC > 0,3 > 0: #E;(C,a)(¢) < 2V vj > g

ou
Ej(C,a)(@) = {k: |cjul = C27%}

et ou #A désigne le cardinal de ’ensemble A.

Définition 1.1.5. Si ¢ € €2, nous définissons

(1og#Ej<1,a+s><a>>)

log 27

ve{a) = lim (limsup

e=0F \ oo
pour tout o € R.
Proposition 1.1.6. L’espace S” est un espace vectoriel et satisfait
S"={ce€Q:vz(a) <v(a),VaeR}.

Démonstration. La preuve de ce résultat se trouve dans [0]. O]

1.2 Exemples et connexion avec les espaces de Besov

Dans cette section, nous proposons quelques exemples concrets d’espaces S”, ainsi que
le lien existant entre ces espaces et les espaces de Besov.

Exemple 1.2.1. Pour le premier exemple, considérons ’application v définie pour tout
a € R par
via) = 1.

Dans ce cas, pour tous « € R, e > 0 et C' > 0,
#E(C,a)(@) < 27 « 9W(a)+e)j
pour tout j € R et tout ¢ € ). Par conséquent
S” = Q.

Remarque 1.2.2. Remarquons que la réciproque est également vraie : si v est un profil
admissible tel que S” = (2, alors v = 1. En effet, procédons par I’absurde et supposons qu’il
existe @ € R tel que v(«) < 1. Considérons la suite ¢ définie par

cr=02"" VjeN  ke{0,..,2 —1}
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o C' > 0 est une constante fixée. Puisque ¢ € S¥, pour tout € > 0, il existe J € N tel que
Wk ejp] > €279} < 2W@FI > T
Soit € > 0 tel que v(a) +¢e < 1. Alors
Wk ejp] > €279} = 27 > 2W@Fe v e N,

d’ou une contradiction.

Afin de considérer des exemples moins triviaux, nous allons considérer les espaces de
suites de Besov b, .. Rappelons auparavant les définitions suivantes.

Définition 1.2.3. Soient 0 < p < oo et X un ensemble dénombrable d’indices. On appelle
[P(X) I'espace des suites de complexes (c,)nex telles que la série )\ [c,|? converge.

Définition 1.2.4. Soit X un ensemble dénombrable d’indices. L’ensemble des suites de
complexes (¢, )nex bornées est appelé l'espace [*(X).

Nous pouvons & présent introduire les espaces de suites de Besov b . Ces espaces sont
les équivalents discrets des espaces de Besov périodisés B, , de fonctions ou de distributions
(|24, 134]). Plus précisément, si ¢ est une meére d’ondelette choisie dans la classe de Schwartz
et si (Cjx)jen kefo,...27-1} sont les coefficients d’ondelette d'une fonction f de période 1 dans

la base formée de la fonction constante égale a 1 et des fonctions 2%2/1j7k, alors f € B, si
et seulement si ses coefficients d’ondelettes (c; ) en kefo,.. 2—1} satisfont

1

271 P
(s=2)i P q
2\ E |kl € lY(N).
k=0
JEN
Cela nous améne a la définition suivante des espaces de suites de Besov.

Définition 1.2.5. Pour tous s € R, 0 < p < 0o et 0 < g < 00, une suite ¥ de 2 appartient
a l'espace de Besov b , si

B =

291
2075 (57 Jaal € 19(N).
k=0
jEN

Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement aux espaces de Besov b, .. Nous
allons & présent munir ces espaces d'une min(1, p) norme. Rappelons tout d’abord la défi-
nition suivante.
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Définition 1.2.6. Soit F un espace vectoriel et soit 0 < p < 1. Une application
q: E —[0,+o0]

est une p semi-norme si
{ g(Xe) = [Ag(e) VAeCecE
(gle + 1))P < (qle))” + (q¢(f))" Ve, f€E
Si de plus
qgle) =0 e =0,

alors ¢ est une p norme.
Remarque 1.2.7. La notion de p semi-norme n’a été définie que dans le cas o 0 < p < 1.

Il serait naturel d’étendre cette définition au cas ou p > 1. Cependant, si p > 1 et si
q: E — [0, 00[ est une application telle que

{ a(Xe) = |Aq(e) VAeC,ec E
(gle + 1)) < (q(e))? + (a(f))? Ve, f€E,

alors ¢ est identiquement nulle. En effet, supposons qu’il existe e € FE tel que g(e) # 0.

Alors
e

@y =(a(5+5)) <2 (ate)y,

d’ou 1 < 2177, ce qui est impossible puisque p > 1.

Définition 1.2.8. Pour tous s € Ret 0 < p < oo, la min(1,p) norme de Besov
d’une suite 7 est définie par

271

—sup2 Z |z [P

Pour vérifier que l'espace by est min(1, p) normé, penchons-nous d’abord sur les es-
paces de suites [P et caractérisons les inclusions existant entre ces espaces.

Définition 1.2.9. Soient 0 < p < co et X un ensemble dénombrable d’indices. Pour tout
¢ € IP(X), posons

Il = (Z |cn|p>p,

neX
et pour tout ¢ € I*(X),
[l = sup |enl.

neX

Définition 1.2.10. Soit 1 < p < oco. Puisqu’on a 0 < % < 1, il existe un nombre réel ¢ > 1
tel que % + % = 1. Les nombres p et g sont appelés des exposants conjugués.
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Remarque 1.2.11. Si p = 1, 'exposant conjugué de p est ¢ = oco. Bien str, si p = oo,
I’exposant conjugué de p est ¢ = 1.

Proposition 1.2.12 (Inégalité de Holder). Soient X un ensemble dénombrable d’indices,
1 < p < oo et q lezposant conjugué de p. Sic € IP(X) etd € 19 X), alors (cadp)nex € IM(X)

et .
Z |cndn] < [lEll,ld]lq-

neX

Démonstration. La preuve est classique et peut étre trouvée dans [26], 27, B3] par exemple.
]

Proposition 1.2.13. Soient 0 < p < 0o et X un ensemble dénombrable d’indices. Alors
|.ll, est une min(1,p) norme sur lespace IP(X).

Démonstration. Dans le cas ou p > 1, le résultat est classique et peut étre trouvé notam-
ment dans |20}, 27, [33]. Si 0 < p < 1, il est clair qu'il suffit de montrer que

1€+ dlly; < llelly + Il

Remarquons que la fonction

(L4

14tp
est décroissante sur [0, 1], croissante sur [1,4o0[, et son minimum réalisé en ¢t = 1 vaut
2P~1. De plus, sa limite en +0o0 vaut 1 et sa valeur en 0 vaut 1. Puisque 0 < p < 1, nous
avons donc pour tout ¢t > 0

t>0 —

(1+t)P
1 4¢P

<1

En considérant ¢t = %, il s’ensuit que

([ + [y1)? < =" + [y[”

pour tous z,y € C, x # 0. De plus, cette relation est trivialement vérifiée si x = 0. Par
conséquent, nous obtenons que

HE"_d_Hz = Z‘Cn+dn‘p
neX

Z(|CN| + |dn|)”

nex

> (eal” + |dal?)

nexX
115+ | d]|E,

IN

IN

IN

d’ou la conclusion. O
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Le lemme suivant nous donne des informations concernant les inclusions existant entre
les espaces de suites [P. Cela nous sera utile pour I’étude des espaces de suites de Besov.

Lemme 1.2.14. Si 0 < p < q¢ < 0 et si X est un ensemble dénombrable d’indices, alors
P(X)CliX) et
1Zllg < 111,

pour tout ¥ € IP(X).

Démonstration. Le cas ou & = 0 étant trivial, nous pouvons supposer que & # 0. Si g < o0,

posons
. z

Y= 1=

111

Il suffit & présent de montrer que [|y/]|, < 1. Nous savons que
Dyl =1
neX
d’ott |y,| < 1 pour tout n € X. Par conséquent, il est clair que
> lyalt <>yl
neX neX

puisque p < ¢. Ainsi,
1715 < 91, =1

d’ou la conclusion.

Considérons a présent le cas ou g = co. Si ¥ € [P(X), alors

1
P
1711, = <Z Iwnlp> < 0.

neX

Par conséquent,

D laal” = 12

neX

et |z, [P < [|Z]]5 pour tout n € X. Ainsi, nous obtenons que

sup |z, | < |||,
neX

d’ou la conclusion. O
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Remarque 1.2.15. En utilisant le lemme[1.2.14], il est clair que si ¢ est une p semi-norme,
c’est également une p’ semi-norme pour tous p, p’ tels que 0 < p’ < p < 1. En effet, si ¢ est
une p semi-norme et si 0 < p’ < p < 1, alors

detf) < (@) + @hHP)?
<

pour tous e, f € E, d’ou ,
(gle+ 1)) < (a(e))” + (a(f))"

pour tous e, f € F.

. , s
b, €St une min(1, p) norme sur l’espace b} o

b = AT

Démonstration. En effet, il est clair que ||A\Z

by pourtous)\E(Cethb

p,00?

et que [|Z|lps = = 0 implique 7 = 0.
De plus, supposons d’une part que p > 1. Alors pour Z,y € b, .,
271 %
_1Y;
I+l = sup2070 (7 faju+ gl
jeN k=0
1 1
251 P 20 -1 P
_1);
< sup o(5=3)i Z lz;klP | + Z ly;.k|"
jeN k=0 k=0
< @y o + 19e; .,

ol la premiére inégalité provient du fait que |.||, est une semi-norme.

D’autre part, si p < 1 et si Z,y € b3

p,00?
271
|7+ g5, = sup2( le],k+yjk!
Preo jEN

291 271

< suwp2( T 2 leael 2 Lol

Jen k=0
<l + ||y||%
puisque |||, est une p semi-norme. O

Remarque 1.2.17. Nous pouvons étendre de maniére naturelle la définition des espaces
de Besov au cas oul p = oo par I'ensemble des suites 7 € 2 telles que

[ Z]|ps, . :=sup  sup  29|z;.] < oo,
JjeN kefo,...,20-1}

C’est I'espace de suites de Holder C°.
est une norme sur C°.
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Exemple 1.2.18. Considérons a présent I'application v définie par

v(a) = —o00 sl a<a
N 1 si a>a

ol a € R et montrons que dans ce cas,
s =()C"".
e>0
Soit ¢ € S¥ et soit € > 0. Si l'on fixe C' > 0, il existe J € N tel que
H{k :ejp| > C27 =0 V>
d’ou .
20| < C Vj >

Comme le nombre d’indices (j, k) tels que j < J est fini, on en tire que

sup  sup  2097|¢; ] < oo
JjeN ke{o,...,29 -1}
c’est-a-dire ¢ € C*7°.

Réciproquement, supposons que ¢ € (.., C% ¢ et montrons que ¢ € S”. Soient o € R,

e>0et C>0.S5ia>a,alors

e>0

Hk o] > €279} < 29 < oWl@)Fe)

pour tout j € N. D’autre part, si a < a, soit € > 0 tel que a + € < a. Puisque ¢ € C*7¢, il
existe une constante D > 0 telle que

sup  sup 2@ ¢ | < D.
jeN ke{o,...,29 -1}

De plus, il existe J € N tel que
C2(a—5—a)j > D

si 3 > J. Par conséquent,

kel 2 CT) = ks 207V 2 C20-)
=0

pour tout j > J, d’ou ¢ € S”.

La proposition suivante donne des informations sur les inclusions existant entre les
espaces de suites de Besov et de Holder.
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Proposition 1.2.19.
(1) Pour tous s,s' € R et tous p,p’ > 0 tels que

/ 1 / 1
p2pets——2>8——,
p b
nous avons
by 0o C by o
continiment.
(2) Sise€R etp>0, alors 1
_i'_,
bpol C C*
continiment.
(3) Si0<p<yp etsecR, alors
by oo C U5 o

continiiment.

Démonstration. Démontrons tout d’abord le point (1). Soient s,s" € R, p,p’ > 0 tels que

/ 1 !/ ]'
pzpets——2>5——
p p
et T € b, .. Pour tout j € N, nous avons
1 1
21 ' 21 P’
r_ 1) / _ 1), /
o)’ Dl | < 205 ) D sl
k=0 k=0

puisque s — % > — z%‘ De plus, vu le lemme |1.2.14] et puisque p’ > p, nous obtenons

a1 1
291 P’ 29 1 P
Solwisl | < D sl
k=0 k=0
pour tout j € N, d’ou
| % bl < ||z b oo < OO

— 5’
et T € by .

: : S +1
Passons a présent a la preuve du point (2). Soient s € R, p > 0 et 7 € bspé’ . Montrons
que

sup  sup 2|z, x| < oo.
jeN ke{o,...,21 -1}
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Nous savons que

3=

271
sup 2%/ E lz; kP ] < oo
jen k=0

et la conclusion découle directement du lemme [1.2.14] avec le cas ¢ = oo

Pour le point (3), soient 0 < p < p’ et s € R. Considérons & € by ~- Remarquons qu’au
vu des inégalités de Holder [1.2.12, nous avons pour tout j € N

7

1
27 -1 27 -1 a 20 -1 a

Dl < | D 1) | Dl
k=0 k=0 k=0

/ . , .
ouq= % et ¢ est son exposant conjugué. Puisque % + é = 1, nous obtenons que

1 p
—=1-=
q p
d’ou
1 1
271 p 291 P’
D J l i/ P’
> |zl <2 § |25,k
k=0
Par conséquent,
1 a1
211 p 211 '

1 1
(s-1) Z 7| < o(s=3) 323 » */ Z ‘x]’k‘p/

pour tout 5 € N, ce qui entraine

d’ou la conclusion. O

bs

P00 — !

Introduisons a présent une nouvelle fonction définie & partir de v. Cette fonction est liée
a 'analyse multifractale, dans le contexte du formalisme thermodynamique (que nous déve-
lopperons dans le chapitre 3). La fonction d’échelle 1z d’une suite ¢, introduite initialement
en physique de la turbulence ([I7]), est définie par

nz(p) =sup{s €R : € b,?,oo}

pour tout p > 0. En fait, cette fonction est liée & vz (au travers d’une transformée de
Legendre) comme le prouve le lemme suivant, démontré dans [§].
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Lemme 1.2.20. Si ¢ est une suite pour laquelle il existe oy tel que vz(a) = —oo pour tout

a < ag, alors
ne(p) = inf (ap —ve(a) +1)

azag

pour tout p > 0.
Ce lemme nous ameéne donc naturellement & la définition suivante.

Définition 1.2.21. Si v est un profil admissible, le conjugué concave de v est la fonction
71 définie par
n(p) = inf (ap —v(a)+1)
azamin
pour tout p > 0.

La proposition suivante montre que si v n’est pas concave, alors S” contient strictement
plus d’information que celle donnée par la connaissance des espaces de Besov et du conjugué
concave de v.

Proposition 1.2.22. Sin est le conjugué concave de v, alors

) _,
s N
p>0e>0
et I’égalité a lieu si et seulement si v est concave.

Démonstration. La preuve de ce résultat peut étre trouvée dans [6]. O

Cette proposition nous permet de considérer de nouveaux exemples non-triviaux d’es-
paces S”.

Exemple 1.2.23. Soit la fonction v définie par

-0 sl a<0
via) = a si 0<a<l1
1 si a>1.

Soit p > 0. Alors

np) = Ciygg(ap —v(a) +1)

0<a<l

= inf

= inf{ inf (ozp—oz—i—l),ir;fl(ap—l—i-l)}

odnf (ap —a+ 1),19}

et puisque

inf (ap—a+1)=

0<a<l1

1 si p>1
p si 0<p<I,
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on obtient que

n(p)Z{l ozl

p si 0<p<l.
Par conséquent, la fonction v étant concave, nous obtenons que

s'= () N0 N Nbin

0<p<le>0 p>1e>0

Soit € > 0. Par la proposition [1.2.19| (1), nous avons

e
biE Cbhoo

,00

pour tout p > 1. Ainsi
1_
DS C [\ bhoo C b1

,O0
p>1

1_. 1
[ I I3 _ —€
b ,00 _'bLaf
p>1

De plus, si 0 < p < 1, alors par la proposition [1.2.19| (3), nous avons

d’on

1—e 1—e
b1 C bmo

d’ou
l1—¢ 1—e
bisC () bpec
O<p<1

Au total, nous obtenons donc que

$¥ = ()b

e>0

Exemple 1.2.24. L’exemple précédent se généralise facilement au cas ou

-0 s a<0

1

1 <a< -

v(a) = ac  si O_oi_a
1 si o> —
a

avec a > 0. Dans ce cas, nous trouvons que

S = (M béwe.

e>0
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Exemple 1.2.25. Soient a4z, Omin € R tels que qunae — @min = 1. Pour la fonction v
définie par

—00 st < Qin
V(a) = O — Qmin si Qmin < A < Qpag
1 S > Quaz

NOus avons
- mazP si O<p<l1
77(19)—{ minp+1 si p>1.

En effet, pour tout p > 0,

nlp) = inf (ap—v(a)+1)
O‘Zamin
= inf <amin%2£amam(ap — &+ Qpin + 1), a;gfm(ap -1+ 1))

Umin <a<Qmaz a>Qmaz

— inf( inf  (a(p—1)+ Qpin + 1), inf (w))

= inf ( inf (a(p — 1) + amin + 1), amaxp> .

Amin<a<Qmaz
De plus, si p > 1,

QUmaz > Q> QAmin

d’ou

n(p) = inf(ammp + 1, Gmeep)
= inf(Quinp + 1, Qminp + D)

De méme, si 0 < p <1,
77(]7) = inf (amax(p - ]-) + Qpin + 17 amamp)

= inf (amax (p — 1) + mag, amaxp)

Oémaxp

d’ott le résultat annoncé.
Par conséquent, par la proposistion [1.2.22) nous avons

1
QAmint—€
v _ | | l l P l I l I Qmazx —E€
S — b ,00 m bp,OO
e>0p>1 e>00<p<1

Fixons € > 0 et remarquons que pour tout p > 1,

1
Amin+t P —€

QAmaz —E
1,00 C bp700
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par la proposition [1.2.19| (1) et donc

+1 .
amaz £ C CGmin QAmin+l—c¢ Qmax —€
b | |b bLa} bLa) .

p>1

De plus, si 0 < p < 1, alors la proposition [1.2.19] (3) implique que
bIms™ ™" C bymar™=.

v __ max —E
S = () bimes e

e>0

Enfin, si 0 < € < 1, nous avons par la méme proposition [1.2.19| (1) que

Ainsi

Omax —E Olma;L e
bimer ™" C by

pour tout ¢ > 1, d’ou
barggz_a C ﬂ bamaz

e'>1

ﬂ bamam ﬂ bamaz

e>0 0<e<1

Par conséquent,

1.3 Topologie naturelle sur les espaces S”

Dans ce paragraphe, nous introduisons une topologie naturelle sur les espaces S”. Pour
cela, nous allons tout d’abord introduire une famille d’espaces auxiliaires qui seront utiles
pour obtenir et étudier une structure d’espace métrique sur S”. Les preuves des résultats
énoncés et non démontrés se trouvent dans [6].

Définition 1.3.1.

Soient @« € R et 3 € {—o0} U0, 4+00[. Une suite appartient & I’espace E(«, 3) sl existe
C,C" > 0 tels que ‘
#E;(C,)(0) < C'2°7 [ ¥j > 0.

Remarques 1.3.2.
1. Si = —o0, alors E(«, §) est 'ensemble de toutes les suites telles que

sup  sup 2/ < + oo
JEN ke{o,...,29 -1}

C’est donc 'espace de suites de Holder C'.
2. Si B € [l,+o0], alors E(a, 3) = Q.
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La proposition suivante donne le lien naturel qui existe entre les espaces E(«, 3) et
I’espace S”.

Proposition 1.3.3. Pour toute suite (a,)nen dense dans R et toute suite (£,)men de
10, 400 qui converge vers 0,

8= () Elev(a)+e)= () () Elom v(am) +em).

e>0 aeR meN neN

Remarque 1.3.4. Il est clair que l'intersection ci-dessus peut étre réduite a l'intersection
sur les o < Qg En effet, si @ > aypeq, alors v(a) = 1 et pour tout € > 0, nous avons
E(a,v(a) +¢) =Q.

Remarque 1.3.5. Dés qu’une topologie est donnée sur chacun des espaces auxiliaires
E(a,v(a) + ¢€), l'espace S” peut étre muni naturellement de la topologie la plus faible
rendant les injections

S" — Ela,v(a) +¢)

continues. Une base de voisinages de 0 de cette topologie est donnée par les intersections
finies dans S” de voisinages de 0 dans les espaces E(a, v(a) + €).

Nous allons & présent définir une distance sur chaque espace E(«, ) et étudier les
propriétés de ces espaces. Vu la remarque précédente, cela nous permettra d’arriver a la
définition d’une topologie naturelle sur S”.

Définition 1.3.6. Soient C, de E(a, ). La distance entre ¢ et d est définie par

-

dog(@ d) :==nf {C+C": C,C" > 0et # {k: |cjr —dj| > C27%} < C"2% [ Vj >0}.

Proposition 1.3.7. Soient « € R et f € {—oo} U [0,4+00[. L’ensemble E(«, 3) est un
espace vectoriel. De plus, la fonction d, s est une distance sur cet espace qui est invariante
par translation et qui satisfait

—, —,

Ao s(AC,0) < sup {1, [A[} da,5(C, 0)

Remarque 1.3.8. Dans certains articles, les auteurs donnent une autre définition de la
distance. Notons-la d’, donnée par

-

a6 d) =inf {C:C>0et #{k:|cjp—djs| >C27%} <C2% ,Vj > 0}.

Ces deux distances définissent la méme topologie. En effet, d’une part soient ¢ € E(a, ()
et C' > 0 tel que ‘ '
# ki > 029} < 027

—,

pour tout j > 0. Alors d, 5(Z,0) < 2C et par conséquent, d,, 5(¢,0) < 2d,, 4(¢, 0).
D’autre part, si C, C" > 0 sont tels que

# Ak eu| > 029} < 027,
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et si nous posons D = max(C,C"), alors

# Ak |eju| > D297} < D27
et d, 5(C, 0) < D < C + C'". Donc dy, 5(C, 0) < du (¢, 0) ce qui suffit vu la propriété
d’invariance de ces distances par translation.

Définition 1.3.9. Pour tout « € R, la partie entiére de «, notée |a], est définie comme
étant le plus grand entier plus petit ou égal a .

Proposition 1.3.10. Soient a« € R et § € {—o0} U [0, +00].
1. 8i = —o0, alors E(a, 3) est Uespace topologique normé de Hélder C*.

2. SifB>1, alors dopg <1 et E(a,3) est l'ensemble de toutes les suites. De plus,
— 81 3 > 1, la topologie définie par la distance d,p est équivalente a la topologie
ponctuelle.
- si =1 ¢eta>0, alors pour tout A # 0, da”g(/\f, 6) = 1. Cela donne des exemples
de (Am)men et de C tels que Ay, — 0 et A\,& = 0 pour la distance d,, g.

3. Si B <1, alors E(a, B) n'est pas borné pour la distance d,g.

Démonstration. La preuve des points 1 et 2 peut étre trouvée dans [6].

Pour démontrer le point 3, définissons une suite ™ de € comme suit :

m) _ 0 Vksim > 2069
sk jmilel pour m|2% | valeurs de k sim < 20079

et montrons que pour tout m, dg, 5(c™, 6) = m. Tout d’abord, pour m € N fixé, &™) ¢ E(a, 3)
car . '
4 {k ) > 52%} <m2% | ¥j>0

pour tout € > 0, et en particulier
dos(@™,0) <m +e.
Puisque € > 0 est arbitraire, il s’ensuit que
do5(E™,0) < m.
Soient a présent C, C” > 0 tels que
4 {k: el > 02-6”} < C'2% Vi > 0.
Pour j suffisamment grand et m > 2, nous avons

jmjlal > (027,
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Par conséquent

m|2%] < # {k el > czfaﬂ}

<

< C'2b57
< CO'(12%] +1)
pour j suffisamment grand et m > 2, d’ou

1207 ] +1

m<C 297]

Puisque le deuxiéme membre tend vers C’ si j — +00, on en tire que m < C” et donc que
m < C" + C. Par conséquent
daﬁ(é(m), O) Z m.

La conclusion en découle directement.
O

Proposition 1.3.11. Soient « € R et § € {—o0} U [0, +00].
1. L’addition est continue sur (E(a, 3),da ). Cependant, si 5 € [0,1], alors le produit

€ x (B(a, B), dag) = (B0, B),dup) : (A, 8) > AZ

n’est pas continu. Il s’ensuit que l’espace (E(a, 3),dag) avec 5 € [0,1] n'est pas un
espace vectoriel topologique.

2. L’espace (E(c, 3),dqa,g) a une topologie plus forte que la topologie ponctuelle et toute
suite de Cauchy de (E(w,3),dapg) est aussi une suite de Cauchy ponctuelle. Ce-
pendant, les bornés sont différents : un borné pour la topologie ponctuelle n’est pas
nécessairement borné dans (E(a, 3),d, ) et inversement.

3. L’espace (E(a, 3),dqp) est un espace métrique complet.

Proposition 1.3.12. Si a < o/, § > [, alors E(a,3) C E(o/,3') et d g > dup. De
plus, si a < o', B> [ et B est un ensemble borné de E(«, 3),d, ), alors toute suite de
B qui converge ponctuellement converge aussi dans (E(o/, ('), dy ).

Proposition 1.3.13. Soient (v,)nen une suite dense dans R et (€,,)men une suite de
10, 400 qui converge vers 0. Pour chaque m,n € N, posons

Amn = dan,u(an)Jrsm

et
E(m,n) = (E(on, V() + €m), dmn)-
Alors
+oo 400 d
d= g (mtn)___mn
DR R S

est une distance sur SY qui posséde les propriétés suivantes :
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1. La topologie définie par d sur S est la plus faible qui rend pour tous m,n € N,
Uapplication identité S — E(m,n) continue. Elle est en particulier plus forte que la
topologie ponctuelle.

2. Une suite de S¥ est de Cauchy dans (S”,d) si et seulement si c’est une suite de
Cauchy dans (E(m,n),dp, ) pour tous m,n € N.

3. Une suite de S” converge dans (S”,d) si et seulement si elle converge dans (E(m,n), dp,.n)
pour tous m,n € N.

4. L’espace (S¥,d) est un espace vectoriel topologique complet et séparable.

De plus, il est démontré dans [6] que la topologie définie par d est indépendante des
suites (v, )nen €t (Em)men choisies. Plus généralement, le théoréme du graphe fermé pour
les espaces vectoriels topologiques métrisables complets ([26]) implique le résultat suivant.

Proposition 1.3.14. Toutes les distances définies sur S” qui définissent une topologie
compléte plus forte que la topologie ponctuelle sont équivalentes.

Démonstration. Supposons que d; et dy sont deux distances sur S” qui définissent une
topologie compléte plus forte que la topologie ponctuelle et considérons I’application

idLQ . (Sy,dl) — (Su,dg).

Si &™) est une suite de S” qui converge vers ¢ pour d; et vers & pour ds, alors on a
aussi que M) — & et &M — &, pour la topologie ponctuelle, d'otl & = & puisque la
topologie ponctuelle est séparée. Par conséquent, I’application id; o entre espaces vectoriels
topologiques métrisables complets est & graphe fermé et est donc continue. En procédant
de méme pour 'application

id271 . (SV,dQ) — (Sy,dl),

on obtient I’équivalence des topologies. [

Terminons cette partie consacrée a la topologie naturelle de S” par la caractérisation
des compacts de S”.

Proposition 1.3.15. Une partie K de S” est compacte dans (S”,d) si et seulement si elle
est fermée dans (S¥, d) et si il existe pour tous m,n € N des constantes C(m,n),C'(m,n) > 0
telles que

K< (YN {e: #{k:lexsl > Clm,n)277} < C'(m, )2 entem) >0}
meN neN

De plus, toute suite de K qui converge ponctuellement converge aussi dans S”.

1.4 Cas p-localement convexe

Dans cette section, nous allons voir que la convexité locale de I'espace S¥ dépend de v, et
plus précisément de son indice de convexité locale introduit ci-dessous. Par contre, I’espace
S” n’est jamais p-normable. Commencons par rappeler quelques définitions et propriétés
des espaces p-localement convexes.
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1.4.1 Espaces p-localement convexes

Définition 1.4.1. Soit 0 < p < 1. Un ensemble K d’un espace vectoriel E est p-convexe si
pour tous xy,...,zy € K et pour tous 60, ...,0 > 0 tels que 25:1 0P =1, la combinaison
p-convexe 22;1 0,x, appartient & K. L’ensemble K est dit absolument p-convexe s’il est
de plus équilibré, c’est-a-dire

Ve € K,V € C tel que |\ <1,z € K.

Remarque 1.4.2. Lorsque p = 1, on parle habituellement de parties convexes et de parties
absolument convexes.

Proposition 1.4.3. Soit 0 < p < 1. Une partie K d’un espace vectoriel X est absolument
p-convexe si et seulement si

> wKcCK
i=1
pour tous fi1, ..., i, € C tels que > 7 | |pilP < 1.

Démonstration. La condition est clairement suffisante. Réciproquement, si p, ..., t, sont
tels que > |pil? < 1etsia,...,z, € K, alors

n

Zum = (Z |Mz‘|p> Z = i
i=1 i=1 i=1 (Z;}Zl |,uj|p> P

3=

1
n ) n
= (Z |Mz‘|p> i T |M—’|%
TS ) e
<1 R €K car K est équilibré B
~

€K car K est p-convexe
qui appartient & K car K est équilibré, d’ou la conclusion. O

Proposition 1.4.4. Soient 0 < s < r < 1. Si A est un ensemble absolument r-conveze,
alors A est absolument s-conveze.

Démonstration. C’est immeédiat car si iy, ..., i, sont tels que > - |w;|® < 1, alors nous
avons que y o, |u" < L. O

Remarque 1.4.5. Par contre, un ensemble r-convexe n’est pas nécessairement s-convexe
si0 < s<r<1. Eneffet, {e} C E est convexe mais n’est pas s-convexe si 0 < s < 1.

Proposition 1.4.6. Soient un espace vectoriel topologique E et A une partie absolument p-
conveze de E, avec 0 < p < 1. Alors l’adhérence de A est également absolument p-convexe.
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Démonstration. Par continuité de 'addition et de la multiplication par un scalaire dans
E nous avons

M+ pA C I+ pA
pour tous A, € C. Ainsi, AMA + pA C Asi AP+ |pP < 1. O

Définition 1.4.7. Un espace vectoriel topologique est p-localement convexe s’il posséde
une base de voisinages de (0 absolument p-convexes.

Définition 1.4.8. Une partie A d’un espace vectoriel F est absorbante si pour tout e € F,
il existe une constante C' > 0 telle que e € cA pour tout ¢ € C, |¢| > C.

Proposition 1.4.9. Soit A une partie absolument p-convexe et absorbante d’un espace
vectoriel topologique E. Pour tout e € E, on pose

Py(e) =inf{A >0 : e € NA}.
Alors Py est une p semi-norme sur E, appelée la Jauge de Minkowsk: de A.

Démonstration. Remarquons tout d’abord puisque A est une partie absorbante de E, pour
tout e € F, 'ensemble

(A>0:ee A4}

est non vide. Par conséquent, la définition de Pa(e) a du sens.

Soient e € E et A > 0 tel que e € AA. Si )y € Cy, nous avons

A
Aoe € AgAA = \)\0\)\’)\—0|A C [Ao|rA
0

puisque A est équilibré. Par conséquent,
Pa(Xoe) < [Ao|A
pour tout A > 0 tel que e € \A, d’ou
Pa(Xoe) < [Xo|Pa(e).

De plus, nous avons également

1
’)\OIPA(e) = ’)\0|PA ()\—)\06)
0
1

[ Aol

Au total, nous avons montré que
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et cette relation est trivialement vérifiée si \g = 0.

Soient & présent e1, ey € E et A1, Ay positifs tels que e; € \{A et e5 € M A. Alors,

A Ao
_A+ A
((A% M) (A4 D) )

A

3=

e1+eg € )\1A+)\2A = ()\Il)—l-)\g)

3=

C (A+A)
puisque A est absolument p-convexe. Par conséquent,
PA(€1 + 62)p < )\If + )\12)
pour tous A1, Ao > 0 tels que e; € \{A et e5 € A9 A. On en tire donc que
Py(e1 + e2)? < Pa(e1)? + Pa(es)?.
[

Proposition 1.4.10. Soient E un espace vectoriel topologique et A une partie absolument
p-convexe et absorbante de E. Alors

bp,(1) C AC Bp,(1)

" bp,(1)={x € E : Pa(x) <1} et Bp,(1) ={z € E : Ps(x) < 1}.

Démonstration. Soit e € bp,(1). Alors Ps(e) < 1 et il existe 0 < A < 1 tel que e € \A.
Puisque A est équilibré, on en tire que e € A.
De plus, si e € A = 1A, alors Pa(e) < 1 c’est-a-dire e € Bp,(1). O

Remarque 1.4.11. II est clair que les ensembles bp,(1) et Bp,(1) sont absolument p-
convexes.

Définition 1.4.12. Un systéme de p semi-normes P sur E est filtrant si pour tous ¢, ¢’ € P,
il existe r € P et C' > 0 tels que

sup{q,q'} < Cr.

Théoréme 1.4.13. Un espace vectoriel topologique (E,T) est p-localement convexe si et
seulement si il existe une famille filtrante de p semi-normes sur E définissant une topologie
équivalente a la topologie T .

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire et supposons donc que (F,7) est
p-localement convexe. Alors il existe une base U de voisinages de 0 absolument p-convexes.
Tout voisinage de 0 étant absorbant dans un espace vectoriel topologique, nous pouvons
définir pour tout U € U la p semi-norme

Py:E — [0,00[: e inf{A >0:e € \A}.
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Considérons I’ensemble des p semi-normes
P={Py;:U€clU}
et montrons que cet ensemble est filtrant et définit une topologie équivalente a 7.
Si V,W € U, nous avons par définition
Py < Pyaw et Py < Pyaw.
Comme U est une base de voisinages de 0, il existe U € U avec U C V NW et dans ce cas
Pyow < Py

d’ott sup{ Py, Py} < Py. Ainsi, P est un systéme filtrant de semi-normes.

Démontrons & présent ’équivalence des topologies. Soient d’une part U € 7 et e € U.
Alors il existe V € U tel que e +V C U. Nous savons également que bp, (1) C V et donc
bpv(e, 1) = €+bpv(1) Ce+V CU
Par conséquent, U est un voisinage de e pour la topologie engendrée par le systeme P et

comme e est arbitraire dans U, on en tire que U est ouvert pour cette topologie.
D’autre part, soit U un ouvert pour la topologie engendrée par le systéme P et soit
e € U. 1l existe alors V € U et ¢ > 0 tels que
e+ ¢ebp, (1) = bp,(e,e) C U.
Nous avons également
V C pr(l) C bpv(2)
d’ou . .
e+ §V Ce+ Epr(Q) =€ —|—€bpv(1) cU.

Comme la multiplication par un scalaire est continue, il existe V' € U tel que W C SV.
Alors
e+WcCU

ce qui montre que U est un voisinage de 0 pour la topologie 7. Comme e € U est arbitraire,
nous obtenons que U € 7.

La condition est clairement suffisante. En effet, si P est un systéme filtrant de p semi-
normes sur E et si e € E, posons

B ={by(e,e) :pePete>0}

ou

bple.e) ={f € E:ple - [f) <e}.
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Pour tous p, ¢ € P, nous savons qu’il existe r € P et C > 0 tels que

sup{p,q} < Cr

et il s’ensuit que 'intersection de deux éléments de B contient un élément de B. Il existe
donc une unique topologie pour laquelle les p semi-boules b,(e,e) avec p € P et € > 0
forment un systéme fondamental de voisinages de e. Comme les p semi-boules b,(¢) =
b,(0,¢) sont des parties absolument p-convexes de E, nous obtenons la conclusion. O

1.4.2 Convexité locale des espaces de type S”

Lorsque v est concave, nous savons par la proposition [1.2.22] que S” est une intersection
n(p) _

d’espaces de suites de Besov b,%  pour € > 0 et p > 0. De plus, lorsque 1'on considére S”
muni de la topologie introduite dans la section précédente, chaque application identité

) _
est continue. En effet, on vérifie facilement que la topologie de ’espace métrisable by, %

est compléte et plus forte que la topologie de la convergence ponctuelle. La continuité
découle alors directement du théoréme du graphe fermé.

Définition 1.4.14. Si v est un profil admissible, sa "right-inf derivative" est définie par

dtv(a) ;= liminf vla+h) - V(a).
h—0*t h

pour tout a € R tel que a > ;. Son indice de convexité locale est défini par

Po := min <1, inf Q+V(a)) :

Amin<a<Qmaz

Dans [2], il est montré que si 0 < p < py,

n(pg) e M_s
p0p7%o C bpvl(;o

En conséquence, nous pouvons en fait nous restreindre a l'intersection sur les p > py,

c’est-a-dire
n(p) _

S

e>0p>po

si v est concave. Dans ce cas, 'espace S” est donc une intersection d’espaces au moins pg-
localement convexes. Cette idée méne au cas général, présenté dans la proposition suivante.
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Proposition 1.4.15. L’espace vectoriel topologique S¥ n’est p-normable pour aucun p > 0.
De plus

- Sipg < 1, alors S¥ n’est p-localement convere pour aucun p > pq.

- Sipg > 0, alors S” est pg-localement conveze.

Démonstration. La démonstration de cette proposition se trouve dans l'article [2]. O

Par conséquent, il est clair que 'espace S” est de Fréchet si et seulement si pg = 1,
c’est-a-dire 9" v(a) > 1 pour tout apmin < @ < Az

La topologie d'un espace de Fréchet peut toujours étre définie a partie d’une suite de
semi-normes. Dans le cas ol 'espace est seulement pg-localement convexe, les semi-normes
sont naturellement remplacées par des py semi-normes. Dans le cas des espaces S”, cette
suite de py semi-normes peut étre décrite explicitement comme le montre la proposition
suivante.

Proposition 1.4.16. St py > 0, la topologie de S” est induite par la famille de normes
- et des po-normes ||.||a.c définies par

-l
boo,oo

lellae = inf {J12" sz, . + 12" Nhs .+ 7= '+ 2"}
0l & € [min, Omaz|, € > 0 et s := o+ 1%)@
rendue dénombrable en prenant une suite (ap)neny dense dans [min, Omaz| €t une suite
(Em)men de réels positifs qui converge vers 0.

— e. Cette famille de pg-normes peut étre

Démonstration. La démonstration de cette proposition se trouve dans [2]. O

Dans le cas ot pg = 0, la topologie de I'espace S” ne peut plus étre décrite par une
famille de p semi-normes pour une valeur de p fixée. Cependant, nous allons voir que sous
une condition supplémentaire, cette topologie peut néanmoins étre définie a partir de p
semi-normes, p étant non fixé.

Définition 1.4.17. Un espace vectoriel topologique est localement pseudoconvexe s’il
existe une famille de r semi-normes, 0 < r < 1, définissant la topologie de cet espace.

Proposition 1.4.18. Supposons que i, > —00. Pour toute suite (pm)men de |0, 1]
convergeant vers 0, la topologie de l’espace S¥ peut étre définie par une suite de p,, semi-
normes. Ainsi, ’espace S est localement pseudoconveze.

Démonstration. La preuve de ce résultat se trouve dans [4]. O

Remarque 1.4.19. Dans l'article [4], il est également montré que si S” # 2, ¢’est-a-dire
si v n'est pas identiquement égal & 1, et si ay,;, = —oo, alors S n’est pas localement
pseudoconvexe. Cependant, il s’agit d’un cas dégénéré que nous ne considérons pas vu la

proposition [[.1.2]
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1.5 Bases de ’espace 5”

Commencons par rappeler quelques notions sur les bases dans un espace vectoriel to-
pologique séparé (E,T), avant de présenter la base canonique de 1'espace S”.

Définition 1.5.1. Une suite (finie ou infinie) (e,),en de E est une base topologique de E
si tout e € E détermine une unique suite (&,)nen de C telle que

N
(zsnen)
n=0 NeN

converge vers e au sens de la topologie de E.
Remarque 1.5.2. Si aucune confusion n’est possible, on parlera simplement de base.

En définissant e; par < e,e >:= §,, on obtient une forme linéaire sur E, appelée la
n'me fonctionnelle linéaire associée a la base (e, )nen-

Définition 1.5.3. Une base topologique (e, ),en de E est appelée une base inconditionnelle
si pour tout e € F et toute permutation m de N, la suite

N
(Z <€, ey > eﬂ(n))
n=0

converge au sens de la topologie de E.

NeN

Définition 1.5.4. Une base topologique (e,),eny de E est une base de Schauder si les
fonctionnelles linéaires associées sont continues, c’est-a-dire si e € £’ pour tout n € N.

Pour tout k£ € N, I'application

k
Pk:E—>E:e»—>Z<$,eZ)en

n=1
est le k™ projecteur en somme partielle associé a la base (€, )nen-

Définition 1.5.5. Une base de E est équicontinue si les projecteurs en sommes partielles
P, forment une suite équicontinue de L(FE, E), c’est-a-dire si pour tout voisinage V' de 0,
il existe un voisinage U de 0 tel que P(U) C V pour tout k € N.

Définition 1.5.6. Une suite (e, )neny de E est une base faible (de Schauder) si c’est une
base (de Schauder) pour la topologie faible o(E, E’) sur E, c’est-a-dire la topologie définie
par les semi-normes

pa = sup{|(..€)] s ¢ € A}

ou A’ est une partie finie de E’.
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Remarque 1.5.7. Comme la topologie faible sur F est plus faible que la topologie 7 de
départ de F, il est clair que toute base de (E,7) est une base de (E,o(F, E")), c’est-a-dire
une base faible de F. Le méme résultat a également lieu pour les bases de Schauder vu la
définition de la topologie faible.

Présentons a présent la base canonique de Iespace S”. Nous définissons la suite &U-*)

par
(j,k)_{ 0 sij/#joukl #k
Tl 1 siff=jetk =k
Nous ordonnons les éléments de la suite comme suit : pour tout M € N, il existe des
uniques J € Net 0 < h < 27 tels que M = 27 + h. Le M**™° élément de la suite est le
vecteur ",

Proposition 1.5.8. Ordonnée comme ci-dessus, la suite (é'(j’k))jeNyke{o’m’Qj,1} forme une
base topologique de S”.

Démonstration. 11 est clair que la suite éU*) appartient a espace S” car si & € R, € > 0
et C' >0,o0na
7 {k’ :e ,k,\ > (27 } < gWwle)te)s’

pour tout j* > j + 1. Montrons qu’il s’agit d’une base topologique de S”.

Soit ¢ € S”. Pour tout M € N, il existe des uniques J € N et 0 < h < 27 tels que

M =27 + h. Posons
J h
=D > ciuc
§=0 k=0
c’est-a-dire

S _ cir sig<Jetk<h
Jrk 0  sinon

et montrons que M) — @ dans S¥. Comme & € S”, on peut trouver pour tous m,n € N,
des constantes positives C'(m,n) et C'(m,n) telles que

E’GK:ﬂﬂ{cf:#{kﬂ k|>C’(mn20‘“}<2”(o‘")+5m ‘v’]>0}

meNneN

ol (ay)nen est une suite dense dans R et (g,,)men est une suite positive qui converge vers
0. Puisque

# {k : |c§]\k4)| > C(m,n)?‘a"j} < # {k: s ejx] > C’(m,n)2_a”j}

pour tout j > 0, @& appartient & K pour tout M € N. On a donc une suite de K qui
converge ponctuellement vers ¢ et par la proposition [I.3.15] elle converge également vers
¢ dans S”. Ainsi, tout vecteur de S” se décompose selon les V%) et il est clair que cette
décomposition est unique. La suite (é(j’k))j€N7ke{D7”.72j_1} est donc une base topologique de
S”.

]
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Proposition 1.5.9. La base topologique (é(j’k))jeN,ke{O’“.,Qj,l} de SV est une base incondi-
tionnelle de S”.

Démonstration. Le raisonnement de la preuve précédente s’adapte aisément. O

Proposition 1.5.10. La base topologique (ﬁ(J’ ))j€N7ke{07,,,72j,1} est une base de Schauder
de S”.

Démonstration. Définissons les fonctionnelles linéaires €;, : S¥ — C par

< anJC >= Cj k-
Puisque la topologie de S” est plus forte que la topologie ponctuelle et que ces fonctions
sont continues ponctuellement, la conclusion est immédiate. ]

Proposition 1.5.11. La base (é(j’k))jeN,ke{ong_l} est une base équicontinue.

Démonstration. Considérons les opérateurs de projection

Py :SY — S”: HZZC L EF)

7=0 k=0

pour tout M € N, M = 27 + h. Soit V un voisinage de 0 dans S” et cherchons un voisinage
U de 0 dans S” tel que Py (U) € V pour tout M € N.

Comme V' est un voisinage de 0 dans S”, il existe des sous-ensembles finis {m;, ..., mg}
et {ny,...,ns} de N et des constantes &,,, ,, tels que

v=[ N {ee8 dnn(@0) <emn}cVv
1<r<R1<s<S

Montrons que
Py(U)CV

pour tout M € N.
Soit € U et M € N, M =27 + h. Alors

@ {CM sij< Jk<h
gk =

0  sinon
et donc pour tous m,n € N,
# k| (Pu(@)n] > C277 ) < # {k 2 |Ga] > C277}
En particulier,
dmr7ns (PM(E>7 0) S dmryns (a 0) < 8"nryns
pour tous 1 <r < Ret1<s<S5.On en tire donc que
w(@e () ) {d oy . (d,0) < 5mr,ns} cV,
1<r<R1<s<S

d’ou la conclusion. O
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1.6 Propriétés supplémentaires des espaces de type 5"

1.6.1 Caspy=1

Dans le cas ou py = 1, au vu des résultats précédents, ’espace S” est un espace de
Fréchet. Ce cas est particuliérement intéressant car les relations existantes entre les pro-
priétés typiques que peuvent vérifier ces espaces sont déja bien connues ([10, 26, 27, 33]).
La question est donc de savoir parmi ces propriétés, quelles sont celles que 'espace S”
vérifie. Commengons pour cela par rappeler quelques définitions.

Soit E un espace localement convexe séparé. Pour tout voisinage absolument convexe
U de 0, I'espace E(y est défini par
Euy:=E/{x:Vp>0,2 € pU}
et est muni de la norme
|z||lv :==inf{p>0:2 € pU}.

Définition 1.6.1. Une application S : E — F' entre espaces normés est nucléaire si il
existe une suite (u,,)men équicontinue de E’, une suite (¥, )men bornée dans F et une suite
de complexes (A )men de I1(N) tels que pour tout x € F,

S() = 3" At (@)1

meN

ou la série est convergente dans F'.

Définition 1.6.2. Un espace localement convexe séparé E est nucléaire si pour tout voisi-
nage absolument convexe U de 0, il existe un voisinage absolument convexe V' de 0 absorbé
par U tel que 'application canonique

7TU,V : E(V) — E(U)
est nucléaire.

Définition 1.6.3. Un espace localement convexe séparé E est de Schwartz si tout voisinage
absolument convexe U de 0 contient un voisinage absolument convexe V' de 0 tel que pour
tout A > 0, il existe un ensemble fini M C FE tel que

VCM+ M.

Proposition 1.6.4. Tout espace localement convexe nucléaire est de Schwartz.

Démonstration. Soit E un espace localement convexe nucléaire et i/ une base de voisinages
absolument convexes de 0. Soit U € U, U = b,(r) ot r > 0 et p est une semi-norme de E.
Par nucléarité, nous savons qu’il existe un voisinage absolument convexe V' = b,(R) de 0
absorbé par U tel que I'application

7TU,V : E(V) — E(U)
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est nucléaire. Soit A > 0. Nous cherchons un sous-ensemble fini M de E tel que
by(R) C M + A\by(r)

c’est-a-dire qui soit tel que pour tout e € F satisfaisant g(e) < R, il existe a € M tel
que p(e —a) < Ar. Par nucléarité de application 7y, il existe une suite équicontinue
(U )men de (E(yy))’, une suite bornée (Y, )men de Ey et une suite de complexes (A, )men
de I'(N) tels que pour tout e € Ey),

e = Z AU (€)Y,

meN

dans E(). Puisque (ty,)men est une suite équicontinue, il existe C' > 0 tel que

() < Clelly = Sa(e)

pour tout e € Eyy et pour tout m € N. Etant donné que la suite (Y, )men est bornée dans
Ewy, il existe C" > 0 tel que
[yl < €

pour tout m € N, c’est-a-dire tel que

p(ym) < rC’

pour tout m € N. Enfin, comme (\,,)men € I1(N), il existe N € N tel que

“+00
> Ml < 55
m=N+1

Supposons que e € E vérifie g(e) < R. On a alors

+o0o
> At (€)Ym

m=M+1

N
€ — Z /\mum(e)ym
m=1

U U
+oo
< Y MdSaee
m=N-+1
+0o0
< D e
m=N-+1
A
< —.
- 2

Puisque

= %p (e — Z )\mum(e)um> ,

3
Il
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on en tire que
al Ar
- )\m m m S 5
p (6 mz:l um (€)Y ) 5
Posons L => y,...,yn < et
N
K = {Z Al (€)Yym 1 € € E q(e) < R} :
m=1

Comme L est un espace de dimension finie, K est précompact dans L. En effet, K est
borné car

N
> At (€)Y
m=1

N C
< 3 Pl pale)c
m=1

N
CC" Y [Aml-
m=1

et dans un espace de dimension finie, les bornés coincident avec les précompacts. Par
conséquent, il existe aq,...,a; € F tels que

! AT
KCpr CL]',? .

Jj=1

U

IN

Sie € F est tel que gle) < Retsije{l,..,J} satisfait

al AT
P (Z )\mum<e)ym - aj) S 77
m=1

on obient finalement

ple—a;) < p (e - Z )\mum(e)ym> +p (Z AU, (€)Y, — aj)

< Ar n Ar
- 2 2
= Ar
ce qui prouve que M = {ay,...,a;} convient. ]

D’autres propriétés des espaces de Fréchet seront présentées plus tard. Nous pouvons
néanmoins déja signaler que la nucléarité sera la notion la plus forte. Il est donc naturel de
commencer par se demander si 'espace S” est nucléaire. Malheureusement, cela n’est pas
le cas. Pour le montrer, nous allons utiliser le lemme suivant.
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Lemme 1.6.5. Si s’ < s et si application identité

id : b ;700 (resp. C° — C*)

P0,00
est nucléaire, alors s — s > 1.

Démonstration. Sil’application

id - b5 — b

Po,00 Po,o0

est nucléaire, il existe une suite (un,)men équicontinue de (b ), une suite (¥ ™) nen

bornée de b5, . et une suite de complexes (A )men de I'(N) tels que pour tout Z € b}

P0,007
= At (D)7
meN
ou la série est convergente dans b‘;o o
La suite (4, )men étant une suite équicontinue de (b5 ), il existe une constante C' > 0

Po,00
telle que
[t (T)] < C| ]|

P,

pour tout & € b, ., et tout m € N. De plus, étant donné que la suite (7)) men est bornée

dans bf) 0,000 1l existe une constante D > 0 telle que
Hlj(m) b <D

PQg,oc

pour tout m € N.

En considérant le vecteur &%, on obtient que
b

I—Z)\mum yjk

meN
d’ou, pour tout j € N,

271

1 = Z)\ZJZum y]k

meN
271

= Z)\mum 2- JZy

meN

27 -1

Zp‘m’ U | 27 ]Zyﬂf

meN

IN
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271 -1
< Xl siper
meN bfzo,oo
27 1 PO
o (s—1)j m
< CY P22 S
meN k=0

< CDY  [Ay[2772670,

meN

Cette relation étant vérifiée pour tout j € N, on en tire que s — s’ — 1 > 0.

On procéde de méme pour les espaces de Holder C*,C* et en utilisant les normes

correspondantes. Si I’application
id : C° — C*

est nucléaire, il existe une suite (uy,)men équicontinue de (C*)’; une suite (7™),,en bornée
de C* et une suite de complexes (A, )men de I*(N) tels que pour tout ¥ € C*,

= At (D)7

meN

ol la série est convergente dans C*. Comme dans le premier cas, nous obtenons des
constantes C > 0et D >0

[ (T)] < ClIZles et [ cor < D

pour tout ¥ € C? et tout m € N.

En considérant le vecteur %, on obtient que
1= Z )‘mum yJ k
meN
d’ou, pour tout j € N,

27 -1

1 = Z)‘QJZUW yy,

meN
271
= Z Al | 277 Z y(»jz)e'f’ k
meN k=0
27 -1

IN

Z|>‘M| Um | 27 ]Zyjk

meN
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291
< Oy P27 Y wet
meN k=0 O
< Ol sup 29277y
eN ke{0,...,21 -1} ’
< CDY  [Am|2772927%7,
meN

ce qui implique que —1+ s —s" > 0.
O]

Lemme 1.6.6. Soient E., F' et G des espaces vectoriels normés, S : E — F une application
linéaire continue et T : I — G une application nucléaire. Alors Uapplication ToS : E — G
est nucléaire.

Démonstration. Puisque application T : F' — G est nucléaire, il existe une suite (, )men
équicontinue de F’, une suite (Y, )men bornée dans G et une suite de complexes (A\;)men
de I*(N) tels que pour tout f € F,

T(f) =Y At )ym

ou la série est convergente dans G. Alors la suite (u,, o S),en appartient & E’. De plus,
puisque la suite (u;,)men est une suite équicontinue de F’, pour tout £ > 0, il existe un
voisinage ouvert V' de 0 dans F' tel que

lum (f)| < €
pour tout f € V. Par conséquent,
lum 0 S(e)] <e

pour tout e € S7Y(V). Puisque S est un application continue, S~!(V') est un voisinage
ouvert de 0 dans F et la suite (u,, 0 .S)nen est équicontinue. Enfin, pour tout e € E, nous
avons

(T'oS)(e) = Z Am(Um © S)(€)Ym

meN
ol la série est convergente dans (G, d’ou la conclusion. [

Remarque 1.6.7. Dans le cas ou S” est pp-localement convexe, vu la définition de py, il
est clair que
po(a — ') <v(a) —v(d)

pour tous a, o’ tels que i, < o < a < Qpez, Aol également vu la croissance de v,
p(](O{ - amin) S I/(Oé) - V(amin) S V<Oémax> — V<Oémin>
pour tout a tel que ayin < @ < Qynee. En faisant tendre a vers ., on en tire que

p0<ama:n - amin) S V(amaa:) - V(amin) S 1.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX ESPACES S” 37

Proposition 1.6.8. Si pyg = 1, l'espace S” n’est pas nucléaire.

Démonstration. Vu la remarque, puisque py = 1, nous avons Qe — min < 1. Considérons
tout d’abord le cas ol ayq0 — Qmin < 1. 1l est clair que C'*me* est inclus contintiment dans
chaque espace F(a,v(a) + ¢€), & < ez, € > 0. En effet, si ¢ € C%me= alors pour tout
a < Qmae €t tout 0 > 0, nous avons

40k gl 2 (1lcmmes +8)279} =0

pour tout j € N. En effet,

|Cllcamas =sup  sup  2%me*d|c;,
JEN ke{0,...,27 -1}

et par conséquent,
# Ak ejrl = (1@loemas +0)27%) < #{k = |ejul > ([[€lloamas + §) 27T }

< # {k’ Dokl = sup el + 52‘0"”“1‘]}
kef{o,...,29 -1}
= 0.
Ainsi, ¢ € E(a,v(a) + €) pour tous & < Qipa, €t € > 0, et
da,l/(a)-i—e(a 6) < ||e]| camaz + 0.

ou ¢ > 0 est arbitraire. Nous en tirons que

do«v(a)+e(5, 6) < ||€]| camaz -

Supposons que 'espace S” est nucléaire. Alors, si nous fixons s < Q,, il existe un
voisinage V' de 0 dans S” tel que I'inclusion

E(V) — C*
est nucléaire. Par le lemme [I.6.6] il s’ensuit que I'inclusion
C’Oémaac N CS

est également nucléaire, d’ott une contradiction au vu du lemme [1.6.5] Par conséquent,
I’espace S” ne peut étre nucléaire.

Considérons a présent le cas oll Qupap — Qunin = 1 €t montrons que v(a) = @ — Qi pour
tout a € [amm, ozm(w]. En effet, vu la remarque précédente, nous savons que

via) —v(d) > a—d (1.1)
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pour tous a > o dans [Qmin, Qmaz[- On en tire que
1 > v(maz) = V(Qmaz) — V(Qnin) > 1
d’ott v(amin) = 0 et v(mar) = 1. Alnsi,
v(a) > a— Qmin

pour tout @ € [Umin, Mmaz)-
Supposons qu’il existe $ €]min, Mmaz| tel que

v(s) > 8 — Qmin.
Alors,
V(Omaz) — V(8) < 1= 8+ Qmin = Qunaz — S,
ce qui contredit la relation (|1.1)).
Nous avons donc obtenu que v(a) = & — Qypin pour tout & € [Amin, Umaz]- Au vu de

I’exemple [1.2.25] il vient
Y= [ bimes

0<e<1
. Qw léai lors il exi / / 1 Panplicati
Si S¥ est nucléaire, alors il existe €,¢" avec 0 < € < &’ < 1, tels que I'application

id : BT — by

est nucléaire, d’ott une contradiction par le lemme ]

L’espace S” n’étant pas nucléaire, il est alors naturel de se demander s’il est de Schwartz.
La proposition suivante répond par 'affirmative a cette question.

Proposition 1.6.9. Sipy = 1, l'espace S” est de Schwartz.

Démonstration. Puisque py = 1, par la proposition [1.4.16] nous connaissons une famille
dénombrable de normes qui engendrent la topologie de S”. Considérons tout d’abord les
normes ||.||a avec @ € [Qmin, @maz| €t € > 0. Fixons a € [aumin, Qmaz[, € > 0 et posons
s=a+1—v(a)—e. Soit U la boule unité correspondante. Puisque I'application

a— a—v(a)

est continue a droite, il existe a* > « tel que

a—via) <a” —V(Oé*)—f—%

Si 'on pose s* = a* +1 — v(a*) — £, nous avons dons s < s*. Considérons la boule unité

27
V' correspondant & la norme ||.[|o+ ¢. Puisque a* > a et s* > s, nous avons V C U.
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Soit A > 0. Comme o* > a et s* > s, il existe J € Nj tel que
2 * *
Z <inf 2(5 —s)J 2(a —a)J )
2 < ing {207 o)

Alors, si € V, nous pouvons trouver 2’ et 2”7 tels que © = & + 2" et

271 -1

s—1)j aj| .t
sup 2 E 2%, +sup  sup  2¥|af | <
j2J =0 JzJ kef0,...,27 -1}

DO | >

En effet, puisque [|Z|a- ¢ < 1, il existe 7', 7" tels que ¥ = 7’ + 7" et

=1
12l + 13 e < 1,
c’est-a-dire _
271
sup 2 E 2%, +sup  sup  2%7af, | < 1.
JEN J€N ke{o,...,29 -1}
De la, nous obtenons
271
1 - j *—a)j|
sup 2067 DIg(s" =) E 2%, +sup  sup 209l C“)]|xj’k|§1,
Jj=J Jj>J ke{o,...,29 -1}

et vu le choix de J, nous trouvons que

27 -1 A
sup 20713 5 25| +sup  sup  2¥[2f, | < o
> — 527 ke{0,..,.2i—1} 2

Considérons a présent l’espace de dimension finie des suites & indices j < J et k €
{0,...,27 — 1}, muni de la semi-norme ||.||o.c. Si nous considérons uniquement ces indices
pour les éléments de V, nous obtenons un ensemble V7 borné. En effet, si 77/ € V/ C V,

vu ce qui précéde, nous savons qu’il existe &', # tels que 77/ = & + &,
4 4
120, + 7 Mg, <1
et _
2/ 1 \
sup 206713 E |25, +Fsup  sup  2¥|af ] < 5
jzJ =0 jzJ ke{0,...,20 -1}
De plus, puisque s < s* et a < a*,
27 -1 2]' 1
sup 265717 E 2| +sup  sup  2%[2f,] < sup2® g @] +sup  sup 2% |2t |
j<J =0 Jj<J ke{0,...,29 -1} i<J j<J ke{0,...,29 -1}

IN

[k

< 1

b, T ||$ ||bg§m
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La dimension de I’espace étant finie, ’ensemble V' y est par conséquent précompact.
Soit M un ensemble fini de cet espace tel que

A
VJCM+§U.

Il s’ensuit que
VCcM+ M.
En effet, soit ¥ € V. Nous savons que nous pouvons trouver @’ et 7’ tels que ¥ = ¥ + 7" et
271 -1

) ) A
1
sup 2671 E 2%, +sup  sup  2%af, | < 5
> —~ 7>J kef0,...2i -1}

En séparant les indices j < J des indices j > J, nous obtenons que
*:f’+f”evJ+gU C M+A(%U+%U)
C M+XU
puisque U est absolument convexe.

Considérons & présent la norme ||.|,amim—= pour € > 0 et notons U la boule unité
00,00

correspondante. Soit €* > 0 tel que €* < ¢ et notons V' la boule unité définie par la norme
=. Vu le choix de €*, nous avons V' C U.

HH Fmin
boo,oo

Soit A > 0. Il existe J € Ny tel que

< 2(5*8*)J.

>N

Par conséquent, si ¥ € V,

sup  sup 9(@min—e )J|mj7k| <1
JEN ke{o,...,27 -1}

et puisque 2(@min=e")i = 2(@min—£)i(e=e")i ] vient

Sup SU_p 2(anzin_€)j2(€—€*)j|:L‘j7k| S 17
jEN ke{o,....20 1}

d’ou
A
< —.
2

sup  sup 2(@min—c)j |7k
j>J ke{o,...,27 -1}

En considérant 1’ensemble V7 défini comme précédemment et en procédant de la méme

maniére, nous trouvons un ensemble fini M de cet espace pour lequel

A
VJCM+§U.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX ESPACES S” 41
Cela implique que
V M+ \U.

En effet, si ¥ € V, alors en séparant les indices j < J des indices j > J, nous pouvons
écrire = 77+ avec ¥/ € V' et y;x = 0sij < J. [l existe alors m € M et @ € U tels que

>

f‘]:m+§ﬁ.

De plus, nous avons montré que

A
sup sup 2(amzn s)Jl.'L' k‘|
j=J ke{0,...,29 -1} 2
d’ou iy € AU Ainsi ¢ = % v avec U € U. Par conséquent,
r = m++ u —|—
1, 1
= m+A|z -0
e M+\U
puisque l’ensemble U est absolument convexe. [
Nous avons donc montré que dans le cas ol pg = 1, I'espace S” est un espace de

Schwartz mais non nucléaire. Nous obtenons alors "gratuitement" une série de propriétés
que S” vérifie. Rappelons d’abord quelques définitions.

Définition 1.6.10. Soit (F,7) un espace localement convexe séparé et U une base de
voisinages absolument convexes de 0. L’espace (E,7T)
e est distingué si son dual fort (£, 5(E', E')) est tonnelé.
o est semi-réflexif si son bidual, défini comme étant le dual de l'espace (E', 5(F', E)),
est algébriquement égal a F lui-méme.
e est réflezif sison bidual fort, défini comme étant le dual fort de 'espace (E', B(E', E)),
est topologiquement égal & E lui-méme.
e satisfait la condition de densité si pour tout A : U(E) — RT\{0} et tout V € U(E),
il existe une partie finie U de U(F) et B € B(F) tels que

() MU)UCB+V,
UeU

ot U(F) désigne le systéme de tous les voisinages absolument convexes fermés de 0
de E et ®B(FE) le systéme de toutes les parties absolument convexes et bornées de E.

e quasi-normable si tout U € U contient un V € U tel que pour tout A > 0, on peut
trouver un ensemble borné B C E tel que

V. Cc B+ \U.
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e cst semi-Montel si tout borné de E est relativement compact.
e cst de Montel si E/ est semi-Montel et tonnelé.

Dans le cas des espaces de Fréchet, les différentes relations existant entre ces propriétés
peuvent étre résumées par le schéma suivant :

Montel Reéflexif

_— T

Nucléaire — Schwartz Distingué

\ /

Quasi-normable —— Condition de Densité

ou — signifie "implique" (([10, 26} 27, 33]).

Nous obtenons donc immédiatement que lorsque pg = 1, 'espace S” est également de
Montel, réflexif, distingué, quasi-normable et satisfait la condition de densité.

1.6.2 Caspy<1

Dans le cas ot py < 1, 'espace S” n’est pas localement convexe. Si nous voulons étudier
les propriétés des espaces de Fréchet dans ce cadre, il nous faut auparavant généraliser ces
notions aux cas des espaces vectoriels p-localement convexes ou localement pseudoconvexes
seulement.

Définition 1.6.11. Un espace p-localement convexe séparé E est de Schwartz si tout
voisinage absolument p-convexe U de 0 contient un voisinage absolument p-convexe V' de
0 tel que pour tout A > 0, il existe un ensemble fini M C E tel que

VCM+MU.

Au vu des résultats obtenus dans le cas py = 1, il semble naturel de se demander si
Iespace S” est de Schwartz lorsque son indice de convexité locale est inférieur & 1. La
preuve présentée dans la section s’adapte facilement en utilisant les py semi-
normes données dans lorsque pg > 0. Dans le cas ou py = 0, il faut cependant
adopter une approche différente.

Définition 1.6.12. Un espace vectoriel topologique séparé E est de Schwartz si tout
voisinage U de 0 contient un voisinage V' de 0 tel que pour tout A > 0, il existe un
ensemble fini M C F tel que

V. M+ MU

Proposition 1.6.13. Pour tout profil admissible v, l’espace S¥ est de Schwartz.
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Démonstration. Soit U un voisinage de 0 dans S”. Alors il existe a € R, 5 € {—o0}U[0, 00|
et € > 0 tels que

FeS” 1dyp3(¢0)<eb CU.
{ J

Supposons tout d’abord que § # —oo. Soient o/ > «, ' < 3 et s < Qin. Considérons le
voisinage de 0 dans S” défini par

V= {56 S+ du (2, 0) <5}ﬂ{5€ S* : lles < €}

Puisque o > a et 8’ < [3, nous savons par la proposition que do g < dy g et donc
que V' C U. Pour conclure, il suffit de montrer que V' est précompact dans E(«, 7). Comme
cet espace est un espace métrique, il suffit de montrer que de toute suite de V', on peut
extraire une sous-suite convergente dans E(a, 3).

Soit (¢'™),,en une suite de V. Vu le choix de V, cette suite est ponctuellement bornée et
on peut donc en extraire une sous-suite ponctuellement convergente. Notons-la également
(™),en et notons & sa limite. Comme la suite (&™) — &),,en est bornée dans E(o/, 3), il
existe R, R’ > 0 tels que pour tout m € N et tout 7 € N,

k| — el > R277) > R'2%Y.
Soit 7 > 0. Puisque o/ > a et ' > (3, il existe J € N tel que
9-ile'=a)p

R277% = 2‘”77T <n2e

et
R — RI9—i(B=6")9iB < 772jﬁ

pour tout 5 > J. Ainsi, nous avons

k| — el 2 m27} < ks | — el > R27YY)

<
< R'235
< n2?

pour tous m € N et j > J. La convergence ponctuelle donne ensuite M € N tel que
|c§fz) —cix| <m277
pour tous m > M, j < J et k € {0,...,29 — 1}. Au total, on obtient donc
k| — el = m2m} < 2

pour tous j € N et m > M, ce qui suffit.

Si # = —o0, on raisonne de la méme fagon en utilisant cette fois les espaces de Holder
C* et C ou o < a. O
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Considérons maintenant une approche naive similaire pour généraliser la notion de
nucléarité au cas des espaces p-localement convexes.

Définition 1.6.14. Une application S : £ — F entre espaces p-normés est p-nucléaire si
il existe une suite (U, )men équicontinue de E’; une suite (¥, )men bornée dans F' et une
suite de complexes (A )men de IP(N) tels que pour tout = € E,

S(z) = Z AU () Yrm

ou la série est convergente dans F'.

Définition 1.6.15. Un espace p-localement convexe séparé E est p-nucléaire si pour tout
voisinage absolument p-convexe U de 0, il existe un voisinage absolument p-convexe V de
0 absorbé par U tel que I'application canonique

U, - E(V) — E(U)
est p-nucléaire.

Néanmoins, comme le montre la proposition suivante, cette définition ne convient pas
car si un espace est p-nucléaire, il est localement convexe.

Proposition 1.6.16. Soit 0 < p < 1. Si E est un espace p-localement convexe et p-
nucléaire, alors E est localement convexe et nucléaire.

Démonstration. Montrons que la topologie de E est engendrée par le systéme filtrant de
semi-normes

P = {sup |um| : (um)men est une suite équicontinue de E'}.
meN

Les suites formant les semi-normes étant équicontinues, la topologie engendrée par P est
plus faible que la topologie de E.

Réciproquement, pour tout voisinage absolument p-convexe U de 0, il existe un voisinage
absolument p-convexe V' de 0 absorbé par U tel que 'application canonique

Ty - E(V) — B

est p-nucléaire. Ainsi, il existe une suite (u,,)men équicontinue de E{V), une suite (Y )men
bornée Eyy et une suite de complexes (Ap,)men de IP(N) tels que pour tout x € Eyy,

T = Z AU () Y,

meN
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ou la série est convergente dans F(y. Pour tout z € E(y), nous avons

27 = 11> At (@) [
meN
< S Dol ) Pl
meN
< CISUP|um 17D Al
meN
< C1Cysup |up (z)[?
meN

ou les constantes C et Cy proviennent du fait que la suite (Y, )men est bornée dans Eqwy et
que la série ) [Am [P est convergente. Ceci prouve que l'espace est localement convexe.
Puisque [P(N) est inclus dans I'(N) si 0 < p < 1, nous obtenons également la nucléarité de
I’espace F. ]

Une autre généralisation de la notion de nucléarité au cas des espaces vectoriels topo-
logiques, basée sur la notion de dimension diamétrale, est présentée dans [35]. Néanmoins,
ce domaine reste jusqu’a présent peu connu et il serait intéressant d’étudier d’autres pro-
priétés des espaces vectoriels topologiques (métrisables ou non) dans le cadre p-localement
convexe ou localement pseudoconvexe.

Remarque 1.6.17. La dimension diamétrale d’un espace fournit une information concer-
nant la "position" de cet espace entre "étre de Schwartz" et "étre nucléaire" (|26]). Dans [4],
la dimension diamétrale des espaces S” a été calculée et les résultats montrent que cette
dimension diamétrale est la méme pour tous les espaces S”. Une étude des résultats exis-
tants dans le contexte de I'isomorphisme entre espaces ayant méme dimension diamétrale
afin de tenter de repérer les éléments pouvant étre exploités dans le cadre des espaces S”
serait donc intéressante. La question est toujours ouverte pour I'instant.



Chapitre 2

Dual des espaces de type S”

Dans ce chapitre, nous nous penchons sur la caractérisation du dual des espaces S”. Nous
allons voir qu’il s’agit en fait d’'une union d’espaces de suites du méme type dépendant du
profil admissible v.

Etant donné la caractérisation du dual, il semble alors naturel de munir celui-ci de la
topologie de la limite inductive. Dans le cas pg = 1, nous montrons que cette topologie
coincide avec la topologie forte sur le dual. La généralisation de ce résultat au cas pg < 1
est ensuite traitée sur base d’une note récente de J. Wengenroth et L. Frerick ([16]).

2.1 Caractérisation du dual

Définition 2.1.1. Soit £ un espace vectoriel topologique. Le dual (topologique) E’ de E
est défini par
E'={T:E — C: T est linéaire et continu}.

Dans le cas d’espaces localement convexes de dimension supérieure ou égale a 1, le théo-
réme de Hahn-Banach assure l'existence de fonctionnelles linéaires continues non-nulles.
Ainsi, le dual d’'un espace localement convexe de dimension supérieure ou égale & 1 n’est
jamais réduit a {0}. Par contre, cela n’est pas toujours le cas pour les espaces vectoriels
topologiques (par exemple, les espaces LP([0,1]) avec 0 < p < 1 [33]). Néanmoins, dans le
chapitre 1, nous avons présenté une base de Schauder de I'espace S”. Le dual de cet espace
n’est donc pas réduit & {0} étant donné qu’il contient au moins les fonctionnelles linéaires
continues ¢;, pour j € Net k € {0,...,27 — 1}.

Pour caractériser le dual des espaces S” en tant qu’espaces de suites, nous procédons
de la maniére suivante. Notons < .,. > le produit scalaire dans €, c¢’est-a-dire

20 -1

< T,y >= Z Z T kYjk

jEN k=0

46
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pour tous &,y € Q pour lesquels cette série converge dans C. Si u € (S¥)’, alors u peut étre
identifié¢ a une suite ¥ = (y;x)jenkeqo,...27-13 telle que

w(@) =< 2,y >

pour tout ¥ € S”. En effet, si 'on pose

i1

§= Y Y e,

JEN

)

bl
[e=]

nous avons u (%) =< &,y > puisque la suite (émk)jeN,ke{O?.“,Qj_l} forme une base topologique
de l'espace S” (voir [1.5.8)).

Fixons une nouvelle notation :

-0 sifg<0
18] = g si0o<p<1
1 sif>1

Définition 2.1.2. Le profil dual de v est la fonction v/ définie sur R par
Viid e ||l +inf{a:v(a) —a>d'}.
Remarque 2.1.3. Le profil dual v' de v est également un profil admissible ([2]).

Proposition 2.1.4. Si v/ est le profil dual de v, alors

/

et

/
1- Umax S Oz S 1- Amin-

Démonstration. Montrons tout d’abord que o/, = —auin. Supposons que ' < —auin.

Alors o + aymin < 0 et 1l existe oy > aymin tel que o + ag < 0. Comme ag > Qyp,, DOUS
avons o + ap < 0 < v(wp). Par conséquent

o +inf{a:v(a)—a>ad}<ad +ay<0
et V(o) = —o0. Ainsi
V() >0=a > —amin
et on conclut que o, ;.. > —Qmin-

Soient & présent o’ > —ain et a tel que v(a) —a > . Alors v(a) # —oo c’est-a-dire
Q> Qmin. On en tire que
@/+a2al+amin >0
d’ou
o +inf{a:v(@)—a>a} >0
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et V/(a') est réel. Ainsi,
o > —amin = V(') >0

/
et « < —Qunin-

min —
Passons maintenant a la deuxiéme partie. Supposons que o > 1 — q,,;, et soit « tel
que v(a) — o > . En particulier, on a o > s, €t
o +a>ad + amin > 1
et par conséquent
o/ +inf{a:v(a)—a>d}]| =1
Ainsi V(o) =1 et donc o, <1 — Qpin.

D’autre part, si o < 1 — Qunae, 1l existe ag > aqe. tel que o/ + ag < 1. Dans ce cas,
V() —ag=1—ay>d
et par conséquent, il s’ensuit que
o +inf{a:ve)—a>d}<ad +ag<1

c’est-a~dire '(a’) < 1 et donc 1 — aypee < O]

max-*

Graphiquement, excepté pour les discontinuités et les points ol la valeur 1 est atteinte,
le graphique de v/ est obtenu par une symétrie horizontale du graphique de v par rapport
a I'axe 0 = 2a. En effet, en ces points, nous avons que

V() =v(a)sid +a=r(a).

Si (a,v(«)) appartient au graphe de v, son symétrique horizontal par rapport a l'axe
B = 2a est donné par (v(a) — a,v(«)). Ce point appartient bien au graphe de v/ puisque

(v(a) = a,v(a)) = (o', V()
sid +a=v(a).
Pour € > 0, on pose

Vi) =1V (' —¢) Vo' e R

£

Avec ces notations, nous obtenons le théoréme suivant, démontré dans [2]. Le dual de
S est ainsi identifié comme annoncé a un espace de suites.

Théoréme 2.1.5. Le dual topologique de S” est

(Sz/)/ _ U Su;‘

e>0
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Remarque 2.1.6. Pour tout £ > 0, l'indice de convexité locale de S est égal a 1. En

: / / /
effet, si o € [, + €, A0 + €[, DOUS avons

v(a! +h) = V(o)

+. (A — liminf =<
gule) = hny h
v (A
— liminf” (@ =c+h)—via'—¢)
h—0*t h
: . _ I _ 3 . _ r_
— liminf h+inf{a:v(a) —a>do —e+h} —inf{a: v(ia) —a>d —¢}
h—0+ h
= 1

Les espaces S*= sont donc des espaces de Fréchet-Schwartz.

Remarque 2.1.7. Si (€,,)men est une suite décroissante de |0, +oo[ qui tend vers 0, alors

(Sy)l: U Suém.
meN
En effet, si # € (S"), il existe € > 0 tel que Z € S¥*. Comme la suite (£,,)men décroit vers
0, il existe m € N tel que ¢, < €. Alors & € S¥%m. En effet, pour tout & € R, § > 0 et
C >0, il existe J € N tel que

Wk ejp| > €279} < QWel@)+0)

pour tout j > J. Puisque v/ est croissant, nous avons

via)=vV(a—¢) <V(a—epn) =1 (a).

5 Em
Ainsi
ek fegal = €209} < 2@+
pour tout j > J et nous en tirons que ¢ € S¥m. L’autre inclusion est immédiate. Remar-
quons également que la suite (S”ém)meN est croissante puisque v, < v/ sin > m.

2.2 Le dual fort des espaces de type S

Dans la section précédente, le dual de 'espace S” a été algébriquement identifié a une
union croissante d’espaces de Fréchet-Schwartz S“m pour toute suite (Em)men qui décroit
vers 0. Il est alors naturel de munir le dual de S” de la topologie de la limite inductive sur
cette union. Rappelons-en la définition.

Définition 2.2.1. Soit (F,,)men une suite d’espaces vectoriels topologiques tels que E,, C
E,,+1 pour tout m € N et tels que chacune des inclusions ¢, : E,, — FE,, 1 soit continue.
La limite inductive de la suite (FE,,)men est espace vectoriel E = |J _y E, muni de la
topologie la plus forte rendant les inclusions

I, E, —FE

meN

continues. Cet espace est noté ind,, F,,.
—



CHAPITRE 2. DUAL DES ESPACES DE TYPE S” 20

Une autre topologie naturelle dont on peut munir le dual £’ d'un espace vectoriel
topologique E est la topologie forte. Rappelons qu’il s’agit de la topologie de la convergence
uniforme sur les bornés de E. Elle est notée 3(E’, E') et 'espace E' muni de cette topologie
est noté Ej ou (E', B(E', E)).

Dans le cas des espaces de type S”, il est montré dans [2] que les injections canoniques
St = (87

sont continues pour tout m € N. Par conséquent, la limite inductive ind,,, S*sm est toujours
—

plus forte que la topologie forte sur le dual de S”. Nous aimerions savoir si ces deux
topologies coincident. Le résultat suivant répond a cette question dans le cas localement
convexe.

Proposition 2.2.2. Si py = 1, alors (S*), = ind,, S topologiquement.
Démonstration. L’application identité
v\/ : Vi
(8"), — ind,,S

est une application linéaire & graphe fermé d’un espace ultrabornologique dans un espace
a réseau. En effet, le dual fort d’un espace de Fréchet-Schwartz est ultrabornologique et
toute limite inductive séparée est un espace a réseau. Puisque la topologie de la limite
inductive %S"ém est toujours plus forte que la topologie forte sur le dual de S” qui est
une topologie séparée, il suffit alors d’appliquer le théoréme du graphe fermé de De Wilde
([41]) pour conclure. O

Afin de traiter le cas py < 1, nous allons & présent développer un résultat récent de J.
Wengenroth et L. Frerick ([16]).

Définition 2.2.3. Un espace localement convexe E est appelé un espace (LB) sl peut
étre représenté comme limite inductive d’un suite croissante d’espaces de Banach.

Dans la suite, pour toute partie non-vide A d’un espace vectoriel E, nous notons I'(A)
I’enveloppe absolument convexe de A; c¢’est 'intersection de toutes les parties absolument
convexes de E qui contiennent A, donnée par

J J
F(A):{ZO(]'CL]'ZJENU,ajGA,OJjEC,Z‘Oéj‘Sl}.
j=1 j=1

Lemme 2.2.4. Soit (X,7T) un espace vectoriel topologique et U une base de voisinages de
0. Notons S la topologie définie sur X par la base de voisinages de 0

(D(U): U eU}.

1. Alors S est la plus fine topologie localement convexe sur X qui est plus faible que T .
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2. Les espaces (X, T) et (X,S) ont le méme espace dual.

Démonstration. Démontrons tout d’abord le premier point. Puisque la topologie S est
définie & partir d’une base de voisinages absolument convexes de 0, 'espace (X, S) est un
espace localement convexe. De plus, la topologie est plus faible que 7 puisque U C I'(U)
pour tout U € U. Enfin, si &’ est une topologie localement convexe sur X plus faible que
7, alors pour tout voisinage absolument convexe V' de 0 dans (X,S8’), il existe U € U tel
que

ucv

puisque &’ est plus faible que 7. Du caractére absolument convexe de V', on obtient que
ruU)cv

et par conséquent, S est une topologie localement convexe plus fine que S’.

Montrons a présent que (X, 7)) et (X, S) ont le méme dual. En effet, d’une part, puisque
S est plus faible que 7, le dual de X par rapport a S est inclus dans le dual de X par
rapport & 7. De plus, si 2/ : X — C est une application continue pour la topologie 7, alors
pour tout € > 0, il existe U € U tel que

|2’ (u)| < & pour tout u € U.

Alors, si u € T'(U), il existe uq, ...uy € U et ay,...,ay € C tels que

N N
u= Zaiui et Z la;| < 1.
i=1 i=1
Par conséquent,
N N
[ (W) < el (w)| < e o[ <e
i=1 i=1

et on en tire que 2’ est également continue pour la topologie S sur X. O]

Rappelons que si E est un espace vectoriel topologique séparé, il existe un espace
vectoriel topologique séparé complet E dans lequel E/ forme un sous-espace dense. Cet
espace est unique a isomorphisme topologique prés et on 'appelle le complété de E. Une
base de voisinages de 0 du complété de E est donnée par I’ensemble des adhérences dans
E des éléments d’'une base de voisinages de 0 dans E. De plus, si F' est un espace vectoriel
complet et séparé, alors pour toute application linéaire continue 7' : E — F', il existe une
unique extension linéaire et continue 7 : £ — F ([40, 27, 26, 45]).

Dans le cas localement convexe, le complété de E est également localement convexe et
peut étre construit de la maniére suivante ([42]). Soit P un ensemble filtrant de semi-normes
définissant la topologie de E. On dit que deux suites généralisées de Cauchy (x4)aca et
(Yo )aca sont équivalentes si pour tout p € P et tout € > 0, il existe ag € A tel que

p(xa - ya) S € Va Z Qq.
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Alors E est le quotient de

{(%a)aca : (Ta)aca est de Cauchy}

par cette relation d’équivalence, muni du systéme filtrant de semi-normes P = {p:peP},
ou p est 'extension de p & E. De plus, I'extension d’une application linéaire continue
T : FE — I est donnée par

A

T:E—F:[(2a)aca] — 1112 T(xy).
ae

Lemme 2.2.5. Un espace vectoriel topologique séparé et son complété ont le méme espace

dual.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel topologique séparé et E son complété. Si u est
une application linéaire continue définie sur F, on sait que u s’étend de maniére unique en
une application linéaire continue u sur E. Définissons 'application j par

j:E’—>EA’:UH€L.

Cette application est clairement injective. De plus, la restriction & E d’une fonctionnelle
linéaire continue sur F est continue sur E, d’ou la surjectivité.
]

La proposition suivante est immédiate.

Proposition 2.2.6. Soient E et F' deuz espaces localement convexes. St Q désigne un
systeme filtrant de semi-normes sur F, alors pour tout ¢ € Q et tout borné B de F,

g:L(E,F)—R:T — supq(T(b))

beB

est une semi-norme sur L(E, F). Pour toute famille fillrante & de bornés de F,

Qe =1{4s :q€ Q B €6}
est un systéme filtrant de semi-normes sur L(E, F).

Lemme 2.2.7. Soit E' un espace localement conveze séparé et soit & un ensemble filtrant
de parties bornées de E. La &-topologie sur E' coincide avec la S- topologie sur E', o S
représente l’ensemble des adhérences dans E des ensembles de S.

Démonstration. Si B € &, alors B C B ou 'adhérence est prise dans E et par conséquent

sup| < b,e’ > | <sup| < b, e > |
beB beB

pour tout € € L(E, F).
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Réciproquement, si B € S et si C > 0 est tel que

sup| < b, e’ > | < C,
beB

alors
| <be >|<CVbeB
et par continuité,
| <be >|<CVbe B.
Ainsi,
sup| < b,e’ > | <sup| < b, e > |
beB beB

et le lemme est démontré. O]

Lemme 2.2.8. Le complété d’un espace localement convexe séparé de Schwartz est un
espace de Schwartz.

Démonstration. La démonstration de ce lemme se trouve dans [26].

O

Lemme 2.2.9. Soit F' un sous-espace dense d’un espace vectoriel topologique métrisable
E. Toute partie précompacte de E est incluse dans [’enveloppe absolument convexe fermée
d’une suite de F' qui converge vers 0.

Démonstration. Soient E un espace vectoriel topologique métrisable et A un sous-ensemble
précompact de E. Considérons une base de voisinages équilibrés (U, )nen de 0 dans E telle
que U; = E et

Upi1 +Up CU, Vn € N.

Posons Ay = A et supposons que pour n > 1 fixé, un ensemble A, _; précompact dans F
a été construit. Il existe alors un sous-ensemble fini N,, C A,,_; tel que

Ap1 C Ny 427", 0.
Pour tout y € N,,, soit x € F tel que
y—x € 2_"_1Un+2
et soit M,, le sous-ensemble fini de F' contenant les éléments = obtenus de la sorte. Alors

A,.1 C N,+ 2_n_1Un+2
C My+2" W +27" Was
C M,+2" U,

et 'ensemble

A= (A — M) N2 W0
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est précompact.

Soit (kn)nen une suite strictement croissante d’entiers tels que kg = 0 et k,, — k1 est
le nombre d’élements dans M,, pour tout n > 1. Pour tout n € N, notons

QnMn = {Qlkn71+1, ceey ijn} .
Puisque U, est équilibré et puisque U,, + U, C U,_; pour tout n > 1, nous avons

M, N, + 27" U, .
A 1+ 27",
27U, + 27" U pe
27U, 427" Upys
27"U, +27"U,

-n
2 n—1,

N NN NnNN

et par conséquent, nous avons 2" M, C U,_;. En particulier, la suite (z,)neny de F' définie
ci-dessus converge vers () dans E.

Soit a € A. Alors, il existe my € M et uy € U, tels que

1
a=my+ ZUQ.
Puisque a — m, appartient a (Ag — M7) N iU2 = Ay, nous trouvons my € My et us € Us
tels que

1
a:m1+m2+§u3.

En continuant de la sorte, on obtient une suite (m;);>1 et une suite (u,),>2 telles que pour
tout n > 1,

n
a= E m; + 2_”_1un+1.
i=1

Puisque la suite (u,),>2 converge vers 0 dans E, la série ) .., m; converge vers a dans E.
Pour tout 7 > 1, il existe k;_1 < k(i) < k; tel que m; = Q*imk(i). Posons p; = 27% pour tout
7> 1. Alors

ael ({x, :neN}
puisque la série ) .., pixr() converge vers a dans E, d’ot la conclusion.

]

Lemme 2.2.10. Si (E,T) est un espace localement convere métrisable de Schwartz et si
(E,T) est son complété, alors les topologies fortes B(E',(E,T)) et B(E',(E,T)) sur le
dual coincident.
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Démonstration. Si B est un borné de F, alors B est également un borné de Eetla topologie
forte sur le dual par rapport a E est plus faible que celle par rapport a E. Réciproquement,
considérons B un borné de E et montrons que B est inclus dans I'adhérence dans £ d’un
borné de E. L'espace I étant de Schwartz, le lemme [2.2.8 implique que E est un espace
de Fréchet-Schwartz et par conséquent, de Montel. Pulsque B y est borné, il est donc
précompact dans E. Etant donné que E est un sous-espace dense de F, le lemme [2
implique qu’il est inclus dans ’enveloppe absolument convexe fermée d’une suite de E qui

converge vers 0, ce qui suffit.
[

Nous pouvons a présent démontrer le résultat de L. Frerick et J. Wengenroth. Rappelons
pour cela que nous notons A? le polaire d’une partie non vide A d’un espace vectoriel
topologique FE, c’est-a-dire

:{€,EE/:SEE|<6’6/>’§1}'
e

Proposition 2.2.11 (Frerick, Wengenroth). Le dual fort d’un espace vectoriel topologique
de Schwartz métrisable est un espace (LB).

Démonstration. Soit (X, 7) un espace vectoriel topologique métrisable. Notons (U, )nen
une suite décroissante formant une base de voisinages de 0. Supposons que (X,7) est de
Schwartz, c¢’est-a-dire

VneN dnm >nVe>0dE C X fini tel que U,, C E + €U,.
On définit sur X la topologie S ayant comme base de voisinages de 0
{I'(U,) : n € N}

Alors par le lemme [2.2.4] c’est la plus fine topologie localement convexe sur X qui est
plus faible que 7 et les espaces (X,7) et (X,S) ont le méme dual.

Nous allons & présent montrer que les topologies fortes sur le dual coincident. Pour cela,
montrons tout d’abord que toute suite (z,),eny de X qui converge vers 0 dans (X, S) est
contenue dans ’enveloppe absolument convexe d’une suite de X qui converge vers 0 dans
(X, 7). Soit (x,)nen une telle suite. Alors

Vn € N IN € N tel que z,, € T'(U,) Vm > N

et quitte a répéter chaque U,, un nombre fini de fois, on peut supposer que x,, € I'(U,)
pour tout n € N. On en tire qu’il existe m,, € N, A\, € C et u,; € U, tels que

Mn Mn
Tp = 5 /\n,kun,k et E ’)\n,kl <L
k=1 k=1
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.....

celle-ci converge vers 0 dans 7 puisque Vn € N
U € Up VM > n,
la suite (U, )nen étant décroissante. De plus, il est évident que

z, € ' ({ym : m € N}).

Remarquons ensuite que (X, S) est encore un espace de Schwartz. En effet, si n € N,
alors comme (X, 7) est de Schwartz, il existe m > n tel que pour tout € > 0, il existe une
partie finie £ de X avec

U, gUn+E.

Alors, on a
P(U,) T (%Un + E) c gF(Un) T T(E).

Considérons L => e : e € E < muni de la semi-norme de Jauge associée a I'(U,,). Puisque
L est un espace de dimension finie et puisque I'(E) C L y est borné, on en tire que I'(E)
est précompact dans L. Par conséquent, il existe un sous-ensemble fini F' de L tel que

I(E)C F+ gF(Un).
Ainsi,
T(U,) C %F(Un) +F gF(Un) — I(U,) + F

ce qui prouve que (X,S) est de Schwartz. Par conséquent, il est semi-Montel et tout en-
semble borné de (X, S) est relativement compact. Ainsi, par le lemme , tout ensemble
borné de (X,S) est inclus dans 'enveloppe absolument convexe fermée d’une suite de X
convergeant vers 0 dans (X,S) et donc aussi dans I'enveloppe absolument convexe fermée
d’une suite de X convergeant vers 0 dans (X,7) vu ce qui a été montré auparavant. En
particulier, tout ensemble borné de (X, S) est inclus dans ’enveloppe absolument convexe
d’un ensemble borné de (X, 7).

Nous pouvons a présent montrer que les topologies B(X', (X, 7)) et 5(X’, (X,S)) coin-
cident. Soit B* un voisinage de 0 pour la topologie 5(X’, (X,S)), ou B est un borné de
(X,S8). Vu ce qui précéde, il existe un borné A de (X, 7) tel que B C T'(A4). Ainsi

A% = (T(A))® ¢ B

et B* un voisinage de 0 pour la topologie 3(X’, (X, 7T)). Réciproquement, si B est un borné
de (X, 7), alors

B® = (I(B))*.
Puisque B est un borné de (X, 7), il est clair que I'(B) est un borné de (X, S) et B est
un voisinage de 0 pour la topologie S(X’, (X,S)).
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Pour conclure, il suffit maintenant de se rappeler que le dual fort d’un espace localement
convexe métrisable de Schwartz est un espace (LB). En effet, si (X,S) est un espace
localement convexe métrisable de Schwartz, alors par les lemmes 2.2.8] 2.2.5 et [2.2.10]
son complété est un espace de Fréchet-Schwartz avec le méme dual fort. Or, tout espace de
Fréchet-Schwartz est distingué, et par conséquent, la topologie forte sur son dual coincide
avec la topologie de la limite inductive de ses espaces de Banach locaux.

]

Nous pouvons a présent revenir aux espaces de type S”. Nous avons déja montré que le

dual fort (S*)} et la limite inductive ind,,S"m coincidaient dans le cas localement convexe.
—

Il restait a traiter le cas py < 1, ce qui est fait dans le résultat suivant.

Proposition 2.2.12. Pour tout profil admissible v, nous avons (S”);, = ind,, S¥m topolo-
giquement.

Démonstration. Nous savons déja que la topologie de la limite inductive sur le dual est
plus forte que la topologie forte sur ce méme dual. Pour montrer 1’équivalence, considérons
I’application identité

(S"), — ind,,S"em

qui est trivialement a graphe fermé. Par les propositions|1.6.13|et [2.2.11] nous savons que le
dual fort de I'espace S” est un espace (LB). Or toute limite inductive d’espaces de Banach
est ultrabornologique. De plus, toute limite inductive séparée est un espace a réseau. Le
résultat découle alors du théoréme du graphe fermé de De Wilde. ]

2.3 Amélioration du résultat concernant le dual fort

La question que nous nous posons dans cette section est de savoir s’il est possible de
diminuer les hypotheéses présentées dans la proposition En effet, afin d’identifier le
dual fort de S” avec la topologie de la limite inductive, il suffit de montrer que le dual fort
(S"), est ultrabornologique. Le théoréme du graphe fermé de De Wilde permet alors de
conclure.

Dans le cas d’un espace localement convexe métrisable, il est connu que le dual fort
est ultrabornologique si et seulement si il est tonnelé ([26]). Le but est de généraliser cette
caractérisation au cas des espaces vectoriels topologiques. Comme tout espace ultraborno-
logique est tonnelé, la question est de savoir si le dual fort d’un espace vectoriel topologique
métrisable et distingué est ultrabornologique.

Lemme 2.3.1. Soit (X,7) un espace vectoriel topologique métrisable et distingué. Notons
U une base de voisinages de 0 et définissons sur X la topologie S ayant comme base de
voisinages de ()

{T'(U): U eU}.
Alors les duauz forts de (X, T) et (X,S) coincident.
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Démonstration. Par le lemme [2.2.4) nous savons que les espaces (X,7) et (X,S) ont
le méme dual. Il reste & montrer que les topologies fortes sur le dual S(X',(X,7)) et
B(X', (X,S)) coincident.

Soit B un borné de (X,7). Alors, il est clair que I'(B) est un borné de (X,S) et
B% = (I'(B))* est un voisinage de 0 pour la topologie 5(X’, (X, S)).

Réciproquement, soit B un borné de (X, S). Comme 'espace (X, 7) est distingué, pour
prouver que B* est un voisinage de 0 dans (X', (X', (X, 7)), il suffit de montrer que c’est
un tonneau. Il est clairement absolument convexe. De plus, B2 est absorbant car B est
borné. Enfin, montrons que B* est un fermé de (X', 3(X’, (X, 7)). Puisque

BA = m{b}A7

beB

on en tire que B* est un fermé de X’ muni de la topologie simple o(X’, X). C’est donc
un fermé de X’ pour toute topologie plus forte que la topologie simple. En particulier, B4
est fermé dans (X', (X', (X, T)). Il s’ensuit que B* est un tonneau de (X', 5(X’, (X, 7)),
d’on I'équivalence des topologies sur X'.

]

Dans le cas d’un espace localement convexe métrisable, nous savons que le dual fort est
complet. Le corollaire suivant montre que dans le cas non localement convexe, ce résultat
reste valide si I'on suppose que 'espace est de plus distingué.

Corollaire 2.3.2. Si (X,7) est un espace vectoriel topologique métrisable et distingué,
son dual fort est complet.

Démonstration. Notons U une base de voisinages de 0 dans (X, 7) et définissons sur X la
topologie & ayant comme base de voisinages de 0

{T(U): U eU}.

Par le lemme , lespace (X,S) est un espace localement convexe métrisable qui a le
méme dual fort que (X, 7). Comme le dual fort d’un espace localement convexe métrisable
est complet, (X', B(X', (X, S)) est complet. Puisque (X', (X', (X, 7)) est tonnelé, I’égalité
des duaux forts permet de conclure. O

Proposition 2.3.3. Le dual fort d’un espace vectoriel topologique métrisable et distingué
est un espace (LB).

Démonstration. Soit (X,7) un espace vectoriel topologique métrisable et distingué. Par
le lemme [2.3.1] son dual fort coincide avec le dual fort d’un espace localement convexe
métrisable. Il s’ensuit que (X', B(X’, (X, 7)) est ultrabornologique. C’est donc un espace
(LB).

O
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Remarque 2.3.4. Remarquons que si un espace vectoriel topologique métrisable est de
Schwartz, la proposition [2.2.11| montre que son dual fort est un espace (LB). Cet espace est
donc en particulier distingué. Par conséquent, la proposition que nous venons de démontrer

est plus forte que le résultat 2.2.11]



Chapitre 3

Prévalence

3.1 Introduction

Dans R", il est généralement accepté qu'une propriété est vérifiée presque partout si
I’ensemble des points ol cette propriété n’est pas vérifiée a une mesure de Lebesgue nulle.
Nous aimerions généraliser cette notion de "presque partout" au cas des espaces de dimen-
sion infinie, tels que les espaces C*¥ ou LP. Lors de cette généralisation, nous voulons garder
certaines propriétés des ensembles ayant une mesure de Lebesgue nulle :

1. Un ensemble de mesure nulle est d’intérieur vide.

2. Tout sous-ensemble d’un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

3. Toute union dénombrable d’ensembles de mesures nulles est de mesure nulle.

4. Tout translaté d’un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

Nous pourrions essayer de définir la notion de "presque partout" sur un espace de
dimension infinie en termes d’une mesure spécifique. La mesure de Lebesgue étant inva-
riante par translation et localement finie, il semble naturel d’essayer de trouver une mesure
jouissant également de ces propriétés.

Proposition 3.1.1. Soit u une mesure non-nulle définie sur les boréliens d’un espace
séparable de Banach E de dimension infinie. Si la mesure p est invariante par translation,
alors pour tout ouvert U de E, u(U) = co.

Démonstration. En effet, supposons que la boule ouverte B de rayon € > 0 a une mesure
finie. Comme l'espace est de dimension infinie, on peut construire une infinité de boules
ouvertes disjointes de rayon § contenues dans la boule de départ. Toutes ces boules ont
la méme mesure puisque la mesure considérée est invariante par translation. Soit (B, )nen
une suite de telles boules. Alors

B.cB

neN
et la somme des mesures des boules B,, est finie. Par conséquent, elles doivent étre de mesure
nulle. Comme ’espace est séparable, il peut étre recouvert par une union dénombrable de

boules de rayon £ et I'espace est donc de mesure nulle, d’ot une contradiction. O

60
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Ainsi, la seule mesure borélienne localement finie et invariante par translation d’un
espace de Banach séparable de dimension infinie est la mesure triviale p(B) = 0 pour tout
borélien B.

Remarque 3.1.2. Sil’espace E n’est pas séparable et si p est une mesure borélienne sur £
localement finie et invariante par translation, nous avons quand méme obtenu des ouverts
de mesure nulle, ce qui contredit la propriété 1 que nous voulions conserver.

En I'absence d’une mesure raisonnable qui est invariante par translation sur un espace de
dimension infinie, nous pouvons au moins espérer avoir une mesure qui satisfait la propriété
4. Une telle mesure est dite quasi-invariante. Malheureusement, nous nous heurtons encore
a un probléme comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.1.3. Considérons une mesure définie sur les boréliens d’un espace locale-
ment convere E de dimension infinie. Si cette mesure est o-finie et quasi-invariante, alors
elle est identiguement nulle.

Démonstration. La preuve de cette proposition peut étre trouvée dans [44]. (]

Plutot que de chercher un analogue partiel & la mesure de Lebesgue pour les espaces
de dimension infinie, Hunt, Sauer et Yorke cherchérent une autre caractérisation de la
propriété "avoir une mesure de Lebesgue nulle" qui admet une extension naturelle aux
espaces de dimension infinie ([20]).

Dans R", notons B" la classe de Borel de R", £ la mesure de Lebesgue et considérons
la classe des mesures de probabilité sur les boréliens a support compact, c’est-a-dire les
mesures 4 pour lesquelles il existe un compact K de R" tel que

u(K) = p(R") = 1.

Proposition 3.1.4. Soit S un ensemble borélien de R". Alors L(S) = 0 si et seulement si
il existe une mesure de probabilité p a support compact définie sur B™ telle que

w(S+zx)=0Ve e R".

Cette caractéristique des ensembles boréliens de R" sera démontrée plus tard (proposi-
tion [3.3.16)).

Etant donné une mesure de probabilité y & support compact, on peut définir une mesure
/1 invariante par translation en posant

i(S) = 0  sitout translaté de S est de mesure nulle pour p
HW) =9 oo sinon.

Ce que la proposition ci-dessus montre est que toute mesure de la sorte est plus grande
ou égale & L sur B"”. Ainsi, une maniére de montrer qu’'un borélien est petit, dans un
sens d’invariance par translation, est de montrer qu’il existe une mesure de probabilité p
a support compact telle que fi(S) = 0. Une telle stratégie est possible dans les espaces de
dimension infinie car il est facile de trouver des mesures de probabilité & support compact.
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3.2 Produit de mesures

Dans cette section, nous présentons quelques résultats importants sur les produits infinis
de mesures qui nous seront utiles par la suite.

Soient ((Xa;Aa))aeq une famille d’espaces mesurables et X = [] ., X,. Considérons

I’espace mesurable
(X, X Aa> :

acA

aEA

olt @ ,c4 Aa est la o-algebre produit engendrée par les o-algebres A, c’est-a-dire la plus
petite o-algebre sur X pour laquelle les projections

Tag - X — Xao : (xa)aEA = Ty

sont mesurables.
Dans la suite, nous appelerons partie élémentaire de X tout sous-ensemble de X de la

forme
e

a€A

ou A, € A, pour tout « € A et A, = X, sauf pour un nombre fini d’indices. Notons &
I’ensemble des parties élémentaires de X.

Définition 3.2.1. Soient X un ensemble quelconque et F une famille de sous-ensembles
de X. La plus petite o-algeébre sur X contenant F est appelée la o-algébre engendrée par
F et est notée o(F).

Proposition 3.2.2. Soit ((Xa, Ad)),cq une famille d’espaces mesurables. Alors
Q) Aa = 0(£).
acA
Démonstration. Si E € &£, il existe une partie finie A; de A et des éléments A, € A, pour

tout o € A; tels que
E=]]E.

acA
oun B, =A,sia€ A, et E, =X, sinon. Alors

E=]]Ea=()m'(E) = () 7 (Aa) € X Aa

acA acA acAg acA

puisque l'intersection est finie. Ainsi

(&) € (X) A

a€A
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Réciproquement, il suffit de montrer que toute projection est mesurable pour ().
Soient ap € A et Ay, € Aq,. Nous avons

7To_401 (Aao) = H B,

a€A

ol By, = Aq, et By = X, si o # ay. Par conséquent, 7! (A,,) € €, d’ou la conclusion. [

Pour toute partie finie Ay de A, notons B4, 'ensemble des éléments de la forme

HXQ x E

OlGA\AO

ou E appartient a 'algébre engendrée sur [] X, par

acAy
{H Aa:AaeAQVaeAO}.
acAy

Vu la proposition précédente, nous avons

o (Ba,) = I X|xE:Ec(X) A

acA\ Ao a€Ag

Lemme 3.2.3. Si A désigne ['algébre engendrée par £, alors

A= |J Ba,

ApCA,Ag fini

Démonstration. 11 est clair que si Ay est une partie finie de A, alors By, est une algébre
sur X. De plus, si Ag C A; sont deux parties finies de A, on a

BAO C BAl-

Par conséquent, | J AoCAA, fini B4, est une algébre sur X. De plus, elle contient £, d’ou

A C U BAO‘

AgCA,Ap fini

D’autre part, pour toute partie finie Ay de A, B4, C A, ce qui conclut la preuve.
]
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Si ((Xas Aas ta))ae 4 st une famille d’espaces mesurés, nous aimerions définir une me-
sure 41 sur (X, @ ,c4 Aq) telle que

w (H Aa) = H fta(Aa)
acA acA

pour tout ensemble élémentaire J] ., A de X. Afin que le produit ci-dessus soit bien
défini, nous allons supposer que pour tout a € A, p, est une mesure de probabilité sur X,.

Remarque 3.2.4. Soit X un ensemble arbitraire. Rappelons qu'une collection de sous-
ensembles de X est un m-systéme sur X si elle est stable pour l'intersection finie. Il est
connu que si deux mesures finies définies sur un espace mesurable (X,.4) sont égales sur
X et sur les éléments d’un m-systéme engendrant A, elles sont égales partout ([36]).

Lemme 3.2.5. Soient ((Xa, Ao, fta)) e 4 une famille d’espaces probabilisés et X = [],c4 Xa.
1l existe une mesure finiment additive p définie sur lalgébre A engendrée par £ telle que

H (H Aa) = H fa(Aa)
acA acA
pour tout ensemble élémentaire [], ., Aa de X.

Démonstration. Pour toute partie Ay finie de A, la théorie des produits finis de mesures
assure l’existence d’une mesure j4, définie sur (Ha6 1o X Raca, Aa) telle que

KA (H Aa) = H fa(Aa)

pour tous A, € A, o € Ay. Définissons I'application p° sur o (Ba,) par

IUAO H Xo | X E'| = 14, (E)
aGA\Ao
1l est clair que p° est une mesure finie sur o (B, ).

Remarquons que si A; C Aq et si A, € A, pour tout o € Ay, alors

o I x ><<HAa> = i, II x. x(HAa>

acA\ A1 acA; acAo\A1 aEA

= H ,Ua(Xa> . H :Ua<Aa)

aGAo\A1 acA
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= H ,ua(Aa)

acA;

(1)
= M I x x(HAa>

aEA\Al acA;

Vu la remarque |3.2.4) on en tire que

i (B) = 1 (B)

pour tout B € o (B4,). Ainsi, si A;, A sont deux parties finiesde Aetsi B € o (Ba,) No (Ba,),
alors
p (B) = p 2 (B) = p™*(B).

En particulier, si Ay, As sont deux parties finies de A et si B € By, N Ba,, alors
P (B) = A (B) = ().
Il s’ensuit par le lemme |3.2.3| que "application p définie par
u(B) = p(B) si B € By, ot Ay C A est fini.

est bien définie sur A.

Montrons que p est finiment additif. Soient B; et By deux éléments disjoints de A.
Alors, par le lemme [3.2.3] il existe deux parties finies A, Ay de A telles que By € By, et
By € By,. Si Ay = A1UA,, alors By et By appartiennent a 34,. Il existe donc des ensembles
Cy et Oy dans l'algebre engendrée sur [] .4, Xo par {Haer Ayt Ay € A, Va € Ag} tels
que

Blz H Xa XCl,BQZ H Xa XCQ.
acA\Ag a€A\Ag

Par conséquent,

w(ByUBy) = pfo I[] x.| x(@€ucy)
acA\Ap
= 4, (C1 UCy)
= 114,(C1) + 14, (C2)
= w(B1) + p(By).

Le lemme est ainsi démontré. O]
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Remarque 3.2.6. Soient ((X,, Aq, fta))aca une famille d’espaces probabilisés, X = [ .4 Xa
et p la mesure finiment additive définie comme dans la démonstration du lemme ci-dessus.
Si Ap est une partie finie de A, on pose

HAq (E> = U H Xo | XE
OzGA\AO

pour tout E € @, Ao A,. Vu la construction de p, p14, est une mesure sur 1’espace mesu-

rable ([T e, Xa» Qucn, Aa) telle que

i, (H Aa) = T #a(4a)

acAp a€Ag

pour tous A, € A,, a € Ag. Cest la mesure produit

11 re

aEAp

Jusqu’a présent, nous avons construit une mesure finiment additive sur ’algébre engen-
drée par £ qui satisfait la propriété souhaitée. Afin d’étendre cette mesure a la o-algébre
engendrée par £, nous aurons besoin de la proposition suivante.

On désigne par mesure dénombrablement additive sur une algébre A toute mesure p
finiment additive sur A telle que pour toute suite (A, ),en d’éléments deux & deux disjoints
de A dont 'union appartient a A, nous avons

1 (U An) = u(An).

neN neN

Proposition 3.2.7. Soient X un ensemble quelconque, A une algébre sur X et une mesure
dénombrablement additive p : A — [0,400]. Pour tout A C X, posons

(*(A) = inf {ZM(AR) ‘A€ AvneNAc | An} .

neN neN

Alors p* est une mesure extérieure sur X, tout ensemble de A est p*-mesurable et

pour tout A € A.

Démonstration. Montrons tout d’abord que p* est une mesure extérieure sur X. Il est clair
que p*(0) =0 et que si A C B, pu*(A) < p*(B). Soient (A, )nen une suite d’ensembles de



CHAPITRE 3. PREVALENCE 67

X, A= UneN A, et € > 0. Pour tout n € N, considérons une suite (A, ,,)men d’éléments
de A tels que A, C U, ey Anim €t

. €
Z W Anm) < (An) + ont1”
meN

Alors A C Um’neN A, m et donc

p(A) < Z 1(Anm) < ZU*<An) +e.

m,neN neN

Puisque € > 0 est arbitraire, on obtient que

W) < 3 (A

neN

et u* est une mesure extérieure sur X.

Montrons a présent que tout ensemble de A est p*-mesurable. Soient donc A € A et
M C X. Montrons que

P MOA) 4 (M0 A%) < (M)

ot A désigne le complémentaire de A dans X. Soit € > 0. Alors il existe une suite (A4, )nen
d’éléments de A telle que M C |J,,cy An €t

S lAn) < (M) 4

neN

Puisque (M NA) C U, en(ANA), (MNA®) CU,en(A°NAL) et que (ANA,) et (A°NA,)
appartiennent a A pour tout n € N, on en tire que

e+ p (M) = ZM(AH)

neN

= > (MANA,) +p(A°NA,))

neN

> p(ANM)+p (AN M)
d’ott la mesurabilité de A puisque € > 0 est arbitraire.
Enfin, si A € A, montrons que u(A) = p*(A). Puisque A C A, nous avons p*(A) < p(A).

Soit (Ay)nen une suite de A telle que A C |J,,cy An- Posons B

B():AoetBn:An\UAjVn>0.

j<n
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Alors B, € A pour tout n € N et |J,,cy An = U, ey Brn- Puisque la suite (B,,)nen est formée
d’ensembles deux a deux disjoints, nous obtenons alors

WA = p (Am U Bn>

neN

= u (U(AﬂBn))

neN

= ZM(A N B,)

neN

A IA
20
= =
£

et il s’ensuit que u(A) < p*(A). O

Corollaire 3.2.8 (Théoréme d’extension de Hahn). Soient X un ensemble quelconque et
A une algébre sur X. Toute mesure dénombrablement additive p sur A s’étend en une
mesure sur o(A). Si p est fini, cette extension est unique.

Démonstration. La restriction de toute mesure extérieure a la o-algébre formée de ses
parties mesurables est une mesure. Puisque l’ensemble des parties p*-mesurables de X
contient A, elle contient o(A) et la restriction de p* a o(A) convient.

L’unicité est immeédiate vu la remarque et puisque A est en particulier un -
systéeme contenant X. O]

Lemme 3.2.9. Soient X un ensemble quelconque, A une algébre sur X et p une mesure
finiment additive sur A. Si
li A,) =0
Jlim p(An)
pour toute suite décroissante (Ap)nen d’éléments de A tels que [
dénombrablement additif.

neny An = 0, alors o est

Démonstration. Soit (By)neny une suite d’éléments de A deux a deux disjoints tels que
Unen Bn € A. Montrons que

§ (U Bn) = u(By).

neN neN

Posons pour tout k£ € N

A= B;.

J=k
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Puisque (J,,cy Bn € A et que A est une algebre, il est clair que A; € A pour tout k£ € N.
De plus, la suite (Aj)ren est une suite décroissante telle que (), .y An = 0. Nous avons

donc
It (U Bn) = i(By) + p(Aga)

neN

d’ott la conclusion puisque p(Ag+1) converge vers 0 par hypothése si k tend vers 'infini. O

Théoréme 3.2.10. Soient ((Xq, Aa, fta))aca une famille d’espaces probabilisés et X = [] .4 Xa-
1l existe une unique mesure [ sur (X, X oca Aa) telle que

" (H Aa> = I #al40)

acA a€A

pour tout ensemble élémentaire [[,., Ao de X.

a€cA

Démonstration. Soit u la mesure finiment additive sur I'algébre A engendrée par £ donnée
dans la démonstration du lemme Cette mesure est finie puisque

[ (H Xa> =[] ta(xa) = 1.

a€cA acA

Si nous montrons que p est dénombrablement additif, alors par le théoréme de Hahn
w s’étend de maniére unique en une mesure sur o(A). De plus, 0(A) = o(€). En effet, on
a bien stir A C (&) d’ott 0(A) C 0(€). De plus, si E € £, alors E € A C o(A) et on en
tire ’égalité des o-algebres.

Il reste donc & montrer que p est dénombrablement additif. Soit (B,),en une suite
décroissante de A telle que (), .y Bn = 0. Si nous montrons que

li B,) =0,
Jlim p(Bn)

alors nous obtiendrons la conclusion par le lemme [3.2.9) Puisque la suite (B, )nen est dé-
croissante, il en est de méme pour la suite (1(B,,))nen. Procédons par I'absurde et supposons
que lim,, ;o u(By) > 0.

Par le lemme [3.2.3] il existe une suite (A, )nen de parties finies de A telle que B, € Ba,
pour tout n € N. Puisque Bo C Bp si C C D sont deux parties finies de A, on peut

supposer que la suite (A, )nen est croissante. Par conséquent, il existe une suite () en de
A et une suite strictement croissante (ky)nen de naturels telles que

A, ={o, .., }

pour tout n € N. Pour chaque toute partie finie C' de A, posons

Se = H X,

acA\C
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et définissons la mesure (vu |3.2.6))
pe(E) = p(E x Sc)

pour tout E € Q¢ Aa-

Puisque B,, € B,,,, il existe F,, dans ’algébre engendrée par {Hae a, Aot Ag € Ay Va € An}
sur [[,cq, Xao tel que
Bn = En X SAn'

Par le théoréeme de Fubini,
(B = pa, (B2 = [ / (S S Wb (S, )b (50,)
Xay Xay,
et la fonction
n(Sa1) / / XEn (Sars Sans s Say, )dﬂakn (Sakn)“'dﬂaz (Saz)
Xay Xay,
est définie pour p,,-presque tout s,, dans X,,. Puisque

M(Bn) = fndluoq

Xoy

ne converge pas vers 0 et puisque 0 < f, < 1, le théoréme de la convergence dominée
fournit O € X,, tel que f,(s ) est défini pour tout n € N et ne converge pas vers 0.
Alors

/ / XEn a17 Sags -+ Say, )d:U'OAkn (Sakn)”'dluCVQ (Saz)
Xay  JXa,

est défini pour tout n € N tel que k: > 2 et ne converge pas vers 0. En appliquant le méme
raisonnement, nous trouvons s% , € Xa, tel que

/ / XEn a17 3273 3"'7Sakn)d/’bakn(Sakn>"‘dl’l/a3<8a3)
Xag  JXa,

est défini pour tout n 6 N et ne converge pas vers 0. Par induction, nous obtenons une
suite (s9 ien telle que sY . € X,, et telle que pour tous m € N et n € N tels que m < ky,
I’ mtegrale

/ / XEn a17 ° S(C)Mm,17 Sam"" Sakn)dlu“akn (Sakn)"‘d/’l’am(sam)
Xam X

existe. De plus, pour tout m € N, si N désigne le premier naturel tel que ky > m, la suite

(/ / XE, (s om' .,sgm_l,sam...,sakn)d,uakn (sakn)...duam(sam)>
Xo, Xa,,

n>N
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ne converge pas vers 0. Fixons j € N. Si 'on prend m = k; + 1, il existe n > j et
ng)jﬂa “eey S&?ﬂ tels que

0 .80 (sm sy Lo,

XE(Sa7"’a7oz.7"7oc
n 1 iy kj+1 kn

Or, nous savons que B,, C B; et par conséquent,

E, C Ej X H Xa.

CXGAn\Aj
Nous en tirons que
0 0 (n) (n) ,
<SOC17""Sakj7sak]-+l7""Sakn) € E; x X,
aEAn\Aj
et donc
0 0
(SOq? ’Sock ) € E]

Par conséquent,

pour tout t; € Sa;. Posons

A, = UAn.

neN
Alors
(sg)aGA € Bj

pour tout j ot, si A, S A, s° est un élément quelconque de X, pour tout a € A\A.
Nous obtenons donc une contradiction puisque () jen Bi = 0.

L’unicité est immédiate car si et v sont deux mesures qui satisfont I’énoncé, elles sont
finies et égales sur ’ensemble des parties élémentaires de X. Comme ces parties forment
un m-systéme qui engendre ), . 4 Aq, nous obtenons donc que p = v. ]

Définition 3.2.11. L’espace mesuré du théoréeme précédent est appelé le produit des
espaces mesurés (X,, Aq, fla), @ € A, et est noté

(X’ ® Aa, /~L) = H(Xaa Aa, /~La)'

a€A acA

La mesure u est appelée la mesure produit.

Remarque 3.2.12. L’opération qui consiste a former des produits infinis de mesures est
associative. En d’autres mots, si A est partitionné en une famille (Ag)sep d’ensembles,

alors
TTXe Ao i) = T T Ko Ao t1a)-

acA BEB acAg
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3.3 Prévalence

Soit ' un espace vectoriel topologique métrisable complet. Rappelons que 'on peut
supposer que la base de voisinages d'un point e de 'espace E est de la forme

{e+b(0,¢e) : e > 0}.

Lorsque l'on parlera de mesure sur E, cela signifiera une mesure définie sur la classe B(FE)
des boréliens de F et non-identiquement nulle.

Définition 3.3.1. Une mesure p est transversale pour un ensemble borélien B si
(i) il existe un compact K de E tel que 0 < u(K) < 400,
(ii) p(B+e) =0 pour tout e € E.

Si E est de plus séparable, alors le point (i) est automatiquement vérifié pour toute
mesure finie comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.3.2. Soit E un espace métrique complet séparable et u une mesure de
probabilité sur E. Pour tout € > 0, il existe un ensemble compact K. de X tel que

u(K.) >1—e.

Démonstration. Soient € > 0 et D = {e,, : m € N} une partie dense de E. Alors, pour

tout n > 0, nous avons
1
E= b my
J e 1)

Par continuité a gauche de la mesure, nous avons

o ()

d’ott pour tout n > 0, il existe k,, € N tel que

Posons A, = ™, b(em, L) pour tout n > 0 et

m=1
K. =) An

n>0

Puisque A,, est fermé pour tout n > 0, nous en tirons que K. est également fermé. De plus,

HE\KD) < D uE\A) < > =<
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d'ot u(K.) >1—e.
Il reste & montrer que K. est compact. Soit (Z,,)men une suite de K. Puisque K. C A;,

il existe j; < k; tel que K7 := K.Nb(e;,, 1) contienne une sous-suite (xj(l)) de (Zy)men-
m / meN

Puisque K7 C As, il existe jo < ko et une sous-suite (x‘(2)> de (w.(1)> incluse dans
m / meN m / meN

Ky = K1Nb(ej,, %) En procédant de proche en proche, nous obtenons pour tout n > 0 une

m m

sous-suite <mj(n+1)> incluse dans K, 1 de la suite (m .(n)> , oit K,;11 est un ensemble
meN meN

de diamétre inférieur a n%l

. Pour tout n > 0, (:Bj(m)> est une sous-suite

m>n

Considérons la sous-suite (:v .<m)>
Jm meN

de (x].m)) et appartient donc & K,,. Puisque le diameétre de K, est inférieur a %, la suite
m / meN

<xj(m>) est de Cauchy. L’espace E étant complet, elle converge vers un point x € F.
m meN
Enfin, puisque K. est fermé, x € K et K est compact. ]

Définition 3.3.3. Un borélien B C E est timide s’il existe une mesure transversale pour
B. Plus généralement, un sous-ensemble de E est timide s’il est inclus dans un borélien
timide.

Définition 3.3.4. Un sous-ensemble de E est prévalent si son complémentaire est timide.

Nous allons a présent montrer que la prévalence est une généralisation de la notion
de "presque partout" qui vérifie les propriétés que nous voulions préserver. Au vu de la
proposition suivante, les propriétés 2 et 4 sont trivialement vérifiées.

Proposition 3.3.5. St S est timide dans E, alors il en est de méme pour tout sous-
ensemble et tout translaté de B.

Démonstration. C’est immeédiat vu les définitions. ]

Pour montrer que la notion de prévalence respecte la propriété 1, nous aurons besoin
du lemme ci-dessous. Rappelons auparavant la définition du support d’une mesure.

Définition 3.3.6. Soient (X,7) un espace topologique et p une mesure sur ’espace me-
surable (X, B(X)). Le support de p est défini par

supp(p) ={z € X : VW eV, NnT,u(V) > 0}
ou V, désigne le systéme de voisinages de x.

Remarquons que le support de p est un fermé de X. Par conséquent, si 1 est une mesure
finie sur les boréliens d’un espace topologique séparé X et s’il existe un compact K tel que
u(K) = p(X), alors pu(X\K) = 0. Puisque l'espace est séparé, X\ K est ouvert et nous
en tirons que supp(p) C K. Le support supp(p) étant fermé, nous obtenons que p est a
support compact.
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Lemme 3.3.7. Pour tout borélien timide B de E, il existe une mesure transversale pour B
finie et a support compact. De plus, le support de cette mesure peut étre choisi pour avoir
un diamétre arbitrairement petit.

Démonstration. Soit p une mesure transversale pour B. Alors par définition, il existe un
compact K de E tel que 0 < pu(K) < +oo. La restriction de p & K, définie par

ic(A) = (AN K)
pour tout ensemble borélien A, est une mesure a support compact et elle est également

transversale pour B.

Pour la deuxiéme partie, soit € > 0. Puisque K est compact, il peut étre recouvert par
un nombre fini de boules de rayon ¢ et comme p(K) > 0, au moins une de ces boules est
de mesure positive. Notons-la b.. Par conséquent, K Nb. est compact et la restriction de j
a ce compact est une mesure transversale pour B. O]

Proposition 3.3.8. Tout sous-ensemble timide de E est d’intérieur vide.

Démonstration. Soit S un sous-ensemble timide de E. Alors il existe B € B(FE) timide tel
que

S C B.

Montrons que B est d’intérieur vide. Sinon, il existe xq € B et ¢ > 0 tel que
b(xg,e) C B.

Par le lemme [3.3.7] il existe une mesure transversale p pour B dont le support K est
compact et de diamétre inférieur a . Puisque

p(b(xo, ) +€) < pu(B+e) =0

pour tout e € E, on en tire que la mesure est également transversale pour b(zg,e). Or, il
existe un e € F tel que
K C b(xg,e) +e
puisque le diameétre de K est inférieur a ¢ et il s’ensuit que p(b(xg,e) +¢€) > p(K) > 0,
d’ol une contradiction.
Ainsi B est d’intérieur vide et par conséquent, S I'est également. O

Le corollaire suivant est alors immeédiat.
Corollaire 3.3.9. Tout ensemble prévalent de E est dense dans E.

Démonstration. Soit A un sous-ensemble prévalent de E. Alors E\A est timide et par la
proposition [3.3.8, E\A est d’intérieur vide. Comme E\A est un ouvert inclus dans E\A4,
cet ensemble est vide et on en tire que A est dense dans F. O
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Afin de montrer que la propriété de prévalence est stable par union dénombrable, il
nous faut introduire la notion de convolution de mesures.

Définition 3.3.10. Soient i et v deux mesures o-finies sur F. Pour tout borélien B de F,
on pose
B ={(z,y) € ExXE:x+y¢c B}.

Puisque l’addition est une application continue de E x E dans E, B> est un borélien de
E x E. La convolution p * v des mesures p et v est définie par

(u*v)(B) = (nxv) (B
pour tout B € B(FE).

Proposition 3.3.11. Soient p et v deux mesures o-finies sur E. La convolution de u et
v est une mesure sur E.

Démonstration. 1l est clair que (u*v)(0) = 0. De plus, si (B, )nen est une suite de boréliens
de E deux a deux disjoints, alors

(M*V)<U3n> = (uxv) <UBn>E

neN neN

= (uxv) (UB§>

neN

= > (pxv)(BY)

neN

= D (uxv)(By)

neN
puisque les (BY),en sont deux & deux disjoints. ]

Remarque 3.3.12. Par le théoréme de Tonelli-Fubini, on a
(4#v)(B) = /E W(B — y)dvly) = / V(B — 2)du() = (v # 1) (B).

Lemme 3.3.13. Soient p et v deux mesures finies. S’il existe un compact K tel que
v(K) > 0 et si p est transversale pour B € B(E), alors pux v est également transversale
pour B.

Démonstration. Puisque p est une mesure transversale, il existe un compact L tel que
w(L) > 0. Alors L + K est compact et

(n*v) (L + K) pxv)((L+K)¥)
pxv)(LxK)

(L)v(K)

I
—

v
‘g ~~

0

V
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puisque L x K C (L+ K)*. De plus, p* v est fini. En effet, les mesures y et v étant finies,
on a
(nxv)(E) = (uxv)(E®) = (nxv) (B x E) = n(E)v(E) < co.

Enfin, pour tout e € E, nous avons

(0x0) (B+e) = [ plB+ e y)dvl) =

et u * v est donc transversale pour B. [
Proposition 3.3.14. Toute union finie d’ensembles timides est timide.

Démonstration. Soient deux ensembles timides de E et A et B deux boréliens timides les
contenant. Alors par le lemme [3.3.7] il existe deux mesures finies a support compact u et
v transversales pour A et B respectivement. Le lemme implique alors que la mesure
1 * v est transversale pour A et B, et donc pour AU B puisque

(uxv)((AUB)+e) < (u*xv)(A+e)+ (uxv)(B+e)=0
pour tout e € E. O]

Nous allons a présent généraliser cette proposition au cas des unions dénombrables
d’ensembles timides de F.

Proposition 3.3.15. Toute union dénombrable d’ensembles timides est timide.

Démonstration. Etant donnée une suite de sous-ensembles timides de E, soit (B,,),en une
suite de boréliens timides de E contenant ces ensembles. Pour tout n € N, notons p,, une
mesure transversale pour B,. Par le lemme [3.3.7], on peut supposer que u, est finie et
supportée par un compact K, de diameétre inférieur & 27", En normalisant les mesures, on
peut supposer que p,(FE) =1 et quitte a les translater, que K, contient 'origine.

K" = HKn.

neN

Considérons le produit infini

Par le théoréme de Tychonoff, K™ est un compact de [L.cn £ De plus, si pu est la mesure
produit des u, définie sur les boréliens de K,

pH(ET) =1,

Notons d la distance sur E. L’espace E étant complet, et puisque d(k,,0) < 2=™ pour
tout k, € K, 'application

(kn)nen € K" =Y "k, € E

neN
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est bien définie et continue. L’image K de K par cette application est donc compacte. La
mesure produit p'' induit une mesure p a support dans K, donnée par

w(B) = p''(B¥)

ou

B* = {(en)neN eEK": ) e, € B}.

neN

Montrons que p est une mesure transversale pour chaque B,,. C’est clairement une mesure.
De plus, comme le produit de mesures est commutatif et associatif,

IT I1
M :/’Lnxyn7

Uy = Hﬂj-

i#n

ou

Soit v, la mesure sur F induite par v}, ¢’est-a-dire

va(B) = 1 (B™)

ol pour tout borélien B de F,

B = {(ej)#n e[[Ki:D e B}.

i#n i#n
Alors
W= Up * Vp.

En effet, pour tout borélien B, nous avons
o+ vn(B) = / vn(B — 2)dpn ()
E
— / vy (B = z)™) dpn(z)
E

= [ B
fin X vy (BY)

= (B

= u(B)

ou

BE - {(ej)jfn € HK] : (yj)jEN € BZ ou Yj = € \V/] 7& n,Yn = JZ} :
jn
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Par le lemme [3.3.13], 1« est une mesure transversale pour B,. Alors pour tout e €

u(UBn+e> <> (B, +e)=0,

neN neN

d’ou la conclusion. O

Proposition 3.3.16. Un ensemble S C R" est timide si et seulement si il est inclus dans
un borélien qui a une mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. Supposons que S est inclus dans un borélien de mesure de Lebesgue nulle.
Notons B ce borélien. Alors la mesure de Lebesgue L est transversale pour B et S est
timide.

Réciproquement, si B est un borélien timide contenant S, par le lemme il existe
une mesure g non-nulle et finie transversale pour B. Comme £ est o-fini, le théoréme de
Tonelli-Fubini donne

0 = /nu(B—y)dﬁ(y)

= L(B — x)dp(x)

= /nﬁ(B)d,u
= wR")L(B)

puisque £ est invariant par translation. On en tire que £(B) = 0.
O

Remarque 3.3.17. Par conséquent, dans R", la mesure de Lebesgue est le meilleur can-
didat pour étre transversale pour un borélien.

Au vu des résultats obtenus, la notion d’ensemble timide généralise bien la notion
d’ensemble de mesure de Lebesgue nulle au cas des espaces de dimension infinie.

Définition 3.3.18. Soit P un espace vectoriel topologique réel séparé de dimension finie n.
Une mesure de Lebesgue portée par P est une mesure image L7 de la mesure de Lebesgue
L sur R" par un isomorphisme topologique f : R" — P, c¢’est-a-dire

pour tout borélien B de P.

Vu le théoréme de changement de variables dans R", cette mesure est unique & une
constante preés.
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Lemme 3.3.19. Soient X et Y deux ensembles, f : X — Y wune application et C une
collection de sous-ensembles de Y. Alors

{f7(4) :AeoC)}=c({f'(A) : A€C}).

Démonstration. Procédons par double inclusion. Il est facile de vérifier que {f~1(A) : A € o(C)}
est une o-algébre sur X. De plus, C C 0(C) et par conséquent

{fHA4):Aec}c{f (4 :4eaq(C)},

d’ou

oc({f'(A):AecC})c{f(A):Aeco(0)}.
D’autre part, soit
S={BcY:f "B eo({f'(A):AeC})}.
Tl est clair que S est une g-algebre sur Y. De plus, si C' € C, alors
FUC) ea ({1 (A) : Aec))

et on en tire que C C S, d’ott ¢(C) C S. Par conséquent,

{f7/(A):Aea(C)} c{f'(A): AcS}.
Or, par définition de S,

() Aes)co({W):aec)).
d’ott la conclusion. O

Proposition 3.3.20. Soient (E,7T) un espace topologique et P C E. La o-algébre de Borel
B(P) de P pour la topologie induite est donnée par

B(P)={BNP:BeB(E)}.
Démonstration. Considérons l'inclusion ¢ : P — FE. Par le lemme précédent,
{BNP:BeB(E)}=c({BNP:BeT}).
Or, par définition de la topologie induite sur P,
oc{BNP:BeT}) =B(P),
et la proposition est démontrée. [

Ce résultat nous permet de définir une mesure de Lebesgue sur un espace vectoriel
topologique réel séparé de dimension infinie £ portée par un sous-espace de dimension
finie P.
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Définition 3.3.21. Si f : R" — P est un isomorphisme topologique, la mesure L£p définie
par
EP(B) = ,Cf(B N P)

pour tout borélien B de F, est appelée une mesure de Lebesgue sur E portée par P.

Définition 3.3.22. Un sous-espace de dimension finie P C E est une sonde pour un sous-
ensemble T de E si une mesure de Lebesgue portée par P est transversale pour un borélien
contenant le complémentaire 7€ de 1" dans F.

Ainsi, une condition suffisante pour que 7' soit prévalent est d’avoir une sonde.

3.4 Applications

Nous allons a présent présenter quelques applications de la notion de prévalence. On
dira qu’une propriété est vérifiée presque partout si ’ensemble des points qui satisfont cette
propriété est prévalent.

Pour la premiére application, nous considérons I'espace de Banach (L*([0,1]), |||l 21(0.17)) »
ou

1
oy = | 1f@)ide

pour tout f € L'([0,1]).

Proposition 3.4.1. Presque toute fonction f de L*([0,1]) satisfait fol f(z)dz # 0.

Démonstration. Soit T I'ensemble des fonctions f de L'([0,1]) telles que fol f(x)dzx # 0.
Cet ensemble est un borélien de L*([0, 1]) puisque I'application

rerio)— [ fla)de

est continue. Considérons le sous-espace de dimension 1 de L*([0, 1]) formé des fonctions
constantes. Montrons qu'il s’agit d’une sonde pour 7. Si f € L'([0, 1]), nous avons

LHaER cat feT?)) — E({aeR:/ﬂl(aJrf(a:))da::O})

_ L’({aeli% :a:—/olf(:c)d:c})
(o)

= 0,

d’ou la conclusion. O
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Proposition 3.4.2. Si 1 < p < +o0, presque toute suite (an)nen, de P(Ng) n'appartient
pas a I*(Np).

Démonstration. Soit T 'ensemble des suites (a,)nen, de (P(Np) telles que > |an| di-
verge. Cet ensemble est un borélien de [P(Ny). En effet, pour tout k& € N, posons

Ey = {(an)neri, € P(No) = ) laa| < k.

neNp

L’ensemble Fj est U'intersection sur les naturels M des suites de [?(Nj) dont la somme des
modules des M premiers termes est majorée par k. Chacun de ces ensembles est fermé
pour la convergence ponctuelle, donc également dans l'espace IP(Ny). Nous en tirons que
I'ensemble Ej est fermé dans [P(Ny). Par conséquent, ’ensemble

T = (B

keN

est un borélien de P(Np).

Considérons le sous-espace de dimension 1 de [P(Ny) engendré par la suite (%)nENO-
Montrons qu’il s’agit d’une sonde pour 7. Si (a,)nen, € (?(Np), nous avons

L ({a ER : <%>HGNO + (@n)nem, € TC}) - ({a ER: Y ‘% +a, converge}) .

Supposons qu’il existe oo # [ tels que

Z‘%—i—an et Z

neNp n€Ng

g

n

convergent. Alors la série
1
o =581~
n
n€Ng

converge puisque
o — 3]

n

<%+ )+ |2 +a,
n n

_|_

pour tout n € Ny, d’olt une contradiction. Nous obtenons donc que

c(facri () +@heerf) =0
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Pour T'application suivante, nous considérons ’ensemble des fonctions continues sur
[0, 1] muni de la norme uniforme

[ flloay = sup [f(x)]
z€[0,1]

Nous allons montrer que presque toute fonction de 'espace de Banach C([0,1]) est diffé-
rentiable nulle part, c’est-a-dire en aucun point. L’ensemble des fonctions nulle part dif-
férentiables n’est pas un borélien de C([0,1]) (|31, B2]). Cependant, cet ensemble contient
I’ensemble des fonctions nulle part Lipschitz. Nous montrerons que cet ensemble est un
borélien de C([0,1]) et qu’il est prévalent car il posséde une sonde de dimension 2. On
obtiendra donc la prévalence dans C([0, 1]) de I'ensemble des fonctions nulle part différen-
tiables. Rappelons qu’'une fonction f : [0, 1] — R est M-Lipschitz en x € [0, 1] si pour tout

€ [0,1], |f(z) — f(y)] < M|z — y|. On dit que f est Lipschitz en z € [0,1] 81l existe
M > 0 tel que f est M- Lipschitz en x.

Nous utiliserons une sonde de dimension 2. Les fonctions g et A qui engendrent cette
sonde sont basées sur la célébre fonction de Weierstrass, continue et nulle part différentiable,

donnée par
oo

Z a” cos(brrx).

k=0
ou 1 <ab < b ([18]). Les fonctions g et h sont définies sur R par

— 1 — 1
=D e =2 pein
k=1 k=1
Il est connu que ces fonctions sont continues et nulle part Lispschitz ([18]).

Lemme 3.4.3. [] existe une constante C' > 0 telle que pour tous o, 3 € R et tout intervalle
fermé I de [0,1] de longueur & < 5

Cya?+ 57

m}xx(ag + Bh) — mIin(ozg + Bh) > (log2)?

Démonstration. La preuve de ce lemme repose uniquement sur des calculs. Le lecteur peut
la trouver dans larticle [19]. O
Proposition 3.4.4. Presque toute fonction de C([0,1]) est différentiable nulle part.

Démonstration. Montrons tout d’abord que ’ensemble des fonctions nulle part Lipschitz
est un borélien de C([0,1]). Pour tout M € Ny, posons

Fy ={f€C(0,1]) : f est M-Lipschitz en un z € [0, 1]} .
et montrons que cet ensemble est fermé dans C([0, 1]). On en déduira que I’ensemble

F={fe€C(0,1]) : f est Lipschitz en un z € [0,1]}
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est un borélien de C(]0, 1]).

Soit donc M € Ny et considérons une suite (f,)nen de Fiy qui converge vers f dans
C([0,1]). Pour tout m € N, il existe x,, € [0, 1] tel que f,, est M-Lipschitz en x,,. Comme
(Zm)men est une suite de [0, 1], quitte & en extraire une sous-suite, on peut supposer que
(@m)men converge dans [0, 1] vers . Montrons que f est M-Lipschitz en x. Soit y € [0, 1].
Pour tout n € N, nous avons

[f(z) = f(y)] [f(@) = fa(@)] + [fn(2) = ful@n)| + | fuzn) = fu(@)] + [ fa(y) = F(Y)]
[f (@) = fu(@)[ + Mz — x| + Mlzn =yl + | fuly) = F()]

IN A

En prenant la limite pour n qui tend vers I'infini, nous obtenons

|f(x) = f(y)] < M|z —y|

ethFM.

Considérons a présent les fonctions g et h définies comme précédemment et soit f une
fonction de C([0, 1]). Montrons que 1'ensemble

Sy = {(a,ﬁ) ceR? . f+0zg+ﬁh€FM}
a une mesure de Lebesgue nulle pour tout M € Ny. On en déduira que 1’ensemble
S={(a,8) eR® : f+ag+pheF}

a également une mesure de Lebesgue nulle puisqu’il s’agit de I'union des ensembles Sj; sur
tous les entiers positifs M.

Fisons M € N et soit N > 2. Recouvrons [0, 1] avec N intervalles fermés de longueur
€= % Soit I un de ces intervalles et posons

J={(a,8) €R* : f+ag+ Bhest M-Lipschitz en un z € I} .

Montrons que J est inclus dans une boule de rayon Ce(loge)? ot C' est une constante
indépendante de I et . Alors, Sy, pourra étre recouvert de N = % boules dont la mesure
de Lebesgue totale est NmC?c?(loge)? = 7C%e(loge)?. En prenant ¢ — 0, cette mesure
tend vers 0, d’ot L(Sys) = 0.

Considérons deux points (aq, 41) et (g, F2) dans J. Pour ¢ = 1,2, soit f; = f+a;9+Fih
et soit z; un point de I en lequel f; est M-Lipschitz. Alors pour tout = € I,

|fi(z) — fi(zs)| < M|z — 23] < Me.

Il s’ensuit que

|fi(x) = folx) — (fi(z1) — faxe))| < 2Me
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pour tout x € I. On obtient donc

mIaX(fl - f2) < mliiX(fl — fa— (fl(xl) — fa(xa)) + (fl(xl) - f2($2))
< 2Me+ (fi(z1) — fa(22))
< 2Me+ (fi(z1) — fi(2)) + (fi(@) — fo(@)) + (fo(2) — f2(22))
< 4Me + (fi(z) — fo(2))

pour tout x € I, d’ou
m;ax(fl fa) — m1n(f1 f2) < 4Me.

Or, nous savons que
fi— fo= (a1 —az)g — (B1 — B2)h
et par le lemme [3.4.3],

Vi = @)? + (B — f2)? < %E(log £)?.

Par conséquent, J est inclus dans une boule de rayon (log £)? comme annoncé. [

Remarque 3.4.5. Dans la preuve ci-dessus, nous avons utilisé une sonde de dimension
2. Remarquons qu’'une sonde de dimension 1 ne conviendrait pas. En effet, considérons
I'espace engendré par une fonction g € C([0,1]). Soit f(x) = —xg(x) et remarquons que
f + Ag est différentiable en x = X pour tout A € [0, 1]. Ainsi,

L({X€R : f+ A\g est différentiable en un x € [0,1]}) > £([0,1]) > 0.

Pour la derniére application, rappelons qu'une fonction continue est de type monotone
sur un intervalle [a,b] s'il existe v € R tel que la fonction f — ~x soit monotone sur un
sous-intervalle de [a, b].

Proposition 3.4.6. Presque toute fonction de C([0,1]) est de type monotone nulle part.

Démonstration. Soit I un sous-intervalle de [0, 1]. Posons
G(I)={f € C([0,1]) : f est de type monotone sur I}
et pour tout n € Ny,
G.(I)={f € C([0,1]) : Iy € [-n,n] tel que f — ~yx est monotone sur [ }.

Bien stir, nous avons

= |J 6.

n€Np

Soit n € Ny. L’ensemble G,, est fermé dans C([0,1]). En effet, soit (f,,)men une suite de
G, (I) qui converge uniformément vers f sur [0, 1]. Pour tout m € N, il existe v,, € [—n, n]
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tel que f,,, — Ymx est monotone sur I. Quitte a considérer une sous-suite, puisque v,, €
[—n, n] pour tout m € N, on peut supposer que la suite (7y,,)men converge vers v € [—n, nj.
Il est alors clair que la suite (f,, — Ym®)men converge uniformément vers f — vz sur [0, 1].
Puisque les f,, — 7@ sont monotones sur I, quitte a reconsidérer une sous-suite, on peut
supposer qu’ils sont tous croissants ou décroissants sur /. On en tire alors que f —yx l'est
également. Par conséquent, G,,(I) est fermé. C’est en particulier un borélien et il en est de
méme pour G(I). Montrons a présent que G(/) est timide.

Soit g € C(]0, 1]) une application nulle part différentiable sur . Pour tout f € C([0,1]),
posons
GiI)={a€eR : f+ageG()}.

Alors G¢(I) contient au plus un élément. En effet, si o # 3 sont tels que f+ag € G(I) et
f+Bg € G(I), il existe des réels v, et ¥ tels que

frag—mzet f—[Fg—m
sont monotones sur /. Elles sont alors dérivables presque partout sur I ([39]) et il en est

de méme pour

(f+ag—mz) — (f —Bg — 1) = (= B)g + (11 —72)z,

d’ou une contradiction. On en tire que le sous-espace de C([0, 1]) engendré par g est une
sonde pour (G(I))°. Ainsi, G(I) est timide. En considérant I'union dénombrable des G([)
sur tous les intervalles I rationnels et en utilisant la proposition nous obtenons la
conclusion. O

3.5 Construction d’une mesure sur S”

Le but de cette section est de montrer que 1’ensemble
{c€ 5" :via) =v(a) Va € R}

est prévalent dans l’espace métrisable complet S”. Pour cela, nous allons construire une
mesure sur S”. Commengons par la construction d’une mesure sur (€2, F), ou F est la
o-algébre produit F = @ JEN.ke{0,...27—1} B(C). Nous montrerons ensuite que cette mesure
est & support dans S et est une mesure borélienne par rapport a la topologie de S".

La premiére étape consiste en la construction d’une mesure de probabilité convenable
définie sur I'ensemble de toutes les suites 2. Pour tout j € N\{3}, on pose

277 sup {72,227V s o > ain
Fjla) := { 0 { } sl a < Quuin-

et
27323 i o > Apin

Fy(a) = { 0 Sl o < Qi -
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Alors, Fj est une application bornée par 1, croissante et continue & droite puisque v satisfait
également ces propriétés. De plus, lim,_,_, F;(z) = 0. Ainsi, il existe une unique mesure
finie p; sur (R, B(R)) telle que

(@) = p;(] — o0, 7))

pour tout x € R. Posons pj(4+00) = 1 — lim,_ 4o Fj(c). Alors p; est une mesure de
probabilité sur R U{+o00} puisque

p(RU{+oc}) = 1.
Soit Ujp2x) la mesure uniforme sur [0, 27]. Considérons la fonction

27Jveit i e R

gj: RU{+OO}X[O;27T]_>C:(O‘7U)'_>{ 0 Sl o« = +00.

Cette application est continue et donc mesurable par rapport & B(RU{+o00}) x B([0, 27])
et B(C). Nous pouvons donc définir pour chaque couple (j, k) avec j € N, k € {0, ...,29 —1}
la mesure image
P;i(B) = (p; x Upan)(g; " (B))-
pour tout borélien B de C. Il s’agit d'une probabilité sur C puisque
P;x(C) = (p; x Upam)(g; " (C))

= (pj X Upzn) (R U{+00} x [0, 27])

= pj(RU{+00})Up,2x ([0, 27])

= 1.

Elle est telle que
Byr({e € C :le] = 279) = p;(] = 00, al) = Fy(a).
En effet,
Pis({c € C t]el 2 277}) = (p; x Uam)(9; ' ({c € C : Je] = 27°9}))
et

g7 ({ceC el =279} = {(o/,u) € Rx[0,27] : [277¥e™| > 277}
= {(d,u) e Rx[0,27] : &/ < a}
= | —o00,a] x|[0,27].

Considérons la mesure de probabilité produit
P= X Pk
JEN,k€{0,...,27 —1}

sur I'espace mesurable (£, F).
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Proposition 3.5.1. Les ensembles

{¢eQ :via) <v(a), Va e R},
{¢eQ :via) >v(a), Va € R},
{ceQ :vz(a) =v(a), Ya € R}

appartiennent a F. En particulier, S¥ € F puisque
S ={ce :vz(a) <v(a),VaeR}.
De plus, P(S¥) = 1.
Démonstration. La démonstration de cette proposition se trouve dans l'article [7]. O]

Par conséquent, le support de IP est inclus dans S” et comme S” € F, on peut restreindre
Pa s
Proposition 3.5.2. i de S, alors
P({ce S : v, {a)=v(a) ,VaeR} =1.
Démonstration. La démonstration de ce résultat se trouve dans [5]. ]

Corollaire 3.5.3. Si A est 'ensemble des suites ¢ de S¥ pour lesquelles vz ne coincide pas
avec v, alors

P(d+ A) =0
pour tout de s

Démonstration. En effet, pour tout de SY, nous avons
P(d+ A) = P({ae SYié—de A})
= 1-P({ce S :v, fa)=v(a), Vo €R})
= 0.
[

A ce niveau, puisque S” n’est pas un espace métrique complet sous la topologie de la
convergence ponctuelle, nous ne pouvons pas conclure immédiatement. Cependant, nous
allons voir que PP définit une mesure de probabilité borélienne sur ’espace métrique S”.
Dans ce cas, les résultats précédents prouvent que I’ensemble de toutes les suites ¢ de S
telles que vz = v est prévalent.

Proposition 3.5.4. Tous les ouverts de [’espace métrique S” appartiennent a F.

Démonstration. La preuve de cette proposition peut étre trouvée dans 'article [5].

[

Puisque P(S”) = 1, cela implique que P est une mesure borélienne de probabilité sur
I’espace métrique S”.

Corollaire 3.5.5. L’ensemble de toutes les suites ¢ de S¥ telles que vz = v est prévalent.
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3.6 Les espaces S” et 'analyse multifractale

L’analyse multifractale s’intéresse a I'étude des signaux irréguliers. Pour de telles fonc-
tions, cela n’a pas beaucoup d’intérét de caractériser la régularité ponctuelle puisque celle-
ci peut changer brutalement d’un point a l'autre. Il est plus intéressant de déterminer le
spectre des singularités du signal, qui donne la "taille" de ’ensemble des points qui par-
tagent une méme régularité ponctuelle. Nous allons commencer par préciser ce que nous
entendons par "régularité ponctuelle" et "taille d’'un ensemble".

Définition 3.6.1. Soient g € R et a > 0. Une fonction f : R — C localement bornée
appartient a I'espace C*(zy) s'il existe R > 0, C' > 0 et P un polyndme de degré strictement
inférieur a « tel que

[f(x) = P(z)] < Clo — x|

si |x — xo| < R. L’exposant de Holder de f en xq est alors défini par

hi(zg) =sup{a: f € C%xo)}.

L’analyse multifractale fournit une description de ’ensemble des exposants de Holder
d’une fonction localement bornée f au travers de son spectre des singularités. Celui-ci
associe a toute valeur h la "taille" de I’ensemble des points pour lesquels I'exposant de
Holder de f est h. Dans ce contexte, la "taille" d’un ensemble est déterminée par sa
dimension de Hausdorff, introduite ci-dessous.

Définition 3.6.2. Soient B C R et A.(B) la collection de tous les recouvements dénom-
brables de B par des ensembles de diameétre inférieur a €. Pour § > 0 et ¢ > 0, nous

posons
’(B) = f di :
H2(B) y eléleA Z iam(

La d-diamétrale mesure de Hausdorff de B est définie par

H(B) = lim H(B).

e—0t
Remarque 3.6.3. Puisque H? est une fonction décroissante de ¢, on a en fait

H(B) = sup HS(B)

e>0

pour toute partie B de R.

Proposition 3.6.4. Pour tout § > 0, la fonction H? est une mesure extérieure sur R et
définit une mesure sur B.

Démonstration. 1l est clair que H2()) = 0 et que si A C B, alors H°(A) < H°(B). Soient
e > 0, (By)nen une suite de sous-ensembles de R et B = UneN B,,. Soit n > 0 et pour
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tout n € N, considérons un recouvrement dénombrable (B, ;) en de B, tel que B, ; est de
diamétre inférieur a ¢ pour tout j7 € N et tel que

. Ui
Z diam(B, )’ < H2(B,) + ISR
jeN
Alors B C U, en Bn,j et donc

HI(B) < ) diam(B,;)" < Y HB,) +1,

j,’rLGN neN

d’ot la sous-additivité dénombrable de H? puisque 7 > 0 est arbitraire. Au vu de la
remarque, nous avons donc

HA(B) <> H(By).

neN
En passant a la limite pour ¢ — 0T, nous obtenons
H(B) <> H'(By).
neN
Par conséquent, H° est une mesure extérieure sur R.

Montrons a présent que la restriction de cette mesure extérieure a B est une mesure.
Pour cela, il suffit de montrer qu’il s’agit d’une mesure extérieure métrique. Soient donc A
et B deux parties de R telles que d(A, B) > 0. On a bien stir

HO(AU B) < H’(A) + H°(B).

Il reste donc & montrer I'inégalité inverse. Soient € < @, n > 0 et (Cy)ren un recouvre-
ment de AU B par des ensembles de diamétre inférieur a ¢ et tel que

Z diam(C)° < HS(AU B) + 1.

keN

Pour tout £ € N, Cj ne peut intercepter A et B. On peut donc extraire de la suite
(Ck)ren deux recouvrements disjoints de A et B en considérant d’une part, les éléments
qui interceptent A, et d’autre part les autres. On en déduit que

HI(A) + HY(B) <> diam(Cy)’ < HI(AUB) +n,
keN
d’ou
HI(A) + HI(B) < HI(AU B)
puisque 17 > 0 est arbitraire. En passant & la limite pour ¢ — 0%, nous obtenons la
conclusion. ]
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Remarquons que pour toute partie B de R, tout € > 0 et tous 0 < § < 7, nous avons

w(p) > TED

- 87_6 .

Par conséquent, H°(B) < +oo entraine HY(B) = 0 et H?(B) > 0 entraine H°(B) = +oo.
Il est donc naturel d’introduire la définition suivante.

Définition 3.6.5. La dimension de Hausdorff dimy(B) d’une partie B de R est définie
par

dimy(B) = inf{§ > 0 : H°(B) = 0}.
Remarque 3.6.6. Pour les ensembles non vides, la définition de la dimension de
Hausdorff est équivalente a
dimy(B) = sup{d > 0 : H*(B) = +o0}.
Nous pouvons a présent introduire le spectre des singularités d’une fonction.

Définition 3.6.7. Le spectre des singularités d’une fonction localement bornée f : R — C
est défini par
de(h) = dimy{z € R : he(xz) = h}

pour tout h > 0.

Un formalisme multifractal est une formule qui permet de calculer numériquement le
spectre des singularités d’une fonction f. La formule la plus répandue est le formalisme
multifractal thermodynamique, qui permet d’obtenir une borne supérieure pour dy.

Rappelons que si ¢ est la suite des coefficients d’ondelettes de f, alors

ne(p) = inf (ap — ve(a) +1) =sup{s €ER : €€ b}~ }

a>ag

pour tout p > 0. Il est montré dans [23] qu’il existe une unique valeur pz > 0 telle que
nz(pz) = 1. Posons

dy(h) = min ( ilf

p=pe

(hp —ne(p) + 1), 1)

pour tout A > 0.
Ainsi, étant donné une fonction concave 7, la connaissance de nz(p) > n(p) pour tout
P > pz amene a

vu la proposition [1.2.19] c’est-a-dire

feB =) Bk.

pP>Dpz

Il est connu ([22]) que si f est une fonction de Holder uniforme, c’est-a-dire si ¢ € C
pour tout o > 0, alors dy < d;.
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Proposition 3.6.8. ] existe un ensemble prévalent de B" tel que pour tout f appartenant
a cet ensemble
d,(h) = inf,>,.(hp —n(p) + 1)  si cette borne est inférieure ou égale a 1
A7 —o0 sinon.

Démonstration. Cette proposition est contenue dans I'article [15]. O

Ce résultat justifie la validité du formalisme thermodynamique, qui consiste a estimer
le spectre des singularités d’une fonction f par d;. Cependant, nous pouvons constater
les limites de ce formalisme : au vu de sa définition, d; doit étre concave et croissant.
Or un spectre de singularités n’a pas de raison d’étre concave ou croissant. Néanmoins,
cette deuxiéme caractéristique peut étre levée en utilisant un formalisme basé sur des
"coefficients dominants" & la place des coefficients d’ondelettes (|29, 137]).

Nous allons a présent présenter un nouveau formalisme basé sur les espaces S” et
permettant de détecter des spectres non-concaves. Nous justifierons ensuite sa validité
au sens de la prévalence. Dans ce qui suit, ’espace S” sera considéré comme |’espace
fonctionnel introduit initialement et non comme l'espace de suites de €2 associé. Nous
supposerons également que ;;, > 0.

Proposition 3.6.9. Soit hy,q, = infy>,,,. % Pour tous f € S¥ et h € R, nous avons
v(h'
h supy, ——= sih<h
OER S
1 sinon.
Démonstration. Ce résultat est prouvé dans l'article [§]. O

Comme il est possible de calculer vy a partir des coefficients d’ondelettes de f et vu la
définition de S*, nous proposons le nouveau formalisme multifractal suivant :

!/

ve(h) .
h , —_ h < hpmax
da(h) = SPweon =

1 sinon,

ol hypgy := infp>q, % Au vu de la proposition, ce formalisme méne bien a une borne
supérieure pour dy. Comme dans le cas du formalisme multifractal thermodynamique,
nous pouvons nous demander quand 'égalité a lieu. La proposition suivante montre que
cela arrive pour un sous-ensemble prévalent de S” et justifie le formalisme présenté ici. La
preuve de cette proposition se trouve dans [5].

Proposition 3.6.10. Le sous-ensemble de S” formé des fonctions f telles que

uh)
h / — h < hpax
ds(h) = SUPwejon) = S =

—00 Sinon.

0t Ny := infp>, V(hh) est prévalent dans S”.
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